
  வ௯த்ேதான்றல்கள் பற்௣ய அ௄த்த ௳ரி௵ைரக்ஶ வரேவற்ழேறாம், எனேவ கடந்த 
௳ரி௵ைர௜ல் 
ேரால்ஸ் ேதற்றம் மற்௥ம் சராசரி மொப்௖ ேதற்றம் ஆழய இரண்௄ ௚க்ழயமான ேதற்றங்கைளப்
பற்௣ ௳வாொக்கத் ெதாடங்ழேனாம், எனேவ ேரால்ஸ் ேதற்றம் என்ன ெசால்ழறௌ என்பைத 
நிைன௵ப௄த்ௌழேறன், எனேவ ேரால்ஸ் ேதற்றத்ைத ஷ௥ழேறன்.
  அ௑மானம் என்னெவன்றால், என்பௌ ஒ௠ ௛ூய இைடெவளி௜ல் இ௠ந்ௌ வைர௜லான f r 
உண்ைமயான எண்களின் ெசயல்பாடூ்ன் ெதாஶப்பாக இ௠க்கட௄்ம் , ௔ன்வ௠வனவற்ைறத்ba 
ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌம் ெசயல்பா௄ , என்பௌ ௛ூய இைடெவளி௜ல் ெதாடரழ்றௌ ba f ab 
இரண்டாவௌ அ௑மானம், என்பௌ ொறந்த இைடெவளி மற்௥ம் ௛ன்றாவௌ ஆழயவற்௣ல் f ab 
ேவ௥ப௄ம்.
  அ௑மானம் என்னெவன்றால், இன் இ௥ொப் ௖ள்ளி௜ல் உள்ள ெசயல்பாடூ்ன் மொப்௖ இன் a b 

க்ஶ சமம் , ௔ன்னர ்௚ூ௵ என்னெவன்றால், இல் உள்ள ௔ைரம் சமமாக f c derivative f 
இ௠க்ஶம் வைக௜ல் ொறந்த இைடெவளி௜ல் ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ உள்ளௌ.c 
  ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ, 
இைதப் படத்ொன் ௛லம் ௖ரிந்ௌெகாள்ேவாம் ெசயல்பாட்ூன் வைரபடத்ைத இன் க்ஶ y x f 
சமமாக வைரழேறாம், ெகா௄க்கப்படட்ைவ என்னெவன்றால், மற்௥ம் ெசயல்பாட்௄ a b 
மொப்௖கள் ஒேர மாொரியாக இ௠ப்பதால் இௌ ஆஶம்.f 

மற்௥ம் இன் மற்௥ம் அதன் ௔ன் ெசயல்பாடானௌ ௛ூய இைடெவளி௜ல்   a f b 
ெதாடரச்஼்யாக௵ம் , ொறந்த இைடெவளி௜ல் இல் ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயதாக௵ம் ab 
ெகா௄க்கப்படட்ால், அந்த வ௯த்ேதான்றல் என்௥ நாங்கள் ஷ௥ழேறாம், எனேவ இௌ இ௠ப்பைத
நீங்கள் பாரத்்தால், ெசயல்பா௄ இங்ேக இப்பூ இ௠க்கலாம்.
 
எங்களிடம் ழைடமடட் ெதா௄ேகா௄ உள்ளௌ, அதாவௌ வ௯த்ேதான்றல் ௗஜ்௷யமாக 
இ௠க்கலாம் அல்லௌ அௌ இப்பூ வேழ ெசன்௥ இந்த ௳ஷயத்ொல் ேமேல ெசல்லலாம், 
வ௯த்ேதான்றல் ௗஜ்௷யமாக இ௠க்ஶம் இரண்௄ ௖ள்ளிகைளக் கண்டால், இரண்௄ 
௖ள்ளிக௬க்ஶ 
ேமல் இ௠க்கலாம் சரி, அௌ இப்பூேய ேம௩ம் வ௱ம் ெசல்ழறௌ, ௔ன்னர ்இந்த அைனத்ௌ 
௖ள்ளிக௬ம் அங்ஶ வ௯த்ேதான்றல் ௗஜ்௷யமாக இ௠ப்பைத நீங்கள் காண்ழ௤ரக்ள், எனேவ 
இந்த ேதற்றத்ொன் ஆதாரத்ைத ௳ளக்ஶவதற்ஶ ௚ன்௖ நாம் என்ன ௚யற்஼த்ேதாம் என்பைதத் 
ேதற்றத்ொல் உள்ள அ௑மானங்கைளப் பாரக்்க ௚யற்஼ப்ேபாம்.
 
அவ஼யம், எனேவ என்பௌ ௛ூய இைடெவளி௜ல் ெதாடரச்஼்யாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ f 
௚த௧ல் ஷ௥ழறௌ, ௛ூய இைடெவளி௜ல் என்பௌ ெதாடரச்஼்யாக இல்ைல ab f 
என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், அப்ேபாௌ நீங்கள் ெசயல்பா௄ உள்ளதாக இ௠க்கலாம்.
  இப்பூ மூந்ௌ, ௔ன்னர ்நான் இ௥ொப் ௖ள்ளி௜ல் வைரய௥க்கலாம், இௌ மற்௥ம் இௌ a b 
என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ௔ன்னர ் இல் இந்த மொப்ைப வைரய௥க்கலாம், எனேவ இந்த ai 
ெசயல்பா௄ ொறந்த இைடெவளி௜ல் இல்ைல, அதாவௌ ப்ைரம் க்ஶ சமம் மற்௥ம் c f c 0 
இங்ேக என்பௌ இல் ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயௌ, இன் என்பௌ க்ஶ சமம், ஐத் த௳ர f abf a f f a ab
இன் எல்லாப் ௖ள்ளிகளி௩ம் க்ஶ சமம்,   எனேவ அௌ இ௥ொப் ௖ள்ளி௜ல் ஒன்௣ல் bf 
ெதாடரச்஼்யாக இ௠க்கத் தவ௣னா௩ம், 

அங்ஶ எந்த இ௠க்க ேவண்ூயொல்ைல.f c 
  ௔ைரம் என்பௌ 0 க்ஶ சமம்.c 
 எனேவ நாம் ௛ூய இைடெவளி௜ல் ெதாடரச்஼் ேதைவ ொறந்த இைடெவளி௜ல் என்பௌ AB f f
இன் ேவ௥ப௄த்தக்ஷூய ேவ௥பாட்ூன் இரண்டாவௌ அ௑மானம்,  எனேவ இௌ 
ேதால்௳௞ற்றால் , ெசயல்பா௄ இப்பூ இ௠க்கலாம், எனேவ நான் இங்ேக உள்ளௌ இந்தச ்ab 
ெசயல்பாடை்ட நீங்கள் ௙ண்௄ம் பாரத்்தால் எந்தப் ௖ள்ளி௞ம் இல்ைல, எனேவ இந்தச ்
ெசயல்பா௄ இல் ெதாடரச்஼்யாக  உள்ளௌ, ொறந்த இைடெவளி௜ல் இல் ஒ௠ ௖ள்ளிையத்abf ab 
த௳ர மற்ற எல்லாவற்௣௩ம் ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயௌ மற்௥ம் இன் என்பௌ இன் க்ஶ சமம்a f b f 
என்பைத இங்ேக காணலாம்.
  அைனத்ௌ ௖ள்ளி எல்  ேம௩ம் இதன் இடௌ௖றத்ொல் உள்ள எந்தப் ௖ள்ளிக்ஶம் இௌேவ எங்கள்  
௖ள்ளி என்௥ ஷ௥ேவாம்  இல்ைல என்றால் ப்ைரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் மற்௥ம் எஃப் c f c 
இன் எஃப் க்ஶ சமமான ௛ன்றாவௌ நிபந்தைன எஃப் நிசச்யமாக இௌ௵ம் நமக்ஶத் ேதைவ, 
ஏெனன்றால் நான் இந்த ெசயல்பாடை்டச ்ெசான்னால், இங்ேக ெசயல்பா௄ ௛ூய நிைல௜ல் 
ெதாடரந்்ௌ இ௠ப்பைத நீங்கள் காண்ழ௤ரக்ள் இைடெவளியானௌ ொறந்த இைடெவளி௜ல் 
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ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயௌ , எனேவ ௛ூய இைடெவளி ௗஜ்௷யத்ொல் ஐக் ஷ௥வதற்ஶ சமமாக x x 
இன் என்௥ எ௱ொனால் , இௌ ௗஜ்௷யத்ொல்  ெதாடரச்஼்யான ஆஶம்  இன் ௔ைரம் f f f x 
என்பௌ இைடெவளி ௗஜ்௷யத்ொல் உள்ள அைனத்ௌ க்ஶம் ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ ௔ைரம் x rf 

ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் இடத்ொல் இல்ைல, ஆனால் இங்ேக நம்௘டம் இல்ைல c c 
ௗஜ்௷யத்ொன் என்பௌ ஒன்௣ன் க்ஶ சமம் இல்ைல எனேவ இந்த ௛ன்௥  எ௄த்ௌக்காட௄்கள்f f 
௛ன்௥ அாைவ௞ம் காட௄்ழன்றன ேரால்ஸ் ேதற்றத்ொல் உள்ள கள், எஃப் ௔ைரம் ஼ mption
என்பௌ ொறந்த இைடெவளி௜ல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் என்ற ௚ூ௵க்ஶ அவ஼யமாழறௌ , 
அவற்௣ல் ஒன்௥ ஷட ேதால்௳௞ற்றால், அந்த ௚ூ௵ உண்ைமயாக இ௠க்க ேவண்ூய 
அவ஼ய௘ல்ைல, எனேவ இந்த ேதற்றம் ஏன் என்பௌ பற்௣ இப்ேபாௌ ெகாஞ்சம் ேயாசைன 
த௠ழேறன்.
 நி௡பணத்ொன் ேயாசைன உண்ைம, எனேவ நீங்கள் இந்த படங்கைளப் பாரத்்தால், இந்த 
வ௯த்ேதான்றல் 0 க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் இந்த ௖ள்ளிகள் ேரால்ஸ் ேதற்றத்ொன் அ௑மானத்ொன் 
வழ் ெசயல்பாடூ்ன் ஶைறந்தபடச் அல்லௌ அொகபடச் ௖ள்ளிக௬க்ஶ ஒத்ொ௠ப்பைதக் 
காணலாம்.

இல் ஶைறந்தௌ ஒ௠ ௖ள்ளி உள்ளௌ என்பைதக் காட்டலாம், அங்ஶ இன் அதன்   ab c f x 
ஶைறந்தபடச் அல்லௌ அொகபடச் மொப்ைப இப்ேபாௌ அைடழறௌ என்பௌ ஒ௠ உண்ைம 
என்னெவன்றால், என்பௌ ௛ூய இைடெவளி௜ல் ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பாடாக இ௠ந்தால், f 
அதன் ஶைறந்தபடச் மற்௥ம் அொகபடச் மொப்ைப அைடய ேவண்௄ம்.
  இந்த உண்ைமைய நான் எ௱ௌழேறன் , ஒ௠ ௛ூய இைடெவளி இ௧௠ந்ௌ வைர௜லான ab r 
எந்தெவா௠ ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பா௄ம் வரம்௖க்ஶட்பட்டௌ மற்௥ம் அதன் ஶைறந்தபடச் f 
மற்௥ம் அொகபடச் மொப்ைப ெந௠ங்ழய இைடெவளி௜ல் அைடழறௌ, அதாவௌ ௖ள்ளி 

எௌ௵ம் இல்ைல ௛ூய இைடெவளி௜ல் இல் இன் என்பௌ ஶைறந்தபடச் மொப்பாஶம், x ab x f 
அதாவௌ இன் என்பௌ இன் ஐ ௳டக் ஶைறவாக உள்ளௌ மற்௥ம் இன் என்பௌ x f x f y f 
௛ூய இைடெவளிையச ்ேசரந்்த அைனத்ௌ க்ஶம் அொகபடச் மொப்பாஶம் .x 
  ொறந்த இைடெவளி௜ல் இல் ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பா௄க௬க்ஶ ௚ந்ைதய ௚ூ௵ ab 
உண்ைமயல்ல,  எ௄த்ௌக்காட்டாக , நீங்கள் ொறந்த இைடெவளி௜ல் க்ஶ சமமான டான் ஐ fx x 
எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், இரண்௄ ைப௜௧௠ந்ௌ ைப இரண்ூ௧௠ந்ௌ ைப என்பௌ ெதாடரழ்றௌ, 
ஆனால் ஶைறந்தபடச்ம் 
இல்ைல, ஶைறந்தபடச் மொப்௖ அல்லௌ அொகபடச் மொப்௖ இல்ைல இந்தச ்சார௖் க்ஶ tan x 
இைடேய உள்ள ன் ழராஃப் ைமனஸ் ைப ௅ ைப ௅ ைப ௅ க்ஶ இௌ ேபால் இ௠ப்பைத tan x 
நீங்கள் 
பாரத்்ொ௠க்க ேவண்௄ம்.
  ேநரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ இந்த ெசயல்பா௄ ஷட வரம்பற்றௌ ஆனால் ௛ூய இைடெவளி௜ல் ஒ௠
ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பா௄ இ௠ந்தால், இௌ கட௄்ப்ப௄த்தப்பட ேவண்௄ம், ேம௩ம் அௌ 
ஶைறந்தபடச் மற்௥ம் அொகபடச் மொப்ைப அைடய ேவண்௄ம், அௌ 

அதன் ஶைறந்தபடச் அல்லௌ அொகபடச் மொப்ைப அைடந்தால் மற்ெறா௠ உண்ைம இ௥ொப் f 
௖ள்ளிகளில் இல்லாத ொறந்த இைடெவளி௜ல்  , அந்த ௖ள்ளி௜ல் ஆனௌ derivative 
ௗஜ்௷யமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.
   
மற்௥ம் ஶைறந்தபடச் அல்லௌ அொகபடச் மொப்பானௌ ொறந்த இைடெவளி௜ல் 
அைடயப்பட்டதாக ைவத்ௌக் ெகாள்ேவாம், இரண்௄ சந்தரப்்பங்கள் உள்ளன , அந்த ௖ள்ளி௜ல் f
ேவ௥ப௄த்த ௚ூயாௌ அல்லௌ ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயதாக இ௠ந்தால், வ௯த்ேதான்றல் 
ௗஜ்௷யமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ நான் இந்த ெசயல்பாடை்ட 0 ௚தல் 1 வைர பாரத்்தால் 
மற்௥ம்  இௌ பாொ அொகபடச் மொப்௔ல் பாொக்ஶ சமமான இல் அைடயப்ப௄ழறௌ, ஆனால் x 
அைவ 
பாொக்ஶ சமமான இல் ேவ௥ப௄த்தப்படாௌ, ஆனால் இௌ ேபான்ற ஏதாவௌ இ௠ந்தால் x 
ேவ௥ப௄த்தக்ஷூய ெசயல்பா௄ என்னிடம் இ௠ந்தால், 
இங்ேக ௙ண்௄ம் அொகபடச் மொப்௖ இங்ேக பாொயாக இ௠க்ஶம்.
 
பாொ௜ன் ப்ைரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்௥ நீங்கள் பாரத்்தால் , ேரால்ஸ் ேதற்றத்ைத 
நி௡௔க்க இந்த உண்ைமகைளப் பயன்ப௄த்ௌேவாம், எனேவ ௚த௧ல் எஃப் அங்ஶ ௛ூய 
இைடெவளி௜ல் ெதாடரச்஼்யாக இ௠க்ஶம் என்௥ க௠தப்ப௄ழறௌ.
  
௛ூய இைடெவளி௜ல் இல்ைல இல்ைல என்ற ௖ள்ளிகள் உள்ளன, அதாவௌ x y f 
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ஶைறந்தபடச்ம் இல் இல்ைல மற்௥ம் அொகபடச்ம் x y 
இல் இல்ைல, இௌ இல் உள்ள அைனத்ௌ க்ஶம் ெபா௠ந்ௌம், எனேவ ௛ூய இைடெவளி௜ல் ab x 
எந்தெவா௠ ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பா௄ம் அதன் ஶைறந்தபடச்த்ைத அைடய ேவண்௄ம்.
  அந்த இைடெவளி௜ல் அொகபடச் மொப்௖ இப்ேபாௌ இரண்௄ வழக்ஶகள் உள்ளன ஒ௠ நாட் x 
மற்௥ம் நாட் என்பௌ இ௥ொப் ௖ள்ளிகள் மற்௥ம் எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் ஆனால் y a b f 
இன் க்ஶ சமம் என்பதால் a f 

இன் என்பௌ மா௣௧யாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.x f 
வலௌ௖றத்ொல், ஏெனனில் இந்த இல் ஒன்௥ ஶைறந்தபடச் மொப்௖ மற்௥ம் அொகபடச்  ab f 

மொப்௖ , எனேவ 
இல் உள்ள அைனத்ௌ க்ஶம் இன் இந்த மொப்௖க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ேம௩ம் ab x x f 

இன் நிைலயானதாக இ௠ந்தால் மா௣௧ ெசயல்பாடூ்ன் வ௯த்ேதான்றல் என்பைத நாம் x f 
அ௣ேவாம்.
 0 என்பௌ, ொறந்த இைடெவளி௜ல் உள்ள அைனத்ௌ க்ஶம் ௔ைரம் க்ஶ சமம் என்பைத x f x 0 
ஶ௣க்ழறௌ , எனேவ  ப்ைரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்பைதப் ெபற இல் உள்ள எந்த f c ab c 
ஐ௞ம் ேதர௵் ெசய்யலாம், எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் நாம் மற்௥ம் இன் நிைலயான a f 
ெசயல்பா௄ ஐக் ெகாண்௄ள்ேளாம்.f 

இன் சமம் மற்௥ம் இைவ ஶைறந்தபடச் மற்௥ம் அொகபடச் மொப்௖ எனேவ இந்த வழக்ழல்   b f
ப்ைரம் என்பௌ ொறந்த இைடெவளி௜ல் உள்ள அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளி௩ம் ௗஜ்௷யமாஶம்   
ொறந்த இைடெவளி௜ல் இன் ஶைறந்தபடச் அல்லௌ அொகபடச் மொப்பானௌ , ொறந்த fx 
இைடெவளி இைடெவளி௜ல் அைடயப்ப௄ழறௌ, ேம௩ம்  அதன் ஶைறந்தபடச் அல்லௌ ab f 
அொகபடச் மொப்ைப ொறந்த இைடெவளி௜ல் அைடந்தால் மற்௥ம் ெசயல்பா௄ 
ேவ௥ப௄த்தப்பட்டால் அௌ இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைத நாங்கள் ஷ௣௞ள்ேளாம்.
  ௗஜ்௷யம் எனேவ ப்ைரம் f 
அந்த ௖ள்ளி௜ல் ௗஜ்௷யமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ஏெனன்றால் ொறந்த இைடெவளி௜ல் f 
ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயதாக க௠தப்ப௄ழறௌ, 
எனேவ இௌ ேரால்ஸ் ேதற்றத்ைத நி௡௔க்ழறௌ சரி, எஃப் ௔ைரம் ஏன்  
ஒ௠ ொறந்த இைடெவளி௜ல் அொகபடச்ம் அல்லௌ ஶைறந்தபடச் ௖ள்ளி௜ல் ௗஜ்௷யமாக இ௠க்க 
ேவண்௄ம் என்பைத ௳ளக்ஶழேறன்.
 எனேவ நம்௘டம் இ௠ப்பௌ என்னெவன்றால் 
, ெசயல்பாட்ூன் அொகபடச் மொப்ைபக் ெகாண்ூ௠க்ஶம் இந்த ௖ள்ளிைய நாம்   அைடழேறாம் 
என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
  ஓப்பன் இன்டரெ்வல் என்பௌ க்ஶ சமமாக ேவ௥படக் ஷூயதாக இல்ைல என்றால், ab, f x c 
க்ஶ சமமாக ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.

இன் ௔ைரம் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ ஷ௥வௌ, எஃப்   c 
௔ைரம்  ஼ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட அொகமாகேவா அல்லௌ ஼ இன் எஃப் ௔ைரம் ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட 
ஶைறவாகேவா இல்ைல என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியௌ, இந்த வரம்௖ இன் மற்௥ம் க௯த்தல் இன் ஐ ஆல் xf c h f c h 
வஶக்க இௌ ௔ைரம் க்ஶ சமம், இௌ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியௌ என்௥ நாம் க௠ௌழேறாம், f c 
இௌ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால், இந்த வரம்௖ அொகமாக இ௠ந்தால்  ௗஜ்௷யத்ைத 
௳ட , ஒ௠ ஼௣ய க்ஶ இன் மற்௥ம் இன் க்ஶ க௯த்தல் ஆனௌ h c h c h h f 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட அொகமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ஏெனனில் இௌ இன் அைனத்ௌ ஼௣ய h n 
க்ஶம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் 
, வரம்௔ல் இௌ ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம்  ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் எனேவ எங்களிடம் 
உள்ளௌ, இௌ ஐக் ஶ௣க்ழறௌ  மற்௥ம் என்பௌ ஼௣ய அைனத்ௌக்ஶம் ஐ ௳ட ஐ ௳ட f c h c f 
அொகமாக உள்ளௌ, ஏெனனில் இன் c 
௚ரண்பா௄கள் என்பௌ அொகபடச் மொப்௖ சரியானௌ, எனேவ 0 ஐ ௳ட அொகமான f 
வ௯த்ேதான்றல்  , க்ஶ இன் இல் உள்ள மொப்ைப ௳ட அொகமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் x c f 
என்பைதக் ஶ௣க்ஶம்.

ஐ ௳ட இேதேபால் வ௯த்ேதான்றல் 0 க்ஶ ஶைறவாக இ௠ந்தால், அதாவௌ இந்த கட்டத்ொல்   c 
ெசயல்பா௄ இப்பூ வேழ ெசல்ல ேவண்௄ம், அேத ேபால் ௔ைரம் ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட f c 
ஶைறவாக இ௠ந்தால் நமக்ஶ ஒ௠ ௚ரண்பா௄ ழைடக்ஶம் எனேவ இன் ப்ைரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶc 
சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.
 இௌ ேரால்ஸ் ேதற்றத்ைத நி௡௔க்ழறௌ    ொறந்த இைடெவளி௜ல் ஶைறந்தபடச் அல்லௌ 
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அொகபடச் மொப்ைப அைடந்தால் ௗஜ்௷யம், எனேவ அ௄த்த சராசரி மொப்௖ ேதற்றம் என்௥ 
அைழக்கப்ப௄வைத நி௡௔ப்ேபாம், 
எனேவ சராசரி மொப்௖ ேதற்றம் என்பௌ ேரால்ஸ் ேதற்றத்ொன் ெபாௌைமப்ப௄த்தல் ஆஶம்.
 ௛ூய இைடெவளி௜ல் ௚தல் வைர ஐ வைரய௥க்கலாம், ab rb f 
அதாவௌ ௚தல் ௛ூய இைடெவளி இல் ெதாடரந்்ௌ இ௠க்ஶம் மற்௥ம் இரண்டாவௌ fx ab fx 
ொறந்த இைடெவளி௜ல் ேவ௥ப௄ழறௌ, எனேவ இந்த இரண்௄ நிபந்தைனக௬ம் ேரால்ஸ் 
ேதற்றத்ொல் உள்ள ௚தல் இரண்௄ நிபந்தைனகைளப் ேபாலேவ இ௠க்ஶம் .
  ேரால்ஸ் ேதற்றம் எங்களிடம் ௛ன்றாவௌ நிபந்தைன இ௠ந்தௌ, இ௥ொப் ௖ள்ளிகளில் உள்ள 
ெசயல்பாடூ்ன் மொப்௖, சராசரி மொப்௖ ேதற்றத்ொல் , க்ஶ சமமான எஃப் க்ஶ சமம் என்௥ f 
நாங்கள் க௠த௳ல்ைல.
  ொறந்த இைடெவளி௜ல் இல் ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ ௖ள்ளி உள்ளௌ, அதாவௌ இன் ப்ைரம் ab c c 

இன் ைமனஸ் க்ஶ சமம், ைமனஸ் ஆல் வஶத்தல் எனேவ f b f b a a 
இௌ ேரால்ஸ் ேதற்றத்ொன் ெபாௌைமப்ப௄த்தல் ஆஶம் .

இன் ௔ன்னர ்இந்த சராசரி மொப்௖ ேதற்றம் என எ௱தப்ப௄ம், ௔ன்னர ்சராசரி   f b mvt 
மொப்௖ ேதற்றம் 

இல் இ௠ப்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ என்௥ ௔ைரம் என்பௌ இன் க்ஶ சமமான க்ஶ ab c f c a b f 
சமம், அதாவௌ 0 என்பௌ 0 க்ஶ சமம்.
 ேரால்ஸ் ேதற்றம் எனேவ ேரால்ஸ் ேதற்றம் ஃேபால் சராசரி மொப்௖ ேதற்றத்ொல் இ௠ந்ௌ ows 
ஆனால் நாம் ேரால்ஸ் ேதற்றத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ சராசரி மொப்௖ ேதற்றத்ைத நி௡௔ப்ேபாம், 
எனேவ ஆதாரம் ௚த௧ல் இந்த ேதற்றம் என்ன ெசால்ழறௌ என்பைத ௳ளக்ஶழேறன், 
எனேவ இந்த ௖ள்ளி மற்௥ம் இந்த இைடெவளி௜ல் ெதாடரச்஼்யாக இ௠க்ஶம் ஒ௠ a bi 
ெசயல்பா௄ உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
 ொறந்த இைடெவளி௜ல் ேவ௥ப௄த்ொ , ௔ன்னர ் இன் என்றால் என்ன என்பைதப் ab a f 
பாரப்்ேபாம், எனேவ இந்த ௖ள்ளி இன் காற்௖ள்ளி எஃப் இௌ காற்௖ள்ள இன் இப்ேபாௌ a b f b 
இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகைள௞ம் ேசரத்்ௌ இந்த ேகாடை்ட வைரந்தால், இந்த ேகாடூ்ன் சாய்௵ 
என்ன மற்௥ம் இன் மற்௥ம் ஐ இைணக்ஶம் ேகாட்ூன் சாய்௵, இன் a bf a bf secant b b 
ைமனஸ் என்பௌ ைமனஸ் ஆல் வஶத்தால் , சராசரி மொப்௖ ேதற்றம் ஷ௥வௌ f b a 
என்னெவன்றால், இந்த சாய்௳ல் ஼ல ௖ள்ளி உள்ளௌ, இொல் வ௯த்ேதான்றல் இதற்ஶ சமமாக c 
இ௠க்ஶம்.
 சாய்௵ எனேவ இந்த படத்ொல் நீங்கள் பாரத்்தால் என்னிடம் இந்த ௖ள்ளி உள்ளௌ என்௥ c 
அரத்்தம் 
இந்த படத்ொல் இேத ேபால் க௯த்தல்  இங்ேக ௙ண்௄ம் இங்ேக மற்ெறா௠ ௖ள்ளி உள்ளௌ , சரி௵ 
அேத தான் 

இல் உள்ளௌ என்பைதக் காட்ட ேவண்௄ம், அதாவௌ இன் காற்௖ள்ளி௜ல் உள்ள , ab c c c 
ெதா௄ேகாட்ூன் சாய்௵ம், இந்த சாய்ைவ என்௥ அைழக்ழேறன்.m 
 எனேவ நாம் ௳௠ம்௖வௌ என்னெவன்றால், ௔ைரம் இந்த சாய்௵க்ஶ சமம் எனேவ f c 
சமன்பா௄ என்ன என்௥ பாரப்்ேபாம், எனேவ 

மற்௥ம் இன் ஐ இைணக்ஶம் ேகாட்ூன் சமன்பா௄ நீங்கள் ஒ௠ ஒ௠ங்ழைணப்௖ a bf b 
வூவ௳ய௧ல் கற்௥க்ெகாண்ூ௠க்க ேவண்௄ம் இரண்௄ ௖ள்ளிகைள இைணக்ஶம்   ேகா௄ a 
இன் ைமனஸ் எஃப் ஆல் ெகா௄க்கப்ப௄ழறௌ  இௌ ஒ௠ ஷட்டல் இன் இன் ைமனஸ் y f b b f 
இன் ஆல் க௯த்தல் ௚ைற க௯த்தல் மற்௥ம் இன் ஆனௌ இன் ைமனஸ் a b a x a x g x x 
ைமனஸ் க்ஶ சமமாக இ௠க்கட௄்ம், எனேவ நாம் ஐக் ெகாண்ூ௠ப்பதால் ௛ூய l g 
இைடெவளி௜ல் ெதாடரழ்றௌ.ab 

ெதாடரச்஼்யாகக் க௠தப்ப௄ழறௌ மற்௥ம் இன் இந்த ஆனௌ எல்லா இடங்களி௩ம்  f x l 
ெதாடரழ்றௌ ேம௩ம் என்பௌ ொறந்த இைடெவளி௜ல் ேவ௥ப௄ம்  g ab aga f 
ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயௌ மற்௥ம் என்பௌ எல்லா இடங்களி௩ம் ேவ௥படக்ஷூயதாக l 
இ௠ப்பதால் , இன் இன் என்பௌ ைமனஸ் இன் க்ஶ சமம் ஆனால் என்பௌ a ag g a l f l a 
இன் இன் உடன் உடன் இைணக்ஶம் ேகா௄.bf b l 
 இௌ இன் க்ஶ சமம், நீங்கள் இங்ேக ஐ சமமாக ைவத்தால், இன் என்பௌ இன் a f x l x l a 
என்பௌ க்ஶ சமம், இௌ இன் ைமனஸ் இன் என்பௌ 0 மற்௥ம் இன் என்பௌ சமம்  f a f f b g f 
இன் ைமனஸ் இன் இன் என்ன, இௌ இன் எஃப் க்ஶ சமம் ைமனஸ் இன் ஆனௌ b l b b b l b 
௙ண்௄ம் இன் க்ஶ சமம் எனேவ இௌ௵ம் 0 எனேவ இன் என்பௌ இன் க்ஶ சமம் b f a g b g 
எனேவ இப்ேபாௌ நம்௘டம் உள்ளௌ  ொறந்த இைடெவளி௜ல் ேவ௥ப௄த்தக்ஷூய ௛ூய a 
இைடெவளி௜ல் ெதாடரச்஼்யாக இ௠க்ஶம் இன் ெசயல்பா௄ ஆனௌ இன் க்ஶ சமம் x g b g 
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எனேவ நாம் ேரால்ஸ் ேதற்றத்ைதப் பயன்ப௄த்தலாம், எனேவ ேரால்ஸ் ேதற்றத்ொன் ௛லம் ab 
இல் ஶைறந்தௌ ஒ௠ உள்ளௌ இன் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் ஆனால் இன் இன்c c c x xg 

என்பௌ இன் க௯த்தல் இன் ஆஶம், ஆனால் இன் ௚தன்ைமயானௌ ௔ைரம் g x x l f x g f x 
ைமனஸ் இன் ௔ைரைமக்ஶ சமம் மற்௥ம் இன் வ௯த்ேதான்றல் ப்ைரம் l x x l 
ேவெறான்௥௘ல்ைல  இந்தக் ேகாடூ்ன் சாய்௵ எனேவ இௌ இன் ப்ைரம் க௯த்தல் இன் f x f 
சாய்௵ க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் க௯த்தல் இைதத்தான் நாம் இப்ேபாௌ நி௡௔க்க f  b a 
ேவண்ூ௜௠ந்தௌ , இந்த ேரால்ஸ் ேதற்றத்ொன் ஼ல பயன்பா௄கைள௞ம் சராசரி மொப்௖ 
ேதற்றத்ைத௞ம் பாரப்்ேபாம், எனேவ ஒன்௥ இ௧௠ந்ௌ வைர ெதாடரச்஼்யாக இ௠க்ஶம் f r 
என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ேம௩ம் ப்ைரம் இௌேவ வ௯த்ேதான்றல் என்௥ f x 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
 ொறந்த இைடெவளி௜ல் உள்ள அைனத்ௌ க்ஶம் 0 க்ஶ சமம், ௔ன்னர ் நிைலயானதாக x f 
இ௠க்க ேவண்௄ம், ௔ன்னர ்எஃப் ஒ௠ மா௣௧யாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ஒன்௥ மற்௥ம் x x 
இரண்௄ இைடெவளி ெந௠ங்ழய இைடெவளி௜ல் ஏேத௑ம் இரண்௄ ெவவ்ேவ௥ ௖ள்ளிகளாக 
இ௠க்கட௄்ம் இன் என்பௌ இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைதக் காட்ட ேவண்௄ம்.ab x f 

இரண்ூன் க்ஶ சமம் ஆனால் நாம் அ௣ந்தௌ என்னெவன்றால் , சராசரி மொப்௖   x f 
ேதற்றத்ொன் ௛லம் ொறந்த இைடெவளி௜ல் ஒன்௥ இரண்ூல் ஼ல உள்ளௌ, அதாவௌ x x c f 
ப்ைரம் என்பௌ இரண்௄ க௯த்தல் க்ஶ சமம் ஒன்௥க்ஶ இரண்௄ க௯த்தல்  ஒன்௥, c x f x x x 
ஏெனனில் ெசயல்பா௄ ௛ூய இைடெவளி௜ல் மற்௥ம் ெதாடரச்஼்யாக இ௠ப்பைத x 1 x 2 
நாம் அ௣ேவாம்  இந்த ொறந்த இைடெவளி௜ல் ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயௌ 
எனேவ சராசரி மொப்௖ ேதற்றம் ௛லம் ௔ைரம் என்பௌ இந்த ௳ழதத்ொற்ஶ சமம் ஆனால் f c f 
௔ைரம் என்பௌ 0 க்ஶ சமம் எனேவ ௔ைரம் என்பௌ 0 க்ஶ சமம் எனேவ இன் x ab, f c x f  
இரண்௄ ஒன்௣ன் க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இௌ சராசரி மொப்௖ ேதற்றத்ொன் x f 
ஒ௠ பயன்பாடாஶம், இௌ சார௖் ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயதாக இ௠ந்தால் மற்௥ம் வ௯த்ேதான்றல் 
ொறந்த இைடெவளி௜ல் ௗஜ்௷யமாக இ௠ந்தால், அந்த இைடெவளி௜ல் ெசயல்பா௄ 
நிைலயானதாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ அ௄த்த வஶப்௔ல் நாம் சராசரி மொப்௖ ேதற்றத்ொன் 
இன்௑ம் ஼ல பயன்பா௄கைளக் காண்ேபாம், ௔ன்னர ்இன்௑ம் ஼ல ஼க்கல்கைளக் காண்ேபாம் 
நன்௣ 
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