
 െഡറിേവئീവുകെളുׯറിتു׺ അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, അതിനാൽ അവസാന 
ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ ആരംഭി׺ത് േറാൾസ് സിؑാؓവും ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓവും ആയ ര؇് 
ْപധാന സിؑാؓ׹ൾ ചർ׺ െചᅃٝുെകാ؇ാണ്, അതിനാൽ േറാൾസ് സിؑാؓം എؓാണ് പറയുؗെത്ؗ 
ഞാൻ ഓർׯെ؂, അതിനാൽ േറാൾസ് സിؑാؓം ْപُാٝവിׯാം .  അനുമാനം, എؗത് ഒരു അട؁ f 
ഇടേവള മുതൽ വെരയുت യഥാർ، സംഖّകളുെട ഫംഗ് ഷൻ വെരയുت ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ab r ba 
ആയിരിׯെ؂ , ഇനിؚറയുؗ ആദّേ؋ത് തൃപ് തിെؚടുؗു؋ ഫംഗ് ഷൻ , അട؁ ഇടേവളയിൽ f 
തുടർ׺യായതാണ്, ര؇ാമെ؋ അനുമാനം , തുറؗ ഇടേവള ലും മൂؗാമേ؋തും എؗത് ab ab- f 
േവർതിരിׯാവുؗതാണ്.  യുെട അവസാന േപായിന്റിെല ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം യുെട ന് a b f 
തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ നിഗമനം അേؚാൾ  ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ ൽ ഒരു എ׸ിലും നിലവിലു؇്, ab- c 
അതായത് െല ൈْപം തുലّമാണ്.  പൂജّ؋ിേല്ׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് c- derivative f 
ചിْത؋ിലൂെട മനشിലാׯാം ഫംഗ് ഷൻ ന്െറ ന് തുലّമായ ْഗാഫ് വരയ്ؗുׯത് എؓാണ് y x f 
നൽകിയിരിؗുׯത്, ഫംഗ് ഷൻ മൂലّ׹ൾ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ആണ്  ന്െറ a, b f a, f b 
എؗിവയ് ്ׯ േശഷം അട؁ ഇടേവളയിൽ ഫംഗ് ഷൻ തുടർ׺യാെണؗും ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ ൽ ab- 
വّതിരിװമാെണؗും ഞ׹ൾ അവകാശെؚടുؗു. നമു്ׯ തിരحീന ُ١ർശമുت േപായിന്റ്, അതായത് 
െഡറിേവئീവ് പൂജّമാണ് അെ׸بിൽ അത് ഇതുേപാെല താേഴ്ׯ േപായി ഈ സാഹചരّ؋ിൽ 
മുകളിേല്ׯ േപാകാം, െഡറിേവئീവ് പൂജّമാകുؗ ര؇് േപായിന്റുകൾ ഉെ؇്ؗ നി׹ൾ 
കാണുകയാെണ׸ിൽ ര؇ിൽ കൂടുതൽ  േപായിന്റുകൾ ഉ؇ാകാം  ശരി , അത് ഇതുേപാെല 
മുകളിേലുׯം താേഴുׯം േപാകാം , തുടർ്ؗ ഈ േപായിന്റുകെളبാം െഡറിേവئീവ് പൂജّമാെണ്ؗ 
നി׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ ഈ സിؑാؓ؋ിന്െറ െതളിവ് വിശദീകരിؗുׯതിന് മു്آ ഞ׹ൾ 
എؓാണ് ْശമി׺ത്, സിؑാؓ؋ിെല അനുമാന׹ൾ പരിേശാധിׯാൻ ْശമിׯാം അത് ആവശّമാണ്, 
അതിനാൽ ആദّേ؋ത് എഫ് ആയിരിׯണം എ്ؗ പറയുؗത് അട؁ ഇടേവളയിൽ എഫ് തുടർ׺യായി
ആയിരിുׯെമ്ؗ അനുമാനിׯെؚടുؗു, അട׺ ഇടേവളയിൽ തുടർ׺യായി അب എ്ؗ കരുതുക, ab f 
അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ഫംഗ്ഷൻ ഇേؚാഴായിരിׯാം ഇ׹െന ചുരുു׹കയും തുടർ്ؗ എനി്ׯ അവസാന 
േപായിന്റിൽ ഇത് നിർവചിׯാം, ഇത് ഇത് ആെണ്ؗ കരുതുക, തുടർ്ؗ ൽ ഈ മൂലّം a, b ai-
നിർവചിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഈ ഫംഗ്ഷൻ തുറؗ ഇടേവളയിൽ ഇب, അതായത് ൈْപം c f c 0 
ന് തുലّമാണ് . ഇവിെട ഫംഗ് ഷൻ ൽ വّതിരിװമാണ്, ന്െറ ആണ് ന്െറ ന് തുലّമാണ്, abf- a f f- f- a 
ഒഴിെക ന്െറ എبാ േപായിന്റുകളിലും തുടർ׺യായി ആണ് ,  അതിനാൽ അവസാന ab-
ബിؕുകളിെലാؗിൽ തുടർ׺യായി പരാജയെؚടുകയാെണ׸ിൽ േപാലും, എؗിട്؋ f c 
ഉ؇ാേക؇തിب.  ൈْപം സി എؗത് 0 ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ നമു്ׯ അട׺ ഇടേവളയിൽ തുടർ׺ 
ആവശّമാണ്, ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ എബിയിൽ എؗത് ന്െറ ഡിഫറൻഷّബിൾ f f 
ഡിഫറൻഷّബിലിئിയാണ് എؗ ര؇ാമെ؋ അനുമാനമാണ്,  അതിനാൽ ഇത് പരാജയെؚ؂ാൽ നമു്ׯ 
ഫംഗ്ഷൻ ഇതുേപാെല ആയിരിׯാം, അതിനാൽ എനി്ׯ ഇവിെട ഉ؇് നി׹ൾ ഈ ഫംഗ് ഷൻ ab 
വീ؇ും കാണുകയാെണ׸ിൽ ഒരു കാരّവുമിب, അതിനാൽ ഈ ഫംഗ് ഷൻ ൽ തുടർ׺യായി ആണ് , abf-
ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ െല ഒരു േപായിന്റ ്ഒഴിെക മെبئാം േവർതിരിׯാവുؗതാണ്, കൂടാെത ന്െറ ab- a-

എؗത് ന്െറ ന് തുലّമാണ് , അത് നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട കാണാം.  എبാ േപായിന്റ് എൽ ഇതിന്െറ f b- f-
ഇടതുവശتു؋ ഏത് േപായിന്റിനും ഇതാണ് ഞ׹ളുെട േപായിന്റ് , െഡറിേവئീവ് رിരം േപാസിئീവ് 
ആണ് , ഇതിലും വലിയ ഏത് േപായിന്റിനും െഡറിേവئീവ് െനഗئീവ് ആണ്, എؗാൽ ഈ ഘ؋؂ിൽ 
െഡറിേവئീവ് നിർവചിׯെؚടാ؋ ഒരു േപായിന്റും ഇب. എഫ ്ൈْപം സി പൂജّ؋ിന് തുലّവും എഫ് 
യുെട എഫ് യുെട മൂؗാമെ؋ അവر എഫ് തീർ׺യായും ഇതും നമു്ׯ ആവശّമാണ്, കാരണം ഈ 
ഫംഗ് ഷൻ മാْതമാണ് ഞാൻ പറ؁െത׸ിൽ, അട׺തിൽ ഫംഗ്ഷൻ തുടർ׺യായി നടؗുׯതായി 
ഇവിെട നി׹ൾ കാണുؗു. ഇടേവള അത് ഓؚൺ ഇന്റർെവലിൽ േവർതിരിׯാവുؗതാണ് , അതിനാൽ 
അട׺ ഇടേവള പൂജّം ഒؗിൽ എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമായ ന്െറ എ്ؗ ഞാൻ x x f 
എഴുതുകയാെണ׸ിൽ,  ഇതാണ് എؗത് പൂജّം ഒؗിൽ തുടർ׺യായി എഫ് ആണ് , തുറؗ ഇടേവള f 
പൂജّം ഒؗിൽ നി്ؗ േവർതിരിׯാം , നി׹ൾ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ  ന്െറ ൈْപം, ഇത് പൂജّം f x 
ഒؗിന്െറ ഇടേവളയിെല എبാ നും തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൈْപം പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഇب x rf c c 
എؗാൽ ഇവിെട പൂജّ؋ിന്െറ എؗത് ഒؗിന്െറ ന് തുലّമب, അതിനാൽ ഇവ മൂ്ؗ  മൂ്ؗ അുشവും f f 
എ്ؗ ഉദാഹരണ׹ൾ കാണിുؗുׯ ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ എബിയിെല ഏെത׸ിലും ഘ؋؂ിൽ ൈْപം f 
സി പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് എؗ നിഗമന؋ിന് േറാൾസ് സിؑാؓ؋ിെല ആവശّമാണ്, mptions 
അവയിെലാ്ؗ േപാലും പരാജയെؚ؂ാൽ , നിഗമനം ശരിയാകണെമؗിب, അതിനാൽ ഈ സിؑാؓം 
എؓുെകാ؇ാെണ്ؗ ഞാൻ ഇേؚാൾ കുറ്׺ ആശയം നൽകും. െതളിവിന്െറ ആശയം ശരിയാണ്, 
അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ ചിْത׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ , െഡറിേവئീവ് 0 ന് തുലّമായ ഈ 
േപായിന്റുകൾ േറാൾസ് സിؑാؓ؋ിന്െറ അനുമാന؋ിന് കീഴിലുت ഫംഗ്ഷന്െറ ഏئവും 
കുറ؁േതാ കൂടിയേതാ ആയ േപായിന്റുകളുമായി െപാരു؋െؚടുؗതായി നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ 
കഴിയും.  ൽ ഒരു േപായിന്െറ׸ിലും ഉെ؇്ؗ കാണിׯാൻ കഴിയും, അവിെട ന്െറ അതിന്െറab- c f x 
ഏئവും കുറ؁േതാ കൂടിയേതാ ആയ മൂലّം ഇേؚാൾ ൈകവരിുؗുׯ എؗതാണ് ഒരു വُٝു ത , അട׺ 
ഇടേവളയിൽ ഒരു തുടർ׺യായ ْപവർ؋നമാെണ്ؗ അനുമാനിുׯകയാെണ׸ിൽ, അത് അതിന്െറ f 
ഏئവും കുറ؁തും കൂടിയതുമായ മൂലّം ൈകവരിׯണം. ഞാൻ ഈ വُٝു ത എഴുതുؗു, അട׺ ഇടേവള

മുതൽ വെരയുت ഏെത׸ിലും തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷൻ പരിമിതെؚടു؋ിയിരിുؗുׯ , കൂടാെത ab r f
അതിന്െറ ഏئവും കുറ؁തും കൂടിയതുമായ മൂലّം േױാസ് ഇന്റർെവൽ ൽ ൈകവരിുؗുׯ, ab-
അതായത് േപായിന്റ് നിലവിലിب ഒؗുമിب അട؁ ഇടേവള ൽ , അതായത്, ന്െറ എؗത് x ab- x- f 
ഏئവും കുറ؁ മൂലّമാണ്, അതായത് ന്െറ എؗത് ന്െറ ന് തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവാണ് , x- f x- f-
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ന്െറ എؗത് അട׺ ഇടേവളയിൽ ഉൾെؚടുؗ എبാ ന്െറയും പരമാവധി മൂലّമാണ് എؗത് y- f x- ab 
ْശؑിുׯക .  ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ എബിയിെല തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷനുകൾ്ׯ മുآെ؋ ഫലം ശരിയب, 
ഉദാഹരണ؋ിന് , ഓؚൺ ഇന്റർെവലിൽ ടാൻ എക് സിന് തുലّമായ എഫ് എ٧്ع എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, 
ൈമനസ് ൈപ ടു ടു ടു ടു ടു ടു തുടർ׺യായാണ്, പേײ മിനിമം ഇب, കുറ؁ മൂലّേമാ പരമാവധി 
മൂലّേമാ ഇب ഈ ഫംഗ് ഷൻ ശരിയാണ്, നി׹ൾ ക؇ിരിׯണം ടാൻ ന്െറ ْഗാഫ് ൈമനസ് ൈപ tan x x 
ൈബ ടു ടു ടു ടു ടു ടു ടു ഇതുേപാെല കാണെؚടുؗു, അതിനാൽ ൈമനസ് ൈപയിേല്ׯ ര؇് x 
േപാകുേآാൾ ഇത് െനഗئീവ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, ര؇ിൽ ൈപയിേല്ׯ േപാകുؗു  x 
േപാസിئീവ് ഇൻഫിനിئിയിേല്ׯ, അതിനാൽ ഈ ഫംഗ് ഷൻ പരിമിതെؚടു؋ിയി؂ിب, എؗാൽ അട׺ 
ഇടേവളയിൽ നമു്ׯ ഒരു തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷൻ ഉെ؇׸ിൽ , ഇത് പരിമിതെؚടുു؋കയും അത് ഏئവും
കുറ؁തും കൂടിയതുമായ മൂലّം ൈകവരിുׯകയും േവണം , അതിന്െറ ഏئവും കുറ؁േതാ f 
കൂടിയേതാ ആയ മൂലّം ൈകവരിുׯകയാെണ׸ിൽ മെئാരു വُٝു ത അവസാന ബിؕുׯളبാ؋ തുറؗ 
ഇടേവളയിൽ  , ആ ഘ؋؂ിൽ ഫംഗ് ഷൻ വّതّാസെؚ؂ാൽ ഫംഗ് ഷൻ ആെണ׸ിൽ ആ േപായിന്റിെല f 
െഡറിേവئീവ് പൂജّമായിരിׯണം, അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ഉ؇് , ഇത് അട؁ ഇടേവള

മുതൽ വെര നിർവചി׺ിരിുؗുׯ. ഓؚൺ ഇന്റർെവലിൽ ഏئവും കുറ؁േതാ കൂടിയേതാ ആയ ab r 
മൂലّം ൈകവരി׺ി؂ുെ؇്ؗ കരുതുക, അേؚാൾ ര؇് സാഹചരّ׹ളു؇്, ഒؗുകിൽ ആ ഘ؋؂ിൽ f 
വّതّാസമിب അെ׸بിൽ അത് ഡിഫറൻഷّബിൾ ആെണ׸ിൽ, െഡറിേവئീവ് പൂജّമായിരിׯണം, 
അതിനാൽ ഞാൻ ഈ ഫംഗ്ഷൻ 0 മുതൽ 1 വെര കാണുകയാെണ׸ിൽ ഇവിെട ഉദാഹരണം. ഇത് 
പരമാവധി മൂലّ؋ിന്െറ പകുതിയാണ് ൽ പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, പേײ അവയുെട ْപവർ؋നം ന് x- x-
തുലّമായ ൽ േവർതിരിׯാനാവിب, എؗാൽ നമു്ׯ ഇതുേപാെലാ്ؗ ഉെ؇׸ിൽ ഡിഫറൻഷّബിൾ x-
ആകാനുت ഫംഗ്ഷേനാെടാؚം എനിുׯെ؇׸ിൽ, ഇവിെട വീ؇ും പരമാവധി മൂലّം ഇവിെട 
പകുതിയാണ്. പകുതിയുെട എഫ് ൈْപം പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ , 
േറാൾസ് സിؑാؓം െതളിയിׯാൻ ഞ׹ൾ ഈ വُٝു തകൾ ഉപേയാഗിുׯം, അതിനാൽ ആദّം എഫ് 
അവിെട അട׺ ഇടേവളയിൽ തുടർ׺യായി തുടരുെമ്ؗ കരുതെؚടുؗു.  േױാ്ُٛ ഇന്റർെവൽ ൽ ab- x 
ഒؗും ഒؗും ഇب, അതായത് ഏئവും കുറ؁ത് അب , അത് പരമാവധി ൽ എുؗു؋, ഇത് y f x y-

െല എبാ നും ശരിയാണ്.  ആ ഇടേവളയിെല പരമാവധി മൂലّം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ര؇് ab- x-  
േകസുകൾ ഉ؇്, ഒ്ؗ അب , ഒؗും അവസാന േപായിന്റുകളാണ് അതിനാൽ ഈ x y a, b 
സാഹചരّ؋ിൽ, എؗാൽ ന്െറ യുെട ന് തുലّമായതിനാൽ ന്െറ എؗത് ഒരു رിരാ׸ം f a b f x f 
ആയിരിׯണം വലത് വശ്؋, കാരണം ഈ ൽ ഒ്ؗ ഏئവും കുറ؁ മൂലّവും കൂടിയ മൂലّവും ab f-
ആയതിനാൽ , െല എبാ നും ന്െറ ഈ മൂലّ؋ിന് തുലّമായിരിׯണം, കൂടാെത ന്െറ ab- x- x- f x- f 
 റിയാം.  0 ഇത്ׯീവ് ആെണ്ؗ നമുئിന്െറ െഡറിേവ؋ന؋ിരമായ ْപവർر , ിൽ׸ിരമാെണر
സൂചിؚിؗുׯത് , ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ െല എبാ നും ൈْപം 0-ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ  ab- x- f x f 
ൈْപം പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ ലഭിؗുׯതിന് നമു്ׯ ൽ ഏത് തിരെ؁ടുׯാം, അതിനാൽ c ab- c 
ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നമു്ׯ എؗിവയുെട رിരമായ ഫംഗ്ഷൻ മാْതേമയുൂت.  ബി തുലّമാണ് , a, f 
ഇവ ഏئവും കുറ؁തും കൂടിയ മൂലّവുമാണ് ഈ സാഹചരّ؋ിൽ , ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ േകസിെല 
എبാ േപായിന്റുകളിലും എഫ് ൈْപം  പൂജّമാണ്  ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ , ന്െറ  ഏئവും കുറ؁ fx 
അെ׸بിൽ കൂടിയ മൂലّം ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ ഇന്റർെവൽ ൽ ൈകവരിുؗുׯ, കൂടാെത ab- f 
അതിന്െറ ഏئവും കുറ؁േതാ കൂടിയേതാ ആയ മൂലّം തുറؗ ഇടേവളയിൽ േനടുകയും ഫംഗ്ഷൻ 
അവിെട വّതّാസമുെ؇׸ിൽ അത് ഉ؇ായിരിുׯകയും േവണം എؗ വُٝു ത ഞ׹ൾ ْപُാٝവിു׺.  
പൂജّം അേؚാൾ ൈْപം പൂജّമായിരിׯണം, കാരണം ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ ൽ f f ab-
വّതّസ് തമാകുെമ്ؗ അനുമാനിׯെؚടുؗു, അതിനാൽ ഇത് േറാൾസ് സിؑാؓം െതളിയിുؗുׯ ശരി, 
എؓുെകാ؇് ൈْപം  ഒരു തുറؗ ഇടേവളയിൽ കൂടിയേതാ കുറ؁േതാ ആയ േപായിന്റിൽ f 
പൂജّമായിരിׯണെമ്ؗ വിശദീകരിׯാം. അേؚാൾ നമുتുׯത് , ഫംഗ് ഷന്െറ പരമാവധി മൂലّമുت 
ഈ  േപായിന്റ ്നമുുׯെ؇്ؗ കരുതുക.  ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ എബിയും എഫ ്എؗത് 
വّതിരിװമെ׸بിൽ സി്ׯ തുലّമായ ൽ വّതിരിװമാകുെമ്ؗ അനുമാനിׯാം, അേؚാൾ നമു്ׯ x-
പരമാവധി അവിെട േനടാനാേയׯാം , എഫ് ൈْപം സി നിലവിലിب, അതിനാൽ ഇവിെട അത് 
േവർതിരിׯാവുؗതാെണ്ؗ ഞ׹ൾ അനുമാനിുؗുׯ, തുടർ്ؗ നമു്ׯ േവണെമ׸ിൽ  യുെട എഫ് c 
ൈْപം എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിׯണം എ്ؗ പറയുؗതിന്, അേؚാൾ ൈْപം f c  
പൂജّേׯ؋ാൾ വലുേതാ അെ׸بിൽ യുെട ൈْപം പൂജّേׯ؋ാൾ കുറേവാ അب എ്ؗ കരുതുക.  c f 
പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതാണ്, ഈ പരിധി ന്െറ ന്െറ ന്െറയും ൈമനസ് ന്െറ യും െകാ؇്xf xf c h f c h 
ഹരി׺ാൽ ഇത് ൈْപം ന് തുലّമാണ്, ഇത് പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതാണ്, ഇത് പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതാണ്f c 
, ഈ പരിധി വലുതാെണ׸ിൽ.  പൂജّേׯ؋ാൾ , ഒരു െചറിയ ന് ഈ ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് h c f c h f 
ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് ഇത് പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതായിരിׯണം, കാരണം ഇത് ന്െറ എبാ െചറിയ h h f h 

നും പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ , പരിധിയിൽ ഇത് ഇതിലും കുറവായിരിׯണം പൂജّ؋ിന് n 
തുലّമായതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ഉ؇്, ഇത് എഫ് എؗതിെന സൂചിؚി؛  ുؗുׯസ് എؗത് യുെട c h c f 
യുെട എؗ ൈവരുّؑം പരമാവധി മൂലّമാണ്, അതിനാൽ 0-ൽ കൂടുതലുت െഡറിേവئീവ് ഈ f 
ഫംഗ് ഷൻ വലുതിന് യുെട െല മൂലّേׯ؋ാൾ വലുതായിരിׯണം എ്ؗ സൂചിؚിുׯം.  x c f- c- 
െയׯാളും സമാനമായി െഡറിേവئീവ് 0-ൽ കുറവാെണ׸ിൽ അതിനർ،ം ഈ ഘ؋؂ിെല ْപവർ؋നം 
ഇതുേപാെല താേഴ്ׯ േപാകണം എؗാണ്, അതുേപാെല ൈْപം പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവാെണ׸ിൽ f c 
നമു്ׯ ഒരു ൈവരുّؑം ലഭിുׯം അതിനാൽ യുെട ൈْപം പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിׯണം. ഇത് c f 
േറാൾസ് സിؑാؓം െതളിയിുؗുׯ.    തുറؗ ഇടേവളയിൽ കുറ؁േതാ കൂടിയേതാ ആയ മൂലّം 
ൈകവരി׺ാൽ പൂജّം, അതിനാൽ അടു؋തായി ഞ׹ൾ ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓം എ്ؗ വിളിؗുׯത് 
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െതളിയിുׯം, അതിനാൽ ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓം ഇവിെട േറാൾസ് സിؑാؓ؋ിന്െറ 
െപാതുവൽׯരണമാണ് . ഒരു അട؁ ഇടേവള മുതൽ വെരയുت എഫ് നിർവചിׯെ؂, അതായത്ab rb 
അട׺ ഇടേവള ൽ ആദّെ؋ തുടർ׺യായും ര؇ാമെ؋ ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ ൽ ab- fx fx ab-
േവർതിരിׯാവുؗതുമാണ്, അതിനാൽ ഈ ര؇് വّവرകളും േറാൾസ് സിؑാؓ؋ിെല ആദّെ؋ 
ര؇് വّവرകൾ്ׯ തുലّമാണ് .  േറാൾസ് സിؑാؓം ഞ׹ൾ്ׯ മൂؗാമെ؋ വّവر ഉ؇ായിരുؗു , 
അവസാന േപായിന്റുകളിെല ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓ؋ിൽ യുെട യുെട b f 
തുലّമായ ന് തുലّമാണ്  ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ ൽ ഒരു േപായിന്െറ׸ിലും നിലവിലു؇്, f ab- c 
അതായത് യുെട ൈْപം ന്െറ ൈമനസ് ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് െയ ൈമനസ് െകാ؇് c f b b f f b f b 
ഹരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് േറാൾസ് സിؑാؓ؋ിന്െറ ഒരു സാമാനّവൽׯരണമാണ്.  ന്െറ f b 
അേؚാൾ ഈ ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓം ആയി എഴുതും, അേؚാൾ അർ،ം മൂലّ സിؑാؓം ൽ mvt ab- c
നിലവിലുെ؇്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ, ൈْപം എؗത് യുെട ൈമനസ് ന്െറ ന് തുലّമാണ് , f c a b f f 
അതായത് 0 എؗത് 0 ന് തുലّമാണ് േറാൾസ് സിؑാؓമാണ്, അതിനാൽ േറാൾസ് സിؑാؓം േഫാൾ 
െചുؗുإ ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓ؋ിൽ നി്ؗ എؗാൽ ഞ׹ൾ േറാൾസ് സിؑാؓം ഉപേയാഗി്׺ ows 
ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓം െതളിയിുׯം, അതിനാൽ െതളിവ് ആദّം ഈ സിؑാؓം എؓാണ് 
പറയുؗെത്ؗ വിശദീകരിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ േപായിന്റ ്ഉെ؇്ؗ കരുതുക ഉം നും ഈ a bi 
ഇടേവളയിൽ തുടർ׺യായി തുടരുؗ ഒരു ഫംഗ്ഷൻ ഉ؇് , അത് ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ ൽ ab-
േവർതിരിׯാം , എؗി؂് നമു്ׯ യുെട എؓാെണ്ؗ േനാׯാം, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ ് യുെട a f a 
ഒരു േകാമ ആണ്, ഇത് േകാമ ന്െറ ആണ്. ന്െറ ഉം ന്െറ ഉം േചരുؗ െസׯന്റ് f b f b a- af- bf- bf-
േരഖയുെട ചരിവ് ന്െറ ൈമനസ് ആണ്, ൈമനസ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ പിെؗ ശരാശരി മൂലّ b b f b a 
സിؑാؓം പറയുؗത് എെؓؗാൽ, ഈ ചരിവ് ഇതിന് തുലّമായ ചില േപായിന്റ് നിലവിലു؇്. ചരിവ് c 
എؗതിനർ،ം നി׹ൾ ഈ ചിْത؋ിൽ കാണുؗുെ؇׸ിൽ എനി്ׯ ഈ േപായിന്റ ് ഉ؇്, ഈ c 
േപായിന്റിെല ഈ ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട ചരിവ് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ഈ േരഖയ്്ׯ 
സമാؓരമാണ് , അതായത് ചരിവ് ഈ ചരിവിന് തുലّമാണ്, അതായത് ൈമനസ് ഈ fb fa by b 
ചിْത؋ിൽ സമാനമായ ൈമനസ്  ഇവിെട വീ؇ും ഇവിെട മെئാരു േപായിന്റ് ഉ؇് , ചരിവ് സമാനമാണ്, 

ൽ ഉെ؇്ؗ കാണിേׯ؇തു؇്, അതായത് യുെട േകാമ യിെല ടാൻെജന്റ് ൈലനിന്െറ ab- c c c f-
ചരിവ്, ഈ ചരിവിെന എ്ؗ വിളിؗുׯത് േപാെലയാണ്. അേؚാൾ നമു്ׯ േവ؇ത് ൈْപം സി ഈ m f 
ചരിവിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ എؓാണ് സമവാകّം എ്ؗ േനാׯാം, അതിനാൽ യുെടയും a b 
ന്െറ യുെടയും േചരുؗ േരഖയുെട സമവാകّം നി׹ൾ നൽകിയത് ഒരു േകാർഡിേന്ئ ജّാമിതിയിൽ b 
നി׹ൾ പഠി׺ിരിׯണം ര؇് േപായിന്റുമായി േചരുؗ   േരഖ യുെട ൈമനസ് ആണ് നൽകുؗത്.  a y f 
ഇത് ؛സ് ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് ന്െറ ൈമനസ് തവണ ൈമനസ് ആണ്, ന്െറ a f b b f b a x a x g 
എؗത് ന്െറ ൈമനസ് ൈമനസ് ന്െറ ന് തുലّമായിരിׯെ؂, അേؚാൾ നമു്ׯ ഉتത് അട׺ x x l f g 
ഇടേവള ന് തുടർ׺യായി ആയിരിുׯം കാരണം  തുടർ׺യായി അനുമാനിׯെؚടുؗു , കൂടാെത ab f x 
ന്െറ ഈ എبായിടു؋ം തുടർ׺യായതാണ്, കൂടാെത ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ യിൽ l g ab aga 
േവർതിരിׯാവുؗതാണ്.  എبായിടു؋ം വّതّസ് തമാെണؗും എبായിടു؋ം f l 
വّതّസ് തമാെണؗും അനുമാനിׯെؚടുؗതിനാൽ ന്െറ എؗത് ൈമനസ് ന്െറ ന് a g a l f 
തുലّമാണ്, എؗാൽ എؗത് ന്െറ ന്െറ ന്െറ ഈ േപായിന്റുമായി െയ േചരുؗ േരഖയാണ്. l a bf b af 
ഇത് യുെട ന് തുലّമാണ് , നി׹ൾ ഇവിെട എؗതിന് തുലّമാണ്, ന്െറ എؗത് ന്െറ a f x l x l a 
ആണ്, ഇത് യുെട യുെട ഒരു ൈമനസ് ആണ്, ഇത് 0 ആണ് , ന്െറ എؗത് തുലّമാണ്  ന്െറ f a f b g b b 
ൈമനസ് ന്െറ ന്െറ എؓാണ് ഇത് ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് യുെട ന് തുലّമാണ് ന്െറ l b l b b b l b b b 
ന് വീ؇ും തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതും 0 ആണ് അതിനാൽ യുെട യുെട ന് തുലّമാണ്, a g b g 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഉ؇്  ഓؚൺ ഇന്റർെവലിൽ േവർതിരിׯാവുؗ അട؁ ഇടേവളയിൽ a 
തുടർ׺യായി വരുؗ ന്െറ ഫംഗ്ഷൻ കൂടാെത യുെട യുെട ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ x g,  a g b g 
നമു്ׯ േറാൾസ് സിؑാؓം ْപേയാഗിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ േറാൾസ് സിؑാؓം അനുസരി്׺ ൽ ab-
ഒരു എ׸ിലും നിലവിലു؇്. യുെട പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ന്െറ ന്െറ എؗത് c c c x xg g x 
ന്െറ ൈമനസ് ന്െറ ആണ് എؗാൽ ന്െറ ൈْപം ന്െറ ൈْപം ൈമനസ് ൈْപമിന് x l f x g x f x l 
തുലّമാണ്, ന്െറ ൈْപം മെئാؗുമب  ഈ േരഖയുെട ചരിവ്, അതിനാൽ ഇത് ൈْപം x derivative l f x 
ൈമനസ് ന്െറ ചരിവ് ന്െറ ൈമനസ് ന്െറ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൈْപം f f b f b a g c 0
ന് തുലّമാണ്, ൈْപം ന്െറ യുെട ൈമനസ് ആണ്  ബി ൈമനസ് എ ഇതാണ് നമു്ׯ ഇേؚാൾ f c f b f 
െതളിയിേׯ؇ിയിരുؗത് , ഈ േറാൾസ് സിؑാؓ؋ിന്െറ ചില ْപേയാഗ׹ളും ശരാശരി മൂലّ 
സിؑാؓവും േനാׯാം, അതിനാൽ ഒ്ؗ  മുതൽ വെര തുടർ׺യായിരിുׯക , എഫ് ൈْപം ab r x 
ഇതാണ് െഡറിേവئീവ് എ്ؗ കരുതുക  ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ െല എبാ നും 0-ന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ ab- x-

 ണം , ഒ്ؗ, ര؇് എؗിവ ഇടേവളയിെല f f x xׯമായിരി׸ിരാر ണം, തുടർ്ؗ ഒരുׯിരമായിരിر
ഏെത׸ിലും ര؇് വّതിരിװ ബിؕു ആയിരിׯെ؂ ന്െറ ആയിരിׯണം എ്ؗ കാണിׯണം.  ab x- f x 
ര؇ിന്െറ ന് തുലّമാണ്, എؗാൽ നമു്ׯ അറിയാവുؗത് , ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓമനുസരി്׺ , f 
തുറؗ ഇടേവളയിൽ ഒ്ؗ ര؇ിൽ ചില നിലവിലു؇്, അതായത് ൈْപം ര؇് ൈമനസ് x x c f c x f 
ന്െറ ന്െറ ര؇് ൈമനസ് ന്െറ ഒ്ؗ ര؇് ൈമനസ് ആണ്  ഒ്ؗ , അട׺ ഇടേവളയിൽ f x f x x x 
ْപവർ؋നം തുടർ׺യായി നടുؗുׯെ؇്ؗ നമുׯറിയാം, ഒؚം  ഈ ഓؚൺ ഇന്റർെവലിൽ x 1 x 2 
ഇത് േവർതിരിׯാവുؗതാണ്, അതിനാൽ ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓമനുസരി്׺ ൈْപം സി ഈ f 
അനുപാത؋ിന് തുലّമാണ് എؗാൽ ൈْപം എبാ നും 0 ആണ്, അതിനാൽ ൈْപം സി 0 ന്െറ f x x f 
എഫ് ആണ്.  ര؇ും ഒؗിന്െറ ന് തുലّമായിരിׯണം, അതിനാൽ ഇത് ശരാശരി മൂലّ x f 
സിؑാؓ؋ിന്െറ ഒരു ْപേയാഗമാണ്, ഫംഗ് ഷൻ വّതّാസെؚടു؋ാവുؗതും െഡറിേവئീവ് ഒരു തുറؗ 
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ഇടേവളയിൽ പൂജّവുമാെണ׸ിൽ , ആ ഇടേവളയിൽ ഫംഗ്ഷൻ رിരമായിരിׯണം, അതിനാൽ 
അടുױ ؋ാസിൽ നأൾ ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓ؋ിന്െറ ചില ْപേയാഗ׹ൾ കാണും , തുടർ്ؗ ചില 
ْപٍ׹٠ൾ കൂടി ഞ׹ൾ കാണും നؕി 
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