
 
கைட஼ ௳ரி௵ைர௜ல் ெடரிேவூவ்கள்  
பற்௣ய அ௄த்த ௳ரி௵ைரக்ஶ வரேவற்ழேறாம்.
  ேவ௥ ஼ல ௚ூ௵கைளப் பா௠ங்கள், உதாரணமாக , பரவைளய சௌரத்ொன் சமன்பாடை்டப் y 
பாரப்்ேபாம், நான்ஶ க்ஶ சமமான x 
சமன்பாடை்ட அள௵௠ வூ௳ல் என்பௌ சௌரத்ொல் சமம் மற்௥ம் சமமான இரண்௄ எண்பௌ x y 
வலௌ என எ௱தலாம்.
  இரண்௄ எண்பௌ சௌரம் நான்ஶ ஒ௠ சௌர சௌரம், இௌ சௌரத்ொல் நான்ஶ ௚ைறக்ஶ  சமம், y t 
எனேவ ஐக் கண்ட௣வதற்ஶ சமம் இரண்௄ மற்௥ம் சமம் இரண்௄ இௌ dydx dxdt at dydt a 
ஶ௣க்ழறௌ எனேவ என்பௌ க்ஶ சமம், இௌ இரண்௄ வஶக்கப்ப௄ழறௌ இரண்டால்dydx dydt a 

ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், இௌ  t 
அள௵௠௳ன் அூப்பைட௜ல் வ௯த்ேதான்றலாஶம் t 

நான்ஶ ேகாடரி௜ன் க்ஶ சமம், இௌ 2 ெப௠க்கல் க்ஶ சமம், அதாவௌ dx y dydx 4 a dydx 
என்பௌ 4 க்ஶ 2 ஆல் வஶக்கப்ப௄ழறௌ, இௌ 2 ௚ைற ஆல் ஐ ைவப்பௌ 280 க்ஶ சமம் a y a y y 
க்ஶ சமம்  80 க்ஶ சமமான ஐ 280 என்௥ ைவப்பதற்ஶ சமம் sorry y y 

என்பௌ இரண்௄ எண்பௌ ஆல் வஶக்கப்ப௄ழறௌ, இௌ ஒன்றால் க்ஶ சமம், இௌ ஒன்௥  dydx t x
என்பௌ ஒ௠ ௚ைற ெகா௄க்கப்படட்ால் ஐக் கண்௄௔ூக்க ஒ௠ உதாரணத்ைதப் dydx 
பாரக்்கலாம்.
  ெகாைசன் ோட்டா ௔ளஸ் ோட்டா ஼ன் ோட்டா மற்௥ம் என்பௌ ஒ௠ ைடம்ஸ் ைசன் ோட்டா y 
ைமனஸ் ோட்டா காஸ் ோட்டா, எனேவ இங்ேக மற்௥ம் ஆழயைவ ோட்டா அள௵௠௳ன் x y 
அூப்பைட௜ல் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளன, எனேவ ஐக் கண்௄௔ூக்க, ோட்டாைவப் ெபா௥த்ௌ dydx 
வ௯த்ேதான்றைலக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், எனேவ சமம் dydx dyd theta by d theta dxd 

இௌ க்ஶ சமமானௌ, இந்த ைசன் ோட்டாைவ ேவ௥ப௄த்ொனால் , ோட்டா காஸ்theta, dyd theta 
ோட்டா௳ன் காஸ் ோட்டா ைமனஸ் ெடரிேவூவ் ோட்டா௳ன் தயாரிப்௖ ௳ொ௜ன் வ௯த்ேதான்றல் 1 
ஆஶம், எனேவ இௌ காஸ் ோட்டா ைமனஸ் ோட்டாைவக் ெகா௄க்ழறௌ.
  ௚ைற என் ெசல௵  ஒ௠ வ௯த்ேதான்றல் ைமனஸ் ஼ன் ோட்டா ஆஶம், எனேவ இௌ ௔ளஸ் ோட்டா 
஼ன் ோட்டாவாக மா௥ம், ேம௩ம் ோட்டாைவப் ெபா௥த்தமடூ்ல் இன் வ௯த்ேதான்றல் ஒ௠ x 
௚ைற ைமனஸ் ஼ன்  ோட்டாைவக் ெகா௄க்ழறௌ ெவ௥ம் டான் ோட்டா௵க்ஶச ்சமம் சரி, எனேவ 
அ௄த்த ௳ஷயம் உயர ்வரிைச வ௯த்ேதான்றல்கைளப் பற்௣ ேபசலாம், எனேவ என்பௌ y fx 
க்ஶ சமம் என்பௌ ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயௌ என்௥ம், ப்ைரம் என்பௌ ேவ௥ப௄த்தக்ஷூய f x 
ெசயல்பா௄ என்௥ம், ௔ன்னர ் ப்ைரம் இன் வ௯த்ேதான்றைலக் காணலாம்.f x 

இன் ௔ைரம் ஆனௌ இன் இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றல் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ,  f x fx 
ேம௩ம் இைத நாங்கள் ஶ௣க்ழேறாம் மற்௥ம் இன் ட௖ள் ௔ைரம் ஆல் ஶ௣க்கப்ப௄ம் x f 
அல்லௌ நான் ஐ இன் க்ஶ சமமாக எ௱ொனால், அந்த வ௯த்ேதான்றல் ஆல் y x f d two y dx 
சௌரத்தால் ஶ௣க்கப்ப௄ம் எனேவ இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றல் இௌ ௚தல் வ௯த்ேதான்ற௧ன் 
வ௯த்ேதான்றலாஶம் , அேதேபான்௥ உயர ்வரிைச வ௯த்ேதான்றல்கைள நாம் 
வைரய௥க்கலாம் , அதாவௌ ௛ன்றாவௌ நான்காவௌ வ௯த்ேதான்றல்கைள௞ம் ஶ௣க்கலாம், 
எனேவ எ௄த்ௌக்காட்டாக என்பௌ ஒ௠ மடங்ஶ ெகாைசன் ஷட்டல் மடங்ஶ க்ஶ சமம்.y x b s

மற்௥ம் ஆழயைவ மா௣௧யாக இ௠ப்பதால் , ஐப் ெபா௥த்தமடூ்ல், இன்   ine x , a b x y 
இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றைல எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், இந்தக் ஷட்டல் ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவy 
நாம் ௚த௧ல் ௚தல் வ௯த்ேதான்றைலக் கண்௄௔ூத்ௌ, அைத ௙ண்௄ம் ேவ௥ப௄த்ொ 
இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றைலப் ெபற ேவண்௄ம், எனேவ ஒ௠ க்ஶ y  cos x plus b sine x 
சமம், அதாவௌ என்பௌ ைமனஸ் மற்௥ம் இரண்டாவௌ dydx a sin x plus b cos x 
வ௯த்ேதான்றல் சௌரம் ைமனஸ் க்ஶ சமம் எனேவ இௌ d two ydx a cos x minus b sine x 
ெவ௥மேன க௯த்தல்  எனேவ இரண்௄ சௌரம் ஷட்டல் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் y d ydx y 
இப்ேபாௌ வ௯த்ேதான்றல்களின் அைடயாளத்ைதப் பற்௣ ேபாேவாம், எனேவ இன் என்பௌ x f 
ஒ௠ இைடெவளி௜ல் அொகரிக்ஶம் ெசயல்பா௄ 
என்௥ ைவத்ௌக் ெகாள்ேவாம், ஼ல ொறந்த இைடெவளிக்ஶ சமம் என்௥ ெசால்லலாம்,i ab 
 அதனால் இதன் அரத்்தம் என்ன? 

ஐச ்ேசரந்்தௌ மற்௥ம் ஒன்௥ இரண்௄க்ஶக் ஶைறவாக இ௠ந்தால், இன் x 1 x 2 x x x f 
என்பௌ இரண்ூன் ஐ ௳டக் ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்ஶம், எனேவ x f x 
ஒன்௥ இரண்ைடக் காடூ்௩ம் ஶைறவாக இ௠ந்தால், இைத அொகரிக்ஶம் ெசயல்பா௄ அல்லௌx 
ஶைறயாத ெசயல்பா௄ என்௥ அைழக்ழேறாம்.
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௔ன்னர ் ஒன்௣ன் என்பௌ இரண்ூன் மற்௥ம் ஐ ௳ட ஶைறவாகேவா அல்லௌ x f x f we 
சமமாகேவா இ௠க்ஶம் 

இன் ஐ இரண்ூன் எஃப் ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ஶைறவாக இ௠க்ஶம் என்௥ ஷ௣னால் x f x 
கண்ூப்பாக அொகரிக்ஶம் என்௥ ெசால்௩ங்கள், அேத ேபால் ெசயல்பாட்ைட ஶைறக்ஶம் 
ெசயல்பாடை்ட வைரய௥க்கலாம், எனேவ இந்த இைடெவளி௜ல் ௚தல் வைர இந்த a b 
இைடெவளி இ௠ந்தால் ெசயல்பாட்ூன் வைரபடம் இ௠க்ஶம்.
  நீங்கள் 

இ௧௠ந்ௌ க்ஶ ெசல்௩ம்ேபாௌ, இப்ேபாௌ பற்௣ நாம் என்ன ெசால்ல ௚ூ௞ம்  a b derivative 
என்பௌ ேவ௥ப௄த்தக்ஷூய ெசயல்பாடாக இ௠ந்தால் பற்௣ என்ன ெசால்ல fx f Prime x 

௚ூ௞ம், எனேவ எவ்வா௥ வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ என்பைதக் கவனத்ொல் derivative 
ெகாள்ள௵ம்.

இன் 0 ஐ ெந௠ங்ஶம் இன் ஷட்டல் க௯த்தல் இன் ஐ ஆல் வஶத்தால் , வலௌ   h f x h f x x h 
ைக வ௯த்ேதான்றைலப் பாரத்்தால், இௌ இன் இன் வலப்பக்கத்ொல் இ௠ந்ௌ 0 ஐ ெந௠ங்ஶம் x f 

இன் வரம்௖க்ஶ சமம் h 
.

எனேவ இங்ேக நீங்கள் பாரத்்தால் , இன் ெசயல்பா௄ ஷட்டல் இன் ஐ ௳ட   h f x h x f 
அொகமாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠ப்பதால் இங்ேக இௌ இன் ஐ ௳ட அொகமாக f x f 
உள்ளௌ, ஏெனனில் என்பௌ f 

இன் ஷட்டல் க௯த்தல் x f h f 
இௌ எொரம்ைற அல்ல, மற்௥ம் என்பௌ ேநரம்ைற எனேவ வ௯த்ேதான்றல் என்பௌ வரம்௖ h 
இ௠ந்தால் 0 ஐ ௳ட அொகமாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்க ேவண்௄ம், அேத ேபால் இடௌ 
ைக வ௯த்ேதான்றைலப் பாரத்்தால் இந்த வரம்௖ எொரம்ைறயாக இல்லாமல் இ௠க்க ேவண்௄ம்.
  
இங்ேக ஆல் இன் க௯த்தல் வஶக்கப்ப௄ழறௌ, ஏெனனில் இங்ேக எொரம்ைறயாக h x f h 
இ௠ப்பதால், எண் மற்௥ம் வஶப்௔ இரண்௄ம் எொரம்ைறயாக இ௠ப்பதால், இடௌ ைக 
வ௯த்ேதான்றல் ௙ண்௄ம் ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட அொகமாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா உள்ளௌ, 
எனேவ நாம் பாரத்்தௌ என்னெவன்றால் , என்றால் ேவ௥ப௄த்தக்ஷூய ெசயல்பா௄ மற்௥ம் fx 
அொகரித்ௌ வ௠ழறௌ.
 ஒ௠ இைடெவளி௜ல் ௔ன்னர ் ப்ைரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்க i derivative f x 
ேவண்௄ம், இௌ ஒ௠ ஶைற௞ம் ெசயல்பாடூ்ற்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.
 அௌ ஶைற௞ம் படச்த்ொல், வ௯த்ேதான்றல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமானைத ௳டக் ஶைறவாக 
இ௠க்ஶம்.
 உதாரணத்ொற்ஶ , என்பௌ சௌரத்ொற்ஶச ்சமம் என்பைதப் பாரப்்ேபாம்.fx x 

சௌரத்ொற்ஶ சமம், எனேவ இௌ என்பௌ இைடெவளி௜ல் ைமனஸ்   parabola y x fx 
இன்ஃ௔னிடூ் 0 ஆக ஶைறழறௌ மற்௥ம் இைடெவளி௜ல் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ௚ூ௳௧ 
வலௌ௖றம் அொகரிக்ஶம் ேபாௌ ெசயல்பா௄ எொரம்ைறக்ஶ ஶைறழறௌ மற்௥ம் x x 
ேநரம்ைறக்ஶ ெசயல்பா௄ அொகரிக்ழறௌ.
 எனேவ ப்ைரம் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ைத ௳டக் ஶைறவாகேவா அல்லௌ   சமமாகேவா f x 
இ௠க்ஶம்.
  இரண்௄ இௌ எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால், இௌ ௗஜ்௷யத்ைத ௳டக் ஶைறவாக   x x 
இ௠க்ஶம்.
  வ௯த்ேதான்றல் அைடயாளம் ஶைற௞ம் ேபாௌ எொரம்ைறயாக௵ம், அௌ அொகரிக்ஶம் ேபாௌ 
ேநரம்ைறயாக௵ம் இ௠க்ஶம், சரி அ௄த்த ௳ஷயம் ேலாக்கல் ௘னிமா மற்௥ம் ஒ௠ 
ெசயல்பாடூ்ன் அொகபடச்ம் பற்௣ ௳வாொக்ழேறன், எனேவ  ெகா௄க்கப்படட்தாக fx 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
  ெசயல்பா௄ ஒ௠ ௖ள்ளி இல்ைல என்பௌ உள்௭ர ்ஶைறந்தபடச்ம் என்௥ ஷறப்ப௄ழறௌ, x x 
இன் அொகபடச்ம் அல்லௌ ேலாக்கல் அொகபடச்ம் ஐ௞ம் வைரய௥ப்ேபாம், இைடெவளி f 
இ௠ந்தால்,  

இன் இன் ஐ ௳ட ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்ஶம் காற்௖ள்ளிைய என்௥ x f f b 
அைழக்ழேறன்.
 ஶைறந்தபடச்ம் இௌ க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் fx
மற்௥ம் அொகபடச்மாக இௌ ஐச ்ேசரந்்த அைனத்ௌ க்ஶம் ெபரியௌ மற்௥ம் உள்௭ர ்ab x 
அொகபடச்ம் இல் உள்ள அைனத்ௌ க்ஶம் க்ஶ சமமாக இல்ைல, எனேவ இைத ஒ௠ ab x fx 
வைரபடத்ொன் ௛லம் ௳ளக்ஶழேறன்.
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 இந்த வைரபடத்ைத நாம் இங்ேக பாரத்்தால் இௌ இந்த ெசயல்பாட்ூன் உள்௭ர ்x 
ஶைறந்தபடச்ம் அல்ல , ஏெனன்றால் நான் இங்ேக ஒ௠ இைடெவளிைய எ௄த்தால் நீங்கள் ab 
பாரத்்தால் , இன் ெசயல்பாட்ூன் மொப்௖, ெசயல்பாட்ூன் அைனத்ௌ மொப்௔ன் x naught 
ஶைறந்தபடச் மொப்பாஶம்.
 இந்த இைடெவளி ஆனால் நான் இைதப் பாரத்்தால் இௌ ஒ௠ ேலாக்கல் நி௘டம் ஆனால் இந்த 
௖ள்ளி மற்௥ம் இந்த ௖ள்ளி௞டன் ெதாடர௖்ைடயௌ இந்த ௖ள்ளி இௌ ேலாக்கல் அொகபடச்ம் இௌ 
௙ண்௄ம் ேலாக்கல் ேமக்ஸஓக்ஶ ஒத்ொ௠க்ழறௌ, ஏெனன்றால் நீங்கள் இங்ேக பாரத்்தால் நான் 
ஒ௠ இைடெவளிைய எ௄க்க ௚ூ௞ம்  ொ  ௔ன்னர ்இௌ அொகபடச் மொப்௖ என்பைத நீங்கள் s 
காண்ழ௤ரக்ள், எனேவ இங்ேக இன் என்பௌ நாட ்உள்ள ஼ல இைடெவளி௜ல் x f x 
ஶைறந்தபடச் மொப்பாஶம், 
ேம௩ம் உள்௭ர ்அொகபடச்ம் நாட் என்பௌ ஼ல இைடெவளி௜ல் இன் இன் அொகபடச் x x f 
மொப்பாஶம்.
  

சௌரத்ொற்ஶ சமமான க்கான இந்த வைரபடத்ொல், நான் ஐப் பாரத்்தால் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்x fx x 
சமமாக இல்ைல, இௌ ஒ௠ உள்௭ர ்ஶைறந்தபடச்ம் , ஏெனன்றால் 
ௗஜ்௷யத்ொல் உள்ள இந்த மொப்௖ ௗஜ்௷யத்ைதக் ெகாண்ட எந்த இைடெவளி௜௩ம் எனக்ஶ 
ஶைறந்தபடச் மொப்ைபக் ெகா௄ப்பைத வைரபடத்ொ௧௠ந்ௌ நீங்கள் காணலாம்.
 இௌ இங்ேக உள்௭ர ், இௌ உலகளா௳ய ஶைறந்தபடச்ம், ஏெனனில் இௌ ெசயல்பாடூ்ன் 
ஶைறந்தபடச் மொப்௖, ஆனால் இந்த உள்௭ர ்ஶைறந்தபடச்ம் அல்லௌ அொகபடச்ம் எப்பூ 
வ௯த்ேதான்றைலப் பயன்ப௄த்ொ நிரண்யம் ெசய்வௌ, எனேவ இங்ேக உள்௭ர ்
ஶைறந்தபடச்த்ைதப் பாரத்்தால், ெசயல்பாட்ூன் மொப்௖ என்ன என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ.
  இொல் இடௌ௖றம் இந்த மொப்ைப ௳ட அொகமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் மற்௥ம் வலௌ௖றம் உள்ள 
ெசயல்பாடூ்ன் மொப்௖ அைத ௳ட அொகமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் 
என்றால், இந்த நாட்ூன் இடௌ௖றத்ொல் உள்ள இைடெவளி௜ல் ெசயல்பா௄ x 
ஶைறந்ௌெகாண்ேட இ௠க்க ேவண்௄ம், ேம௩ம் அௌ ஆக இ௠க்க ேவண்௄ம்.incr 
 
இந்த ௖ள்ளி௜ன் வலௌ௖றம் உள்ள இைடெவளி௜ல் ெசயல்பாடூ்ல் எளிதாக்ஶதல் இல்ைல, x 
எனேவ நாட் என்பௌ உள்௭ர ்ஶைறந்தபடச்ம் ஆஶம்  அொகபடச்ம் , உள்௭ர ்அொகபடச்ம், x 
ெசயல்பா௄ க்ஶ இடௌ௖றமாக அொகரித்ௌ, க்ஶ வலௌ௖றம் ஶைறழறௌ , x naught x naught
இப்ேபாௌ இைத நாம் ெடரிேவடூ்வ் அூப்பைட௜ல் ெவளிப்ப௄த்தலாம்,  உள்௭ர ்நி௘டத்ைத 
ோரம்ானிக்க ௚தல் வ௯த்ேதான்றல் ேசாதைன  இன் எந்த ேவ௥ப௄த்தக்ஷூய x 
ெசயல்பாடூ்ன் உள்௭ர ்அொகபடச்ம், இௌ என்ன ேசாதைன, எனேவ இந்த நாட் மற்௥ம் ன் x x 
இடௌ௖றம் இ௠ந்தால், ேலாக்கல் ௘னிமம் ேவண்௄ம் என்றால், இௌ ஶைறந்ௌ ெகாண்ேட இ௠க்க 
ேவண்௄ம், எனேவ இைத இப்பூக் ஶ௣க்ழேறாம், இௌ இங்ேக ஶைறந்ௌ, அொகரித்ௌ வ௠ழறௌ.
  வலௌ இல்லா௳ட்டா௩ம், இௌ ேலாக்கல் நி௘டம் மற்௥ம் ேலாக்கல் ேமக்ஸஓக்ஶ, ேலாக்கல் x 
நி௘டத்ொற்ஶ எஃப் ௔ைரம் இன் இந்த அைடயாளத்ைதப் பாரத்்தால், ேலாக்கல் ேமக்௻ன் x 
ெசயல்பா௄ அொகரித்ௌ இடௌ௖றம் மற்௥ம் வலௌ௖றம் ஶைறழறௌ.

ெசயல்பா௄ க்ஶ இடௌ௖றமாக ஶைறழறௌ, அதாவௌ ப்ைரம் இன்  e x naught f x 
அைடயாளம் க்ஶ இடௌ௖றம் எொரம்ைறயாக௵ம், க்ஶ வலௌ௖றம் x naught x naught 
ேநரம்ைறயாக௵ம் இ௠க்ஶம், ேம௩ம் உள்௭ர ்அொகபடச்த்ொற்ஶ இௌ இடௌ௖றத்ொல் 
ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம்.

இல்ைல மற்௥ம் இன் வலௌ௖றம் எொரம்ைறயானௌ, எனேவ ௚தல்   x x naught 
வ௯த்ேதான்றல் ேசாதைனயானௌ ெசயல்பா௄ ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயதாக இ௠ந்தால் மற்௥ம் 
வ௯த்ேதான்ற௧ன் அைடயாளம் ஐச ்ாற்௣ எொரம்ைற௜௧௠ந்ௌ ேநரம்ைறயாக மா௣னால், x 
நாம் உள்௭ர ்நி௘டத்ைதப் ெப௥ழேறாம், அௌ ேநரம்ைற௜௧௠ந்ௌ மா௣னால் எொரம்ைற 
என்றால் இௌ ஒ௠ ேலாக்கல் அொகபடச்மாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ ஼ல உதாரணங்கைளப் 
பாரப்்ேபாம், சௌரம் க௯த்தல் ௛ன்௥ ஷட்டல் இரண்௄க்ஶ சமமான ஐப் பாரப்்ேபாம், x x fx 
எனேவ இந்தச ்ெசயல்பா௄ ப்ைரம் என்ற வ௯த்ேதான்றைலக் கண்டால், இௌ 2 க௯த்தல் f x x 
3க்ஶ சமம் .
  இந்த ௔ைரம் எனேவ ௔ைரம் இன் இந்த அைடயாளத்ைதப் பாரக்்க, இரண்௄ f x f x x 
க௯த்தல் ௛ன்௥ இௌ இல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் ௛ன்௥க்ஶ இரண்௄க்ஶ சமம் x x 
என்பைத௞ம், ௛ன்௥க்ஶ இரண்௄க்ஶக் ஶைறவாக இ௠ந்தால் எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால் இௌ x 
ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம்.

என்பௌ ௛ன்௣ல் இ௠ந்ௌ இரண்ைட ௳ட அொகமாஶம்  நாம் இந்தப் ௖ள்ளிைய ௛ன்றால்   x 
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இரண்டாகப் ெப௥ழேறாம் , ேம௩ம் க்ஶக் ஶைறவான ௛ன்௣ல் இ௠ந்ௌ இரண்௄க்ஶ x
வ௯த்ேதான்றல் எொரம்ைறயாக௵ம் , ஐ ௳ட ௛ன்௣ல் இ௠ந்ௌ இரண்௄க்ஶ அொகமான x 
வ௯த்ேதான்றல் ேநரம்ைறயாக௵ம் இ௠க்ஶம், அதாவௌ ெசயல்பா௄ இங்ேக ஶைறந்ௌ 
, ௛ன்௣ன் வலௌ௖றத்ொல் இரண்டாக அொகரிக்க ேவண்௄ம்.
 எனேவ ௚தல் வ௯த்ேதான்றல் ேசாதைன ௳ைள௵களால் உள்௭ர ்ஶைறந்தபடச்ம் x 
௛ன்௥க்ஶ இரண்௄க்ஶ சமமாக உள்ளௌ , உண்ைம௜ல் இங்ேக நான் இந்த ஐ எ௱தலாம், fx 
ஏெனனில் இௌ சௌரம் க௯த்தல் இரண்௄ மடங்ஶ ௛ன்௥ இரண்௄ ஷட்டல் 3 ஆல் 2 சௌரம் x x 
மற்௥ம் ௔ன்னர ்ஷட்டல் 2  ைமனஸ் 3 ஆல் 2 சௌரம் எனேவ இௌ ைமனஸ் 3 ஆல் 2 ௚௱ x 
ஸ்ெகாயரக்்ஶ சமம் , ௔ன்னர ்என்னிடம் 2 ைமனஸ் 9 ஆல் 4 உள்ளௌ, இதனால் எனக்ஶ ைமனஸ் 
ஒன்௥க்ஶ நான்ஶ ழைடக்ழறௌ, எனேவ இந்த க௯த்தல் ௛ன்௥க்ஶ இரண்௄ சௌரம் x 
எப்ேபாௌம் இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ பாரக்்ழேறாம்  ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமானைத ௳டப் 
ெபரியௌ எனேவ இந்த எஃப்எக்ஸ் 
ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ நான்ழற்ஶச ்சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், நான் சமமாக ௛ன்ைற x 
இரண்டாக ைவத்தால், எஃப்எக்ஸ் சரியாக ைமனஸ் ஒன் ைப ஃேபார ்க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், 
எனேவ எஃப் ௛ன்௥க்ஶ இரண்ூன் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமம்  நான்ஶ ஆல் எனேவ 

ஶைறந்தபடச் மொப்ைப எ௄க்ஶம்  இல் க்ஶ சமம் ௛ன்௣ல் இரண்௄ மற்௥ம் நீங்கள் fx e x 
வைரபடத்ைத வைரந்தால் இௌேவ இங்ஶ ஶைறந்தபடச்ம் இந்த ைமனஸ் ௛ன்௥க்ஶ fx x 
இரண்௄ சௌரம் க௯த்தல் ஒன்௥க்ஶ நான்ஶ எனேவ இல் ௛ன்௣ல் இரண்௄க்ஶ சமமான x 
மொப்ைபக் க௯த்தல் ஒன்௥க்ஶ நான்ஶ ஆஶம் ேம௩ம் இௌ ஒ௠ பரவைளயமாஶம் என்பைத 
நீங்கள் ொட்ட௘டலாம் , ஶைறந்தபடச் மொப்௖ ௛ன்௥க்ஶ இரண்டாக இ௠க்ஶம், நீங்கள் ஐ x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக ைவத்தால், இௌ எனக்ஶ இரண்௄ த௠ழறௌ, எனேவ இௌ ேபான்ற ஒ௠ 
பரவைளயத்ைதப் ெப௥ழேறாம் , இௌ ௛ன்௥க்ஶ இரண்௄ உள்௭ர ்ஶைறந்தபடச்ம் மற்௥ம் 
உலகளா௳ய ஶைறந்தபடச்ம்  இந்த ௳ஷயத்ொல் சரி ஆ, நான் ஒ௠ ௚க்ழயமான ேதற்றத்ைத  
ஷ௥ழேறன், இௌ ஒ௠ ௛ூய இைடெவளி௜ல் இன் எந்தெவா௠ ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பா௄ம்,x 
௛ூய இைடெவளி அதன் ஶைறந்தபடச் மற்௥ம் அொகபடச் மொப்ைப அைட௞ம் என்௥ ab ab 
ஷறலாம்.
  எந்த ெந௠ங்ழய இைடெவளி மற்௥ம் ெசயல்பா௄ ெதாடரந்்ௌ உள்ளௌ, அௌ ab 

இன் ெதாடரச்஼்யான ஐ ௛ூய இைடெவளி௜ல் உள்ளௌ இல் ஼ல ஒன்௥ மற்௥ம் x f ab x x 
இரண்௄ உள்ளௌ , அதாவௌ இன் எப்ெபா௱ௌம் இன் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் இன் x f x f x f 
என்பௌ சமைன ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ  க்ஶ ெசாந்தமான அைனத்ௌ க்ஶம் ab x x 
இரண்௄க்ஶம் ௚தல் வைர, எனேவ இந்த ேதற்றத்ொன் ஆதாரத்ொல் உள்ள ஆதாரத்ைத al f 
நாங்கள் பாரக்்க மாட்ேடாம், ஆனால்  
அ௑மானங்கள் அவ஼யம் என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க, எனேவ இந்த ேதற்றத்ொல் இரண்௄ 
௚க்ழயமான அ௑மானங்கள் உள்ளன, ஒன்௥ இந்த ெசயல்பா௄ ெதாடரச்஼்யானௌ மற்௥ம்  
மற்ெறான்௥, இைடெவளி ௛டப்பட்ட இைடெவளி என்பதால் ௚த௧ல் பாரப்்பௌ ௘க௵ம் 
எளிதானௌ , ெசயல்பா௄ ெதாடரச்஼்யாக இல்லா௳ட்டால் ெதாடரச்஼் அவ஼யம், 
இல்ைலெயனில் இௌ ெசயல்பா௄ என்௥ நீங்கள் ஷறலாம் மற்௥ம் நான் எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறன் 
என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் , இந்த கட்டத்ொல் இௌ சமம்  ௗஜ்௷யமானௌ ௛ூய 
இைடெவளி௜ல் ௗஜ்௷யத்ொல் வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ.
    பாொைய ௳ட ெபரியௌ மற்௥ம் ஒன்௥க்ஶ சமமான 
இந்த ெசயல்பா௄ பாொ௜ல் நி௥த்தப்ப௄வைத நீங்கள் காணலாம்  .
 ௛ூய இைடெவளி ௙ண்௄ம் அவ஼யம்.
    
இந்த ெசயல்பா௄ fx 
ொறந்த இைடெவளி ௗஜ்௷யத்ொல் அொகபடச் மொப்ைபக் ெகாண்ூ௠க்க௳ல்ைல, அௌ 
ெதாடரச்஼்யாக இ௠ந்தா௩ம், இந்த ேதற்றம் உண்ைமயாக இ௠ப்பதற்ஶ நமக்ஶ ெதாடரச்஼் 
மற்௥ம் ௛டப்ப௄ம் இைடெவளி இரண்௄ம் ேதைவ, எனேவ இதற்ஶப் ௔றஶ மற்ற இரண்ைட௞ம் 
௘க ௚க்ழயமானவற்ைறக் கற்௥க்ெகாள்ேவாம்.
 ேரால்ஸ் ேதற்றம் மற்௥ம் சராசரி மொப்௖ ேதற்றம் ஆழய வ௯த்ேதான்றல்களின் ேதற்றங்கள் 
௚த௧ல் ேரால்ஸ் ேதற்றத்ைத ஷ௥ழேறன், எனேவ என்பௌ  ௔ன்வ௠ம் ௛ன்௥ fx 
நிபந்தைனகைள ௗரத்்ொ ெசய்வொல் வைரய௥க்கப்படட் ஒ௠ ெசயல்பா௄ என்௥ 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
 
௛ூய இைடெவளி௜ல் இௌ ௛ூய இைடெவளி௜ல் உள்ளௌ ெசகண்ட ்என்பௌ ab ab fx 
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என்பௌ 
ொறந்த இைடெவளி௜ல் ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயதாக க௠தப்ப௄ழறௌ மற்௥ம் ௛ன்றாவௌ ab 
நிபந்தைன இ௥ொப் ௖ள்ளி௜ல் உள்ள ெசயல்பாடூ்ன் மொப்௖ இன் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், f b 
௔ன்னர ்௚ூ௵ என்னெவன்றால்  , இன் ப்ைரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமாக இ௠க்ஶம் வைக௜ல், c 
ொறந்த இைடெவளி௜ல் ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ ௖ள்ளி உள்ளௌ.c 
 இந்த ேதற்றத்ைத ஒ௠ படத்ைதக் காண்௔ப்பதன் ௛லம் ௳ளக்க, இந்த எ௄த்ௌக்காட௄்களின் 
௛லம் இந்த ேரால்ஸ் ேதற்றத்ைத ௳ளக்ஶழேறன் , எனேவ எனக்ஶ இந்த இைடெவளி ab 
உள்ளௌ , ேம௩ம் ௛ன்றாவௌ நிபந்தைன என்னெவன்றால், இன் க்ஶ சமமாக இ௠க்க f b 
ேவண்௄ம் மற்௥ம் ெசயல்பா௄ ெதாடரச்஼்யாக இ௠க்ஶம்.
  இந்த இைடெவளி௜ல் மற்௥ம் ொறந்த இைடெவளி௜ல் ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயௌ, இௌ ேபான்ற ஒ௠
ெசயல்பா௄ இ௠க்கலாம் அல்லௌ அௌ எனக்ஶ மற்௥ம் இ௠க்கலாம், எனேவ ௚ூ௵ என்னfa fb 
ெசால்ழறௌ என்௥ பாரத்்தால், வ௯த்ேதான்றல் சமமாக இ௠க்ஶம் இடத்ொல் ஶைறந்தௌ ஒ௠ 
௖ள்ளி உள்ளௌ  0 க்ஶ சமமான வ௯த்ேதான்றல் என்பௌ ெதா௄ேகாட்ூன் சாய்௵ அசா்க்ஶ c x 
இைணயாக உள்ளௌ என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம், எனேவ இங்ேக நீங்கள் இந்த ௖ள்ளிையப் 
பாரத்்தால் ெதா௄ேகா௄ அசா்க்ஶ இைணயாக உள்ளௌ , எனேவ இங்ேக இரண்௄ மொப்௖கள் x 
உள்ளன .
  வ௯த்ேதான்றல்  என்பௌ இங்ேக ௙ண்௄ம் ஒ௠ மொப்௖ ஐப் ெப௥ழேறாம், அங்ஶ ive 0 c 
வ௯த்ேதான்றல் 0 ஆஶம்.
 எனேவ இந்த ேதற்றம் ெசால்வௌ என்னெவன்றால், இந்த ௛ன்௥ நிபந்தைனகைள ௗரத்்ொ 
ெசய்தால் எந்த ெசயல்பாடாக இ௠ந்தா௩ம் சரி, அௌ ொறந்த இைடெவளி௜ல் 
ேவ௥ப௄த்தக்ஷூய ௛ூய இைடெவளி௜ல் ெதாடரந்்ௌ இ௠க்க ேவண்௄ம்.
 இைடெவளி௞ம் இன் ௞ம் க்ஶ சமம், ௔ன்னர ் இைடேய ஏதாவௌ ஒ௠ கட்டத்ொல் a f b ab ab 
ஆனௌ ௗஜ்௷யமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் எனேவ இந்த ேரால்ஸ் ேதற்றம் இங்ேக 
ஶ௣ப்௔டப்பட௄்ள்ள இந்த நிபந்தைனகள் ேதைவயான நிபந்தைனகள் என்பைத ௙ண்௄ம் 
பாரக்்க ௚யற்஼ப்ேபாம்.
 நாங்கள் இப்ேபாௌ ஆதாரத்ைதப் பாரக்்க மாட்ேடாம், ஆனால் நிபந்தைனகள் அவ஼யம் 
என்பைதக் காண்௔ப்ேபாம், எனேவ ௛ூய இைடெவளி௜ல் ெசயல்பா௄ ெதாடரந்்ௌ இ௠க்க 
ேவண்௄ம் என்௥ ௚த௧ல் ெசான்ேனாம், இந்த உதாரணம் எங்களிடம் உள்ளௌ என்௥ 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனக்ஶ 
இௌ ேபான்ற ஒ௠ ெசயல்பா௄ உள்ளௌ , ௔ன்னர ்நான் அைத வைரய௥க்ழேறன்  இௌ ஒன்௥ 
மற்௥ம் நான்ஶ என்௥ ெசால்ழேறாம் 
, இந்த ெசயல்பாடூ்ன் மொப்௖ இதற்ஶ சமம் என்௥ நான் வைரய௥த்ேதன், எனேவ இந்த 
ெசயல்பா௄  என்றால் 4 x 1 
க்ஶ சமம் மற்௥ம் சமன்பாடை்ட fx 
௳ட ஶைறவாக இ௠ந்தால் க்ஶ சமம்  ௚தல் நான்ஶ வைர இந்தச ்ெசயல்பா௄ x x l x 
ஒன்௥க்ஶ சமமாக இல்ைல என்௥ நீங்கள் பாரத்்தால் இந்தச ்ெசயல்பா௄ 

க்ஶ சமமான இல் ெதாடரச்஼்யாக இல்ைல ஆனால் அௌ த௳ர மற்ற எல்லா இடங்களி௩ம் x x 
ெசயல்பா௄ ெதாடரழ்றௌ சமம் ஒ௠ த௳ர மற்ற எல்லா இடங்களி௩ம் ெதாடரழ்றௌ x fx 
ேம௩ம் இந்த ெசயல்பா௄ ொறந்த இைடெவளி 1 இல் ேவ௥ப௄த்தப்ப௄ழறௌ.fx 
  4 மற்௥ம் இன் 1 ஆனௌ நான்ழன் க்ஶ சமம் ஆனால் இந்தச ்சாரை்ப நீங்கள் பாரத்்தால் , f f 
வ௯த்ேதான்றல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமாக இ௠க்ஶம் இடத்ொல் எந்தப் ௖ள்ளி௞ம் இல்ைல, ஒன்௥ 
௚தல் நான்ஶ வைர ொறந்த இைடெவளி௜ல் எந்தப் ௖ள்ளி௞ம் இல்ைல ஆனால் ௔ைரம் f x, 
ஏெனனில் என்பௌ க்ஶ சமம்.fx x 
  ொறந்த இைடெவளி ஒன்௥ ௚தல் நான்ஶ ௔ைரம் என்பௌ ஒன்௥ ௚தல் நான்ஶ வைர உள்ள f x 
அைனத்ௌ க்ஶம் ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ ஒ௠ நான்ழல் இல்ைல, இதற்ஶ ப்ைரம் x c f c 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனி௑ம் இந்த உதாரணம் 
ேரால்ஸ் ேதற்றத்ொற்ஶ ௚ரணாக இல்ைல, ஏெனனில் ஒன்௥ ௚தல் நான்ஶ வைர௜லான fx  
௛ூய இைடெவளி௜ல் ெதாடரச்஼்யாக இல்ைல, எனேவ அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் இன்௥ இங்ேக 
நி௥த்ௌழேறன் , மற்ற இரண்௄ அ௑மானங்க௬ம் ொறந்த இைடெவளி௜ல் ெசயல்பாடூ்ன் 
ேவ௥பாட்ூன் இரண்டாவௌ அ௑மானம் என்பைதக் காண்௔ப்ேபன்.
 ேம௩ம் ேரால்ஸ் ேதற்றத்ொன் ௚ூ௳ற்ஶ க்ஶ சமமான க்ஶ சமம் என்ற ௛ன்றாவௌ f f 
அ௑மானம் 
, ௔ன்னர ்நாம் சராசரி மொப்௖ ேதற்றத்ைதப் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம் , ௔ன்னர ்இந்தத் 
ேதற்றங்களின் ஼ல பயன்பா௄கள் நன்௣ 
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