
 അവസാനെ؋ ْപഭാഷണ؋ിെല െഡറിേവئീവുകെളുׯറിتു׺ അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ 
സٔാഗതം , പാരാെമْടിക് രൂപ؋ിൽ നിർവചി׺ിരിؗുׯ ഫംഗ് ഷന്െറ െഡറിേവئീവുകൾ ഞ׹ൾ 
േനാുׯകയായിരുؗു, അതിനാൽ ഇ്ؗ പാരാെമْടിക് രൂപ؋ിൽ നിർവചി׺ിരിؗുׯ ഫംഗ് ഷന്െറ 
െഡറിേവئീവുകളുെട ചില ഉദാഹരണ׹ളുമായി ഞ׹ൾ തുടരും, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ  മ്ئ ചില ഫല׹ൾ 
േനാുׯക, ഉദാഹരണ؋ിന് , പരാേബാള ചതുര؋ിന്െറ സമവാകّം േനാׯാം, നാല് ന്െറ y x 
സമവാകّം പാരാെമْടിക് രൂപ؋ിൽ എഴുതാം, എؗത് ചതുര؋ിൽ തുലّമാണ്, എؗത് ര؇് x y 
എൺപത് വല؋ിന് തുലّമാണ്.  ര؇് എൺപത് ചതുരം നാല് ഒരു ചതുരْശ ചതുരമാണ്, അത് y t 
ചതുര؋ിൽ നാല് തവണ തുലّമാണ്, അതിനാൽ കെ؇ؗു؋തിന് ര؇് നും ര؇് dydx dxdt at dydt a
നും തുലّമാണ്, ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ അതിനാൽ എؗത് ന് തുലّമാണ്, ഇത് ര؇് dydx dydt 
വിഭജി׺താണ് ര؇് െകാ؇് വലത് ഒؗിന് തുലّമാണ് ഇത് എؗ പരാമീئറിന്െറ അടിرാന؋ിൽ t t 
െഡറിേവئീവ് ആണ്  നാല് േകാടാലിയുെട ന് തുലّമാണ് ഇത് 2 മട്׹ ന് തുലّമാണ്, dx y dydx 4 a 
അതായത് എؗത് 4 െയ 2 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 2 മട്׹ െകാ؇് ഇടുؗത് 280 ന് തുലّമാണ്  80dydx a y y y 
 ത് എؗത് ര؇്, y dydxؗുׯലഭി ׯതിന് തുലّമാണ്, നമു്ؗുׯണം, ഇതിൽ െയ 280 ന് തുലّമാׯമിײ
ര؇് എൺപത് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ, ഇത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, ഇത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, ഇത് ഒരു ഉദാഹരണം 
കൂടി േനാׯാം , ഒരു തവണ നൽകിയാൽ കെ؇ു؋ക.  x dydx cosine theta plus theta sin theta 
ഉം ഉം ഒരു ൈടംസ് ൈസൻ തീئ ൈമനസ് തീئ േകാസ് തീئ ആണ്, അതിനാൽ ഇവിെട ഉം ഉം y x y 
തീئയുെട പരാമീئറിന്െറ അടിرാന؋ിൽ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ കെ؇؋ാൻ നമു്ׯ dydx 
തീئയുമായി ബؖെؚ؂് െഡറിേവئീവ് കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ തുലّമാണ്  നി׹ൾ ഈ dydx 
ൈസൻ തീئെയ േവർതിരിുׯകയാെണ׸ിൽ യുെട തീئ ഒരു സമയ؋ിന് dyd theta dyd theta dxd 
തുലّമാണ്.  തവണ എന്െറ െചലവ്  ഒരു െഡറിേവئീവ് ൈമനസ് സിൻ തീئയാണ്, അതിനാൽ ഇത് ؛സ് 
തീئ സിൻ തീئയായി മാറുؗു, കൂടാെത തീئയുമായി ബؖെؚ؂് ന്െറ െഡറിേവئീവ് ഒരു തവണ x 
ൈമനസ് സിൻ തീئയും സിന് തീئയും തീئ േകാസ് തീئയും നൽകുؗു, അതിനാൽ ഇവിെട േകാസ് തീئ 
റؐാുׯകയും തീئ റؐാുׯകയും റؐാുׯകയും െചുؗുإ, അതിനാൽ ഇതാണ് െവറും ടാൻ sin aa 
തീئയ്്ׯ തുലّമാണ്, അേؚാൾ നമു്ׯ ഉയർؗ ഓർഡർ െഡറിേവئീവുകെള കുറി്׺ സംസാരിׯാം, 
അതിനാൽ എؗത് ന് തുലّമാെണ്ؗ കരുതുക , എഫ് ൈْപം ഒരു ഡിഫറൻഷّബിൾ ഫംഗ് ഷൻ y fx x 
ആെണؗും െഡറിേവئീവ് ൈْപം ന്െറ െഡറിേവئീവ് കെ؇؋ാം. ൈْപം െന ന്െറ f x f x- fx-
ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ , ഞ׹ൾ ഇതിെന സൂചിؚിുؗുׯ, ഇത് ന്െറ ഇര؂ x- f 
ൈْപം െകാ؇് സൂചിؚിുؗുׯ അെ׸بിൽ ഞാൻ ന്െറ ന് തുലّമായി എഴുതുകയാെണ׸ിൽ, x- f- y 
െഡറിേവئീവ് െകാ؇് സ്കٔയർ െകാ؇് സൂചിؚിുؗുׯ അതിനാൽ ര؇ാമെ؋ d two y dx 
െഡറിേവئീവ് ആദّെ؋ െഡറിേവئീവിന്െറ െഡറിേവئീവാണ് , അതുേപാെല തെؗ നമു്ׯ ഉയർؗ 
ഓർഡർ െഡറിേവئീവുകെള നിർവചിׯാം , അതായത് മൂؗാമെ؋ നാലാമെ؋ െഡറിേവئീവുകൾ 
കൂടി.  എؗിവ رിരമായിരിؗുׯതിനാൽ , യുമായി ബؖെؚ؂് യുെട ര؇ാമെ؋ ine x , a, b x y 
െഡറിേവئീവ് എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഈ ؛സ് പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് y 
ലഭിؗുׯതിന് നأൾ ആദّം ആദّെ؋ െഡറിേവئീവ് കെ؇ു؋കയും തുടർ്ؗ അതിെന വീ؇ും 
േവർതിരിുׯകയും േവണം .  ഒരു ന് തുലّമാണ്, അതായത് ൈമനസ് cos x plus b sine x dydx a sin 

 ീവ് സ്കٔയർ ൈമനസ് x b cos x d two ydx a cos xئെഡറിേവ ؋സ് ആണ് , അതിനാൽ ര؇ാമെ؛
ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് േകവലം ൈമനസിന് തുലّമാണ്  minus b sine x y 

അ׹െന ര؇് ചതുരവും എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ െഡറിേവئീവുകളുെടd ydx y 
ചിصെുׯ؋റി്׺ സംസാരിׯാം, അതിനാൽ ന്െറ എؗത് ഒരു ഇടേവളയിൽ വർؑിു׺വരുؗ x f 
ഫംഗ്ഷനാെണ്ؗ കരുതുക, ചില തുറؗ ഇടേവള ന് തുലّമാെണ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ഇത് i ab-
എؓാണ് അർ،മാؗുׯത് ? ഐയുേടതും ഒ്ؗ ര؇ിേനׯാൾ കുറവും ആെണ׸ിൽ, x 1 x 2 x x x 
ഒ്ؗ ര؇ിൽ കുറവാെണ׸ിൽ ഒؗിന്െറ ര؇ിന്െറ േനׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആണ്, x x f x f-
അതിനാൽ ഒ്ؗ ര؇ിൽ കുറവാെണ׸ിൽ ഇതിെന നأൾ വർؑിؚിؗുׯ ഫംഗ്ഷൻ അെ׸بിൽ x x 
കുറയാ؋ ْപവർ؋നം എ്ؗ വിളിുؗുׯ. അേؚാൾ ഒؗിന്െറ എؗത് ര؇ിന്െറയും x f x 
നأൾയുെടയും എؗതിേനׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആണ് ഒؗിന്െറ എؗത് ര؇ിന്െറ f x f x f 
എؗതിേനׯാൾ കർശനമായി കുറവാെണ്ؗ പറയുകയാെണ׸ിൽ കർശനമായി വർؑിؚിുׯക, 
അതുേപാെല തെؗ നമു്ׯ കുറയുؗ ഫംഗ്ഷൻ നിർവചിׯാം,  അതിനാൽ ഈ ഇടേവളയിൽ മുതൽ a b
വെര ഈ ഇടേവള ഉെ؇׸ിൽ ഫംഗ്ഷന്െറ ْഗാഫ് ആയിരിുׯം. നി׹ൾ യിൽ നി്ؗ േല്ׯ a b 
േപാകുേآാൾ, ഇേؚാൾ െഡറിേവئീവിെനുׯറി്׺ നമു്ׯ എ്ؓ പറയാൻ കഴിയും  , ഒരു fx 
ഡിഫറൻഷّബിൾ ഫംഗ് ഷനാെണ׸ിൽ ൈْപം െന കുറി്׺ നമു്ׯ എ്ؓ പറയാൻ കഴിയും , f x-
അതിനാൽ െഡറിേവئീവ് എ׹െന നിർവചിׯെؚടുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ന്െറ എഫ് ൈْപം ഉ؇് x 
എؗത് പരിധിയبാെത മെئാؗുമب. ന്െറ 0-ന്െറ ന്െറ 0-ന്െറ ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് ന്െറ h- x- x- x- f-

ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ െന െന x- x- x- x- x- x- x- x- x- x- minus f- h- h 
െകാ؇് ഹരി׺ാൽ , വലത് െഡറിേവئീവ് േനാׯിയാൽ , ന്െറ ന്െറ വലു؋നിؗും ന്െറ ന്െറ x- f- h- x-

ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് അതിനാൽ ഇവിെട നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ, ഫംഗ് ഷൻ x- x- f .  h f 
വർധിؚിؗുׯതിനാൽ ന്െറ ഈ ന്െറ ന്െറ േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആണ്.  ഇത് x- f x- f- f- 
െനഗئീവ് അب , ഡിേനാമിേനئർ േപാസിئീവ് ആണ് അതിനാൽ െഡറിേവئീവ് ആണ് , പരിധി h 
നിലവിലുെ؇׸ിൽ, ഇത് 0-േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആയിരിׯണം , നി׹ൾ ഇടത് െഡറിേവئീവ് 
േനാׯിയാൽ ഈ പരിധി െനഗئീവ് അبാ؋തായിരിׯണം , ഇത് ന്െറ ന്െറ ഇടതുവശ്؋ നി്ؗ x- f 
0-േല്ׯ അടുؗുׯ ന്െറ പരിധിയാണ് ഇേؚാൾ ഇവിെട ന്െറ ൈമനസ് െന െകാ؇് h h. x f h 
ഹരി׺ാൽ ഇവിെട െനഗئീവും നّൂമേറئറും ഡിേനാമിേനئറും െനഗئീവ് ആയതിനാൽ വീ؇ും ഇടത് h 
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ൈക െഡറിേവئീവ് വീ؇ും പൂജّേׯ؋ാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആണ്, അതിനാൽ നأൾ ക؇ത് , fx 
ഒരു ഡിഫറൻഷّബിൾ ഫംഗ്ഷൻ ആെണ׸ിൽ അത് വർؑിുؗുׯ ഒരു ഇടേവളയിൽ പിؗീട് i 

ൈْപം പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിׯണം, അതുേപാെല കുറയുؗ ഫംഗ് ഷന് derivative f x 
വّതُّമٝാׯാവുؗ ൈْപം പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിׯണം, അതിനാൽ അത് f x 
വർؑിുׯകയാെണ׸ിൽ െഡറിേവئീവ് പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിുׯം  അത് കുറയുകയാെണ׸ിൽ, 
െഡറിേവئീവ് പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവാണ്, ഉദാഹരണമായി നമു്ׯ േനാׯാം ഈ fx 
ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് വര׺ാൽ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്. പരവലയം ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് , x y x 
അതിനാൽ ഇത് ആണ് ഇടേവളയിൽ ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി 0 ആയി കുറയുകയും ഇടേവളയിൽ fx 
പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ അനؓമായി വലേׯ്؋ വർؑിുׯകയും െചؗുإത് െനഗئീവിന് ഫംഗ്ഷൻ x 
കുറയുകയും േപാസിئീവിന് ഫംഗ്ഷൻ വർؑിുׯകയും െചുؗുإെവ്ؗ നമു്ׯ എളുؚ؋ിൽ x 
കാണാൻ കഴിയും.  അതിനാൽ ൈْപം പൂജّേׯ؋ാൾ കുറേവാ   തുലّേമാ ആണ്.  ര؇് ഇത് f x x x 
െനഗئീവാെണ׸ിൽ, ഇത് ൈമനസ് ഇൻഫിനിئിയിൽ നി്ؗ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവാണ്, 
ഇത് 0-ൽ 0 അനؓതേയׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ചില ഇടേവളകളിൽ കുറയുകയും മ്ئ ചില 
ഇടേവളകളിൽ വർؑിുׯകയും െചؗുإ ഈ ْപവർ؋നം കാണിؗുׯതിനുت ഒരു ഉദാഹരണമാണിത് 
.  െഡറിേവئീവ് ചിصം കുറയുേآാൾ െനഗئീവ് ആണ് , അത് വർؑിുׯേآാൾ േപാസിئീവ് ആണ്, 
അടു؋ കാരّം ഞാൻ ചർ׺െചؗുإത് ഒരു ഫംഗ്ഷന്െറ േലാׯൽ മിനിമെയയും മാ٧عിമെയയും 
കുറി׺ാണ്, അതിനാൽ നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ കരുതുക  ഫംഗ് ഷൻ ഒരു േപായിന്റ് നൗ؂് ഒരു േലാׯൽ fx x 
മിനിമം എ്ؗ   പറയെؚടുؗു കുറ؁ത് ഇത് ന് തുലّമായിരിുׯം , പരമാവധി ഇത് ൽ നിؗുت fx- ab-
എبാ നും ഏئവും വലുതാണ്, കൂടാെത േലാׯൽ മാ٧عിമിന് െല എبാ നും േനׯാൾ വലുത് x- fx- x- fx-
ഒؗുമب , അതിനാൽ ഇത് ഒരു ْഗാഫ് ഉപേയാഗി്׺ വിശദീകരിׯാം. ഈ ْഗാഫ് ഇവിെട ഈ േപായിന്റ് 
കാണുകയാെണ׸ിൽ ഇത് ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ ഒരു ْപാേദശിക മിനിമം അب , കാരണം ഞാൻ ഇവിെട x ab 
ഒരു ഇടേവള എടുുׯകയാെണ׸ിൽ നി׹ൾ ക؇ാൽ എؗ ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം ഫംഗ് ഷന്െറ x naught  
എبാ മൂലّ׹ളുെടയും ഏئവും കുറ؁ മൂലّമാണ്. ഈ ഇടേവള എؗാൽ ഞാൻ ഇത് 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഇത് ഒരു േലാׯൽ മിനിئാണ്, എؗാൽ ഈ േപായിന്റും ഇതിേനാട് േയാജിؗുׯ 
ഈ േപായിന്റും ഞ׹ൾ്ׯ ഈ േപായിന്റു؇് ഇത് േലാׯൽ മാ٧്ع ആണ് ഇത് വീ؇ും േലാׯൽ 
മാ٧ുع മായി േയാജിുؗുׯ, കാരണം നി׹ൾ ഇവിെട കാണുകയാെണ׸ിൽ എനി്ׯ ഇതുേപാെല ഒരു 
ഇടേവള എടുׯാം  തി  എؗതിന് േശഷം ഇത് പരമാവധി മൂലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽs 
ഇവിെട ന്െറ എؗത് അട׹ിയിരിؗുׯ ചില ഇടേവളകളിെല ഏئവും കുറ؁ x f x Naught 
മൂലّമാണ് , കൂടാെത ْപാേദശിക പരമാവധി ന്െറ എؗത് ചില ഇടേവളകളിൽ ന്െറ ന്െറ x f x f 
പരമാവധി മൂലّമാണ്, അതിനാൽ നأൾ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ചതുര؋ിന് തുലّമായ എؗ x fx 
ْഗാഫിൽ, ഞാൻ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ഒരു ْപാേദശിക മിനിമം ആണ്, x 
കാരണം ഇവിെട പൂജّ؋ിെല ഈ മൂലّം പൂജّം അട׹ിയ ഏത് ഇടേവളയിലും എനി്ׯ ഏئവും കുറ؁
മൂലّം നൽകുؗതായി ْഗാഫിൽ നി്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും.  ഇത് ഇവിെട ْപാേദശികമാണ് , 
കാരണം ഇത് ആേഗാള മിനിമം ആണ്, കാരണം ഇതാണ് ഫംഗ് ഷന്െറ ഏئവും കുറ؁ മൂലّം എؗാൽ 
െഡറിേവئീവ് ഉപേയാഗി്׺ ഈ േലാׯൽ മിനിമം അെ׸بിൽ മാ٧عിമം എ׹െന നിർ؉യിുׯം, 
അതിനാൽ ഇവിെട േലാׯൽ മിനിമം കാണുകയാെണ׸ിൽ അതിനർ،ം ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം എؓാണ് 
ഇതിന്െറ ഇടതുഭാഗം ഈ മൂലّേׯ؋ാൾ വലുതായിരിׯണം കൂടാെത വലേتുׯ؋ ഫംഗ് ഷന്െറ 
മൂലّം അതിേനׯാൾ വലുതായിരിׯണം എؗതിനർ،ം ഈ ന؂ിന്െറ ഇടേ؋ാت؂ു ഇടേവളയിൽ x 
ഫംഗ്ഷൻ കുറയുകയും അത് ആയിരിׯണം എؗാണ്. ഈ േപായിന്റിന്െറ വലതുവശتു؋ incr 
ഇടേവളയിെല ഫംഗ് ഷനിൽ ലഘൂകരിുؗുׯ അبാ؋തിനാൽ , അبാ؋തിന്െറ ഇടേ؋ാت؂ു x x 
ഇടേവളയിൽ കുറയുകയും അبാ؋തിന്െറ വലതുവശتു؋ ഒരു ഇടേവളയിൽ ْപാേദശികമായി fx x 
വർؑിുׯകയും െചുؗുإെവ׸ിൽ എؗത് ഒരു ْപാേദശിക മിനിമം ആണ് േലാׯൽ മാ٧عിമം x Naught 
മെئാരു വഴിയായിരിുׯം ഫംഗ് ഷൻ ന؂ിന്െറ ഇടതുവശേׯ്؋ വർؑിുׯകയും നൗ؂ിന്െറ x x 
വലതുവശേׯ്؋ കുറയുകയും െചുؗുإ , ഇേؚാൾ ഇത് െഡറിേവئീവിന്െറ അടിرാന؋ിൽ 
ْപകടിؚിׯാൻ കഴിയും, േലാׯൽ മിനി്ئ നിർ؉യിؗുׯതിനുت ആദّ െഡറിേവئീവ് െട്ز.  ന്െറ x 
ഏെത׸ിലും ഡിഫറൻഷّബിൾ ഫംഗ് ഷന്െറ േലാׯൽ മാ٧്ع എؓാണ് ഈ െട്ز, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ x
അبാ؋തും ന؂ിന്െറ ഇടതുവശു؋ം ഉെ؇׸ിൽ, ഇത് കുറ؁ുെകാ؇ിരിׯണം, അതിനാൽ x 
ഞ׹ൾ ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ, ഇത് ഇവിെട കുറയുകയും വർؑിുׯകയും െചുؗുإ  ന്െറ x 
വലതുവശ്؋, ഇത് േലാׯൽ മിനിئാണ് , േലാׯൽ മാ٧عിന്, നമു്ׯ ഫംഗ്ഷൻ വർؑിുׯകയും ഇടേ؋ാ؂്
വലേ؋ാ؂് കുറയുകയും േവണം ഫംഗ് ഷൻ ന്െറ ഇടതുവശ്؋ കുറയുؗു , അതായത് e x Naught- f 
ൈْപം ന്െറ ചിصം ന്െറ ഇടതുവശ്؋ െനഗئീവ്, ന്െറ വലതുവശ്؋ x x Naught- x Naught-
േപാസിئീവ് , ْപാേദശിക മാ٧عിന് ഇത് ഇടതുവശ്؋ േപാസിئീവ് ആണ് . നൗ؂ിൻ◌്െറ വലത് വശ്؋ x x 
െനഗئീവും െനഗئീവും ആയതിനാൽ ആദّ െഡറിേവئീവ് െട്ز പറയുؗത് ഫംഗ്ഷൻ 
വّതُّമٝാെണ׸ിൽ , െഡറിേവئീവിന്െറ അടയാളം െനഗئീവ് മുതൽ േപാസിئീവ് ആയി 
മാറുകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ േലാׯൽ മിനി്ئ ലഭിുׯം, അത് േപാസിئീവിൽ നി്ؗ മാറുകയാെണ׸ിൽ 
െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ ഇത് ഒരു േലാׯൽ മാ٧്ع ആയിരിׯണം, അതിനാൽ നമു്ׯ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ 
േനാׯാം സ്കٔയർ ൈമനസ് മൂ്ؗ ؛സ് ടു തുലّമായ േനാׯാം, അതിനാൽ ഈ ഫംഗ്ഷൻ എഫ് x x fx 
ൈْപം എؗ െഡറിേവئീവ് കെ؇ു؋കയാെണ׸ിൽ, ഇത് 2 ൈമനസ് 3 ന് തുലّമാണ്. ഈ എഫ് x x 
ൈْപം ന്െറ ഈ ചിصം േനാׯാൻ, എഫ് ൈْപം ര؇് ൈമനസ് മൂ്ؗ ഇത് പൂജّ؋ിന് x x , x 
തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും , ഇത് ന് തുലّമാണ് മൂ്ؗ ര؇് ര؇ിന് x x 
തുലّമാെണ׸ിൽ ഇത് െനഗئീവ് ആണ്, മൂ്ؗ ര؇ിൽ കുറവാെണ׸ിൽ ഇത് േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ  x 
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മൂؗിൽ ര؇ിേനׯാൾ വലുതാണ് നമു്ׯ ഈ േപായിന്റ ്ْതീ ൈബ ര؇ായി ലഭിുؗുׯ , ൽ താെഴ x x-
മൂؗിൽ നി്ؗ ര؇ിന് െഡറിേവئീവ് െനഗئീവ് ആണ് , േനׯാൾ വലുത് മൂؗിൽ ര؇ിന് െഡറിേവئീവ് x-
േപാസിئീവ് ആണ്, അതായത് ഫംഗ്ഷൻ ഇവിെട കുറയുകയും മൂؗിന്െറ വലതുവശേׯ്؋ ഇത് 
ര؇ായി വർؑിുׯകയും േവണം. അതിനാൽ ആദّെ؋ െഡറിേവئീവ് െട്ز ഇഫക് ുئകൾ്ׯ േലാׯൽ 
മിനിമം ൽ ْതീ ൈബ ടു ടു വാസ് തവ؋ിൽ ഇവിെട എനി്ׯ ഈ എഫ ്എ٧്ع എഴുതാം, കാരണം ഇത് x- x 
സ്കٔയർ ൈമനസ് ര؇് തവണ മൂ്ؗ ൈബ ടു ؛സ് 3 ൈബ 2 സ്കٔയർ , തുടർ്ؗ ؛സ് 2  ൈമനസ് 3 x 
ൈബ  സ് കٔയർ ആയതിനാൽ ഇത് ൈമനസ്  ൈബ  ഫുൾ സ് കٔയറിന് തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ എനി്2ׯ x 3 2
2 ൈമനസ് 9 ൈബ 4 ആണ് , അത് എനി്ׯ ൈമനസ് വൺ ൈബ േഫാർ നൽകുؗു, അതിനാൽ ഈ x 
ൈമനസ്  ൈബ ടു സ് കٔയർ ഇത് എേؚാഴും ആയിരിׯണെമ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു പൂജّ؋ിന് 3
തുലّമായതിേനׯാൾ വലുത് അതിനാൽ ഈ എഫ്എ٧്ع ൈമനസ് ഒؗിന് നാലിന് തുലّമായിരിׯണം, 
ഞാൻ സമം ْതീ ൈബ ടു ഇ؂ാൽ എഫ്എ٧്ع കൃതّമായി ൈമനസ് വൺ ൈബ േഫാർ്ׯ തുലّമാണ്, x 
അതിനാൽ എഫ് ْതീ ൈബ ടു ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്  നാല് ആയതിനാൽ മിനിമം മൂലّം fx 
എടുുؗുׯ  ൽ സമം ْതീ ൈബ ടു ആണ്, നി׹ൾ ْഗാഫ് വര׺ാൽ ഇതാണ് ഏئവും കുറ؁ത്. e- x 
കൂടാെത ഇെതാരു പരാേബാളയാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ േ؛ാ؂് െചإാം, ഏئവും കുറ؁ മൂലّം മൂ്ؗ െകാ؇് 
ര؇് ആണ്, നി׹ൾ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഇ؂ാൽ ഇത് എനി്ׯ ര؇് നൽകുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ x 
ഇ؋ര؋ിൽ ഒരു പരാേബാള ലഭിുׯം , ഇത് മൂ്ؗ ൈബ ടു ആണ് ْപാേദശിക മിനിമം, ആേഗാള മിനിമം  
ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ശരി ആഹ് ഞാൻ ഒരു ْപധാന സിؑാؓം ْപُാٝവിുؗുׯ, ഒരു അട؁ 
ഇടേവളയിൽ ന്െറ ഏെത׸ിലും തുടർ׺യായ ഫംഗ്ഷൻ, അട׺ ഇടേവള അതിന്െറ ഏئവും x ab 
കുറ؁തും കൂടിയതുമായ മൂലّം ൈകവരിുؗുׯ എ്ؗ പറയാം,  അതിനാൽ ഇത് എؓാണ് പറയുؗത്, 
നമു്ׯ ഉെ؇׸ിൽ അതാണ് ഏെത׸ിലും േױാസ് ഇന്റർെവൽ ഫംഗ് ഷൻ തുടർ׺യായി ab , 
നിലവിലു؇്, അതായത്  അട؁ ഇടേവളയിൽ ന്െറ തുടർ׺യായ ന് ഈ ൽ ചില ഒ്ؗ, ര؇് x f ab- x x 
ഉ؇്, അതായത് ന്െറ എേؚാഴും ന്െറ ന് തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവാണ്. ന്െറ x- f x- f- x f, 

േനׯാൾ കുറവാണ്  എبാ ന്െറയും ന്െറ മുതൽ വെര ൽ  െപടുؗു, അതിനാൽ ഈ equ- x x- al f ab-
സിؑാؓ؋ിന്െറ െതളിവിൽ ഞ׹ൾ െതളിവ് േനാׯിب, എؗാൽ അനുമാന׹ൾ ആവശّമാണ്, 
അതിനാൽ ഈ സിؑാؓ؋ിൽ ര؇് നിർണായക അനുമാന׹ളു؇്, ഒ്ؗ ഈ ْപവർ؋നം 
തുടർ׺യായതാണ് .  മെئാ്ؗ, ഇടേവള അട׺ ഇടേവളയാണ്, അതിനാൽ ഫംഗ് ഷൻ തുടർ׺യായിെ׸بിൽ 
തുടർ׺ അനിവാരّമാെണ്ؗ കാണാൻ വളെര എളുؚമാണ്, അبാ؋പײം ഇതാണ് ഫംഗ് ഷൻ എ്ؗ 
നി׹ൾ്ׯ പറയാനാകും , ഞാൻ എടുؗുׯെതؗും ഈ ഘ؋؂ിൽ ഇത് തുലّമാെണؗും കരുതുക.  
പൂജّം അട׺ ഇടേവള പൂജّ؋ിൽ ഫംഗ് ഷൻ നിർവചിׯെؚടുؗു, ഇത് ആണ്, ഇത് ന് തുലّമാണ്, fx x 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് പകുതിേയׯാൾ  കുറവാണ്  ഈ ഫംഗ് ഷനിൽ പകുതിേയׯാൾ വലുതും x 
ഒؗിൽ കുറവും ഈ ഫംഗ് ഷൻ േനാുׯേآാൾ പകുതിയിൽ ഇത് തുടർ׺യായി നിൽؗുׯതായി 
നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും  . അട׺ ഇടേവള വീ؇ും ആവശّമാണ്, ഓؚൺ ഇടേവളയ്്ׯ ഫലം 
െതئാണ്, ഉദാഹരണ؋ിന്  ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ സീേറാ വ؉ിൽ ന് തുലّമായ എഫ്എ٧്ع x 
പരിഗണിുׯക, അതിനാൽ ഫംഗ്ഷൻ ഒ്ؗ ആണ്, ഈ ഫംഗ്ഷൻ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ഇത് x x 
േപാസിئീവ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു എؗത് ْശؑിുׯക. ഈ ഫംഗ് ഷൻ ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ fx 
സീേറാ വ؉ിൽ പരമാവധി മൂലّമിب, അത് തുടർ׺യായതാെണ׸ിലും , ഈ സിؑാؓം ശരിയാകുؗതിന് 
നമു്ׯ തുടർ׺യും അട׺ിരിؗുׯ ഇടേവളയും ആവശّമാണ്, അതിനാൽ ഇതിന് േശഷം അടു؋ത് 
ഞ׹ൾ വളെര ْപധാനെؚ؂ ര؇് കാരّ׹ൾ പഠിുׯം. േറാൾസ് സിؑാؓവും ശരാശരി മൂലّ 
സിؑാؓവുമായ െഡറിേവئീവുകെളുׯറിتു׺ സിؑാؓ׹ൾ, അതിനാൽ ഞാൻ ആദّം േറാൾസ് 
സിؑാؓം പറയെ؂, അതിനാൽ ഇത് പറയുؗത് ഇനിؚറയുؗ മൂ്ؗ വّവرകെള fx  
തൃلിٝെؚടുؗു؋തിെന അടിرാനമാׯി നിർവചിׯെؚ؂ ഒരു ഫംഗ്ഷനാെണ്ؗ കരുതുക. േױാ്ُٛ 
ഇന്റർെവൽ ൽ ഇത് അട؁ ഇടേവള െസׯന്റ് ആണ്, എؗത് ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ ൽ ab- ab fx ab-
വّതിരിװമാകുെമ്ؗ അനുമാനിׯെؚടുؗു , മൂؗാമെ؋ അവر ഇതാണ് എؗ അവസാന f 
ബിؕുവിെല ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം യുെട ന് തുലّമാണ്, അേؚാൾ നിഗമനം, അേؚാൾ ഓؚൺ b f 
ഇന്റർെവൽ ൽ ഉൾെؚടുؗ ഒരു േപായിന്െറ׸ിലും നിലവിലു؇്, അതായത് യുെട ൈْപം ab- c c f 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ْശമിׯാം  ഒരു ചിْതം കാണി്׺ ഈ സിؑാؓം 
വിശദീകരിׯാൻ, ഈ ഉദാഹരണ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ ഈ േറാൾസ് സിؑാؓം വിശദീകരിׯാം , അതിനാൽ
എനി്ׯ ഈ ഇടേവള ഉ؇് , നമു്ׯ ഉت മൂؗാമെ؋ വّവر പറയുؗത് ന്െറ യുെട ന് ab f b f 
തുലّമായിരിׯണം എؗും ഫംഗ്ഷൻ തുടർ׺യായതാണ്  ഈ ഇടേവളയിൽ, ഓؚൺ ഇന്റർെവലിൽ 
േവർതിരിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇതുേപാെലാരു ഫംഗ് ഷൻ ഉ؇ായിരിׯാം അെ׸بിൽ 
എനി്ׯ എؗിവ ഉ؇ായിരിׯാം, അതിനാൽ െഡറിേവئീവ് തുലّമായ ഒരു േപായിന്െറ׸ിലും fa, fb c 
ഉെ؇്ؗ നിഗമനം പറയുؗത് നി׹ൾ ക؇ാൽ 0 േല്0 ,ׯ ന് തുലّമായ െഡറിേവئീവ് അർ،മാؗുׯത് 
ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട ചരിവ് അ؋ײിന് സമാؓരമാണ് എؗാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട നി׹ൾ ഈ x 
േപായിന്റ് കാണുകയാെണ׸ിൽ ടാൻെജന്റ് േരഖ ഇവിെടയും അ؋ײിന് സമാؓരമാണ്, അതിനാൽ x 
ഇവിെട ര؇് മൂലّ׹ളു؇് .  െഡറിവ്ئ  ഇവിെടയും ആണ്, ഇവിെട നമു്ׯ എؗ മൂലّമു؇്, ive 0 c 
അവിെട െഡറിേവئീവ് 0 ആണ്. അതിനാൽ ഈ സിؑാؓം പറയുؗത്, ഈ മൂ്ؗ വّവرകൾ 
നിറേവؗുئപײം ഏത് ഫംഗ്ഷനാെണ׸ിലും അത് തുറؗ ഇടേവളയിൽ തുടർ׺യായി 
ഉ؇ായിരിׯണം എؗതാണ്. ഇടേവളയും യുെട യും യുെട ന് തുലّമാണ്, അേؚാൾ നമു്ׯ a f b f 
ഇടയിൽ ഏെത׸ിലും ഘ؋؂ിൽ െഡറിേവئീവ് പൂജّം ശരിയായിരിׯണം, അതിനാൽ ഈ േറാൾസ് ab 
സിؑാؓം ഇവിെട വّװമാׯിയിരിؗുׯ ഈ വّവرകൾ ആവശّമായ വّവرകളാെണ്ؗ 
കാണാൻ ഞ׹ൾ വീ؇ും ْശമിുׯം. ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ െതളിവ് േനാׯിب, പേײ വّവرകൾ 
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ആവശّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിുׯം, അതിനാൽ അട׺ ഇടേവളയിൽ ْപവർ؋നം 
തുടർ׺യായിരിׯണം എ്ؗ ഞ׹ൾ ആദّം പറ؁ു, ഞ׹ൾ്ׯ ഈ ഉദാഹരണം ഉെ؇്ؗ കരുതുക , 
എനി്ׯ ഇതുേപാെലാരു ഫംഗ്ഷൻ ഉ؇്, തുടർ്ؗ ഞാൻ അനുവദിുׯം  ഇത് ഒ്ؗ, നാല് എ്ؗ ഞ׹ൾ 
പറയുؗു , ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം ഇതിന് തുലّമാെണ്ؗ ഞാൻ നിർവചിു׺, അതിനാൽ ഈ ഫംഗ് ഷൻ  x
1 ആെണ׸ിൽ 4 ന് തുലّമാണ് ഒ്ؗ തുലّതേയׯാൾ കുറവാെണ׸ിൽ ഇത് ന് തുലّമാണ്  fx, x x l 
മുതൽ നാല് വെര ഈ ഫംഗ് ഷൻ നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ, ഈ ഒؗിന് തുലّമായ ൽ fx x-
തുടർ׺യായി അب, അبാെത ഒരു ന് തുലّമായ എبായിടു؋ം ْപവർ؋നം തുടർ׺യായി x fx-
തുടരുؗു.   ന്െറ  ഉം ഉം നാലിന്െറ ന് തുലّമാണ്, എؗാൽ നി׹ൾ ഈ ഫംഗ് ഷൻ 1 4 f f 
കാണുകയാെണ׸ിൽ െഡറിേവئീവ് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ േപായിന്റ് ഇب, ഒ്ؗ മുതൽ നാല് വെരയുت 
തുറؗ ഇടേവളയിൽ േപായിന്റ് ഇب, പേײ ൈْപം കാരണം ന് തുലّമാണ്. ഒ്ؗ മുതൽ നാല് f x, fx x 
വെരയുت ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ ഒ്ؗ മുതൽ നാല് വെര ൈْപം ഒ്ؗ മുതൽ നാല് വെരയുت എبാ f x, x
നും തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒരു നാലിൽ ഇب , ഇതിന് ൈْപം സി പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, c f 
എؗിരുؗാലും ഈ ഉദാഹരണം േറാൾസ് സിؑാؓ؋ിന് വിരുؑമب കാരണം ആണ് ഒ്ؗ മുതൽ നാല്fx 
വെരയുت അട׺ ഇടേവളയിൽ തുടർ׺യായി അب, അതിനാൽ അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞാൻ ഇ്ؗ 
ഇവിെട നിർ؋ാം , മ്ئ ര؇് അനുമാന׹ളും ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ എബിയിെല ْപവർ؋ന؋ിന്െറ 
വّതിരിװതെയുׯറിتു׺ ര؇ാമെ؋ അനുമാനമാെണ്ؗ ഞാൻ കാണിുׯം േറാൾസ് 
സിؑാؓ؋ിന്െറ സമാപന؋ിന് യുെട യുെട തുലّമായ എഫ് എؗ മൂؗാമെ؋ അനുമാനവും f f 
ആവശّമാണ് , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓം ചർ׺ െചുإം , തുടർ്ؗ ഈ സിؑാؓ׹ളുെട 
ചില ْപേയാഗ׹ൾ നؕി 
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