
झ࢟ܽ࢘ࡍݥ   ߯  త޶పࡍ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం ڒబܽद గత ఉపߕङ సంࡹ ఎڡझ  ߱  ంۨࡍڷ ߤఫంࣾ ࡽलయߖߜ
అధङ యనం ࠭ࣃۯ మ࠾ࡍ ఈ ܌ࡗ ఎڡझ  ߱ కएࡅ ߤఫంࣾ ࡽलయߖߜ  ఉతओ ऒߕ ऒߖ एړࡵ  ంۧ࠭, ఈ ܌ࡗ మనం 
ఎڡझ  ߱ ऐࡏߝ ంۨࡍڷ ల ߤఫంࣾ ڡథࠫࡍగ࡮ న࠼మం అࡹ࢑ ڕ ߤఫంࣾ ࡽलయߖߜ .ంܼ࠭ڕ
 ఇతర ࢑షࡱ࠻ ఎڡझ  ߱ छ޳ యడంۯ ࡽڒࡎ ߘ ߤఫంࣾ ࡽलయߖߜ भ޳ࠚరంߦऴ ࡌ ం, ڒబܽद ఇߘ ޳ࡶ ޴ంݟ x e 

झڡఎ ړ  ߱ x ޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ ޴బܽद ఇڒ ߤ࠳ݨ ߖ޵ ߤఒక ఫంࣾ ޴ఇ ,޴ంޔݡऴ࢐యబ ڴ ࡽलయߖߜ r r 
 ప ऱ࣒  ఇږߘࣃ ޴ల ࢐సफవ ࡔఖڕ సࠪనం ڒబܽद ࢐  ݋࣊ ߤ࠳ݨసफవ సంఖङ ऒߖఅ ࡱ  ࢐సफవ లږߘࣃ 
సంఖङ లߘ కڵ࡯ ఉంܼ࠼ మޑۅ ࠾ࡍంక ఫంࣾߤ ఇ޴ ఖۨऐ తంڴ ߭ంۯ ఫంࣾߖ ߤ కڵ࡯ ఉం޴ , అం݄ x 
ఒకܽ ࡓంݡ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ , ߘంݟ ఒకܽ ߘంࡓ ݟంݡ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद x e x e x 
ళࢗ ړ ړ ߤబܽद ఈ ఫంࣾڒ  ޴फంࣆࡍసߘఅ ޴ఇ ݟంߘ ߖ޵ ऱడం అ޴ߝ ఒక ఇంړܐ द࢟ ࢐సफవ సంఖङ ߖߖ޵ ,  ల x e x
बࣃ ݟంߘ ݋࣊ ړܐఇం ߤఫంࣾ ߤవ ܿ ߤవ ڕవర ݋࣊ ړߖߕ द࢟  ఫంࣾߤ అݞږ ߖ అంܼࡏ.

࢐సफవ సంఖङ ప  ࡱ ऱ࣒  ఇߩओ ऒߖڜ ޴ߝఅ ݡ  ం  ive r f x y޳ంڕߘఅ ߖఅ ߤఫంࣾ ߕ޼ఏ ڕవర ݟంߘ ݋࣊ 
మ࠾ࡍ ఒకܽ ߘంݟ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఆߤ ܿ  ఫంࣾߖ ߤ మనం ߖరछ ۨంచవ۪ऐ  , ఇࡹ࢑ ޴మం ޳छ  f ࡌ
రछߖ ߘ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ݦంచబۨࣇ ۨంచవ۪ऐ , ఇߤ࠳ݨ ޴ మ࠾ࡍ సహ ߤ࠳ݨ.y 

అߘ ޴ߝంݟ వరڕ మనࡹ࢑ ڕమ ఫంࣾߤ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇښ ޴వలం ڝࣆޓబݟంڒ ޴బܽद మనڕ x y x f 
ఉనऒ ం޶న ࡅకए కएࡅ ޙ࠼సࠪనం అ ړ మంࡹ࢑   అޙ࠼ ࠪऴతࡅ ࠲కए ऒߖࠪࡹ࢑   f y x x f y y 

కएࡅ  ࡯࢐ڝࣆࡱޘ ܿ ߤఆ ࠾ࡍకܽ మڜߖ޳ఒక ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴నࡕస ړ వࡱ࢑   ఫంࣾߤ అ࠼నం޶న x x y 
ఇకए డ ऴపړ ޒ ఒక ऴపޙङ క࠳న ఉందߖ మనࣆࡱޘ ڕ, ఇకए డ ࡹ ఉందߖ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒకڜߖ޳కܽ x x y ay 
ఉంܿంڒ ޴బܽद  ఫంࣾࡓ ߤంࡔ࢘ ݡछ కएࡅ ࡏ  ۨऴతం ఒږڒ ښడڒ ޶బܽद ఇߩओ ఇకए ݡ డ ऴపڝ ޒసం x y y 
మనం ߖ పࣃ࡯ࢣࡍफ కएࡅ ,࠭ ఉనऒ ڕవర ݟంߘ మంࡹ࢑ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ   ࠪङ x޴బܽद ఇڒ ߵ x f y f y x 
.࢑షయం రణ߄ࣃ
 
మనڕ ఒకܽ ߘంݟ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఉం݄ ఫంࣾࡅ ߤకए రछߖ మంࡹ࢑  ۨంచబޔݡందࡏࠬ ߖ n ont 
తపओ ऐࡏߝ ࡹ ߤఫంࣾ ڴࡍసߖ ऒߕڕ ओߩబܽद ఇڒ ߤఫంࣾ  ࡏ o fx e ݟంߘ ޴సࠪనం, ఇ ړ సంڝ ݡ x x  
ఫంࣾࡹ ߤ ఒకܽ అߖ మనࣆࡱޘ ڕ 
, ధߕతघ క ࢐సफవ సంఖङ ల ࣊݋ ߯  ࢐సफవ సంఖङ ల సࠫߖޒ మనం ఎڡझ  ߱ కएࡅ ߤఫంࣾ ࡽलయߖߜ ऒߖࠪࡹ࢑   
రछߖ ۨంచవ۪ऐ కएࡅ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߤఫంࣾ ڡథࠫࡍగ࡮  छ޳   x ln x ߖߖ޵ బܽदڒ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡌ
కएࡅ  సహజ సంవర ठࠪ నం అࣃࡱߧ ݞږ ߖफ  ࡏ
కएࡅ బܽदڒ झڡఎ ۃ࡮   ߱ కएࡅ ࡽलయߖߜ మం తపओࡹ࢑   మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ړ ߘ ߘߝ సࠪనం x x y ln x 
అߖ ऴ࢐࣋फ ఇړ ޴ సࠪనం ఇߩओ కएࡅ ݡ కएࡅ ంకంޑۅ   సంవర ठࠪ నం ࡅకए  లࣾࡱހ ఏࠫܽ x y x 
అం݄  ప ߤ࠳ݨ ߤ࠳ݨ ࢑షయం ఏࠫటం݄ దܽ࠴ బܽदڒ ऱ࣒  అం݄ అం݄ ఇߜ ޴గܽ࢟ ࡗ܋ ޳ࡶ r ln x x 
రछߖ సంڝ ۨంచబడڒ ޶ࡶబܽद ߕࣆऒ एڕసࠪనం కం݄ త ړ వ ڝసం ఇߖ ޴రछ ۨంచబడ޶ࡶ అߖऒ  x lnx 
ధߕతघ క ࢐సफవ సంఖङ ల పړ߅ࡍ ࠪऴతߖ ࠲రछ ۨంచబݟం޴ అ޴ߝ అߖऒ  ࢐సफవ సంఖङ ల సࠫړߖ޵ ,ޒ lnx 
ప  ݟంߘ ంకంޑۅ రణంڒ ऱ࣒  వరߖ ڕరछ ۨంచబݟం޴ మ࠾ࡍ మࡖక లࣾణం ఏࠫటం݄, ఈ ݞږ r r ln x 

కएࡅ నऒޔڷࡏ߭   ఫంࣾڒ ߤబܽद ఒకܽ  తڕए వ ఉం޴  తࡌछ త ఒకܽ ࡓంݡ x x t han x two lnx lnx 
కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మనڕ పޒࠫࡍ ఉనऒ ݄ऱ ڒబܽद ࡅకए ऒߖޑల అనంږߘࣃ   x lnx 
నऒڕࡏۯ ओߩ  ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖޑల అనంږߘࣃ ޴ఎంత, ఇ ޒࠫࡍప ݡ

కएࡅ ओߩనࡍۯ ړ0 ݟంߘ ߩ࢙ ݟڕ   కం݄ ln x x x޶సࠪనం, ఎం ړߖޑల అనంږޒऴప ޴ఇ ޒࠫࡍప ݡ
ధߕతघ క అనంߖޑऒ  సࠬࣆߧफనऒ ओߩ ఉనऒ ڕవర ݟంߘ ݡ  పږߘࣃ ޒࠫࡍల అనంతం మ࠾ࡍ e x x 
కएࡅ  పߘ ޒࠫࡍంݟ ऴపږޒల అనంతం సࠬߧంۯ e x 
పߕࣆ ޒࠫࡍऒ ऒߕࣆ ݟంߘ ߩ࢙ లږߘࣃ బܽदڒ సࠪనం ړ నऒڕࡏۯ ړ ओߩ కएࡅ  ޒࠫࡍప ݡ  x lnx 
ऴపږޒల అనంతం మనం ࡅకए  ऴڶ ߘ ࠆڴయړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం మࡅ ߘߝ ࠾ࡍకए  ऴړ ߘ ࠆڴ lnx e x
ऒޒऴపయ ݞږ ړߖݞయڶ भ޳ ం , ڒబܽद ޑۅంక ఫంࣾߤ ऴߕࣆ ࠆڴऒ  x 1 ޴ఇ , ޴फంࣆߧߖక ڴ࢑ధం వదभ ఈ ړ
మ࠾ࡍ వࡵ ఉంܿంޔڷࡏ߭ ޴ంߘ ޴ంߝޕڷࡏ߭ ݟ ఉంܿం޴ అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴ మ࠾ࡍx e x x 

అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴ మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ޴ऒ  బܽद x xڒ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑల అనంږޒऴప ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ
ఇ޴ ఇߩओ కएࡅ ݡ झڡఎ ޴ంۨ ఏࠫܽ, ఇࡍڷ ۃ࡮   ߱ కएࡅ ࡽलయߖߜ  x x 
కएࡅ ߤబܽद ఫంࣾڒ మంࡹ࢑ కएࡅ ߤమం ఒక ఫంࣾࡹ࢑  కएࡅ మంࡹ࢑   ऴࠆڴ 
కएࡅ  ࠫऴర࡛ ఇߦ ߖڜࣆޓ ߖ ܘ࠲ऱ యవ۪ऐۯ ݋ , ఇړ ޴ సࠪన࠳న పంړ फ ڒబܽद ࠬࡏ ऴߘ ࠆڴ ఇۯऐ x ړ  y x
సࠪన࠳న పంړ फࡅ ߖࡹకए కएࡅ   ऴࡅ ࠆڴకए  అదभం ఇߖ ܘ࠲ ۫డంݟ.x f 

కएࡅ ޴అం݄ ఇ ޴ంޔڷࡏబܽद ఏࠫ జڒ మంࡹ࢑ ఇకए ࠾ࡍమ ޴फంࣆߧߖక ࡮ఇ ࠆڴऴ ۃ࡮  డ   f x x 
కएࡅ ߖ޳బܽद ఒకڒ వ ఒకܽࡱ࢑ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ సࠪనం అం݄ ړ కएࡅ   ln ڕమన ߖంకం ఒకܽ అޑۅ 
ऒߕࣆ ࠪڒ ఒక  ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ݋ం࠼ߦ ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ  మ޵ڜڼࡍ߭ ࠾ࡍभ ఇߝޕڷࡏ߭ ޴ x 
ఉంܿం޴, కం݄ ఎڕए వ ఉం݄ ࡅకए एڕకం݄ త ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ  వڴ x 1 x ln x 1 
ఉం݄ ࡅకए  ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ అ޴ߝ ధߕతघ క ڝసం ࠪऴత࠲ x ln ln x x 
రछߖ ۨంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఇ޴ కం݄ తڕए వ ړ0 ޳ࡶ సࠪనం అߖ ߖరछ ۨంచబడ޶ࡶ మ࠾ࡍ అ޴ߝ x x 
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నऒޔࢂࢗ ړ0 ం޶న ఇ޴ ऴపږޒల అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴, ఇߦ ߩߘ࠭ ޴ఠࢡల࡮ ࡏࠬ ࡹగࡍథࠫڡ 
ఫంࣾߤ లࡏߝ ߘऐ ఉండవ۪ऐ ߖڜ ऐ࡯߱ ߖ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ  भ޳۫  ం  ڒబܽद ࡅకए ln x ࡮ఎ ۃ࡮  x 
రछߖ ۨంచబݟంڒ ޴బܽद ۯ ࡽڒࡎ ޢయంߘߝ ݟ అߖ ऴ࢐࣋फ ࡅకए  t y x ޴ऴ࢐࣋फ, ఇ ߖసࠪనం అ ړ ۃ࡮ 

అړ10 ޴ߝ సࠪనం అۮ ߖపओ ړసࠪనం శ ړߖݞ फړ ߭ంచబݟన 10 అۮ ߖపओ  x y ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ޴ఇ ړߖݞ
ఏߖ ۃ࡮ ߕ޼ కھߘనࡏࠬ ړߖݞ సంఖङ కएࡅ ޴ప ߘ फࣃऴ࢐ ڴంకంޑۅ  మघࠫ ߘߝ ڕహరణ޳ఉ ,ࡏ ऒ࡯  ఏࠫ 
అࡅ   ޙڵݟకए కం݄  పవ࡛  ఈకछ޶సࠪనం ఎం ړ  ޴బܽद ఇڒ ۃ࡮  100 ڕమన ޴బܽद ఇڒ  ړ ࡽ 2 10 2 100
పङࡐࣃ ంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇړ ޴ సࠪనం అߖ మనం ఇకए డ ۫࠭ࢡ, ఇ޴ శړ फ ړ ړ సࠪనం y ln x x y e
బܽद మనం ఇకएڒ డ 10ړ బ߄ࣃ ߖ ڴࡱ޶రణంڴ e 
ఉపࣆڵࡆफߕऒ ࠭, 
రछߖ ߖ ࠹థࡍగ࡮ ړ ࣒ࠐ ऴ࢐࣋फ ߖఅ ߘߝ ۨంచవ۪ऐ , ఇۃ࡮ ړ ࣒ࠐ ޴ అߖ ऴ࢐࣋फ, ఇߖ ޴ శړ फړ అߖ y b x x y b 
ऴ࢐యగޙڵ࡯ ࠪऴత࠲ మ࠭࠲  ࠾ࡍ ఈ ߖ ఏߕ޼ ధߕతघ క ࢐సफవ సంఖङ  b b ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ڴ
ఒకړߖ޳ సࠪనం ޶ڒ , ఎం޶కం݄ ߖ ߘߝ ఒకړߖ޳ సࠪనంڕࣆޓ ڴం݄ , శړ फړ ఒకܽ ఎలऱߩओ bړߖ޳ఒక ݢ y 
సࠪనం ڒబܽद ࠬࡏ ఫంࣾߖ1 ߤ పవ࡛ ڕࣆޓ ړం݄  ࣄबర࠳న ఫంࣾڒ ߤబܽद మనం ߖࠪࡹ࢑ ߖ޳ऒ  x
రछߖ ۨంచߗڒ ࠭ࡶ అڕڒ 1 ޙ࠼ంࡔ࢘ ݞ ఏߕ޼ ధߕతघ క ࢐సफవ సంఖङ  అߘ 1 ߖ  ړ ޙ࠼ం1 ݟ b b y 
ఫంࣾڴ ߤ ۫పవ۪ऐ , ఆ߯ ࡹ࢑మం అ޴ߝ ఫంࣾࡅ ߤకए  సంవర ठࠪ నం ڒ ࣒ࠐబܽद అࡍڒ߅కంߘ ڴంݟ b a 
పవ࡛ కం݄ ߭దभ޴ x 0 

झڡఎ ڕవర ݟంߘ  ߱ రछߖ ڴ࢑ధం ޴ంړంۨ ఈ ऴڵࡆఉప ߖ ߤఫంࣾ ࡽलయߖߜ ۨంచవ۪ऐ .e x 
కएࡅ ޴ߝబܽद అڒ  ంకం తపओޑۅ   మࡖకܽ ޶ڒ a to the x x ln 

झڡబܽद ఎڒ  ߱  ఇతర a ok e x ߕ޼ఏ ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫ ఏࠫ݇ మనం ޴అ ڕవర ݟంߘ ߤఫంࣾ ࡽलయߖߜ
రछߖ ߖ ړߖڒంޑۅ ۨంచగల࠭ ړ ړ సࠪనం  a to the x e x ln ln  

అ޴ߝ ధߕతघ క ࢐సफవ సంఖङ రछߖ ڴ ۨంచబݟం޴ సࡔ ఇߩओ కएࡅ ۃ࡮ ݡ ऒߖڜ   ఇతర లࣾހల޳۫ ߘभ ం a 
బܽद ఒకܽ , ఉతओڒ కएࡅ फޒ  సంవర ठࠪ నం ࡓ ऱܿ సంవర ठࠪ నం మ޳ ࠾ࡍछ కएࡅ ࡌ  x y y x ࠹థࡍగ࡮ 
फޑ࠴ .సࠪనం ړߖ

एڕకం݄ 0 కం݄ ఎ ޴సࠪనం ఇ ړ న࣒࠳ వ అޙ࠼ మࢁऱ ఇకए డ కం݄ ఎڕए వ 0   ln x ln y x y x 0 y 
కం݄ ఎڕए వ మࡅ ࠾ࡍకए  సంవర ठࠪ నం 0 కం݄ ఎڕए వ అޙ࠼ ఇړ ޴ సࠪనం ఇకए డ మࢁऱ x m ln x x x 
ఉంܿంڒ ࢟ܽ܊ߦ  ޴బܽद ఈ లࣾހల߄ࣃ ړ 10 ࣒ࠐ ࡏࠬ ߘరణ సంవర ठࠪ నం ڝసం ۫ࣄ ఉం࡯ݞ ఇ࢑ a d 
సహజ సంవర ठࠪ ऒߖ޵ కం݄޶ఎం ޴ంޔݡంచబߧࡐߖ ݞږ ޴ఇ ,న࢑࠳జߖ ړߖߕ ఎడమ ࡏࠬ ړߖݞంచߧ۫ 
 a ߖసࠪనం అ ޴ߝబܽद అڒ ݟయంۯ ࢓܌ࡏ ߖߖ޳బܽद ఒకڒ ,࡯ంۧߧ۫ ߖసࠪనం అ ړߖڒంޑۅ ߩ࢙ ޒۯ
పओۮ ంݟ  మ࠾ࡍ అړ ޴ߝ సࠪనం, ఆ߯ అం݄ lnx b lny xx 

శړ फړ సࠪనం మ࠾ࡍ శړ फ ړ సࠪనం, ఆ߯ మనం ࡏࣃऱ ࡅకए  అం݄ ఏࠫ݇ కڝߘए బܽद e y bڒ ࡯࢐ x y ln 
ړऱ అం݄ ఏࠫܽ  శࡏࣃ ऱࡏࣃ फړ అࡅ ޴ߝకए ࡓ  ऱܿ ޑۅంకం మޑۅ ࠾ࡍంړߖڒ ఒక సమయ x yx y e b 

కएࡅ ంకంޑۅ ంకం ఒక పޑۅ  ऱ࣒ కएࡅ   వలऱb b޶అం ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړߖڒంޑۅ 
కएࡅ  అ޴ߝ ఒక ప ऱ࣒  సంవర ठࠪ కएࡅ ణంࠪࡍప ߕ޼సࠪనం  ఏ ړߖߕ  సహజ సంవర ठࠪ నం అ޴ߝ xy ln b 

శړ फࡹ ړ సంభ࢑ంޑۅ ۯంకం ڒబܽद ఇ޴ ఒక ߝڴ࡮ ఉంܿం޴, అ࢑ ޻ధంڴ ఇతࡱࡏ మࡖక ఆࣄफߖ e lnxb 
ంచవ۪ऐߧࡐߖ  , ఇ޴ ࠭ఖङ  ޴న࠳
ఈ సహజ సంవర ࣒ࠐ ݟంߘ ݟంڝߘరం ఉంద߄ఆ ࡔ࢘ ڕࠬ ऴ࢐࣋फ ۃ࡮ ߘߝ , ठࠪ నం పరంڴ x b i  
వङ ڔ फకࡍంచవ۪ऐ కएࡅ ߖఅ ߖߖ޵ బܽदڒ  छ޳  ంచవ۪ऐ܊࢑భ ࡌ  మ࠾ࡍ ఇڝ ޴సం ln x b ln b 
రछߖ ۨంచబݟం޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद అߕࣆ ޴ߝऒ ऒߕࣆ ޴ߝఅ , ޶ڒ   సࠪనం ln b ln b ړ
.ݟంచంߖగమ ߖదڒ
 ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद ఏڕ ࣒ࠐ ߕ޼ సంవర ठࠪ నం సహజ సంవర ठࠪ నంڴ ࠪరऐ బޔݡంڒ ޴బܽद సహజ
సంవర ठࠪ ऒߖߕ  అధङ యనం ࣋ۯफ సޔ߱ࡍం޴ మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త మనం సంవర ठࠪ ऒߖߕ  ఏࡽݠ ޜ ࣒ࠐ ߕ޼ b
యవ۪ऐۯ వछߖऴ࢐య ߖఅ ߘߝ , ޶యగలۯ ࢓܌ࡏ ऱࢁమ ޴బܽद ఇڒ  ంݟ ఆ߄రం ࡅ ړకए a b࠾ࡍమ ۃ࡮  x 

ఈܘ ఈܘ ఈܘ ఈܘ ఈకछ ఈకछ ࠾ࡍమ ܿ ࡽ ఈకछ ܿ ࡽ ओߩఅ ࠆఆ ࡽ ఈకछ ݡ  m ln x n b x ޴ ܿ ࠉ ܿ ࡽ
పవ࡛ ݞږ ఈకछ బܽद ఈకछڒ ܿ ࡽ ړశ ޴ߝఅ ࠾ࡍపవ࡛  మ ܿ ࡽ फړ ړ సࠪనం, ఇߩओ  a xlnx m x m b n ݡ
మనڕ అం݄ శړ फړ సࠪనం ڒబܽद మనڕ ఉం޴, ఇړ ޴ సࠪనం మ࠾ࡍ శړ फړ ړ సࠪనం అޙ࠼ x a e x x b b
ఏࠬ ޶ࡶ పవ࡛ పవ࡛ ړ ߭ంచడం అం݄ పవ࡛ ړ సࠪనం అం݄ తపओ e n a e na m na ڴసࠪనం ޜ ڴࡍసߖ
ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄ ߘంݟ ఉంܿం޴  ఫంࣾڒ ߤబܽद అړ ޴ߝ సࠪనం, ఆ߯ మనంe x a one to one m na
झ࡯ంۧߧࡐߖ ం޴ ఏࠫటం݄, ఈ పࠪࡍణం అړ ۃ࡮ ࠑ ۃ࡮ ޴ߝ సࠪనం, అం݄ ޳छ  a x m n a ޴బܽद ఇڒ ࡌ
అం݄ ړ ࠑ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴.m n 
సࠪనం, x b ln x ړ ޴ߝఅ ࣒ࠐ ݟంߘ ۃ࡮  
ओߩబܽद ఇڒ కएࡅ మనం ݡ  ఉతओ ऒߕ ऒߖ  కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ऒߖయࠪߖ ࣆࡱھ బܽदڒ ,࠭  ln x 
ఉపڵࡆంۨ మనం ఏߕ޼ ఫంࣾࡅ ߤకए కएࡅ మంࡹ࢑   ఉతओ ऒߕ ऒߖ एړࡵ  ంచవచऐ .ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖ
కएࡅ ߤఫంࣾ ڕߕ   ఉతओ నऒ ం ࣋࡯ޘफ, ࡅ ߖߖ޳ ࠭࠲కए  ఉతओ ऒߕ ऒߖ एړࡵ  ంచړߖݞ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ ln x 
కएࡅ ޴ߝబܽद అڒ छ޳ ߖ బܽद మనంڒ సࠪనం ړ  ऒߕంܿڕߘలߕھߘక ࡌ ࠭, అޙ࠼ ఇ޴ y x ln dy dx 
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అ޴ߝ అࣆۨࣇ ߖफం޴.x e 
  పవ࡛ మ࠾ࡍ ఎڡझ  ߱ కएࡅ ߤఫంࣾ ࡽलయߖߜ  ఉతओ నऒ ం మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ࠭࠲ ఈ వङ ڔ फకరణړ ߘ y x
సంబం߅ంۨ ࢘ۯ ࡏయవ۪ऐ छ޳ బܽदڒ  కएࡅ ࡌ d x dx d ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ݟంߘ ݟంߘ ړ  d e y 
ఒకܽ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴  ఇߩओ ఇకए ݡ డ మనం ۰ߖ ࡽࡐ ߤ ఉపࣃڵࡆफ  dݟంߘ ఇ ࠆఆ ࠑ ޴బܽद ఇڒ ࠭

झ࠹݅ కएࡅ ݟంߘ  ޴ ࠾ࡍమ ࡽࡐ ߤ۰ ࠑ   ఉతओ నऒ ం ߘంࡏࣃ ݟऱ ړ సࠪనం y dydx e y e y dydx 
అߘ ޙ࠼ంݟ అړ ޴ߝ సࠪనం ڒబܽद ࡏࣃ ߖߖ޵ऱ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇ޴ e y x x dydx 

dydx ޴ంۨనࠚల ڕబܽद మనڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ ࠑ 1 ߖ x
కएࡅ  సహజ ࡅ ۃ࡮కए छ޳  ఉతओ ࡌ నऒ ం ࡅకए  సహజ ޳ 1 ۃ࡮छ x dx x x ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡌ ln x 

అڕ ࢟ܽ܊ߦ ޴ߝ ࠪऴతߖ ࠲రछ ۨంచబݟనం޶న, ఈ ࣇऴతం అߖऒ ࢐సफవ సంఖङ లږߘࣃ  x x ࠲ऴతࠪ ړ 
ఉంܿం޴, మనం 

छ޳ ߖ ࡎభ ߖ ࡌ फ ࣋ۯफ ߖ ݞږరछ ۨంచవ۪ऐ .x mod x
కएࡅ వ ఆ߯ࡱ࢑  ࠫనࣔ అߖऒ రछߖ సంڝ  ۨంచబݟం޴ ఎం޶కం݄ ఎలऱߩओ  x mod x ln 0 x mod x  ݢ

ऴపږޒల ࢐సफవ సంఖङ ऒߕࣆ బܽदڒ  ओߩఎలऱ ,ޙ࠼నటऱڒ   బܽद x mod x mod xڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݢ
కएࡅ एړࡵ మనం ߘ ۃ࡮  ంచగల࠭  ఉతओ నऒ ం ࡅకए కएࡅ న࠳సࠪన ړ ۃ࡮   ఉతओ నऒ ం ఏࠫܽ, mod x fx 
కߘక అࡅ ޴ߝకए एڕफ, కం݄ ఎ࣋۫ ߖఅ ۃ࡮  వ మ࠾ࡍ ఇړ ޴ సࠪనం అޙ࠼ ఇ޴ fx mod x x 0 ln x 
కएࡅ కए࠭ ߖߖ޵ కߘసࠪనం క ړ  రछߖ ڴࡱ ۨంచవ۪ऐ .ln

కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ࠳న࣒ ఎం޶కం݄ కం݄ ఎڕए వ ړ సࠪనం మ࠾ࡍ కం݄  x 0 x x mod x x x 
తڕए వ  0 ࠳న࣒ ړ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ఇߩओ కएࡅ ڕమన ݡ  ఉతओ నऒ ం ڒ ࣆࡱޘబܽद 0 mod x x ln x 
ऒߕࣆ  व߯࠹ కం݄ ఎڕए వ ڝసం మనం ۫ࣄన ړ సࠪనం మߕࣆ ࠾ࡍऒ  व߯࠹ కం݄ f x x x x f x 
తڕए వ ࠳న࣒ ࡅకए కएࡅ   ఇߩओ ऒߖయࠪߖ ࣆࡱھ మనం ݡ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇ޴ x dx dx 
కएࡅ న࣒࠳ ంۨ߅సంబం ړ న࣒࠳ కएࡅ   ఉతओ ऒߕ ࡓ న࣒࠳ ంۨ߅సంబం ړ ޴సࠪనం, ఇ ړߖ ऱܿx x ln xd x 
కएࡅ న࣒࠳  ఉతओ నऒ ం అޔ࢓ం޴ x 
కएࡅ న࣒࠳ छ޳  छ޳ ऱࢁమ ޴బܽद ఇڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ޴ఇ ࡌ छ޳ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࡌ x dx x d dx x ࡌ
కएࡅ కएࡅ  కएࡅ ۃ࡮   ఉతओ నऒ ం ࡅ ݞږకए కएࡅ ۃ࡮   ఉతओ నऒ ం ߕࣆऒ  తపओ  ఏ࢐ ߕ޼సफవ mod x 
సంఖङ ࡍవ ړ న޴ంۮ ڕ फࣆफం޴.x
 
నऒڕࣆࡱޘ ంۨࡍڷ క సమऴగత߅రవߖ ޳ࡶ ࢟ܽ࢘ࡍݥ-ంܾ࠻ ࡏࠬ ओߩ घࡏ߷ , ݡ కएࡅ ࠑ 1 ࡹ࡮  x 
కएࡅ ࢟ܽ࢘ࡍݥ-ంܾ࠻  ఇంܽऴగۃ࡮ ࡽ ఆࠆ అߖ ऴ࢐యబݟందࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ  వలం mod x xښ ࠾ࡍమ ࡏ
కएࡅ ओߩఇ ࡔస ,޶ڒ ࠲ऴతࠪ ۃ࡮  भ޳۫ ݡ ం  ߖڜऒ  ఉ޳హరణڒ ࡱబܽद ఇߩओ కएࡅ ۃ࡮ ڕమన ݡ  x 
ఉతओ నऒ ం ڒ ࣆࡱޘ ݞږబܽद మనం ݟږ ޜ ۃ࡮న ߖڜऒ  ఉ޳హరణలߘ ۫డవ۪ऐ .

అࡅ ޴ߝకए ओߩం, అ޳ంڕߘసࠪనం అ ړ ߤ࣌   fx lnx f dash x  ߖ ࡽࡐ ߤఅం݄ మనం ۰ ݡ
ఉపڵࡆం࢟ܽ࢘ࡍݥ ۯ అం݄ ఏࠫܽ ڒబܽद ࣌ࡅ ߤకए x x ړ ఆ߯ ޴फంࣆఇ ߖ ۃ࡮ ߤ࣌ڜ ߤ࣌ڜ ڕߕ ࢟ܽ࢘ࡍݥ 
సంబం߅ంۨ ࡅ ۃ࡮కए छ޳ ڕߕ ࢟ܽ࢘ࡍݥ   x x޴ఇ ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍజం మߖ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆఇ ߖߖ޳ఒక ࡌ
ऴపڝ ࢟ܽ܊ߦ ޒసం ߖరछ ۨంచబޔݡం޴ x 

కएࡅ  మࡗ ऴߖڴ ۫డంݟ, ఇۃ࡮ ޴  ప ऱ࣒ కएࡅ ݟంߘ  ऒߕࣆ ߤऱ ఈ ఫంࣾࢁసࠪనం, మ ړ ߤ࣌ڜ   , x x e x 
కం݄ అߖऒ ంܽߖ ڔరछ ۨంచబޔݡం޴, ఆ߯ व߯࠹ మࢁऱ ߖ ࡽࡐ ߤ۰ ࠭࠲ ఉపࣃڵࡆफ  కएx g xࡅ ߤ࣌ڜ ࠭
ఉతओ నऒ ం ۃ࡮ ڕߕ  ప ऱ࣒ కएࡅ   ऴపږޒల ۨ ऒࣔ ऒߖ ࡓ  ऱܿ ఇࣆफంޑ࠴ ޴फ ఉతओ ړߖ నऒ ం అ޴ߝ x e x 
కएࡅ ۃ࡮ బܽदڒ తफం࠴ ల ࢟ܽ࢘ࡍݥ छ޳  ప  ߖߖ޳ఒక ڕߕ ࡌ ऱ࣒ छ޳  छ޳ ࡌ x d dx x d d e x ړ ݟంߘ ࡌ e
కएࡅ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆఇ ڕవర ݟంߘ కएࡅ   ఉతओ నऒ ం ࡅకए  ఉతओ ऒߕ ऒߖ भ޳ށగ ݞږ  ం x x g x ah a 
ఉనऒ ڕవర ݟంߘ  ధߕతघ క ࢐సफవ సంఖङ भ޳۫ ڕవర ݟంߘ బܽदڒ  ం అం݄ ఇޑۅ ޴ంక x a x i  s e 
కएࡅ ݟంߘ  శړ फߖ ړరछ ۨంచబݟంڒ ޴బܽद ޳छ छ޳ ڕవర ݟంߘ ࡌ  x ln a d a x dx d d e ݟంߘ ࡌ
ओߩఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ ऒߖయࠪߖ ࣆࡱھ ࠭࠲ ݡ  ఉపࣃڵࡆफ ఉతओ ߖ޵ ࠭ నऒ ం ړx ln a e
సࠪనంڴ ఉంܿంࡓ ޴ ऱܿ ఉతओ నऒ ం ࠑ ఇߩओ ఇకए ݡ డ ࡅకए  సహజ ࣄ ۃ࡮बరం ڒబܽदx ln a d x ln a a 

छ޳  వలం d x ln a ln aښ ޴ߝऱ అࡏࣃ ࡌ
కएࡅ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ړ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ సࠪనం e x ln a ڕ ࠾ࡍऱ మࡏࣃ  a e ln x ln a x 
छ޳ బܽदڒ ఉతओ ݟంߘ ࡌ నऒ ం ࡅకए కएࡅ  ࡓ  ऱܿ సహజ ړ ۃ࡮ సࠪనం అࡏࠬ ߖ d a x dx, a x 
ऴపޙङ కంڴ ۫డగలړ ࡏ సࠪనం ఉంచంݟ, ఆ߯ ࡅకए घࡏ߷ రణ߄ࣃ ڕߕ ޴సࠪనం, ఇ ړ1  i eߖ ࡮ e ln d

छ޳ ऒߖ޵ ,సࠪనం ړ ړ సࠪనం ړ ݟంߘ ࡌ फࣃۯ ఏࠫ ࡏࠬ బܽदڒ ޴క ࠪరठం ఉంࡖమ ړߖݞయۯ  d e x ࡏ e x
అం݄ ࠬࡏ ऴࣃ࢐फ ओߩసࠪనం ఇ ړ ޴ߝఅ ࡏ ۨ సహజ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ݡ ऒࣔ ऒߖ  y x y ޴అం݄ ఇ ݟంڝࣆޓ 
కएࡅ  ln x ln a x x ln a ڕమన ߖऱ అࡏࣃ ݟంߘ ݟంߘ కం݄޶ఎం , ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ ऱࡏࣃ 
ओߩఇ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ  బܽद xڒ  ݟయంۯ ࡏ࢘ ߖߖ޵ ంۨ߅సంబం ړߖ޵ ݡ

छ޳ ओߩఇ ࡌ ఇకए ݡ డ ړ ޜ సࠪనం ఎం޶కం݄ అࡅ ޴ߝకए  ఫంࣾࣆࡱھ ߤ d dx of lny x ln a d y xi 
ऒߖయࠪߖ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  ఇࡏࣃ ࠑ 1 ޴ऱ అړ ޴ߝ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇ޴ y dydx lna dydx y 
ऒߖߕ߄సࠪ ޻అ ޴బܽद ఇڒ ޴ఇ ޴फంࣆۨࣇ ऱࡏࣃ  ఇࣆफం޴, అࡏࠬ ޙ࠼ ఈ ࡐపంࡹ a to the x ln a 
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ऴ࢐యడం ڜంۮం ࡯ޙకڴ ఉండవ۪ऐ  సڒ ࡔబܽद ߖ޵ऒ యవచऐۯ ڴరణం߄ࣃ ంతࡍండవ ࠪరठం మࡓ ࣋ۯ   ߖ
फࣃ۫ ࠭࠲ ࠭ మࣃۯ ࠭࠲ ࠾ࡍफ झߖࡓఫݟ ڡథࠫࡍగ࡮  ࠭ ऐࡍచ ߖ࢐ܽ ݦలవబߧ ߖఅ ߤషࡃ ంచంݟ, 
కएࡅ ڕబܽद మనڒ  ఫంࣾߤ ఉందߖ అڕߘం޳ం, ࡅ ߖߖ޵కए x f x u x v ړ పవ࡛ ߤంత ఫంࣾڜ 
߭ంۨన ऱܿ ऴ࢐యవ۪ऐ సࠪనం ఇకए ړ ړ అం݄ ޴ఇ ࡹబܽद గతంڒ  డ ࡅకए కएࡅ  వలంښ   y x a x u x 
ओߩఇ ߗڒ ߤఫంࣾ ޴ߝఅ ࠾ࡍంకం మࡌबࣄ  కएࡅ ߗంܽݟంࡓ మనం ఈ ݡ  ఫంࣾڴ ߤ a v x x 
అߘమࣆޒफߕऒ ࠭ 
మ࠾ࡍ व߯ߖ ࠹ కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ࠭, మనం व߯࠹ అߝ ఉతओ ऒߕ ऒߖ  f x f x 
కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ࠭, ఆ߯ మనం ࣄۯన݄ऱ ࣃۯफ ࠭.
 సంڝ హరణ޳పܽ ఉߘ࠭  
కएࡅ ړ పవ࡛ ޴ߝఅ ޴ఉంܿం ڕబܽद మనڒ ంܼ࠭ڕࣆޓ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ߘ ۃ࡮ సహజ ࠭࠲  ln fx vx ux 

సంవర ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ ठࠪ నం ࡅకए  లࣾణం ޳छ కएࡅ ޴ఇ ࡌ  వࡵ ఉంܿందߖ మనڕ ln ux vx ln 
ओߩఇ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ फࣃۯ ࡏ࢘ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ంۨ߅సంబం ړ ࠭࠲ ݡ फ x࣋ۯ ంۨ ࠡదం߅సంబం ړ బܽदڒ ࠭ x
మనڕ ఉతओ నऒ ం లࣆࠚफంࡅ  ޴కए  సహజ ޳ 1 ڕߕ ۃ࡮छ  ऱ fx fx f xࢁమ ޴ఇ ,޴फంࣆఇ ࠹ऱ व߯ࡏࣃ ࡌ
छ޳ యమంߖ ࣆࡱھ కएࡅ ఆ߯ , ޴फంࣆవ ࡌ झ࠹݅  కएࡅ   ఉతओ నऒ ం ఇకए డ ߘߝ ఉతओ  फ ux vx lnޒ
ऒߖయࠪߖ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  ఇࡅ ޴కए छ޳  సࠪనం vx ln ux dx d ړ ࡌ
మ࠾ࡍ ఇࡅ  ޴కए  व߯ࡓ ࠹ ऱܿ సహజ ۃ࡮ మࡓ ࠾ࡍ ऱܿ ࡅకए కएࡅ   ఉతओ నऒ ం ux v x vx ux ln dx 

ఉతओ ޴సࠪనం , ఇ ړ छ޳ యమంߖ फޒ కएࡅ ࠭࠲ ऱࢁమ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡌ  ఉతओ నऒ ం 1 ࠑ d lnux ux 
फࣃڵࡆఉప ߖ ࡽࡐ ߤ۰ ړߖݞనھߘక ߖఅ ࠹ऱ व߯ࡏࣃ కएࡅ ࠹व߯ ޴బܽद ఇڒ  ࠭   ప ऱ࣒  u x v x ln ux vx 
छ޳ ऱ 1ࡏࣃ అర ߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ړ ࠹ऱ व߯ࡏࣃ ࡌ बం व߯࠹ ఈ పࡓ ړߖހࠪࡍ ऱܿ సࠪనం ux u x f x fx 
అం݄ ఇకए డ व߯࠹  ప ऱ࣒ తపओ ړ ࠾ࡍమ ࠹ऱ व߯ࡏࣃ ࠑ   మࡖకܽ ޶ڒ v xlnux vx ux u x fx  vx ux 
కएࡅ బܽद మనంڒ కएࡅ   ఉతओ ऒߕ ऒߖ  ߰ంߖ  ࠭ޑ޶బంధనڒ ࡱబܽद మనం ߖڜऒ  xi f n x 
ఉ޳హరణలߘ ప޳࡯ࢣࡍभ ం ڒబܽद ࠭ంڴ޶ మనం ࡅ ߤ࣌ ߖకए  శړ फړ ړ సࠪనం అ޳۫ ߖभ ం, ఆ߯ fx x x
మనం ڕࣆޓ ߖ ۃ࡮ంܼ࠭ ړ సࠪనం ఇړ ޴ సࠪనం.ln fx ln x x sine

ఆ߯ ࣃۯ ࡏ࢘ ߖߖ޵ ࠭࠲फ ࠭, ఇ޴ సమ࠻ల ޳छ  x ln x fx f x   ߖ޵ ࠹व߯ ޴फంࣆۨࣇ ߖߖ޳ఒక ࡌ
ఉతओ ऒߕ కएࡅ ۃ࡮ ఆ߯ ࠾ࡍమ ޴फంࣆఇ ߖ ڕߕ ޴సࠪనం ఇ ړߖ ࡓ ߤ࣌  ऱܿ ఉతओ నऒ ం cos x log x x x x
छ޳ x f x ࣒ڒ ऱࡏࣃ ߤ࣌ ݟంߘ ޴సࠪనం, ఇ ړ ޴ఇ  ޴फంࣆۨࣇ ߖ ࠹व߯ ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖ ࡌ fx x x x 
ప  ۃ࡮ ऱ࣒ కएࡅ ࡏࠬ బܽदڒ ࠑ ߤ࣌   ఉతओ నऒ ం ڝసం ࠭ߘపܽ ࣇऴߖޑऒ झ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ  న x x x fx 
అవసరం ࡶదߖ గమߖంచంࡏࠬ ,ݟ 
దశలߘ అߘసࡍంۨ, ఆ߯ ࡵ ࢟ܽ࢘ࡍݥటऱړࡵ ߘए ంచవ۪ऐ   మࡖక ఉ޳హరణ ۫డంڒ ݟబܽद ఇకए డ మన దగ ठర 
ఉనऒ ओߩఇ ޴ అవङ ݡ క फ సࠬకరణంࡹ ఉంڒ ޴బܽद 

ప  ݟంߘ ऱ࣒ ओߩబܽद ఇڒ ݟనంھߘక ߖ ޙ࠼సࠪనం అ ړߖ޳ఒక ݟంߘ  ఇకए ݡ డ గమߖంచంݟ y x x y dydx
 ࠭࠲ బܽदڒ ࡱڒంޑۅ ఇ࢑  ڴݟ࢑ ޙ࠼నటऱࣄ۫ ࡏࠬ ߗڒ ࠭ࡶڝࣆޓ ڴࡏߝ ߘ ۃ࡮ ߖ޵ ࠭࠲
మघࠫ ࡏࠬ ,ఏࠫటం݄ ޴ڼ࡯యగۯ ऒ࡯ వछߖఉండ ڴ߅࢑  ంݟ  అߘ ߤ࠻ంݟ మ࠾ࡍ అړ ޴ߝ y x v x
సࠪనం, అߩओ छ޳ మనం అం݄ ݡ ంచవ۪ऐށగ ࡌ  అߩओ ఇۨऐ ݡ న సࠬకరణం  ప ऱ࣒  అޔ࢓ం޴ du dx u v 
ఈ  ప ߘߝ బܽदڒ ऱ࣒ ऒߕࣆ  సࠪనం ړफ 1࣋ۯ ࡏ࢘ ߖ  ऒߖހసࠪనం ఈ సࠬకర ړ  ఒకܽ అߖ dudx dvdx 
भ޳ࡱߧ ం ఈښछ షړ ߤ ఈڔ ऱ࣒  అం݄ ړ సࠪనం, ఇړ ߘߝ ޴ సంబం߅ంۨ ࠡదం ࣋ۯफ u y x lnu xlny xi u 
छ޳ छ޳ ݟఒకܽ ߰ందం ࡌ ఉతओ ߖ޵ ࡌ ऒߕ కएࡅ ంۨ߅సంబం ړ  సࠪనం ړߖ  ఉతओ నऒ ం ڕߕ dx dx x x x 

ࡓ ంۨ ఒక߅సంబం ړ ऱܿ  ప ऱ࣒ ࡓ  ऱܿ ࡅకए  ఉతओ ऒߕ ऒߖ x ࠑ 1 ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆంۨ ఇ߅సంబం ړ  lny x lny x y
ऱ dydx dudx uࡏࣃ  ߘऴ࢐యగల ߖऱ అࢁమ ߘߝ ,޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనమ ړ ޴ఇ ࠾ࡍऱ మࡏࣃ y to x lny 
 ప ऱ࣒  అߖ మనం ఈ సࠬకరߖހऒ भ޳ࡱߧ ߖఅ ݡంࡓ  ం, ڒబܽद అړ ړ ޴ߝ సࠪనం, x by ydydx v x y ln v 
కएࡅ ओߩఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  ऒߖ޵ ࠭࠲ ݡ छ޳ 1  సࠪనం y ln x ړߖ޳దܽ࠴ ߖ ࡌ v dv dx 
फࣃۯ ࡏ࢘ ړߖݞయۯ ࠭.
  ఇకए డ పదం ڒబܽद ࡏࣃऱ  ప ऱ࣒ కएࡅ ండవ పదంࡓ దܽ పదం࠴   ఉతओ నऒ ం y dydx ln x ti  mes ln x 
ప  ޴ऱ ఇࡏࣃ ݟంߘ అం݄ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆఇ ࠑ 1 ऱ࣒ छ޳   ఈ సࠬకరణం x dv dx v x y ln xdydx y x ࡌ
ओߩఇ ݡ࠮  dudx dvdx ࠾ࡍమ  ࠭ޑ޶వ ߰ంࡱ࢑ ంۨ మనంڵࡆఉప ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࡹ1 ݡ
మనߘ ڕంݟ  ప ऱ࣒ छ޳ ऱࡏࣃ ݟంߘ  ప  ޴ఇ ,޴फంࣆవ ڕవర ࡌ ऱ࣒  y x ln y y x x ydydx dudx dvdx ڕߕ 

ప  ޴फంࣆఇ ߖ ऱ࣒ ओߩఇ ޴ఇ ࠑ ऱࡏࣃ ߖ  ऒߕࣆ ݡ సࠪనం అం݄ ఏࠫ݇ x ړ y ln xdydx x y y x dydx 
గށంచړߖݞ, ఈ ࡓంݡ ప޳లߘ మనం ࠫࢀతం ۯయవ۪ऐ  , ఆ߯ మనం ߘం޳ ߖ ݟछ  फ y x y x࣋ڵ࠙ ࡌ
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ړన࣒ ఒకܽ࠳ ࡓ ړన࣒ 1࠳ పవ࡛ ޴బܽद ఇڒ  ऱܿ అޔ࢓ం޴.y x x y 
 ఇంڒ ఇతర పదం ߘంߘ ݟంࡏࣃ ݟऱ x y ln xx y ln x dydx  
వరڕ ఉంܿం࠳  ޴న࣒ ఒక ࡏࣃऱ ڒబܽद ఇ޴ y dydx 
ఇࣆफం޴  ప ऱ࣒ झ࠹݅ ߤన࣒ వ࠳ ݟంߘ  కएࡅ ړ   ऴపږޒలతڕ సࠪనం  ߘంݟ xlny x y y divi y x y 
న࣒ 1 ప࠳ ݟంߘ న࣒ 1࠳ ऱ࣒ ऒߖ޵ ࠭࠲ నߩ࢙ ݟڕ ݟంߘ   ఒక ࢐ङ एړࡵ ڴమం࠻ ంۧ࠭ y x x y ln x 
ऒޒऴపయ ߖߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ంచవ۪ऐ  x y y cos y x dydx ݟనంھߘక ߖ సࠪనం ڕ పవ࡛ పవ࡛ ࣒ڒ 
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మࡖకܽ కھߘనడం ߖ  ప ऱ࣒ ప  ݟంߘ  ऱ࣒ సࠪనం, ఇకए ړ సࠪనం ڕ ݟంߘ  డ మ࠾ࡍ dydxfy x x y x x b a 
యవ۪ऐۯ ڴ࢑ధం ښఒ ࡹ ࠹ࣄ ࡏࠬ ݢంࡓ బܽद ఈڒ ࠼ఉంܼ ڴबరంࣄ   .b 

  ఇړ ޴ సࠪనం అࡏࠬ ޙ࠼ ఇకए డ ړࡵए ంచంࡓ ڴࡏߝ ࡏࠬ ,ݟం࡮ ࡮ߩ࢙ ݡగࡍథڝࣆޓ ݞږ ߖ ࠹వ۪ऐ  v 
, ఆ߯ ࠬۯ ࡏ࢘ ߖߖ޳ ࡏయవ۪ऐ  uv w ߖఅ ࠾ࡍమ ߘల޳ప ݡ࠮ ఈ ࡏࠬ ࡹహరణ޳ండవ ఉࡓ ߗڒ 
వ۪ऐڝࣆޓ  మ࠾ࡍ ఆ߯ మ࠾ࡍ ఏࠫ݇ కھߘనవ۪ऐ  మ࠾ࡍ  అߩओ  dudxdvdx dwdx ڴबరంࣄ తफం࠴ ݡ
ఉంܿందڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ఉతओ నऒ ం ࡅకए ऒߕࣆ తफం࠴   అޔ࢓ం޴ మߘ ߖ޳ ࠾ࡍంࡏࠬ ݟ dydx 
అం݄ ఏࠫ݇ ړࡵए ంచవ۪ऐ ऒߖ࠻࢑ష కࡖమ  ޴ߝదం అࠡ ڡథࠫࡍగ࡮ బܽद ఈڒ  एړࡵ  ంచړߖݞ సంړ ऱషदంڴ 
కߧߖంۨనߩओ ఫంࣾనऱ ఉతओ ݡ ऒߕ ऒߖ एړࡵ  ంచړߖݞ ఒక ࠭ఖङ .ధనంࣃ న࠳
ऐࡏߝ ంۨࡍڷ    ࡏంܼڕ

మߖڜ ࠾ࡍऒ ఇۨऐ ࡹపంࡐ ڡऴܽ࠱ࡌߦ  నߩओ ఫంࣾనऱ ఉతओ ݡ నऒ ం అంܼڒ ࡏబܽद ࠱ࡌߦ ࠭࠲ऴܽڡ x y 
ఫంࣾనऱ ఉతओ ࡹపంࡐ ऒߕ లړࡵ ߘए ంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭, 
ऒߖڜ ߘల ࠾ࡍబܽद మڒ  పޒࠫࡌ పరంڴ ऴ࢐యవచऐ  ం.x y޳ంڕߘఅ ߖ

అం݄ అࡅ ޴ߝకए  ఫంࣾߤ మࡅ ݞږ ࠾ࡍకए  ఫంࣾߤ అߖ ࠭࠲ ޙ࠼   t x t y t dydx
కߕھߘలڕߘంܿߕऒ కएࡅ ޴ߝఅ ړߖݞనھߘక ߖ फ࣋۫ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭  ఫంࣾڒ ߤబܽद ߘߝ dydx y t 

అߖ ऴ࢐࣋फ dydt 
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖऱ అࡏࣃ ߖߖ޵ .dydx dxdt 
 
ఇߖ ࣆࡱھ ޴యమం ޳छ  వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࡌ

ంۨ ఉతओ߅సంబం ړ ऒߕ ల పరం࢟ܽ࢘ࡍݥ ڴ గށంచబޔݡందߖ ఇࣆۨࣇ ޴फంڒ ޴బܽद ఇڒ ޴బܽद t dydx t 
ంۨ ఉతओ߅సంబం ړ ऒߕ ల పరంړ ڴ సంబం߅ంۨ ࡅకए  ఉతओ ऒߕ ऴతం.dydxࣇ ړߖ x y 

छ޳ छ޳ ࠹व߯ ߖ ࠹व߯ ߘߝ ޴ఇ ޳ࡶ సࠪనం ړ ࡌ బܽद   dxdt dydtڒ ,ߘऴ࢐యగల ݞږ ࡌ y t x t 
షएࡍప ڴ ߤసం ఓ ఫంࣾڝ  ࡏࠬ ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ ంచڕంړ ݞ సంబం߅ంۨ ఉతओ ऒߕ లߘ కھߘనడం y t
छ޳ ఉతओ ࡌ ऒߕ ऒߖ एړࡵ  ంచవ۪ऐ ऒߖހసࠬకర ߘߝ ڴహరణ޳బܽद ఉڒ   ం݄, వృతफం ࣋एڕࣆޓ  छ ࡛ ప ऱ࣒fx x 

࣋ए छ ࡛ ఈښछ షߖ ߤ ࣋ए छ  y ړ ࡛
ఈకछ యవ۪ऐۯ ޒࠫࡌప ڴ ࡽ , 

అ޴ߝ ఒక ݅࠹झ ए࣋ ߤ࣌ڜ కం݄޶సࠪనం, ఎం ړ ߤ࣌ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ߤ࣌ڜ  छ ࡛ అߖ మనࣆࡱޘ ڕ.x t y t
 ప ऱ࣒ ए࣋ ߤࣄ  छ ࡛ ఒకܽ ڒబܽद ࢟ܽ࢘ࡍݥ ߘߝ అం݄ ఏࠫ݇ కڝߘए ࢐లڕߘం݄ ఇߩओ ए࣋ ݡ छ ࡛  t t dydx x 

 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఒక చޔరऴసం ڒబܽद అ࠳ ޴ߝన࣒ అߖ మ࠾ࡍ అ޴ߝ ఒక ݅ߤ࣌ڜ ࠹ y dxdt a sin t dydt 
బܽद ఉతओڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖసࠪనం అ ړ ऒߕ ऒߖ  కھߘనంݟ  ఇ޳ ޴छ తపओ ࡌ  మࠬࡔ t dydx dxdt dydt 

కएࡅ ݋ࡕ ߘߝ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓भ అ޶బܽद రڒ సࠪనం ޜ గܽ࢟ߜ ړ ߤ࣌ڜ ఒక ޴ఇ ,޶ڒ  t a sin t a t 
కएࡅ ݋ంܐంܼڝ  ऴపږޒలతߘ ߰ంڒ ߘޑ޶బܽद ࠬࡌߦ ࠭࠲ట࡛ పరంڴ ఇకए డ ఉతओ ऒߕ ऒߖ  t 
߰ం࠭ޑ޶, త޳छ ङߕఉప ܌ࡗ ఈ ࡌ సం ߪర फޔ࢓ం޴ త޶పࡍ ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ పޒࠫࡌ పరంڴ 
ఉతओ ऒߕ ల ࡅకए  మߖڜࡍऒ  ఉ޳హరణలࣃ۫ ߘफ ࠭ మ࠾ࡍ తࡌछ త ࠭࠲ ఉతओ ऒߕ ల ࡅకए ऒߖڜ   
అߘవర फߕలߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭ ధనङ  ࡱ޳࢐
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