
  डेįरʬेिटʬ्जवरील पुढील ʩाƥानात आपले ˢागत आहे, ʉणून शेवटǉा ʩाƥानात आपण घातांकीय कायाŊचा अɷास केला आिण 
नंतर घातांकीय कायाŊचे ʩुȋɄ काढले आज आपण लॉगįरदिमक फंƕɌबȞल िशकू जे घातांकीय कायाŊचा ʩˑ आहे आिण नंतर काही 
इतर गोʼी आपण एƛपोनेİ̢शअल फंƕन įरकॉल कŝन सुŜवात कŝया ʉणजे हे ला िकंवा चे एƛपोनेİ̢शअल असे िलिहले x x e 
आहे हे एक फंƕन आहे Ǜाचे डोमेन आहे
 ȑामुळे हे ते ɘस आहे जे सकाराȏक वाˑिवक रेषेसारखे आहे ʉणून डोमेन हा संच आहे  वाˑिवक संƥा सवŊ सकाराȏक r r 
वाˑिवक संƥांǉा ŵेणीमंȯे असते आिण आमǉाकडे हे देखील आहे की घातांक फंƕन हे काटेकोरपणे वाढवणारे कायŊ आहे याचा 
अथŊ असा की जर एक दोन पेƗा कमी असेल तर ते एक ते दोन पेƗा कमी असेल तर यावŝन ते खालीलŮमाणे आहे  x x e x e x 
ʉणजे हे फंƕन कडे कडे जाणारे एक इंजेİƃʬ आहे Ǜाला एक ते एक फंƕन इंजेİƃʬ फंƕन असेही ʉणतात.x x e 

वाˑिवक संƥा अिधक आता समजा हे ते पयōतचे कोणतेही फंƕन आहे आिण एक ते एक आिण फंƕनवर   ive r f x y 
आहे तर आपण इ̢ʬसŊ फंƕन पįरभािषत कŝ शकतो जे ʩुǿमाने दशŊिवले जाते हे एक फंƕन आहे Ǜाचे डोमेन आिण f y co 
डोमेन आहे आहे ʉणून आपʞाकडे ʩुǿम फंƕन आहे पासून पयōत ʩˑ आहे हे फƅ घेतले आहे ʉणून x f f y x 
आपʞाकडे आहे चा ʩुǿम ǉा बरोबरीचा आहे आिण जर चा असेल तर चा ʩˑ जाणून घेǻासाठी f y x f x y y 
आपʞाला पहावे लागेल  चे मूʞ Ǜासाठी चे बरोबर आहे आिण कारण हे एक ते एक आहे आिण फंƕनवर आपʞाला x x f y 
मािहत आहे की Ůȑेक साठी एक अिȪतीय आहे येथे मȯे आहे आिण कारण हे एक ते एक वर आहे  फंƕन दोन िभɄ x x y ay x
ची Ůितमा समान असू शकत नाही ʉणून आता Ůȑेक साठी येथे आपण पाहतो की चा ǉा बरोबरीचा आहे आिण y y x x f y 
नंतर ʩुǿम हा पासून पयōतचा नकाशा आहे ʉणून ही सामाɊ गोʼ आहे फंƕनमȯे तुʉी हे िशकलेच असेल की फंƕनचे f y x 
ʩुǿम एक ते एक आिण ऑन असʞास पįरभािषत केले जाऊ शकतात  फंƕन ʉणून आता साठी ǉा बरोबर n o fx e x e 
आहे हे आपʞाला मािहत आहे की वŝन फंƕनवर एक एक x 
आहे हा वाˑिवक संƥांचा संच आहे जो सकाराȏक वाˑिवक संƥांǉा संचावर आपण घातांकीय कायाŊचा ʩˑ पįरभािषत कŝ 
शकतो Ǜाला ʉणतात लॉगįरदिमक फंƕन आिण ǉा Ȫारे दशŊिवले जाते ʉणून याला चा नैसिगŊक लॉगįरथम देखील ʉटले x ln x 
जाते 
ʉणून चा लॉग हे घातांक ǉा ʩुǿमािशवाय दुसरे काही नाही ʉणून मी िलिहʞास बरोबर हे ǉा बरोबरीचे आहे x x y ln x x 

चे घातांक आता ǉा लॉगįरथमचे गुणधमŊ काय आहेत ʉणून Ůथम डोमेन डोमेन ʉणजे ɘस ʉणजे आहे हे ऋण y x r ln x x 
िकंवा शूɊ साठी पįरभािषत नाही ʉणून साठी शूɊ पेƗा कमी ही ʩाƥा नाही  फƅ सवŊ सकाराȏक वाˑिवक संƥांसाठी x lnx 
पįरभािषत केले आहे ची ŵेणी ही सवŊ वाˑिवक संƥांचा संच आहे याचे कारण ʉणजे घातांक ते पįरभािषत केला lnx r r plus 
जातो आिण आणखी एक गुणधमŊ असा आहे की चे हे देखील चे वाढते कायŊ आहे ʉणून जर एक  कमी आहे  x ln x x t han x
दोन नंतर एक दोन पेƗा कमी आहे आिण जसे आपʞाकडे मयाŊदा होती ȑाŮमाणे ने ǉा धनाȏक अनंताकडे lnx lnx x lnx 
जाताना मयाŊदा िकती आहे ही सकाराȏक अनंताǉा बरोबरीची आहे आिण ǉा उजʩा बाजूने 0 ǉा जवळ आʞावर मयाŊदा x lnx 
िकती आहे हे ऋण अनंताǉा बरोबरीचे आहे कारण 

सकाराȏक अनंताǉा जवळ जाताना ची ची मयाŊदा ही सकाराȏक अनंत असते आिण ची ची नकाराȏक अनंतता x x e x e x 
जवळ येǻाची मयाŊदा शूɊ असते ʉणून सकाराȏक बाजूने शूɊाǉा जवळ जातो तेʬा मयाŊदा  चे ऋण अनंत आहे चला x lnx lnx
चा आलेख काढǻाचा Ůयȉ कŝया आिण मी चा आलेख कडे देखील काढू या ʉणजे घातांकीय कायŊ आपण पािहले आहे की e x 
आलेख बरोबर शूɊावर असा िदसतो हा 1 आहे आिण Ůमाणे ची वाढ होत राहते, जसा अनंताकडे जातो तसा तो x x e x x 
अनंताकडे जातो आिण जसा ऋणाȏक अनंताकडे जातो तेʬा तो शूɊावर जातो आता चा लॉग हा एƛ घातांकाचा x x 
ʩˑ आहे
 ȑामुळे फंƕनचा ʩुǿम फंƕनǉा ʩुǿमाचा आलेख 
िमरर इमेज घेऊन ɘॉट केला जाऊ शकतो ही रेषा ǉा बरोबरीची आहे ʉणून तुʉी ǉा ǉा आलेखाची िमरर इमेज पाहा x y x f 
जी ǉा ǉा बरोबरीची रेषा आहे जी ȑाचा आलेख देते  ǉा ʩुǿम तर काय होते हे ǉा लॉगचा आलेख असा िदसतो x y x f x 
आिण येथे मूʞ एक आहे
 ȑामुळे चे शूɊ शूɊ आहे कारण आपʞाला मािहत आहे की शूɊाचा घातांक एक आहे ʉणून तो िबंदूमधून जातो  एक ˢʙिवरामln 
शूɊ आिण जसजसा वाढतो तसतसे हे वाढतच जाते हे लƗात ƽा की पेƗा जाˑ असʞास चा हा सकाराȏक आहे x x 1 x ln 
आिण x 
1 पेƗा कमी असʞास चा ऋण आहे आिण अथाŊतच फƅ सकाराȏक साठी पįरभािषत केला आहे.x ln ln x x 

साठी 0 पेƗा कमी िकंवा बरोबरीचे अपįरभािषत आहे आिण हे नकाराȏक अनंताकडे जाते कारण उजवीकडून 0 वर जात आहे  x x 
पूवŎ शाळेत तुʉी लॉगįरदिमक फंƕɌ िशकला असाल ʉणून मी या ची तुलना कŝया तुʉी कदािचत आधी चा लॉग ln x x 
िशकला असाल .
 तर चे लॉग कसे पįरभािषत केले आहे ते लƗात ठेवा  जर मी िलिहतो की हा ǉा लॉगǉा बरोबरीचा असेल तर हे बरोबर x t y x x 
10 आहे असे ʉणǻासारखे आहे ची घात ʉणून कोणȑाही गोʼीचा लॉग शोधǻासाठी तुʉी दहाचा घातांक ʉणून िलहा, y 
उदाहरणाथŊ मी तुʉाला काय िवचारले तर  100 चा लॉग आहे ʉणून हे 2 ǉा बरोबरीचे आहे कारण 10 ची 2 ची घात 100 ǉा बरोबरीची
आहे ʉणून हे बरोबर आहे आपण येथे देखील पािहले आहे की बरोबर ही समान गोʼ आहे जी ची ची ǉा बरोबरीचीy ln x x y e 
आहे 
ʉणून 10 ǉा ऐवजी आपण येथे वापरत आहोत सवŊसाधारणपणे आपण बेस ला लॉगॅįरथम पįरभािषत कŝ शकतो  जर मी e b y 
िलिहतो तर ला बेस ला समान आहे हे जर आिण फƅ जर ला ǉा घात ʉणून िलिहता येईल आिण  आपण ही log x b y x y b 

ही कोणतीही धनाȏक वाˑिवक संƥा मानू आिण ही एका बरोबर नाही कारण मी एक ǉा बरोबरीने घेतले तर एक ची b b b y 
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घात नेहमी एक बरोबर असते ʉणून जर तुʉी फंƕन 1 ची घात कडे घेतली तर  İ̾थर फंƕन आहे ʉणून आपण ȑाचा ʩुǿम x 
पįरभािषत कŝ शकत नाही परंतु जर ʩितįरƅ कोणतीही सकाराȏक वाˑिवक संƥा असेल तर ला  हे 1 ते 1 फंƕन b 1 b y 
ʉणून दाखवले जाऊ शकते आिण नंतर ʩˑ हा फंƕनचा बेस चे लॉगįरथम आहे ʉणून औपचाįरकपणे ते 0 पेƗा मोǬा b a x 
साठी 
घातांकीय फंƕन वापŝन ला खालीलŮमाणे पįरभािषत केले जाऊ शकते.e x 
 ʉणून चे हे चे घातांक असʞािशवाय दुसरे काहीच नाहीx a x ln 
 ȑामुळे चे घातांक फंƕन हे काय आहे ते आपण पािहले आहे आिण इतर कोणȑाही घातांकासाठी आपण ला बरोबर x e x e x 

हे घातांक पįरभािषत कŝ शकतो.ln 
 लƗात ठेवा की ही सकाराȏक वाˑिवक संƥा आहे ʉणून पįरभािषत केले आहे ठीक आहे आता लॉगचे आणखी काही ln  a 
गुणधमŊ पाš या ʉणजे एक ʉणजे 

गुिणले चे लॉगįरथम आिण चे लॉगįरथम ǉा बेरजेइतके आहे.x y x y 
उणे ǉा बरोबरीचे हे जर पेƗा मोठे असेल तर पुɎा येथे पेƗा मोठे 0 पेƗा मोठे असेल आिण   ln x ln y x 0 y x 0 y x 

चे लॉगįरथम 0 पेƗा मोठे असेल आिण ची घात असेल तर येथे पुɎा आहे  धनाȏक ʉणून हे गुणधमŊ तुʉी बेस 10 m m ln x x an
ǉा सामाɊ लॉगįरदमसाठी पािहले असतील हे नैसिगŊक लॉगॅįरथमसाठी देखील खरे आहेत हे िसȠ केले जाऊ शकते कारण हे d 
दाखवǻासाठी तुʉाला हे दाखवावे लागेल की डाʩा बाजूचा घातांक उजʩा बाजूǉा घातांकाǉा बरोबरीचा आहे, 
ʉणून एकाचा पुरावा ʉणूया की समान आहे  आिण ǉा बरोबरीचे आहेत मग काय आहे ǉा घात ǉा a lnx b lny xx e a 
बरोबर आिण बरोबर ǉा घात ǉा बरोबर आहे आिण मग आपʞाला गुिणले चे काय आहे तर गुिणले y e b x y ln x yx 
गुिणले काय आहे हे शोधावे लागेल  ची घात ǉा गुिणले घातांक आहे आिण आʉी पािहले आहे की घातांकामȯे गुण आहे की y e b 
गुिणले घातांक चे घातांक ɘस ǉा घातांकाǉा बरोबरीचे आहे आिण ʉणून चे जे आहे ते ɘस ǉा b a b xy ln a b 
लॉगįरदमǉा बरोबरीचे आहे.
 कोणȑाही Ůमाणाचा नैसिगŊक लॉगįरथम हा 

मȯे येणारा घातांक असतोe 
 ȑामुळे ही गोʼ आहे ȑाचŮमाणे इतरांना आणखी एक गुणधमŊ िसȠ करता येतो जो महȇाचा आहे की समजा a is lnxb lny 
तुमǉाकडे दुसरा आधार आहे ʉणून मी लॉग िलिहʞास  ǉा ते बेस या नैसिगŊक लॉगॅįरथमǉा संदभाŊत ʩƅ कŝ शकतो x b i  
ʉणून हे ला ǉा ने भागले असे िलिहले जाऊ शकते आिण लƗात ƽा की हे साठी पįरभािषत केले आहे एक समान ln x b ln b 
नाही ʉणून शूɊ नसलेले आहे लƗात ठेवा की शूɊ बरोबर पासून नाही  एक समान नाही ʉणून कोणȑाही बेसचे ln b ln b b 
कोणतेही लॉगįरथम नैसिगŊक लॉगįरथममȯे ŝपांतįरत केले जाऊ शकते ʉणून नैसिगŊक लॉगįरथमचा अɷास करणे पुरेसे आहे आिण 
नंतर आपण लॉगįरथम कोणȑाही बेस ला हाताळू शकतो ʉणून हे पुɎा िसȠ कŝ शकते की समजा मला िलš Ȩा.b a 

चा लॉग बेस ला िलš आिण बरोबर आिण बरोबर ǉा बरोबर िलš मग बरोबर ǉा घात  x b m ln x ln x n b ln x b a
देखील ǉा बरोबर ʉणजे बरोबर ǉा घात  आिण हे ǉा बरोबर आहे आता आपʞाकडे बरोबर xlnx m x e m b e n x b 
ची शƅी आहे ʉणून आपʞाकडे बरोबर आहे जी बरोबर आहे आिण बरोबर ची घात आहे पण काहीही नाहीa m e x x b a b 

ची शƅी ची शƅी वाढवा जी ची शƅी ǉा समान आहे याचा अथŊ ǉा समान असणे आवʴक आहे कारण e n a e na m na 
ते आहे  एक एक फंƕन ʉणजे हे ǉा बरोबरीचे आहे आिण मग आपʞाला हे िसȠ करायचे आहे की हे Ůमाण आहे e x m na a 

बरोबर ʉणजे बरोबर आहेlog x log b m n 
 ȑामुळे याचा अथŊ आहे बरोबर ʉणजे ला बेस ला भािगले ǉा ने भािगले आहे a m n a  log x b ln x b ln 
ʉणून आता आपण चे ʩुȋɄ शोधǻाचा Ůयȉ कŝ ʉणून लƗात ठेवा की आपण साखळी िनयम वापŝन कोणȑाही ln x 
फंƕनǉा ʩुȋɄाची गणना कŝ शकतो.
  जर मला फंƕनचे ʩुȋɄ मािहत असेल तर आपण ते ǉा ʩुȋɄाची गणना करǻासाठी वापŝ, ʉणून हे ǉा ǉाln x y x ln 
बरोबरीचे आहे ʉणून आपʞाला ने शोधायचा आहे परंतु आपʞाला मािहत आहे की याचा अथŊ असा होतो की नंतर dx dy x e 
आहे  पॉवर आिण आʉाला मािहत आहे की आʉाला एƛपोनेİ̢शअल फंƕनचे ʩुȋɄ मािहत आहे ʉणून आʉी ǉा संदभाŊत y x 
या अिभʩƅीमȯे फरक कŝ शकतो ʉणून 

चा ǉा ǉा ǉा ǉा बरोबरीचा आहे आिण याचा अथŊ असा होतो की हे एक बरोबर आहे  आता येथे आपण x dx dx dx e y 
साखळी िनयम वापरतो ʉणजे हा ते गुणा साखळी िनयमानुसार आहे आिण  ची ची ʩुȋȅी d by dy of e y dydx e y y 
ǉा ǉा Ůमाणे आहे पण ची बरोबर आहे ʉणून हे गुिणले असे िलिहले जाऊ शकते आिण याचा अथŊ y dydx e y x x dydx 

बाय ǉा बरोबरीचा आहे ʉणून आपʞाला जे िमळाले ते आहे  डेįरʬेिटʬ बाय फंƕनचे चे नैसिगŊक लॉग 1 dydx 1 x d dx x 
बाय ǉा बरोबरीचे आहे आिण फƅ धनासाठी पįरभािषत केले असʞाने हे सूũ सवŊ सकाराȏक वाˑिवक संƥा x ln x x x 
साठी आहे आपण 

ला ǉा मोडने बदलʞास आपण देखील पįरभािषत कŝ शकतो.x x 
चे मूʞ नंतर चे हे 0 वगळता सवŊ साठी पįरभािषत केले आहे   x mod x ln x 

कारण ही नेहमीच एक नकाराȏक नसलेली वाˑिवक संƥा असते ʉणून जर शूɊ नसला तर नेहमी धनाȏक mod x x mod x 
असतो ʉणून चा लॉग पįरभािषत केला जाऊ शकतो आपण गणना कŝ शकतो डेįरʬेिटʬ ʉणजे चे डेįरʬेिटʬ ʉणजे mod x fx 

ǉा लॉगǉा बरोबरीचे ʉणजे चा लॉग आहे असे िदसʞास हे तुकǰानुसार पįरभािषत केले जाऊ शकते mod x fx mod x 
कारण पेƗा जाˑ असʞास हे ǉा ǉा बरोबरीचे आहे आिण हे ǉा बरोबर आहे उणे जर पेƗा कमी x 0 x ln ln x x 0 
असेल कारण पेƗा जाˑ साठी बरोबर आिण साठी पेƗा कमी  0 हे उणे ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून x mod x x x x mod x x 
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हे कायŊ आहे आता आपʞाला चे ʩुȋɄ मािहत आहे ʉणून साठी 0 शूɊ Ůाइम पेƗा जाˑ साठी एक ln x x f x x x x 
समान आहे आिण साठी शूɊ Ůाइम पेƗा कमी आहे वजा ǉा ǉा ने आता आपण पुɎा साखळी िनयम वापŝ x f x x ln dx 
शकतो आिण हे वजा ǉा संदभाŊत उणे x ln of x 
ǉा ʩुȋɄाइतके आहे जे ǉा संदभाŊत वजा ǉा ʩुȋɄाǉा एक बाय वजा पट असेल वजा ǉा Ȫारे जे वजा एक आहेxd x x x dx 
 ȑामुळे हे पुɎा एक बरोबर x x d x d x 
ǉा ǉा लॉगचे ʩुȋɄ देखील एक बरोबर आहे हे शूɊ वगळता कोणȑाही वाˑिवक संƥेशी संबंिधत साठी खरे आहे  mod x x x 
जेʬा तुʉी अँटी-डेįरʬेिटʬ िकंवा अिनिʮत अिवभाǛ बȞल िशकाल तेʬा तुʉाला िदसेल की फॉʄुŊलामȯे 1 बाय ǉा x 
अँटी-डेįरʬेिटʬचे इंिटŤल हे मॉड चे लॉग ʉणून िलिहलेले आहे आिण फƅ चे लॉग नाही, तर ठीक आहे आता आपण पाšया.x x 
  काही उदाहरणे ʉणून आता आपʞाला चे ʩुȋɄ देखील मािहत आहे ʉणून आपण लॉगचा समावेश असलेली काही log x 
उदाहरणे पाš शकतो समजा हे ǉा ǉा बरोबरीचे आहे तर डॅश ʉणजे काय डेįरʬेिटʬ आपण चेन िनयम fx lnx sine f x 
वापरतो
 ȑामुळे चे ʩुȋɄ मला देते आिण नंतर ǉा संदभाŊत चे ʩुȋɄ मला ने एक sine cosine cosine log x x log x x 
देते
 ȑामुळे हे खरे आहे आिण अथाŊतच हे Ůȑेक सकाराȏक साठी पįरभािषत केले आहे फƅ चा आणखी एक पाहा x x g 
लॉग अिधक ǉा ǉा कोसाइन बरोबर पुɎा हे फंƕन शूɊ पेƗा मोǬा सवŊ साठी पįरभािषत केले आहे नंतर x e x x x g 

पुɎा आपण साखळी िनयम वापरतो कोसाइनचे ʩुȋɄ मला ǉा पटीत लॉग अिधक चे नकाराȏक िचɎ देईल prime x x x e 
आतʞा फंƕनचे डेįरʬेिटʬ बाय हे ला लॉग अिधक आहे आिण नंतर हे ला वजा साइन लॉग अिधक ǉा d dx x x e x x e 
समान आहे बेरीजचे ʩुȋɄ ही डेįरʬेिटʬची बेरीज आहे
 ȑामुळे लॉग ǉा Ȫारे Ȫारे मला एक अिधक ǉा ला आहे ʉणून हे ǉा चे ʩुȋɄx dx dx x x d x dx e x e e x x g 
आहे ǉा ʩुȋɄाची देखील गणना कŝया ते जेथे धनाȏक वाˑिवक संƥा आहेah a x a 
 ȑामुळे ला पाš या हे आहे  ची ʩाƥा ǉा घाताची घातांक ʉणून केली जातेx a i s x ln e 
 ȑामुळे ǉा d x a 

चा बरोबर ǉा ǉा बरोबर आहे आिण आता आपण साखळी िनयम वापरतो याचे ʩुȋɄ ǉा dx x dx d x e x ln a e 
बरोबरीचे असेल  गुिणले ʩुȋɄ आता येथे चा नैसिगŊक लॉग हा İ̾थरांक आहेx ln a d by dx of x ln a a 
 ȑामुळे चा गुणा हा फƅ ǉा बरोबरीचा आहेdx x ln a ln a 
 ȑामुळे हे ǉा बरोबर आहे ǉा आिण ǉा ǉा गुणा ǉा ǉा बरोबर आहेत ʉणून ǉा x ln a e a ln e x ln a a x a 
ʩुȋɄाǉा Ȫारे ǉा गुिणले नैसिगŊक लॉग ǉा बरोबर आहे आपण ते पाš शकता िवशेषतः  जर मी ǉा समान ठेवा dx dx a x a e 
मग ǉा ǉा बरोबर 1 हे मला नेहमीचे सूũ देते Ȫारे ǉा बरोबर बरोबर बरोबर हे करǻाचा आणखी e ln d e dx x e e x 
एक मागŊ आहे
 ȑामुळे तुʉी काय करता ते ʉणजे तुʉी िलहा हे ǉा ǉा बरोबरीचे आहे आता दोɎी बाजंूनी नैसिगŊक लॉग ƽा याचा अथŊ y x a y 
चा ǉा गुिणले आहे हे असे आहे कारण चा ते गुिणले आहे आिण आता याǉा संदभाŊत फरक ln a x ln a ln x x ln a 
करा  ʉणून x 

चा बरोबर आता येथे आहे कारण हे चे कायŊ आहे साखळी िनयम वापŝ शकतो याचा अथŊ lny d x dx d x ln a y xi 
असा आहे की हे 1 बाय गुणा ǉा बरोबर आहे ʉणजे पट आहे जे ते आहेy dydx lna dydx y ln a a x ln a 
 ȑामुळे हे समान उȅर देते परंतु या फॉमŊमȯे िलिहणे तुमǉासाठी थोडे सोपे असू शकते ठीक आहे,
 ȑामुळे पुढे आपण पाš की हे करǻाचा दुसरा मागŊ अिधक सामाɊपणे केला जाऊ शकतो आिण आʉी कŝ.
  लॉगįरदिमक िडफरŐ िशएशन कशाला ʉणतात यावर चचाŊ करा 
ʉणून समजा आपʞाकडे चे फंƕन आहे जे ǉा ǉा पॉवर मȯे चे काही फंƕन ʉणून िलहीले जाऊ शकते x x x v u 
ʉणून पूवŎ ते ǉा बरोबर होते येथे चे फƅ आहे  चा İ̾थरांक आिण हे फंƕन आहे पण आता आपण या x y x u x a v x 
दोɎीनंा चे फंƕन ʉणून परवानगी देत ◌ोत आिण आपʞाला श   धायचा आहे आिण शोधायचा x f prime x f prime x 
आहे म   आपण तेच करतो जसे आपण केले ह   ते  मागील उदाहरणासाठी आपण दोɎी बाजंूना नैसिगŊक लॉग घेतो
 ȑामुळे आपʞाकडे आहे चे ते ǉा पॉवर ǉा बरोबर आहे आिण आपʞाला लॉगįरदमǉा गुणधमाŊवŝन ln fx ln ux vx 
मािहत आहे की ही गोʼ ǉा सारखीच आहे आिण आता आपण ǉा संदभाŊत दोɎी बाजू वेगळे करतो ʉणून ǉा ux vx ln x x 
संदभाŊत फरक केʞास आपʞाला चे ʩुȋɄ िमळते  चा नैसिगŊक लॉग मला 1 बाय गुणा देईल हे पुɎा Fx fx f prime x 
साखळी िनयमानुसार आहे आिण नंतर ǉा वेळा चे ʩुȋɄ येथे मी उȋादन िनयम वापŝ शकतो हा ǉा ux vx ln vx ln ux 

ǉा ǉा बरोबरीचा आहे आिण हे  ǉा Ůाइम गुिणले नैसिगŊक लॉग बरोबर आहे आिण ǉा ǉा ǉा dx dx ux v x ux ln dx 
पट ʩुȋɄ ǉा बरोबर आहे हे उȋादन िनयमानुसार आहे आिण नंतर पुɎा आपण चे ʩुȋɄ 1 बाय गुणा vx d lnux ux u 

शोधǻासाठी साखळी िनयम वापरतो  तर हे ǉा Ůाइम ǉा बरोबर आहे अिधक गुणा 1 बाय prime x ux v x ln ux vx ux
गुणा Ůाइम u x ,
 ȑामुळे याचा अथŊ अिवभाǛ बरोबर पट आहे हे Ůमाण इथे Ůाइम अिधक बाय गुणा Ůाइम f x fx v xlnux vx ux u x 
आिण आहे  साठी िशवाय दुसरे काहीही नाही ʉणून आपʞाला चे चे ʩुȋɄ िमळते  ǉा अटी ʉणून fx vx ux xi f n x 
आपण काही उदाहरणे पाš या ʉणजे Ůथम आपण बरोबर ची ची शƅी पाš या नंतर आपण fx x sine x log ln fx 
ʉणजे ǉा बरोबर जो ǉा बरोबरीचा आहे ते पाš.x ln sin x sine 

आिण नंतर आपण हे वेगळे करतो याचा अथŊ गुणा Ůाइम ǉा ʩुȋɄ बरोबर आहे हे मला   x ln x fx f x cos x log x 
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देईल आिण नंतर चे पट डेįरʬेिटʬ एक आहे याचा अथŊ आहे ǉा बरोबरीचे log x plus sine x x x f prime x fx 
आहे जे ǉा गुणा आहे ʉणून लƗात ठेवा की तुʉाला ǉा x sine x cos x log x plus sine x by x fx 
ʩुȋɄासाठी मागील सूũ लƗात ठेवǻाची आवʴकता नाही 
तुʉी फƅ चरणांचे अनुसरण कŝ शकता आिण नंतर ʩुȋɄ लेट्सची गणना कŝ शकता  आणखी एक उदाहरण पहा ʉणजे 
आपʞाकडे जे आहे ते आता आपʞाजवळ एक अंतिनŊिहत समीकरण आहे
 ȑामुळे शोधा जर ते अिधक ला समान असेल तर आता येथे लƗात ƽा की आपण याचा थेट लॉग घेऊ शकत dydx y x x x y 
नाही परंतु आपण पािहʞास ˢतंũपणे  हे घातांक आहेत ʉणून आʉी काय कŝ शकतो की तुʉी तुʉाला कायŊ कŝ Ȩा  आयन ते y 

आिण हे बरोबर आहे मग आपण Ȫारे काय आहे ते काढू शकतो मग काय िदले आहे ते समीकरण अिधक x v x y dx du u v 
बरोबर 1 होईल ʉणून जर मी हा अिधक असा फरक केला तर  शूɊाǉा बरोबरीचे आहे या समीकरणाला मी एक dudx dvdx 
ʉणूया बरोबर याचा अथŊ ǉा बरोबरीचा आहे याचा अथŊ असा होतो की मी ǉा संदभाŊत फरक केला तरu y x x lnu xlny xi 
एक िमळवा गुिणले हे याǉा ʩुȋɄ बरोबर आहे  ǉा संदभाŊत ǉा ǉा ʩुȋɄाचा आदर केʞास मला ǉा u du dx x x x x 
संदभाŊत ǉा ʩुȋɄाǉा एक पट अिधक पट िमळते ʉणजे 1 बाय गुणा आिण याचा अथŊ ǉा lny lny x y dydx dudx u 
बरोबरीचा आहे Ǜाला मी पुɎा ʉणून िलš शकतो  गुिणले अिधक Ȫारे या समीकरणाला दोन ʉणू या ʉणजे y x lny x ydydx 

बरोबर बरोबर ǉा बरोबर आहे आिण आता आपण 1 बाय पिहʞाǉा बरोबरीसाठी हा v x v y ln y ln x v dv dx 
फरक कŝ.
  येथे संǒा आहेy 
 ȑामुळे गुणा अिधक Ůथम पद दुस̴या टमŊ चे ʩुȋɄ 1 बाय देतेdydx ln x ti  mes ln x x 
 ȑामुळे याचा अथŊ असा होतो की हा आहे जो ǉा ǉा वेळा हा अिधक बाय आहे हे समीकरण dv dx v x y ln xdydx y x 
तीन आहे आता दोन आिण तीन मȯे 1 वापŝन आपʞाला 1 चे मूʞ िमळते  आिण आʉाला ते अिधक dudx dvdx y x ln y 

ते गुिणले हे अिधक देते मला ते अिधक ते गुणा हे आता y x x ydydx dudx dvdx x y ln xdydx x x y y by x 
शूɊाǉा बरोबरीचे आहे.

ʉणजे काय याची गणना करǻासाठी आपण या दोन संǒा एकũ कŝ शकतो आिण मग आपणास ला ने भािगले  dydx y x y 
आहे असे िदसेल Ǜाला ने वजा एक असे िलिहले जाऊ शकते ʉणून हे गुिणले ची घात उणे 1 आहे िशवाय दुसरी संǒा y x x y x x
ते ते गुिणले आहे हे ǉा ऋणाǉा ǉा बरोबरीचे आहे आिण दुसरी संǒा ते y ln xx y ln x dydx y x ln y x yy 
भािगले आहे ʉणून हे ते आहे  वजा एक पट x x y y
 ȑामुळे हे ǉा ऋणाǉा अिधक ला वजा एक पट िमळते  ते उणे 1 ते dydx y xlny x y y divi ded by x y y x 
उणे 1 अिधक ते उजवीकडे ʉणून आʉी हे एक ʩायाम ʉणून मोजले आहे आपण Ůयȉ कŝ शकता एक ʉणजे x y ln x cos

शोधा दुसरे ʉणजे ते x to the power y is equal to cos y to the power x dydx dydxfy x 
अिधक ते अिधक ते हे ǉा बरोबरीचे आहे जेथे आिण İ̾थरांक बरोबर आहेत ʉणून हे दोɎी तुʉी िसममȯे x y x x x b a b 
कŝ शकता ȑाच Ůकारे तुʉी हे कŝ शकता  हे ǉा बरोबरीचे आहे मग तुʉी येथे गणना करा तुʉी थेट लॉगįरदम दोɎी be u v 
बाजू घेऊ शकता आिण नंतर तुʉी ȑात फरक कŝ शकता परंतु दुस̴या उदाहरणात तुʉी या तीन संǒा आिण ʉणून घेऊ uv w 
शकता आिण नंतर आिण काय आहे ते शोधा आिण  मग आपʞाला मािहत आहे की बेरीज ही एक İ̾थरांक आहेdudxdvdx dwdx 
 ȑामुळे ʩुȋɄाची बेरीज शूɊ असेल आिण ȑावŝन आपण काय आहे याची गणना कŝ शकता ʉणून हे लॉगįरदिमक िभɄता dydx 
हे 
फंƕɌचे ʩुȋɄ मोजǻासाठी एक महȇाचे साधन आहे जेʬा दुसरी गोʼ मोजणे İƑʼ िदसते.
 बȞल िशकेल 
जेʬा आिण काही पॅरामेिटŌ क फॉमŊमȯे िदले जातात तेʬा फंƕɌचे डेįरʬेिटʬ ʉणतात,x y 
 ȑामुळे आपʞाला पॅरामेिटŌ क फॉमŊमȯे फंƕɌचे डेįरʬेिटʬ काढायचे आहेत, ʉणून आपण गृहीत धŝ की आिण x y 
काही पॅरामीटरǉा संदभाŊत िलिहले जाऊ शकतात.

ʉणजे हे चे फंƕन आहे आिण देखील चे फंƕन आहे मग आपʞाला शोधायचा आहे ʉणून  t x t y t dydx dydx 
शोधǻासाठी जर तुʉी पािहले तर हे चे फंƕन आहे कारण मी y t dydt 
िलिहʞास हे वेळा असे िलिहता येईल.dydx dxdt 
 हे साखळी िनयमानुसार आहे आिण ʉणून याचा अथŊ असा आहे की ʩुȋɄ ची गणना ǉा संदभाŊत डेįरʬेिटʬǉा संदभाŊत dydx t 
केली जाऊ शकते ʉणून हे t

ǉा संदभाŊत डेįरʬेिटʬǉा संदभाŊत ǉा संदभाŊत ǉा ʩुȋɄाचे सूũ आहे Ȫारे ǉा बरोबरीचे आहे so dydx x y dxdt dydt 
िकंवा हे मी Ůाइम Ȫारे Ůाइम ʉणून देखील िलš शकतो ʉणून तुʉी  साठी फंƕन ʉणून सोडवǻाचा Ůयȉ x t y t y o 
करǻाऐवजी ǉा संदभाŊत डेįरʬेिटʬ शोधून ʩुȋɄाची गणना कŝ शकता.t 

ʉणून उदाहरण ʉणून मी   fx 
समीकरण घेतले तर वतुŊळ चौरस अिधक चौरस हे समीकरण चौरसाǉा बरोबरीचे आहे हे पॅरामीटराइǕ केले जाऊ शकते कारण x y 

एक गुणा कोसाइन बरोबर आहे आिण एक साइन बरोबर आहे कारण आपʞाला मािहत आहे की कोसाइन ˍेअर  x t y t t 
ˍेअर एक आहे ʉणून ˍेअर अिधक ˍेअर आता एक ˍेअर आहे जर मला ʩुȋɄ काय आहे ते plus sin t x y dydx 

शोधायचे असेल तर 
आʉाला मािहत आहे की वजा आहे आिण एक गुणा ǉा बरोबर आहे ʉणून डेįरʬेिटʬ dxdt a sin t dydt cosine t 
शोधǻासाठी  हे Ȫारे िशवाय दुसरे काही नाही dydx dxdt dydt 
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जे कोसाइन Ȫारे ऋण ǉा बरोबरीचे आहेt a sin t 
 ȑामुळे रȞ होते आिण मला ǉा कोटॅ̢जŐटचे ऋण बरोबर िमळतेa t 
 ȑामुळे आʉाला पॅरामीटरǉा संदभाŊत येथे ʩुȋɄ िमळते t 
जेणेकŝन आजचे ʩाƥान पूणŊ होईल पुढील ʩाƥानात आपण पॅरामीटरǉा संदभाŊत डेįरʬेिटʬ्जची आणखी काही उदाहरणे पाš 
आिण ȑानंतर आपण डेįरʬेिटʬ्जचे काही अनुŮयोग पाš.
 धɊवाद 

Pru
tor
@
IIT
K




