
 హࣇ ࡹद झ݋ంݥ झ࢟ܽ࢘ࡍݥ ܌ࡗబܽद ఈڒ   ߯ కऐࡵ లठవߕ  ࡛झ కऐࡵ  ࡛ ۨవࡵ ࡍకऐ झߖࡓఫݟ ࠭࠲ ࡹ ࡛  సంڝ ߤషࡃ
ऒߕޔڕޔࢗ సంڝ ల ࢟ܽ࢘ࡍݥ ల ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑ ࡹ ऱ࣒ڒ ࡍవۨ ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫ ߖ ࡽࡐ ߤ۰ ࠭, 
ఇనछ ߤ࣌ ࠭࠲ ࡛झ కएࡅ   ఉతओ ऒߕ ऒߖ एړࡵ  ంۧ࠭.x 
  మࡅ ࠾ࡍకए  x ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑ ఇతర ࡹޒతరగ ࡍప޶త ࠭࠲ ڴ࢑ధం ޻అ ߘߝ మం ఆ߯ࡹ࢑ ߤܼ 
ఫంࣾనऱ ఉతओ ऒߕ ऒߖ  గࣃށफ ࠭ అߦۮ ߖओ  బܽदڒ ߘ

కएࡅ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ కएࡅ   ఉతओ నऒ ం ࡅకए छ޳  కएࡅ 1 ޴ߝఅ ࡌ  వర ठ࠮లం కం݄ 1ړ సࠪనం అߖx d dx 
.࠭ࢡ۫ ޻ం࠭ ࠭࠲
కएࡅ ࠾ࡍరऴసం మޔన࣒ చ࠳   కएࡅ మంࡹ࢑ ߤܼ   ఉతओ నऒ ం ఇߩओ కएࡅ ޒణࠫڝޒऴ ݡ  x x 
ఉపߕङ సంࡏࠬ ࡹ తపओ ऒߖڜ ڴࡍసߖ ࡍڷ  फంߩలࡏߝ ߘऐ ఇనछ ߤ࣌ బܽदڒ ࡯ݞఉం ߖڜ ࡛झ   ప ऱ࣒ పऱ࣒ ࡹ ߤܼ   x 
ఇనछ ࣒ڒ ࡛झ छ޳ ݡంࡓ  వ࡛झ ߤఇ ߤܼ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖసࠪనం అ ړ ࡌ   ప ऱ࣒ x pi ݋ంܐంܼڝ  x 
ఇߤ వ࡛झ వ࡛झ ߤఇ ݋ంڒ࣊ ڴ࢑ధం޻అ ࠾ࡍమ ݀ ࠑ ݞږ    ప ऱ࣒ వ࡛झ ߤఇ ݋ంڙ࣊ڝ   అࠑ ޴ߝ x pi x x pi 
కएࡅ ߘߝ బܽदڒ ,݀  ఉతओ నऒ ం ڕࣆࡱޘనऒ  తࡌछ త ఈ ࡍڷ फంߘߩ ఉపڵࡆంۨ sin inv erse xi cos 
కएࡅ మࡹ࢑  ఉతओ ऒߕ ऒߖ  గށంచగలڒ ޶బܽद ࣒ڒ ఇనछ ࡛झ  అ࠳ 2 ࠑ ޴ߝన࣒ ߤࣄ ఇనछ ࡛झ  తపओ  x x pi x 
మࡖకܽ ޶ڒ , ఇࡹ࢑ ޴మ ࡅకए  ఉతओ నऒ ం 2 ޳छ కएࡅ ࡌ  ఉతओ ऒߕ  cos x pi d ߖన࣒ అ࠳ సࠪనం 0 ړߖ
ఇనछ ߤ࣌ ޴फంࣆۨࣇ ࡛झ కएࡅ  छ޳  న࣒ ࣋ए࠳ ఒక ޴ఇ , ࡌ छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం కం݄ ࠳న࣒ 1ړ x dx x 
సࠪనం మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంࡹ࢑ ݋ڒ ڴమ ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ܼࡹ࢑ ߤమ ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ࡅకए  x x 
ओߩఇ ޴సࠪనం, ఇ ڕ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ పऱ࣒࠳ ݡ  చదరߩ మనڙ࣊ ڕం݋ ఇనछ ࡛झ  మڒ࣊ڝ ࠾ࡍం݋ x x 
ఇనछ ࡛झ కएࡅ   ఉతओ నऒ ం ࠫ࡯ڵ ఉంܿంڒ ޴బܽद ڙ࣊ ߘߝం݋ ఇనछ ࡛झ కएࡅ   ఉతओ ऒߕ ऒߖ  x x 
एړࡵ ంచగޙڵ࡯, మࢁऱ ڙ࣊ڝం݋ ఇనछ ࡛झ కएࡅ   ఉతओ నऒ ం ࣊ڙం݋ ఇనछ ࡛झ కएࡅ   ఉతओ నऒ ం ߘంݟ x x 
ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ޳छ ఉతओ ࡌ ऒߕ ऒߖ  గ޳ށभ ం  ࡅకए  బܽद మనం d dx secant inverse xڒ 
फࣃۯ ߝڴ࢑ధం నࣄۯ సంڝ మంࡹ࢑ ߤޑ ࠾ࡍమం మࡹ࢑ ߤࣄ ࠭ అڙ࣊ ޴ߝం݋ ఇనछ ࡛झ సࠪనం, y x ړ 
అߩओ కएࡅ ޴ߝఅ ݡ  ࣊కߤद ړ సࠪనం ڒబܽद ړ ߘߝ సంబం߅ంۨ ࠡదం ࣋ۯफ మనం ߩ࢙ ޒۯ ߰ందంݟ x y x 

కएࡅ  ఉతओ నऒ ం ఒకܽ x 
కएࡅ  ࣊కంࡅ ݋కए కएࡅ  छ޳ యమంߖ ࣆࡱھ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  छ޳ ޴ఇ ࡌ y dx d ߘక࣊ ࡌ d d y 

छ޳ యమంߖ ࣆࡱھ ޴సࠪనం ఇ ړ ऱࡏࣃ కएࡅ ݋ంڒ࣊ నࣄ࡯ޘ ڕమన ޙ࠼అ ࡌ  ఉతओ నऒ ం ఏࠫܽ dydx y 
ఇࡏࣃ ޴ऱ ࡏࣃऱ ࡅకए  ࣊కߤद ړ సࠪనం, ఇ޳ ޴छ ఉతओ ࡌ నऒ y tan y dydx dx dy ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖ న࠳
ఒక ࣊కࡏࣃ ߘऱ ړ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴.y tan  y

కएࡅ  ఇకए డ ޜ ߖ భࡎ फ ۯయవ۪ऐ  మࡅ ࠾ࡍకए y secant is equal to xi secant y ߤܼ ߤܼ  x y 
࣋ए छ ए࣋ ݋ంڒ࣊ ޴నࣄ࡯ޘ ڕంۨ మనࡍڷ ࡛ छ  బܽद y xڒ సࠪనం ړన࣒ 1࠳ ߩచదర ޴బܽद ఇڒ న࣒ 1࠳ ࡛
ఇ޴  ప ऱ࣒ న࣒ వర࠳ ޳ࡶ  ठߖ࡮࠮ऒ ए࣋  ޴फంࣆۨࣇ  छ ओߩన࣒ ఒకܽ ఇ࠳ ࡛  tan y x ࢟ܽ܊ߦ ޴మనం ఇ ݡ
రߖ ߖఅ ޳ڒ తࠪښసం ࢟ܽڻߜ ޳ࡶ प࠼ం۪ڒ ࡯࢐ڝబܽद ࠬ ऴڝޒణࠫޒ ఉపߕङ కएࡅ ݟంߘ లࣃ  x ݋ంڙ࣊ 
కएࡅ ޴ऴ࢐࣋फ అ ߘߝ ߖమం అࡹ࢑ ఇనछ ݋ంڙ࣊ ߕ  ࡛झ  అߖ ऴ࢐࣋फ, ఇ޴ కం݄ ఎڕए వ అߘ 0 ޙ࠼ంݟ x x  

న࣒ pi࠳ ޙ࠼అ  ޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ ݡంࡓ ޴ఇ ࠾ࡍబܽद మڒ 1  ޴ంޔ޶ంۮ ړ2 ړ pi p i x n 
ఇߖऔ కएࡅ రణంڒ ړߖ޵ బܽदڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ݟంߘ ܾߖ ओߩమం ఎలऱࡹ࢑  ऒߕࣆ ݢ  x secant pi ݟంߘ 
మధङ  ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అ޳ ޴छ  pi x 1 ޳ࡶ ޴కం݄ ߭దभ 1 ޙ࠼అ ޴కం݄ ߭దभ ࠾ࡍమ ޶ڒ 2 ࡌ
సࠪనం అ1 ޙ࠼ ࣊కంࡹ࢑ ݋మం  అ޴ߝ కం݄ 2 కం݄ తڕए వ మ0 ࠾ࡍ కం݄ ఎڕए వ మ࠾ࡍ x pi x 
एڕసࠪనం కం݄ త ړన࣒ 1࠳ వڴ ఉం݄, ࣊ڒంࡹ࢑ ݋మం అ޴ߝ కం݄ 2 కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ x pi 
మړ ࠾ࡍ సࠪనం కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మڒ࣊ ࠾ࡍంࡹ࢑ ݋మం ࣊ڒంࡹ࢑ ݋మం ڝసం pi x x 
రछߖ ۨంచబడ޶.
 

ఒకܽ మధङ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳  ఉం݄ ߖరछ ۨంచబడ޶, ఎం޶కం݄ ࡅ ܼޓకए ओߩఎలऱ ݋ంڒ࣊   ఒకܽ x ݢ
కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం࠳ ޳ࡶ ޴న࣒ వړ ߤ సࠪనం కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद అڒ࣊ ޴ߝం݋ y 
छ޳ 2  ࠭޳ం߰ ࠭࠲ ߖఉంద ڕవర ݟంߘ 0 ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ మంࡹ࢑ x ࠾ࡍఒకܽ మ ࡌ pi x 
అనంతం మధङ  ఉం݄ మ࠾ࡍ ఇࡓ ړ ޴ం޳ ݡछ एڕన࣒ ఒకܽ కం݄ త࠳ ޙ࠼అ ޴న޴ంۮ ړ ࡌ వڴ pi pi x 
ఉం݄ ఇߩओ కएࡅ ޴నࣄవలڒ ڕమన ݡ ऒߕంܿڕߘలߕھߘఏࠫ݇ క ߤܼ  ऒߕࣆ మంࡌ࢑ ,࠭  y y ࡹ
ఉందߖ మనړ1 ࣆࡱޘ ڕ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ ڝసం ࡓం޳ ݡछ x pi ړ ړ2 ࡹ మంࡌ࢑ ࠾ࡍమ ړ ࡌ y pi pi
ఉం݄ ࠳న࣒ అనంతం ߘం࠳ ݟన࣒ 1 వరڕ ఉం޴.x 
 బܽदڒ 
ఇ޴ ఒక అనంۮ ړߖޑం޴నటऱޙ࠼ ఇߕࣆ ޴ऒ एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ వ అࣆۨࣇ ߖफం޴ x 
మ࠾ࡍ 

ऒߕࣆ ޴ఇ ޙ࠼న࣒ ఒకܽ అ࠳ ࡹన࣒ అనంతం࠳  కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం కߘక ఇ޴ మనࣆࡱޘ ڕ x 
ఎం޶కం݄ ܼߤ ఫంࣾ࠴ ߤదܽ ڒछ ऴడంڴ ࢟ܽ܊ߦ ࡹ ݋ మࡓ ࠾ࡍండవ ڒछ ऴడంڴ ࢟ܽڻߜ ࡹ ݋ ఉంܿం޴ 
ङܼ ڕफ, మన࣋۫ ࡹ܋߮ పܽߘ࠭ ࡏࠬ బܽदڒ  y x ړఉం݄ 1 ڕమన ,ޙ࠼నటऱࣄ۫ ࡏࠬ ߖఉంద ߤ
సࠪనంڴ ఉం݄ ࣋ए छ ప ړన࣒ 1࠳ ࡛ ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳ ޳ࡶ  छ  x.޴ఉంܿం ݋ࡐ ࡛
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 అߩओ కएࡅ ݡ తపओ ߤܼ  एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړబܽद 1ڒ ࡯ݞఉం ڴలంږޒऴప ڴࡍసߖ వڴ ఉం݄ y x y 
కएࡅ ए࣋ ߤܼ  छ  న࣒ 1 x࠳ ࡛
కएࡅ  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇ޴ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ࣋ए छ కएࡅ న࣒ 1࠳ ࡛  వర ठ࠮లం x x 
. ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳
కएࡅ ޴న࣒ 1 ఇ࠳   కएࡅ మంࡹ࢑  छ޳ ,బܽदڒ ߤܼ  కएࡅ ࡌ  మం x secant d dx dx xࡹ࢑ ݋ంڒ࣊ 
సࠪనం 1 ޳छ चࢁమ ߘߝ ,సࠪనం ړ సࠪనం ݋కం࣊ ࡌ  ऴ޳࢐भ ం ࡏࣃऱ ఇࠑ 1 ޴ y x secant y tan y x 
ࡓ ऱܿ వర ठ࠮లం  1ړ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ ఉం݄ చదర࠳ ߩన࣒ 1 మ࠾ࡍ ఇ࠳ ࠑ 1  ޴న࣒ ࣋ए छ ࡛ x x x 
ए࣋ ݋ࡐ छ एڕకం݄ త ߖ޳ఒక ޙ࠼న࣒ 1 అ࠳ ࡛ వڴ ఉం݄ ܼ࠳ ߤన࣒ ࣋ए छ ए࣋ ݋ࡐ ࡛ छ  న࣒ x x y x࠳ ࡛
వ࠳ ߤన࣒ ࣋ए छ ए࣋ ݋ࡐ ࡛ छ एڕకం݄ త ߤన࣒ వ࠳ ߤన࣒ వ࠳ ࡛ వڴ ఉం݄ ࠳న࣒ వߤ ࣾࠫంచంڒ ݟబܽद x 
మనం ߖߖ޵ క޳۫ ߧ࡯भ ం  1ړ సࠪనం కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄, మనڕ ధߕతघ క సంښతం ఉంܿం޴ x x 
మڝ ࠾ࡍసం ࠳న࣒ 1 ࠳న࣒ కం݄ తڕए వ ఉం݄ మࢁऱ ࠳ ࢟ܽ܊ߦన࣒ ړ సࠪనం కߘక x x x mod x mod x

एڕక కం݄ ఎߘసࠪనం క ړ వ ఉం݄ మ࠳  ࠾ࡍన࣒ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄, మనం అߖ x x 0 x x x 0 d 
కएࡅ మంࡹ࢑ ݋ంڒ࣊ छ޳  ऴ࢐యవ۪ऐ ࡌ  అ1 ޴ߝ ఓవ࡛ ࡓ ݭ࠵ ऱܿ ࣋ए छ కएࡅ ߤన࣒ వ࠳ ࡛  dx x x x 
వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం మ࠾ࡍ కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉం݄ ఇߖ ޴రछ ۨంచబޔݡందߖ mod x 
మనࣆࡱޘ ڕ.
  ఒకړߖ޳ ఇڒ࣊ ޴ంࡹ࢑ ݋మం ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ڝసం ࣇऴతం ڒబܽद ఇకए డ మనڕ ࣋ए छ  న࣒ 1 x x࠳ ࡛
కएࡅ ࡓ  ऱܿ ࣋ए छ  న࣒ mod x x࠳ ޳ࡶ ఉం݄ ڴలంږޒబܽद ऴపڒ ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ࡏࠬ ߖఒకܽ ఉంద ݋ࡐ ࡛
ఉతओ ޴ఉం݄, ఇ ڴసࠪనం ړ1 నऒ ం అޔ࢓ం޴.
  ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ڙ࣊ڝ ࠭࠲ంࡹ࢑ ݋మం ࡅకए  ఉతओ ऒߕ ऒߖ  x ݞږ 
߰ం࠭ޑ޶ 
కएࡅ మంࡹ࢑ ݋ంڒ࣊  ఉతओ నऒ ం ࡅకए ࡓ ࠑ  న࣒࠳ బܽदڒ సࠪనం ړ న࣒࠳  ऱܿ ࣋ए छ న࣒ x 1࠳ ࡛ mod x x 
వࡅ ߤకए  వర ठ࠮లం మࢁऱ ఇڝ ޴సం ࠪऴతߖ ࠲రछ ۨంచబޔݡం޴, mod x 
ऒߖయࠪߖ ࣆࡱھ ࠭࠲ బܽदڒ  ఉపڵࡆంۧ࠭ మ࠾ࡍ అߖऒ కएࡅ ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑   ఉతओ ऒߕ ऒߖ  
ओߩऱ ఇߘంۧ࠭ ఫంࣾߧࡐߖ కएࡅ ߤ࢑షయం ఏࠫటం݄, ఫంࣾ ࡍప޶త ࡃࠓమనం ۫డ ݡ  ఉతओ ऒߕ ऒߖ  y 
కھߘనడం అࡅ ޴ߝకए  ఫంࣾߤ, ఇకए డ అ޴ߝ y x y 

ఒక అవङ ࡹ క फ ఫంࣾߖ ڴ ߤరछ ۨంచబޔݡంڒ ޴బܽद నߘऒ  అవङ క फ ࠡదం ۯయߖవछ ంڒ ݟబܽद ߖڜऒ x ڕऱ మనࡏࣃ
సంబం߅ంۨన సࠬకరణం ఉంܿం޴ .y 

కएࡅ ߗڒ సओ ڴ߅࢑  షदంڴ ऴ࢐యడం కషदం, ఉ޳హరణڕ మనڕ  ప ऱ࣒ ఇవछ ߤ࣌  బݟంړ ޴   x x  y y y x
సࠪనం ڒబܽद ఇకए డ ߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿందߖ మనڴࡏߝ ߗڒ ,ࣆࡱޘ ڕ ఫంࣾڴ ߤ ऴ࢐యడం ࣃధङ ం y x y 
एړࡵ ߖ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޶ڒ ంۧలڕߘంܿߕऒ छ޳ బܽदڒ ࠭ నడం ࠪ x dydxھߘక ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࡌ dx dy
లࣾङ ం ڒబܽद ఇకए డ మనం ࡅ ߖకए  ఫంࣾڴ ߤ ऴ࢐యړߖݞ ऴపయޒऒ ంۯ బࡱ޶ ఇకए డ ऴ࢐య࠭ࡶ, y x 
అవङ ڴ࢑ధం ޴ంړఈ ऴ ࠭࠲ క फ ࠡߖ޳ऒ फࣃۯ  फࣃۯ బܽद మనం ఏࠫڒ ࠭ फࣃऴ࢐ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ వలంښ ࠭࠲ ࠭ ࠭ 
బܽद  పڒ ऱ࣒ ప  ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ߘߝ ޴క ఇߘసࠪనం క ړ ޴ߝఅ ߤ࣌  ऱ࣒ కएࡅ ߤ࣌  y y x޴ం݄, ఇڕࣆޓ  d y y dx 

छ޳ కएࡅ ࡌ ओߩఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ  ప  ޴ఇ ݡ ऱ࣒ d dx d  ޴फంࣆఇ ࢟ܽ࢘ࡍݥ  dydx ddx sine y 
అ޴ߝ ఇߩओ छ޳ ࡽࡐ ߤ۰ ݡ పऱ࣒ ߤऱ వࡏࣃ   సࠪనం ړߖ޳ఒక ࡌ కएࡅ ߤ࣌   ఉతओ నऒ ం ߤ࣌ڜ ఒకړߖ޳ y y 
సࠪనం, ఇ޴ ఒక߯ߖ޳ ఒకܽ పऱ࣒  అం޴ంۨన ࠳న࣒ వڕ ߤ సࠪనం ڒదࣆۨࣇ ߖफం޴ dydx cos y cos y 
బܽद అవङڒ క फ ࠡదం ۯయడం ޳छ झ࡯޳ం߰ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ మనం ࡌ న అవసరం ࡶదߖ గమߖంచంݟ dydx x 
కएࡅ ఓవ࡛ 1 ప ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࡹహరణ޳ఈ ఉ ࠲ऴతࠪ ڴ߅࢑  ऱ࣒  ఇߩओ  dydx 1 cos y x ڴࡏߝ ڕమన ݡ
పరం࡯ޘ ڴయڒ ޶బܽद ߄ࣃరణం࢟ܽ࢘ࡍݥ ڴ అ޴ߝ మ࠾ࡍ ఫంࣾߤ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍcos y dydx x y 
అ޴ మనࣆࡱޘ ڕ  పࣾࡗంڴ ఒక ఫంࣾߤ  ఈ సࠬకరణం ޳छ కएࡅ ࡌ  y x n 
అం݄ అవङ క फ ࠡదం ࡍڷంۨ ఇߩओ ంܿనऒڕߘల࠻ۯ ߘߝ ݡ ఏࠫటం݄, ఇపओ ޴ ܽవరڕ మనం బࣗపࡱ޳ 
ړంత శڜ ޳ࡶ ࡱ ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑ ޳ࡶ ࡱ߇࢑ ޒణࠫڝޒऴ ޳ࡶ फߖڜ ړऒ  అ࠼న ఫంࣾߤ లߘ x 
పࡍగށంۧ࠭.
 ఎڡझ  ߱ ङڕ࡯ڒ ల వంܽ ߤఫంࣾ ڡథࠫࡍగ࡮ ࠾ࡍమ ࡱ ߤఫంࣾ ࡽलయߖߜ ల࣒ ࡮ۧ ࡹ ఉపࡆగకరంڴ ఉంݦ 
ఇతర ఫంࣾݞږ ࡱ ߤ ఉߕऒ  ߘߝ బܽदڒ ,࠼
झڡఎ ڕࠬ  ߱ ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ చయంࡍప ߘ ߤఫంࣾ ڡథࠫࡍగ࡮ ࠾ࡍమ ࡽलయߖߜ ఆ߯ ఉతओ ,ߘ ऒߕ  ࡱ
ఏࠫ݇ ۫޳भ ం ڒబܽद ఎڡझ  ߱ ࠪ ంۨࡍڷ ߤఫంࣾ ࡽलయߖߜ ऱܼ झڡఎ ࠭࠲ బܽदڒ ,ం޳ంڕݡ  ߱  ࡽलయߖߜ
ఫంࣾߖ ߘ ߤరछ फࣃۨ ࠭.

ఇ޴  ప ऱ࣒ ङ߷  ڴ߯  క द࡛  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ߯   ߷ङ పऱ࣒ ࡽయࡍदڝ రకం  x 1ڒ ڴ޶ࠬ ݟంߘ ݋ݞ ݋ݞ  x 1 x 2 x n n 
వరڕ అనంతం వరڕ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఏࠬ ړߖ޵ ,޶ڒ సࠪనం అ࠭࠲ ݞږ ߖ సమघ షڴ ߤ ऴࣃ࢐फ ࠭  n
కएࡅ ऒߕࣆ  కएࡅ ړ  అనంړߖޑ సࠪనం కం݄ ڒరకం మ࠾ࡍ ఇ޴ సమघ షߤ పړޒࠫࡍ సࠪనం x n n x 
ऒߖޑసࠪనం అనం ړరకం 0ڒ కం݄ ݟంߘ  సࠬࣆߧफనऒ ం޶న ߖߖ޵ శړ फ ऴށࢩ అంܼڒ ࡏబܽद k k k n n 
మనం ఒక ఫంࣾߖ ߤ అనంత࠳న ऴڴށࢩ ऴࣃ࢐फ ࠭ మ࠾ࡍ ఏߕ޼ అనంత࠳న ऴߖށࢩ మనం ఈ పࠫࡍత ऴށࢩ 
కएࡅ  పڴޒࠫࡍ ऴ࢐యగల࠭ ڒబܽद మనం ఇకए డ ۧ࡮ కݎనంڴ ఉండ࠭ ߘߝ ߖڒ ఇ࡮ ऴࣃ࢐फ  ށࢩఈ ऴ  ߘ
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కࣆࡱफం޴ మ࠾ࡍ కࣆࡱफం޴ అం݄  ऴప࢐ ޒసफవ సంఖङ ࢐సफవ సంఖङ తࠫࡍసం పڝ   x x ߤంక ఫంࣾޑۅ ڕ
కएࡅ  ంకంޑۅ 
ఈ ऴށࢩ కࣆࡱफంڒ ޴బܽद  ऴప࢐ ޒసफవ సంఖङ రछߖ ంకޑۅ ړ  ۨంచబޔݡం޴ సڒ ࡔబܽद త޶పޑۅ ࡍంకం x x 

ऒߕࣆ फ࣋۫ ࡏࠬ ఒకܽ ޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ߘలހలࣾ ޴ంړ కएࡅ  కएࡅ ంకం అం݄ޑۅ   ంకం x xޑۅ 
ఒకܽ పऱ࣒ న ఒకܽ పऱ࣒࠳రకڒ   ࣋ए छ రछߖ ڴݡంࡓ న࠳రకڒ ࡛ ۨంచబޔݡం޴ మߕࣆ ߖ ߘߝ ࠾ࡍऒ  x x x ړ
సࠪనం ࣋ۯफ ࠴దܽ޴ ࠪऴత࠲  పదం ఒకܽ మ࠾ࡍ అߖऒ  ఇతర పߕࣆ ࡱ޳ऒ ऒߕࣆ బܽदڒ  కएࡅ   
కएࡅ , లభంࣆ డటం۫ ߖసࠪనం అ ڕߘంకం ఒక ࣊కޑۅ నऒޔڷࡏ߭ ޴ߝంకం అޑۅ   ఫంࣾߤ  x x 
అం݄ ఒకܽ ࡓంݡ కం݄ తڕए వ అం݄ ఒకܽ x x x 
एڕంకం కం݄ తޑۅ ݡంࡓ ంకంޑۅ వ అߖ అర बం ڒ ࡯࢐ڝࣆۯబܽद ࠬࡏ ఇకए డ ۫࣋फ ࡓ ߘߝంߖݡ x x x
ఒకܽ కం݄ ߭దभڕࣆޓ ڴ޴ం݄ ࡓంڒ ݡరక࠳న ఒకܽ వڝ߷ ࠑ ߤदࡍయࡽ వߤ మࡓ ࠾ࡍంݡ ࣋ए छ  x x x ࠑ ࡛
ఒక ࣋ए ݀ ࡽయࡍदڝ߷ छ  x ߖࡹ ࣒ࡎࣄ బܽद ఈ పవ࡛ڒ ޴కం݄ ߭దभ ݀ ࡽయࡍदڝ߷ ࠑ ࡛
ऴపޒ పదం ఎڡझ  ߱ एڕపదం కం݄ ఎ ޒऴప ߖࡹ ࣒ࡎࣄ సం పవ࡛ڝ  ࡽलయߖߜ వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ x1
నऒޔڷࡏ߭  ఫంࣾ࢐ ߤసफړߖ࢐ ఈ ߤ࠳ݨ ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए ऒߖఅ ߤ࠳ݨ   ࢐సफవ సంఖङ ల సࠫޒ అߘߝ ߖ 
ओߦۮ झڡబܽद ఈ ఎڒ ߘ  ߱ ऒߖఅ ࡽलయߖߜ రछߖ సంڝ  ۨంచబݟం޴ మޑۅ ࠾ࡍంక ఫంࣾߤ ప߅ࡍ ఇ޴ x r 
అߖऒ ࢐సफవ సంఖङ లږߘࣃ  ప  ߖߖ޳ ޙ࠼సࠪనం అ ڕ ऱ࣒ छ޳   r ړߖޑఅనం ݟంߘ 0 ޴ఇ  ޴फంࣆۨࣇ ࡌ
సࠪనం ڒబܽद ޑۅంక ఎߩओ ऒߕࣆ ޳ࡶ ޶ڝࣆޓ ߘవࡱ࢑ లږޒऴప ݢ ओߩంక ఎޑۅ వࡱ࢑   x x ݢ
ऒߕࣆ తघހఋ ޳ࡶ  కం ޶ڒ ఐదవ ఆࣄफ ߘߝ ऴ࢐࣋ ఐదవ లࣾణం ږߘࣃల అనంߖޑऒ  ఈ x ޜవడంڝࡏۯ 
x ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ړ ంకޑۅ

కएࡅ फ࣋۫ ࡏࠬ ంకం  పޑۅ  ऱ࣒ రకం  పڒ ߖ  ऱ࣒  ࣋ए छ छ޳  రకంڒ ߖ ࡛ एڜߘక ࡌ ం݄ , i  x 1 x 1 x 2 x 
ధߕతघ క అనంߖޑऒ దܽ ట࡛घ࠴ ం݄ڕࡏۯ   1 ࠫనࣔ ऴపޒ ఒకए  పదం ږߘࣃల అనంߖޑऒ  ޴ంܿంڕࡏۯ 
తపओ ޒࠫࡍబܽद ఈ పڒ కܽ ఇకएࡖమ ࠾ࡍఅనంతం మ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖߕధ ڴࡍసߖ డ ۧ࡮ సओ షदంڴ 
కߧߖంచߗڒ ޶ 

ऴపږޒల అనంߖޑऒ  సࠬߧం޵ڜ ۯभ ࡅకए फࣃऴ࢐ ߘߝ ߖޒࠫࡍంక పޑۅ  ऒߕࣆ ޴ఇ ߘ  బܽद x xڒ సࠪనం ړ
ఏడవ లࣾణం ۧ࡮ ࠭ఖङ ం ڒబܽद ఇ޴ 

మ࠴ ࠾ࡍతफం ޑۅంకం అޔࠋۮ ߖం޴ ఎڡझ  ߱ झڡఎ ࡽलయߖߜ  ߱ ప  ࡽलయߖߜ ऱ࣒ ࡓ  ऱܿ x y x x 
ఎڡझ  ߱ కएࡅ ࡽलయߖߜ  ఉతओ సࠪనం ,  ప ړफޒ ऱ࣒ ऐ࡯߱ ޜ   y m n
۫࣋फ, మ࠾ࡍ సహజ సంఖङ లߘ ఏݡ మ࠾ࡍ ఒకߖߖ޳ ఉపڵࡆంۨ ޙࠉۮ, మన࠳ ڕన࣒ ࡅకए  m n 
.޴फంࣆంకం వޑۅ

అࡅ ޴ߝకए छ޳ ంకంޑۅ  కएࡅ 0 ޴ߝకం݄ 1 అ޶సࠪనం, ఎం ړߖ޳ఒక ࡌ  x x   ڕమన ߖంకం అޑۅ 
ప  ߘߝ ߖߖ޵ ,ࣆࡱޘ ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳   ఎڡझ  ߱ छ޳ फࣄఆ ࠾ࡍమ ߘऴ࢐యగల ڴ ࡽलయߖߜ  x x ޴ఇ ݡఏ ࡌ
ࡓ న࣒࠳ ऱܿ ఎڡझ  ߱ झڡబܽद ఎڒ ޴ఉంܿం ڴ ࡽलయߖߜ  ߱ झڡఎ ޴ߝన࣒ అ࠳ ࡽलయߖߜ  ߱  కం݄ x d x x ࡽलయߖߜ
ఒకܽ ڒబܽद ఇߩओ డవ۪ऐ۫ ݞږ ݟంߘ ࡏఈ ఆ ࡏࠬ ݡ  ఎం޶కం݄ ࠳న࣒ అనంޙࢀࢗ ړߖޑ ఆࡏ ఐ޶ x 
 ޴फంࣆࡍసߘఅ ݟంߘ
ఎం޶కం݄ ࠳న࣒ అనంޔࢂࢗ ړߖޑనऒ ओߩ  x x x ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑల అనంږߘࣃ న࣒࠳ ݡ
కएࡅ  ఈ ޑۅంకం  ࢟ܽ܊ߦ ఇߖऔ కएࡅ న࣒࠳ ऱࢇࢗ ړܾߖ  ఒక ఓవ࡛ ఎڡझ  ߱ ऱ x 0ࢇࢗ ړ ࠾ࡍమ ڴ ࡽलయߖߜ
ఇߖऔ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴఒకܽ ܾ߯ߖ .
కएࡅ ߤబܽद మనం ఈ ఫంࣾڒ   ऴڶ ߘ ࠆڴయంݟ అۮ ߖపओ ంڒ ,ݟబܽद ఎڡझ  ߱ ऒߖఅ ࡽलయߖߜ  సం x x xڝ సంڝ 
రछߖ ۨంచబݟందړ0 ߖ సࠪనం అߖ మనࣆࡱޘ ڕ.
నऒޔڷࡏ߭ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉం 1 ࠪڒ 0 ڕߕ బܽदڒ 1    ఫంࣾڒ ߤబܽद ߕࣆऒ  x ޴भ ఇ޵ڜ ڼࡍ߭ ݟంߘ 
ओߩऱనࢀࢗ ړߖޑల అనంږߘࣃ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ߝޕڷࡏ߭ x ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ޴ఇ ݡ
ऴపږޒలంڴ ఉం݄, ఇࡅ ޴కए  ఫంࣾߤ ఎڡझ  ߱  x.޴ంޔం۪߭ ߘ ࡽलయߖߜ
एڕంక 0 కం݄ తޑۅ   వڴ ఉంܿం޴ , ఇ1 ޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ ऴపږޒల అనంࢀࢗ ړߖޑऱనߩओ  ړݟڕ 0 ޴ఇ ݡ
झڡఎ ߤఫంࣾ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࢂࢗ  ߱ కएࡅ ࡽलయߖߜ  ऴࠆڴ, ఇ޴ ఎలऱߩओ  x ޴ఇ ,޴ఉంܿం ޕڷࡏ߭ ݢ
ऴపږޒల అనంޔࢂࢗ ړߖޑంߘ  ޴ం0 ݟ వరڕ ऴపږޒల అనంࢀࢗ ړߖޑऱనߩओ  ల es xږߘࣃ ޴అ ݡ
అనంޔࢂࢗ ړߖޑంږߘࣃ ,޴ల అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴, ఇߩओ 1x x ڕమన ޙఉంۨ ڴసࠪనం ړ1 ߖ మనం ݡ
కएࡅ ఒకܽ x ߯ߖ޳బܽद ఒకڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ߖ ߘߝ సࠪనం ړ߯ߖ޳ఒక ޴ఇ ,޴फంࣆంకం వޑۅ 
ంశం పڒరڒ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ మࢁऱ ఒకܽ కం݄ ࡓంڝڒ ݡदࡍయڴ ࡽ ఉంܿం޴ మࡍڷ ߖ޵ ࠾ࡍంۨ ߘߝ ऴ࢐యగలߘ,x 
ఇݞږ ޴ ఒక ఓవ࡛ ߷ڝदࡍయࡅ ࡽకए  సమघ షڒ ߤబܽद ఇߕࣆ ޴ऒ ݡన ڕఅనంతం వర ݟంߘ  फ࣎ ం޴ , ఇ޴k k 
ఒకܽ ࡅకए ࢐సफవ సంఖङ ంతڜ  ࢐సफవ సంఖङ ࣆࡱޘ ڕమన ߖంకం అޑۅ   మ޳  ࠭࠲ ࠾ࡍछ ऒߖ޵ ࡌ  e 
కएࡅ ల࡛࠿ ޴ఇ ݟంచంۨࣇ కएࡅ ߖ޳ఒక ޴ߝబܽद అڒ ޴ంޔݡవబࡱߧ ߖంకం అࡌबࣄ   ంకం, e eޑۅ 
ఇ޴ ఒకڝ߷ ߯ߖ޳दࡍయࡅ ࡽకए  సమघ షڕ ߤ సࠪనం, ఇߕࣆ ޴ऒ  ఈ k k e ړߖ܉ߖ సࠪనం ړߖޑఅనం ړ
అࡓ ޴ߝంݡ కం݄ ߭దभڴ޴ ఉంڜ ݦంత ࢐సफవ సంఖङ  అߖ ۫పవ۪ऐ  మݡ࠮  ࠾ࡍ కం݄ తڕए వ ړߖ܉ߖ e 
అࡓ ڴࡏࠪࣆ ޴ߝం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఏݡ ఒక ఎړ޴ࠫߖ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ऴపࣆफతం మనڕ࡯ڒ ڕङ ల࣒ ࡹ 
࠭ఖङ నపओڒ ޴న࠳ एڕకం݄ త ݡ࠮ ࠾ࡍమ ޴కం݄ ߭దभ ݡంࡓ ,ڔܽ వ ఎంڕ޶ అߧ۫ ڕࠬ ߖంచړߖݞ e 
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ऴపయޒऒ फࣃ పऱ࣒ ߤసࠪనం ఓవ࡛ వ ړ ࣆࡱޘ ڕࠪ బܽदڒ ߘ  వߤ ఓవ࡛ వߤ ߷ङ పऱ࣒ ࡽయࡍदڝ  వߤ e  o ne 
ఓవ࡛ ܿ ߷ڝदࡍయ݋ݞ ݋ݞ ݋ݞ ࡽ ఇߖऔ ఒకܽ పऱ࣒ ޴ఇ ڕవర ܾߖ  వߤ ఓవ࡛ వߤ ߷ङ ޴ఇ ,޴కం݄ ߭దभ ࡽయࡍदڝ
एڕకం݄ త ݡ࠮ ޴ఇ ڕ޶ఎం ޴కం݄ ߭దभ ݡంࡓ బܽद ఇڒ సࠪనం ړܽݟంࡓ వ 
అߖ ߘߝ  ޙ࠼ వߤ పऱ࣒  వߤ ఓవ࡛ వߤ ߷ङ పऱ࣒ ࡽయࡍदڝ  వߤ ఓవ࡛ ݀ ߷ڝदࡍయࡽ పऱ࣒  వߤ ఓవ࡛ ऴޓ e
߷ङ ऒߕफࣆऴ࢐ ߖఅ ࡽయࡍदڝ एڕఒకܽ కం݄ త ޴బܽद ఇڒ ߘ వ ప ऱ࣒  ఇ޴ మࢁऱ 1 ప ऱ࣒  1 ఓవ࡛ 2 ߷ङ ప 2 ࡽయࡍदڝ ऱ࣒  3 
߷ङ .޴ఉంܿం ߝڴ࡮ ࡽయࡍदڝ
 
ࡓ 3 ऱܿ 2 ڒబܽद ఇ1 ޴ కం݄ తڕए వ 2 చޔరऴڒࣃరంࡹ ఉంܿం޴ , ఆ߯ ߘߝ మࡍࣃࡗ ऴ޳࢐भ ం 1 ఓవ࡛ 4 
ࡓ 4 ࡽయࡍदڝ߷ 4 ࡽయࡍदڝ߷ ऱܿ 3 ࡓ ऱܿ 2 కం݄ ߭దभࡓ 2 ޴ ऱܿ 2 ࡏࣃऱ 2 అం݄ 2 ږङ  రకంڒ  బܽद 1 ఓవ࡛ 4ڒ ࠗ
అ1 ޴ߝ ఓవ࡛ 2 ږङ ࠗ కం݄ తڕए వ మߖ޵ ࠾ࡍ వలన ߘߝ ࠬద ఒకܽ పऱ࣒  వڝ߷ ߤदࡍయࡽ అߖ ऴ࢐࣋फ ఇ޴ n 
n 
एڕకం݄ ఎ ړ వ ࡓంݡ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఇండࣾߧࡐߖ ڴ࡮ ڴࡏߝ ޳ࡶ ߤంచవ۪ऐ  n i 
ఇకए డ మనం ఒక ߖ ߰ంߕޔ޶ऒ మߖ ఇߩओ ऒߕफࣆ۫ మనం ݡ ࠭ ఓ࠱ऴܽ1 ࣒ࡎࣄ ڡ ప ऱ࣒ పऱ࣒ ࠆࣔ  ए࣋ ࠆࣔ  छ ࡛ge
మ࠴ ࠾ࡍదࡷన࢑ మ࠾ࡍ ఈ ڣࡔగށత ऴߖށࢩ 
మనం ఈ అనంత࠳న ऴߖށࢩ సంऀపफం ۯయగలమࣄ۫ ࡏࠬ ߖ ఉండవ۪ऐ ङ܉ బܽदڒ , పऱ࣒ ށࢩయ ऴޓࠫ  ఆ࡛ ప ऱ࣒
ఆ࡛ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ అనంతం వరڕ ఇࡏڷ ޴फߖࡌ ڕవछ ం܉ ݟङ షओߖ యޓࠫ  కం݄ r 1 ࡹవࡱ࢑ రपߪफ సంޒ
తڕए వڴ ఉం݄ 1 కం݄ ఎڕए వ ࠳న࣒ ړ సࠪనం ڒబܽद r
షओߖ రణ߄ࣃ ࡏࠬ एڕफ కం݄ తޒ వڴ ఉనऒ ంత వరࡏࠬ ڕ అనంత ऴړށࢩ పڕࣆޓ ߖޒࠫࡍం݄ ఈ ڣࡔగށత 
ऒߖ޵ ࡏࠬ ࡹతफం࠴ గమనంࡗߩ  ۫డవ۪ऐ .
 1 సంߪరप ࡱ࢑వࡹ ఇ޴ కࣆࡱफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ࠳న࣒ ړ సࠪనం ڒబܽद ఒకړߖ޳ r 
సࠪనం మࡓ ࠾ࡍంړݡ సࠪనంڴ ఉంచడం వలऱ ఒకܿߦ ޜߖ޳ ࣾࠫంచంݟ ఒకܽࡓ ړంړݡ సࠪనం r r 
పऱ࣒ ݡంࡓ ړబܽद ఒకܽڒ  వࠑ ߤ ܿ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ అం޶వలన  ߯ߖ޵ అం݄ వࠑ ߤ వ࠳ ߤన࣒ వࠑ ߤ ar a 
݀ సࠪనం ڒబܽद ఈ 1 ࣒ࡎࣄ ప ऱ࣒ పऱ࣒ ࠆࣔ   1 4వ మ8 1 ࠾ࡍ ఈ ޑ࠴फ లړ2 ߘ సమࣆࡏږफం޴, ఆ߯ 1 ڕߕ 
 ప ऱ࣒  ఉంڒ ޴బܽद ఒక ప ऱ࣒  కం݄ తڕए వ  ڣࡔగށత ࠴తफం ࡓంݡ, ఇړݡ࠮ ޴ సࠪనం   ࠬࡏ ఈ ऴకమం e 
కएࡅ  పߖޒࠫࡍ ప࣋࡯ࢣࡍफ, అ޴ߝ ఒక అࣜޔక సంఖङ  అߧࡐߖ ߖంచబడగలదښ ߖవలం ఒక ࢐సफߖ࢐ऒ  e ei 
కएࡅ ఈ ऴకమం ࡏࠬ బܽदڒ ,޴फంࣆయܑ࡯ޘ  పߖޒࠫࡍ ۫࣋फ శړ फ޳ ړछ కएࡅ ࡌ  పߖޒࠫࡍ వߤ పऱ࣒  వߤn n n 
కएࡅ  అనంࢇࢗ ړߖޑऱ పݞږ ߖޒࠫࡍ ऴ࢐యߖవछ ంݟ.
  1 ప ऱ࣒ ఖۨऐ ڕమన ޴పవ࡛ ఇ ࠑ 1  తంړ ڴ సࠪనం ࣆۯफం޴ మ࠾ࡍ మనం పړ0 ࡹ1 ߖޒࠫࡍ ప ऱ࣒  n n e x x 
߭ంచడం ޳छ పओۮ ߘߝ ࢐సफవం బܽद ఈڒ సࠪనం ړ ݞږ ంచడం߭ ړ పవ࡛  ࡌ 1 ڕफతం మనࣆऴప  ߘ e
అవసరమࡃङ  మࡖక ࢑షయం ఏࠫటం݄ , ࡅకए కएࡅ ంకంޑۅ  కएࡅ ऱࢇࢗ ړ0   పߖޒࠫࡍ గ޳ށभ ం, h h 
थ܉ఈ సం ߘߝ బܽदڒ ऒߖߕࠪ  ఉపڵࡆంచߖవछ ంڒ ,ݟబܽद సం܉थ ࠪనం మనం ޑۅంక ߖ శړ फړ అߖ x e 
ऴࣃ࢐फ కएࡅ , फ࣋۫ ߘߝ కߘక ࡔస ݞږ ࠭ కएࡅ కం݄ ࡽయࡍदڝ߷ ఒక ޴ంకం ఇޑۅ   ఒక ప ऱ࣒ x h h h ړ 
సࠪనం అڕࠪ ߖ  
ङږ ࡽయࡍदڝ߷ ࣆࡱޘ छ޳ ࠗ ప  ࡌ ऱ࣒  ࣋ए छ छ޳ రకంڒ ݡ࠮ న࠳రకڒ ړ , సࠪనం ڕ ࡛ h h h n 2 ࡌ h  n 
మ࠾ࡍ అం޶వలన ఇߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ ఒకܽ కం݄ వߤ పऱ࣒ e h h h.޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ 
  
అߩओ కएࡅ న࣒ ఒకܽ కం݄࠳ ݟంߘ ݡ  పޒࠫࡍ ఒక హڕए పవ۪ऐ۫ ߖసࠪనం అ ڕ  బܽद h h h e hڒ ,
ऒߕࣆ ओߩటߝڕࡏۯ ړ ऒߗబంధనలߖ ఈ ݡ  ࣋ए छ छ޳  రకంڒ ߖ ࡛ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ڴయంߦంఛనऴ࡮ ࡌ  h 3
మ࠾ࡍ ఈ ߖబంధనలߗऒ ऒߕࣆ ޒࠫࡍబܽद ఈ పڒ దܽ పదం 1࠴  ࠾ࡍమ ࠼ంܼڕࡏۯ ړ0  ओߩऱనࢀࢗ ړ  hݡ
అ޴ ఒకڕࡏۯ ړߖ޳ంܿందߖ ۫పవ۪ऐ , కߘక ఇ޴ ఒక ࠭ఖङ  ంకޑۅ న࠳అవసర ڕమన ޴ఇ ,ޒࠫࡍన ప࠳

పޒࠫࡍ ఒకܽ ࠳న࣒ కం݄ ఒకܽ, ఇߩओ एړࡵ ߘߝ ݡ ంచړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ  h h ߘ
కएࡅ ݟంߘ ݟంߘ  ఉతओ నऒ ం ఈ ޑۅంక ڒ ߅࢑బܽद మనం ړ ړ ߖ సࠪనం అߖ e x e e to the x fx e e

ऴࣃ࢐भ ం, అߩओ f x ޒࠫࡍఈ ప , ړߖݞనھߘక ߖ ࠹व߯ ݡ h 
కएࡅ ऒߕࣆ   x f.࡯ݞ۫ ޾ࡶ ޾ంޔࢂࢗ ړ

  ఈ పޒࠫࡍ ఉం݄ 
కం݄ కం݄ ࠳న࣒ అߩओ ఉతओ ޒࠫࡍప ݡ నऒ ం అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇࡅ ޴కए  పړޒࠫࡍ h h x f, h 

సࠪనం 0 ߘంݟ  ప ऱ࣒  కం݄ కం݄ e x h e x h ݟంߘ న࣒࠳ 
झڡన࣒ ఎ࠳ ޴ߝంకం అޑۅ  ߱ కएࡅ ࡽलయߖߜ ࡓ ంకޑۅ  ऱܿ ޑۅంకమڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद x h x x 

మనం ڝࣆޓవ۪ऐ ࡓ సࠪనం ړ ޴రణం ఇ߄ࣃ   ऱܿ పߘ 0 ޒࠫࡍం࠳ ݟన࣒ 1 కం݄ 1 e x e x h e h h 
మ࠾ࡍ ఈ పړ  ޒࠫࡍ సࠪనం ڒబܽद ఇړ ړ ޴ సࠪనం ڒబܽद ఎڡझ  ߱ 1 ࡮ۧ ޴ߝఅ ߤఫంࣾ ࡽलయߖߜ e e e  x 
ऴపޙङ క࠳న ఫంࣾߖ޵ ,ߤ ఉతओ నऒ ం ޳నంతట అڒ ޻బܽद ߘ ࠭࠲ంߘ ݟంݟ వరڕ ఉనऒ  ఉతओ నऒ ం e x x d
ऒߕڕࣆࡱޘ ߖఅ ݟంߘ ࠑ ࠭.dx e x 
  ఎڡझ  ߱ ऒߖڜ నݟږ ޜ ߤఫంࣾ ࡽलయߖߜ छ޳ ࡱ ࢟ܽ࢘ࡍݥ  छ޳ ࡌ  d d e x ڕవర ޶పవ࡛ ఐ ݟంߘ ࡌ
ఉంܿంڒ ,޴బܽद మనం ߖ ࣆࡱھయࠪߖऒ  ఉపڵࡆంచవచऐ  dd x e ݟంߘ ޶ఐ ߖߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍమ ߖ
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ఐࡓ ޶ ऱܿ ޳छ झڡऴ࢐࣋फ  ఎ ڴ ఈ ޶ఐ ࡌ  ߱ కएࡅ ߤఫంࣾ ࡽलయߖߜ  ఉతओ నऒ ం ߖ ڕߕ ఐࡓ ޶ ऱܿ x d x dx e x 
ఐ޶ ఇࣆफం޴ ఇ޴ ఎڡझ  ߱ కएࡅ ࡽलయߖߜ ए࣋ ࡽࡐ ߤ۰ ߘߝ ޙ࠼సࠪనం, అ ڕ ࢟ܽ࢘ࡍݥ  छ छ޳ ࡛  x ࡌ
ए࣋ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ ݡంࡓ ޴ఇ ,࡯࠻ۯࡏ࢘ छ ࡓ ݡంࡓ ړ ࡛ ऱܿ ߖ ߰ంڒ ߘޑ޶బܽद ߘంߤܼ ݟ x x x e e 
छ޳ ړߖࠪࡹ࢑ भ޳ۯ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࡌ ం ࡅకए కएࡅ మంࡹ࢑ ߤܼ   ఉతओ నऒ ం 1 కం݄ 1 ప ऱ࣒  dx d x x 
చޔరऴ1 ړߖࣃ అߖ మనࣆࡱޘ ڕ , ఆ߯ ߘంࡅ ݟకए  ఉతओ నऒ ం ࡓ ऱܿ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇړ ړ ޴ e x e x 
సࠪనం ڒబܽद 
ఇࡓ ޴ంݡ కڵ࠙ ޜ ߧ࡯ంచబޔݡం޴ సڒ ࡔబܽद ఇ޴  ఈ܌ࡗ ఉపߕङ ऒߖࣃ  త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡹ e x 
ङߕఉప ޒ࢐ࡏంۧ࠭, తڵ࠭ సం࡮ ࠭࠲ ࡹగࡍథࠫڡ ఫంࣾߤ అࡱߧ ߖవబݦ ఎڡझ  ߱ కएࡅ ߤఫంࣾ ࡽलయߖߜ  
ऒߖࠪࡹ࢑ రछߖ  फࣃۨ ࠭ మ࠾ࡍ ఆ߯ ࡅ ࠭࠲కए కएࡅ ۃ࡮   ఉతओ ऒߕ ऒߖ  గࣃށफ ࠭ మ࠾ࡍ తࡌछ త x 
కएࡅ ࠹థࡍగ࡮ ࠭࠲ ऒߖڜ   లࣾހలࣃ۫ ߘफ ࠭  ఆ߯ ఈ ఫంࣾߤ లߘ ఉపڵࡆంۨ మߖڜࡍऒ  ఉతओ ऒߕ లߘ 
एړࡵ ంచంݟ ధనङ  ࡱ޳࢐
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