
 வணக்கம் மாணவரக்ேள, கடந்த ௳ரி௵ைர௜ல் வ௯த்ேதான்றல்கள் ஶ௣த்த நான்காவௌ 
௳ரி௵ைர இன்௥ , ேவ௥பாட்ூற்கான சங்ழ௧ ௳ொையப் பாரத்்ேதாம் , ௔ன்னர ்கடந்த வஶப்௔ல் 
தைலவழ் ௚க்ேகாண௳யல் சார௖்களின் வ௯த்ேதான்றல்கைளத் ேதூேனாம் 

இன் ைசன் தைலவழ் வ௯த்ேதான்றைலக் கணக்ழட்ேடாம்., x 
  மற்௥ம் இன் டான் தைலவழ் மற்௥ம் ௔ன்னர ்நான் ெசான்ேனன் இேதேபால் மற்ற தைலவழ் x 
௚க்ேகாண௳யல் சார௖்களின் வ௯த்ேதான்றைல அ௄த்த வஶப்௔ல் கணக்ழ௄ேவாம், எனேவ 

இன் ைசன் இன்ெவர௻்ன் வ௯த்ேதான்ற௧ன் ஆல் ஆனௌ 1 க்ஶ ேமல் வரக்்க௛லத்ொற்ஶx d dx 
சமம் என்பைத ௚ன்௖ பாரத்்ேதாம்.
  ைமனஸ் சௌரம் மற்௥ம் x x 
இன் டான் தைலவழ் என்பதன் வ௯த்ேதான்றல் இப்ேபாௌ ௚க்ேகாண௳யல் ௳ரி௵ைர௜ல் 
நீங்கள் ஼ல அைடயாளங்கைளக் கற்௥க்ெகாண்ூ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ ைசன் இன்ெவரஸ்் x
௔ளஸ் டான் இன் ௔ளஸ் காஸ் இன்ெவரஸ்் என்பௌ ைபக்ஶ சமம் என்பைத நாங்கள் x 
அ௣ேவாம்.
 

தைலவழ் ஆனௌ ஆல் இரண்டாக௵ம், அேத ேபால் tan inverse x plus cotangent x pi 
தைலவழ் மற்௥ம் தைலவழ் என்பௌ ஆல் ைப ஆஶம், எனேவ secant x cosecant x pi sin 

என்பதன் வ௯த்ேதான்றைல நான் அ௣ந்த௵டன்  ஆனௌ இன் inv erse xi cos inverse x 
வ௯த்ேதான்றைல இந்த அைடயாளத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ கணக்ழட ௚ூ௞ம் எனேவ cos 

என்பௌ ஆல் 2 ைமனஸ் ஐத் த௳ர ேவ௣ல்ைல , இௌ inverse x pi sin inverse x cos 
இன் வ௯த்ேதான்றல் 2 ஆல் ௜ன் வ௯த்ேதான்ற௩க்ஶ சமம் 0 ைசன் inverse x pi minus d  

தைலவழ் இன் ஆல் x dx 
, இௌ ஒ௠ ைமனஸ் சௌரத்ொன் வரக்்க ௛லத்ொன் ைமனஸ் 1 க்ஶ சமம் மற்௥ம் அேத ேபால் x 
கடூ்ல் தைலவழ் இன் ெடரிேவடூ்வ் டான் தைலவழ் இன் வ௯த்ேதான்ற௧ன் ைமனஸஓக்ஶ x x 
சமம், இௌ இப்ேபாௌ ஒன்௥க்ஶ ேமல் ஒன்௥ ஷட்டல் சௌரம் ஆஶம் நாம் x secant inverse x 
மற்௥ம் ஆழயவற்௣ன் வ௯த்ேதான்றைலக் ெகாண்௄ள்ேளாம், எனேவ cosecant inverse x 
நான் இன் வ௯த்ேதான்றைலக் கணக்ழட ௚ூந்தால், ௙ண்௄ம் secant inverse x cosecant 
தைலவழ் இன் வ௯த்ேதான்றல், இன் வ௯த்ேதான்ற௧ன் எொரம்ைறயாக x secant inverse x 
இ௠க்ஶம், எனேவ ஐக் கணக்ழ௄ேவாம்  இன் எனேவ நாம் பாவம் d dx secant inverse x 
தைலவழ் மற்௥ம் ப௱ப்௖ தைலவழ் க்ஶ சமம் என்பௌ தைலவழ் க்ஶ சமம் y y secant x 
௔ன்னர ் இன் க்ஶ சமம் எனேவ ஐப் ெபா௥த்ௌ ேவ௥ப௄த்ொனால் நாம் இன் x y secant x x 
வ௯த்ேதான்றல் 
ஒன்௥ இன் ெசக்கன்ட்ூன் க்ஶ சமம் மற்௥ம் சங்ழ௧ ௳ொ௜ன் ௛லம் இௌ க்ஶ சமம் y dx d y 
௚ைற இௌ சங்ழ௧ ௳ொ௜ன் ௛லம் ஆனால் நாம் அ௣ந்த இன் வ௯த்ேதான்றல் dydx secant y 
என்ன இௌ ெப௠க்கல் மடங்ஶ இன் ெசகண்ூற்ஶச ்சமம், இௌ இன் y tan y dydx dx 
வ௯த்ேதான்றல் ஐக் ஶ௣க்ழறௌ, இௌ ஒ௠ ெநாூக்ஶ ேமல் மடங்ஶ க்ஶ சமம், இந்த dy y tan y 
வ௯த்ேதான்றைல நாம் ெவளிப்ப௄த்த ௳௠ம்௖ழேறாம் என்பௌ இன் ெசகண்ட் தைலவழ் xy x 
எனேவ இன் ஆழறௌ.y secant 

இன் இங்ேக ஐ ஆல் மாற்றலாம் மற்௥ம் இன் டான்  y secant is equal to xi secant y x y 
டான் சௌரம் ைமனஸ் 1 என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம், எனேவ இௌ சௌரம் க௯த்தல் 1 க்ஶ சமம், y x 
இௌ என்பௌ ஷட்டல் அல்லௌ க௯த்தல் வரக்்க ௛லத்ைதக் ஶ௣க்ழறௌ  சௌரம் tan y x 
ைமனஸ் ஒன்௥, இௌ ேநரம்ைற அல்லௌ எொரம்ைற ஶ௣யா என்பைத இப்ேபாௌ நாம் 
ோரம்ானிக்க ேவண்௄ம், எனேவ உங்கள் ௚க்ேகாண௳யல் ௳ரி௵ைரகளில் இ௠ந்ௌ இன் x 

தைலவழ் என்௥ நான் எ௱ொனால், இௌ இன் ெசகண்ட் தைலவழ் என்௥ எ௱ொனால், secant x x 
ஐ ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால், 0 ௚தல் வைர 2 வைர இ௠க்ஶம்.pi 
  1 எனேவ , இௌ ல் இரண்௄ ௚தல் எனில் என்பௌ க௯த்தல் ௚ூ௳௧ைய க௯த்தல் pi- p  i x n 
ஒன்௥ எனேவ இதற்ஶ காரணம் இன் தைலவழ் எப்ேபாௌம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் x secant pi 
க்ஶம் இைட௜ல் இ௠க்ஶம் மற்௥ம் அௌ ஒ௠ேபாௌம் 2 ஆல் ஆக ௚ூயாௌ மற்௥ம் ஐ ௳ட pi x 1 
ெபரியதாக இ௠ந்தால் 1 ஐ ௳ட ெபரியதாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠ந்தால் 1 க்ஶ சமமாக 
இ௠க்ஶம் என்பௌ ஐ ௳ட 2 ஆல் ஶைறவாக௵ம் , 0 க்ஶ சமமாக அொகமாக௵ம் , என்பௌ x pi x 
ைமனஸ் 1 க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், ஆனௌ ஐ ௳ட 2 ஆக அொகமாக௵ம், secant inverse x pi 

க்ஶ சமமானைத ௳ட ஶைறவாக௵ம் மற்௥ம் என்பௌ pi secant inverse x secant inverse 
க்ஶ வைரய௥க்கப்பட௳ல்ைல.x 

ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶம் ஒன்௥க்ஶம் இைட௜ல் இ௠ந்தால் வைரய௥க்கப்பட௳ல்ைல,  x 
ஏெனன்றால் ோட்டா௳ன் எப்ேபாௌம் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் அல்லௌ ைமனஸ் secant 
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ஒன்௥க்ஶ சமமானைத ௳ட ஶைறவாக இ௠க்ஶம் எனேவ என்பௌ தைலவழ் க்ஶ y secant x 
சமம், இௌ 0 க்ஶ என்௥ நாம் ெபற்ேறாம்.pi 
 ஆல் 2 ஆல் ஒன்௥க்ஶம் ௚ூ௳௧க்ஶம் இைட௜ல் இ௠ந்தால், இௌ ைபக்ஶ இரண்டாக x 
இ௠ந்தால் ைபக்ஶ இரண்டாக இ௠ந்தால், ைமனஸ் ஒன்௣ற்ஶச ்சமமாக இ௠ந்தால், இப்ேபாௌ x 
நாம் ௳௠ம்௖வௌ, இன் டான் என்ன என்பைதக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், என்பௌ y y 
இைடெவளி ௗஜ்௷யத்ொல் உள்ளௌ என்பௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.
 1 க்ஶ சமமான க்ஶ இரண்௄ ைப க்ஶ சமம் மற்௥ம் என்பௌ க்ஶ 2 க்ஶ இைடப்பட்ட x y pi 
இைடெவளி௜ல் ஆக இ௠ந்தால் ைமனஸ் இன்ஃ௔னிடூ்௜ல் இ௠ந்ௌ ைமனஸ் 1ல் உள்ளௌ.pi x 
 எனேவ இௌ  ஒ௠ ௚ூ௳௧௜ல் இ௠ந்தால் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமானைத ௳ட அொகமாக x 
இ௠க்ஶம் , இௌ ஆனௌ ைமனஸ் இன்ஃ௔னிடூ்௜ல் இ௠ந்ௌ ைமனஸ் ஒன் ஆக இ௠ந்தால் x 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்ஶம் என்பதால் இௌ நமக்ஶ 
ெதரி௞ம்.
  அந்த டான் ெசயல்பா௄ ௚தல் நான்ழல் ேநரம்ைறயாக௵ம், இரண்டாவௌ நான்ழல் 
எொரம்ைறயாக௵ம் இ௠க்ஶம், எனேவ ௚ந்ைதய பக்கத்ொல் டான் இ௠ப்பைதப் பாரத்்தால், y x 
சௌரம் ைமனஸ் 1 இன் ௔ளஸ் அல்லௌ ைமனஸ் ஸ்ெகாயர ்௡ட் 1 க்ஶ சமமாக இ௠க்க 
ேவண்௄ம்.
 ௔ன்னர ் இன் டான் எொரம்ைறயாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ 1க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் y x x 
சௌரம் க௯த்தல் 1 இன் வரக்்க௛லத்ொற்ஶச ்சமம், ேம௩ம் 

என்பௌ 1க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் சௌரம் க௯த்தல் 1 இன் வரக்்க ௛லத்ொன் க௯த்தல் ஆஶம் x x 
.
  ைமனஸ் 1 இௌ இன் தைலவழ் டான் ஆஶம் எனேவ ஆல் இன் தைலவழ்x secant d dx secant 

சமம் 1 க்ஶ சமம் சமம் க்ஶ சமம் நான் ௙ண்௄ம் எ௱ௌழேறன் ெப௠க்கல் x y x x secant y 
இௌ 1 மடங்ஶ சௌர ௛லத்ொற்ஶ சமம்  சௌரம் க௯த்தல் 1 என்றால் ஐ ௳ட tan y x x x 1 

அொகமாக இ௠ந்தால் , இௌ  சமம் 1 க்ஶ ைமனஸ் வரக்்க௛லம் சௌரம் க௯த்தல் 1 என்றால் x x x
ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் இன் டான் ைமனஸ் ஸ்ெகாயர ்௡ட் சௌரம் க௯த்தல் ஒன்௥, y x x 
ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், மன்னிக்க௵ம், இைத ஒ௠ங்ழைணத்ௌ பாரக்்கலாம்  x 1
ஐ ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால், க்ஶ ேநரம்ைற ஶ௣ மற்௥ம் க்ஶ சமமான க௯த்தல் 1 x x x 
க௯த்தல் ௙ண்௄ம் ேநரம்ைற க௯த்தல் என்பௌ க்ஶ சமம், ஏெனனில் க்ஶ x x mod x mod x x 
சமம் என்றால் 0 க்ஶ அொகமாக இ௠ந்தால் மற்௥ம்  ைமனஸ் 0க்ஶக் ஶைறவாக இ௠ந்தால், x x x
என்பௌ இன் ெசகண்ட ்தைலவழ் ஆல் ஐ எ௱தலாம்.dx x d 
  ஒன்௥க்ஶ, இௌ இன் வ௯த்ேதான்ற௩க்கான ித்ொரம், இங்ேக நாம் secant inverse x x 
சௌரம் க௯த்தல் 1 இன் ஒ௠ மடங்ஶ வரக்்க௛லத்ைத ஒன்௥ ெகாண்ூ௠ப்பைத நீங்கள் mod x 
நிைன௳ல் ெகாள்ள ேவண்௄ம், எனேவ எொரம்ைறயானௌ க௯த்தல் 1 ஐ ௳ட ஶைறவாகேவா x 
அல்லௌ சமமாகேவா இ௠ந்தால், இௌ வ௯த்ேதான்றலாக மா௥ம்.
  எொரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் , எனேவ ேகாெசகண்ட் தைலவழ் என்பதன் வ௯த்ேதான்றைல௞ம் x 
ெப௥ழேறாம் ெசகண்ட் தைலவழ் இன் வ௯த்ேதான்ற௧ன் ைமனஸ் ைமனஸ் ஆல் ைமனஸ்x x 
1 ஆல் மடங்ஶ ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் ஒன்௣ன் வரக்்க௛லம் ௙ண்௄ம் இௌ ஒன்௥க்ஶ சமமான x x 

க்ஶ மட௄்ேம வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ, mod x 
எனேவ நாங்கள் சங்ழ௧ ௳ொையப் பயன்ப௄த்ொ அைனத்ௌ தைலவழ் ௚க்ேகாண௳யல்களின் 
வ௯த்ேதான்றைல நி௡௔த்ௌள்ேளாம் ெசயல்பா௄கள் இப்ேபாௌ அ௄த்ததாக நாம் பாரப்்பௌ , 
ஒ௠ சார௔்ன் வ௯த்ேதான்றைலக் கண்௄௔ூப்பௌ என்பௌ இன் சார௖் ஆஶம், அங்ஶ y x y 
என்பௌ இல் உள்ள ஒ௠ மைற௚கமான சார௖் என வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ நான் x 
மைற௚கமான ேவ௥பாட்ைடச ்ெசய்ேவன், எனேவ ஼ல ேநரங்களில் 

உடன் ெதாடர௖்ைடய சமன்பா௄ இ௠க்ஶம்.y 
ஆனால் இன் ெசயல்பாடாக ெவளிப்பைடயாக எ௱ௌவௌ கூனம், உதாரணமாக   x x  y y 

ஷட்டல் ைசன் என்பௌ க்ஶ சமம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனேவ என்பௌ ஐச ்y x y x 
சாரந்்தௌ என்பைத நாம் அ௣ேவாம், ஆனால் ஐ ேநரூயாக ஒ௠ ெசயல்பாடாக எ௱த ௚ூயாௌy 
.

மற்௥ம் நாம் ஐக் கணக்ழட ௳௠ம்௖ழேறாம், எனேவ இன் வ௯த்ேதான்றல் ஐக்   x dydx dx dy 
கண்௄௔ூப்பேத எங்கள் ேநாக்கமாஶம், எனேவ இங்ேக ஐ இன் ெசயல்பாடாக எ௱த y x 
௚யற்஼ப்பதற்ஶப் பொலாக இங்ேக எ௱த ௚ூயாௌ, நாங்கள் ௔ன்வ௠மா௥ மைற௚கமான 
ேவ௥பாட்ைட ெசய்ேவாம்,
 அதனால் நாம் என்ன ெசய்ழேறாம் நாம் ெவ௥மேன வ௯த்ேதான்றைல எ௱ௌழேறாம், எனேவ 

ஷட்டல் ஶ௣ என்பௌ க்ஶ சமம் என்பைத இௌ ஶ௣க்ழறௌ, நான் இன் ௔ளஸ் ைசன் y y x dx y 
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இன் வ௯த்ேதான்றல் ஐ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், இௌ இன் க்ஶ சமம்.y d dx dx 
என்பௌ சங்ழ௧ ௳ொ௜ன் ௛லம் ஒன்௥க்ஶ சமம். sine y 

 
ஐப் ெபா௥த்தமடூ்ல் இன் வ௯த்ேதான்றைல என்ற பாவத்ொன் ைடம்ஸ் x sine y d y dydx 

ஆல் எ௱தலாம் என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம், ேம௩ம் இங்ேக நாம் சங்ழ௧ ௳ொையப் 
பயன்ப௄த்ௌழேறாம், எனேவ நான் ெபாௌவானைத எ௄த்ௌக் ெகாள்ளலாம் என்பைத இௌdydx 
ஶ௣க்ழறௌ.
 
௚ைற ஒன்௥ ஷட்டல் ைசன் இன் வ௯த்ேதான்றல் ேகாைசன் ஒன்௥க்ஶ சமம், இௌ y y dydx 
என்பௌ ஒன்௥க்ஶ ேமல் ஒன்௥ மற்௥ம் வழங்ழயௌ ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமம் அல்ல cos y 
என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ மைற௚க ேவ௥பாட்ைடச ்ெசய்வதன் ௛லம் நாம் ெடரிேவடூ்வ்

ஐப் ெபற ேவண்ூயொல்ைல என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க இன் ெசயல்பாடாக மட௄்ேம dydx x 
இந்த எ௄த்ௌக்காடூ்ல் ெடரிேவடூ்வ் க்ஶ ேமல் 1 ௔ளஸ் ஆஶம், இப்ேபாௌ இன்dydx 1 cos y x 
அூப்பைட௜ல் என்பௌ நமக்ஶத் ெதரியாௌ, எனேவ ெபாௌவாக ெடரிேவடூ்வ் cos y dydx 
என்பௌ மற்௥ம் இன் ெசயல்பாடாக இ௠க்ஶம், அௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்  மைற௚கமாக x y y 
ஒ௠ ெசயல்பா௄  இந்த சமன்பாட்ூன் ௛லம் இன் x n 
என்பௌ மைற௚கமான ேவ௥பாட்ைடப் பற்௣யௌ, இப்ேபாௌ நான் ெசய்ய ௳௠ம்௖ம் அ௄த்த 
௳ஷயம் என்னெவன்றால், பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவகள் அல்லௌ ௚க்ேகாண௳யல் சார௖்கள் 
அல்லௌ தைலவழ் ௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பா௄கள் அல்லௌ ஼ல சக்ொக்ஶ ஼ல ஆழய x 
ெசயல்பா௄கைள நாங்கள் க௠த்ொல் ெகாண்௄ள்ேளாம்.
 அொேவக ெசயல்பா௄கள் மற்௥ம் மடக்ைக ெசயல்பா௄கள் ேபான்ற கால்ஶல௻ல் ௘க௵ம் 
பய௑ள்ளதாக இ௠க்ஶம் ௔ற ெசயல்பா௄க௬ம் உள்ளன, எனேவ நான் 
உங்க௬க்ஶ அொேவக மற்௥ம் மடக்ைக ெசயல்பாடை்ட அ௣௚கப்ப௄த்த ௳௠ம்௖ழேறன், அதன்
வ௯த்ேதான்றல்கள் என்ன என்பைதப் பாரப்்ேபாம், எனேவ அொேவக ெசயல்பாடை்டப் பற்௣ 
ேபாேவாம், எனேவ அொேவகத்ைத வைரய௥ப்ேபாம் .

இௌ 1 ஷட்டல் க்ஶ ேமல் 1 காரணி மற்௥ம் சௌரத்ொற்ஶ ேமல் 2 காரணி மற்௥ம் ௖ள்ளி   x x x 
௖ள்ளி ௚தல் ௙ௌ காரணி வைர ௚ூ௳௧ வைர, இௌ ஒன்௥ம் இல்ைல, ஆனால் இதற்ஶ x n n 
சமம் என்௥ ா௠க்கமாக எ௱ௌழேறாம் இன் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் க்ஶ n x n 
ேமல் காரணி மற்௥ம் ஷட௄்த்ெதாைக௜ன் வரம்௖ க்ஶ ேமல் காரணி க்ஶ சமம் n x k k k 0 n 
௚ூ௳௧ைய அேஶம் ேபாௌ இௌ சக்ொத் ெதாடர ்என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ நாம் ஒ௠ 
ெசயல்பாடை்ட எல்ைலயற்ற ெதாடராக எ௱ௌழேறாம் மற்௥ம் எந்த எல்ைலயற்ற ெதாடைர௞ம்
இந்த வைரய௥க்கப்படட் ெதாடரின் வரம்பாக எ௱தலாம், எனேவ நாம் இங்ஶ அொக க௄ைமக்ஶ
ெசல்ல மாட்ேடாம், ஆனால் நான் இவ்வா௥ எ௱ௌழேறன்.
  இந்தத் ெதாடரானௌ ேமற்ஷ௣ய ெதாடர ்ஒன்௥ப௄ழறௌ மற்௥ம் ஒன்௣ைணழறௌ என்பௌ  
ஒவ்ெவா௠ ெமய்எண்ேக்ஶம் ஒ௠ வைரய௥க்கப்படட் உண்ைமயான எண்ணாக இ௠க்ஶம், x 
எனேவ அொேவக சார௖் இன் அொேவகமானௌ, இந்தத் ெதாடர ்ஒ௠ங்ழைணக்ஶம் வரம்பாஶம், x 
எனேவ ஒவ்ெவா௠ உண்ைமயான எண்ேக்ஶம் அொேவக வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ.x 
 
சரி, ேம௩ம் அொேவக ௔ன்வ௠ம் பண்௖கைள ௗரத்்ொ ெசய்ழறௌ ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ொன் x 
அொேவகமாக இ௠க்ஶம் என்பைத நீங்கள் பாரத்்தால், இன் அொேவகமானௌ ஒன்௥ ஷட்டல் x x 
மற்௥ம் காரணியான இரண்ூன் ேமல் சௌரம் என வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ.x 
 ெசால் ஒன்௥ மற்௥ம் மற்ற அைனத்ௌ ெசாற்க௬ம் ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ ௗஜ்௷யத்ொன் 
அொேவகமானௌ ஒ௠ ௳னாூக்ஶ சமம் என்பைத எளிதாகக் காணலாம், அதாவௌ 

இன் அொேவகமானௌ அொகரிக்ஶம் x 
ெசயல்பா௄  என்பௌ இரண்௄க்ஶக் ஶைறவானௌ என்பௌ , ஒன்௣ன் அொேவகமானௌ x x x x 
இரண்ூன் அொேவகத்ைத ௳டக் ஶைறவாக இ௠ப்பைதக் ஶ௣க்க ேவண்௄ம், எனேவ நீங்கள் 
இங்ேக பாரத்்தால், நான் இரண்ைட ஐ ௳ட ெபரியதாக எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், நிசச்யமாக x x x
இரண்௄ காரணிகளால் ஒன்௥ ஒன்ைறக் காடூ்௩ம் காரணியான ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄ x x 
சௌரம் காரணியான இரண்ைட ௳ட ெபரியௌ  இந்தச ்ெசயல்பாட்ூன் ெடாைமன் அைனத்ௌ 
உண்ைமயான எண்களின் ெதாஶப்௖ என்௥ நான் ெசான்னௌ நிசச்யமாக எங்க௬க்ஶத் 
ெதரி௞ம், எனேவ இந்த அொேவக அைனத்ௌ க்ஶம் வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ மற்௥ம் இௌ x r 
அைனத்ௌ ேநரம்ைற உண்ைமயான எண்க௬க்ஶம் சமமான அொேவக ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௖ 
அைத ௔ளஸ் ௛லம் ஶ௣க்ஶம்.r 
  இௌ 0 க்ஶ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் எனேவ அொேவக ஒ௠ேபாௌம் எொரம்ைற மொப்ைப எ௄க்காௌ x 

Pru
tor
@
IIT
K



அல்லௌ ௗஜ்௷ய மொப்௖ அொேவக ஒ௠ேபாௌம் ௗஜ்௷யமாகேவா அல்லௌ எொரம்ைறயாகேவாx 
இல்ைல ஐந்தாவௌ பண்௖ நான் எ௱ௌேவன், ேநரம்ைற ௚ூ௳௧ைய ெந௠ங்ஶம்ேபாௌ இந்த x 
அொேவக க்ஶ என்ன நடக்ஶம்.x 
 
நீங்கள் பாரத்்தால் இன் அொேவகமானௌ 1 ஷட்டல் ஆல் காரணி 1 ஷட்டல் சௌரம் காரணி x x x 
2 மற்௥ம்
 அதனால் ேநரம்ைற ௚ூ௳௧ைய அேழனால் , ௚தல் பதம் 1 த௳ர ஒவ்ெவா௠ ெசாற்க௬ம் x 
ேநரம்ைற ௚ூ௳௧ைய அேஶம் எனேவ இந்த வரம்௖ ேநரம்ைறக்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்
௚ூ௳௧ மற்௥ம் மற்ெறான்௥ இங்ேக ெதளிவாகத் ெதரிய௳ல்ைல, ஆனால் இன் அொேவக x 
வரம்ைப எ௱ௌழேறன், எொரம்ைற ௚ூ௳௧ைய ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ இௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் x 
எனேவ ஏழாவௌ பண்௖ ௘க௵ம் ௚க்ழயமானௌ, இௌ மற்௥ம் ஆழயவற்௣ன் x y 
ஷட௄்த்ெதாைக௜ன் அொேவகமானௌ என்௥ ஷ௥ழறௌ.
 எக்ஸ்ேபாெனன்௹யல் எக்ஸ்ேபாெனன்௹யல் ஷட்டல் மடங்ஶ எக்ஸ்ேபாெனன்௹யல் x x y 
க்ஶ சமம், ஷட்டல் உடன் ஒப்௔௄ம்ேபாௌ, ◌௥்ம் ஐப் பயன்ப௄த்ொ இயற்ைக எண்கைளக் m n n 
ஷ௣னால், மற்௥ம் ஐ   ◌ ்பயன்ப௄த்ொ ம   m n 
ன௻ன் அொேவகத்ைதப் ெப௥ழேறாம்.

என்பௌ இன் அொேவகத்தால் ஒன்௥க்ஶ சமம், ஏெனன்றால் 1 என்பௌ 0 இன்   x x 
அொேவகமானௌ என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம், இைத நான் ஷட்டல் க௯த்தல் இன் x x 
அொேவகமாக எ௱தலாம் மற்௥ம் ஏ௱ பண்௖களால் இௌ ைமனஸ் இன் அொேவக x 
அொேவகமாஶம்.

எனேவ எக்ஸ்ேபாெனன்௹யல் ைமனஸ் என்பௌ எக்ஸ்ேபாெனன்௹யல் க்ஶ ேமல்  d x x 
ஒன்௥ எனேவ இப்ேபாௌ இந்த ஆ௣௧௠ந்ௌ ௔ன்வ௠வனவற்ைறக் காணலாம், ஏெனனில் x 
க௯த்தல் ௚ூ௳௧க்ஶ ேபானால் ஆ௥ ஐந்ொ௧௠ந்ௌ ௔ன்ெதாடரழ்றௌ, 
ஏெனனில் ைமனஸ் ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம் ேபாௌ க௯த்தல் ேநரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ x x 
ெசல்ழறௌ மற்௥ம் இன் இந்த அொேவகம்  ேநரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம் ைமனஸ் இன் x x 
அொேவகமாக ஒன்௥ம் , 0க்ஶ ெசல்௩ம் ௚ூ௳௧க்ஶ ேமல் ஒன்௥ம் என எ௱தலாம்.
 எனேவ இந்த ெசயல்பாடூ்ன் வைரபடத்ைத வைரயலாம்.
 எனேவ எக்ஸ்ேபாெனன்௹யல் அைனத்ௌ க்ஶம் க்ஶ சமமாக 0 க்ஶ சமமாக x x x 
வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ என்பைத அ௣ேவாம்.
 1 என்றால் என்னிடம் 0 காற்௖ள்ளி 1 உள்ளௌ, இௌ அொகரித்ௌ வ௠ம் ெசயல்பாடாஶம், எனேவ x 
ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ அொகரிக்ஶம் ேபாௌ இௌ அொகரித்ௌக்ெகாண்ேட இ௠க்ஶம் , நீங்கள் 
ேநரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶச ்ெசல்௩ம்ேபாௌ இௌ ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம், ேம௩ம் எொரம்ைறயாக x 
இ௠ந்தால், இௌ இன் சார௖் அொேவகத்ைத அொகரிக்ழறௌ.x 
 0 இன் அொேவகத்ைத ௳ட ஶைறவாக இ௠க்ஶம், இௌ 1 ஆஶம் , ேம௩ம் நீங்கள் எொரம்ைற 
௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம்ேபாௌ இௌ 0 க்ஶ வலௌ௖றம் ெசல்ழறௌ, எனேவ இௌ 
எக்ஸ்ேபாெனன்௹யல் எக்ஸ்ேபாெனன்௹ய௧ன் வைரபடம் ஆஶம்.
 

௧௠ந்ௌ 0 க்ஶ எொரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம் ேபாௌ அௌ ேநரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ es x 
ெசல்ழறௌ ேநரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறௌ x 
இப்ேபாௌ நாம் ஐ 1 க்ஶ சமமாக ைவத்தால் 1 இன் அொேவகத்ைதப் ெப௥ழேறாம் , இௌ x 
ஒன்௥க்ஶ சமம் நான் ஐப் ேபாட்டௌ ஒன்௥ எனேவ ஒன்௥க்ஶ ேமல் காரணி ௔ளஸ் சௌரம் x x 
௙ண்௄ம் ஒன்௥க்ஶ ேமல் இரண்௄ காரணியாலானௌ , எனேவ இௌ௵ம் ஒன்௥க்ஶ ேமல் k 
காரணியாலான என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொல் இ௠ந்ௌ ௚ூ௳௧க்ஶ இயங்ஶம் என்பதன் k 
ஷட௄்த்ெதாைக என்பதால் இைத நான் எ௱த ௚ூ௞ம், இௌ ஒன்௣ன் ஼ல உண்ைமயான எண் 
அொேவகமானௌ ஒ௠ உண்ைமயான எண் மற்௥ம் நாம்  ஆல் இைதக் ஶ௣க்க௵ம், இௌ ௟லரின்e 
மா௣௧ என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ என்பௌ ஒன்௣ன் அொேவகமாஶம், இௌ ஒன்௥க்ஶ e 
ேமல் காரணிசார ் இன் ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமமான ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான ௚ூ௳௧க்ஶ k k 
சமம் உண்ைம௜ல் இந்த என்பௌ இரண்ைட ௳ட ெபரிய ஼ல உண்ைமயான எண் மற்௥ம்  e 
உண்ைம௜ல் ௛ன்௥க்ஶம் ஶைறவானௌ என்பௌ ேதாராயமாக இரண்௄ ௖ள்ளி ஏ௱ ஒ௠ e 
எட௄்க்ஶ சமம், எனேவ இௌ இப்ேபாௌ கால்ஶல௻ல் நமக்ஶ ௚க்ழய௘ல்ைல என்றா௩ம் ஏன் e 
இரண்ைட ௳ட ெபரியௌ மற்௥ம் ௛ன்௣ற்ஶ ஶைறவாக உள்ளௌ என்பைத உங்க௬க்ஶக் காட்ட 
௚யற்஼க்ழேறன்.
 ஓ க்ஶ சமம்  இல்ைல ஒன்௥க்ஶ ேமல் ஒன்௥க்ஶ ேமல் ஒன்௥ காரணி மற்௥ம் ஒன்௥க்ஶ ேமல் 
இரண்௄ காரணி ௖ள்ளி ௖ள்ளி ௖ள்ளி ௚ூ௳௧ வைர இௌ நிசச்யமாக ஒன்௥ மற்௥ம் ஒன்௥க்ஶ 
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ேமல் ஒ௠ காரணிைய ௳ட ெபரியௌ, இௌ இரண்ூற்ஶ சமம் எனேவ இரண்ைட ௳ட ெபரியௌ e 
ஏன் இௌ ௛ன்௥க்ஶம் ஶைறவாக 
இ௠ந்தால்  நான் ஐ ஒன்௥ ஷட்டல் ஒன்௥க்ஶ ேமல் ஒ௠ காரணி மற்௥ம் ஒன்௥க்ஶ ேமல் e 
இரண்௄ காரணிகள் மற்௥ம் ஒன்௥க்ஶ ேமல் ௛ன்௥ காரணிகள் என எ௱ௌழேறன், ேம௩ம் இௌ 
ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவானௌ என்பதால் இைத எ௱தலாம், இௌ ௙ண்௄ம் 1 ஷட்டல் 1 க்ஶ 2 
காரணிக்ஶரியௌ 2 ஷட்டல் 3 காரணிக்ஶரியௌ 3 ெப௠க்கல் 2 எனேவ இௌ 2 சௌரத்ொற்ஶ ேமல் 1 
ஐ ௳டக் ஶைறவாக உள்ளௌ , ௔ன்னர ்௙ண்௄ம் ஒ௠ ௚ைற எ௱ௌழேறன் 1 ேமல் 4 காரணி 4 
காரணி 4 மடங்ஶ 3 மடங்ஶ 2 இௌ 2 மடங்ஶ 2 மடங்ஶ 2 இௌ 2 கன சௌரம் எனேவ 1 ேமல் 4  
காரணியாலானௌ 1 க்ஶ 2 கனசௌரத்ைத ௳டக் ஶைறவாக உள்ளௌ , ேம௩ம் இௌ 

க்ஶ ேமல் ஷட்டல் ஒன்௥ காரணியாக எ௱ொனால் , க்ஶ சமமான இரண்ூற்ஶ சமமான n n n n 
க்ஶ இௌ ஒன்௥க்ஶ ேமல் இரண்௄க்ஶம் ஶைறவாக இ௠க்ஶம், இைத நீங்கள் ்ண்டல் அல்லௌ 
ேநரூயாக ேபால நி௡௔க்கலாம்  ௳ளக்ழனார ்இப்ேபாௌ நாம் இங்ேக நாம் ஒ௠ i ge 
ெப௥ழேறாம் என்௥ பாரக்்ழேறாம் ஓெமட்ரிக் ெதாடர ்1 ஷட்டல் பாொ ஷட்டல் அைர சௌரம் 
மற்௥ம் பல மற்௥ம் இந்த வூ௳யல் ெதாடர ்
நாம் இந்த எல்ைலயற்ற ெதாடைர ெதாஶக்க ௚ூ௞ம் என்பைத நீங்கள் பாரத்்ொ௠க்கலாம், 
எனேவ அந்த வூ௳யல் ெதாடர ்ஒ௠ ஷட்டல் ஷட்டல் சௌரம் மற்௥ம் ௚ூ௳௧ வைர இைதar ar 
நிைன௵ப௄த்ொ எ௱ௌழேறன்  ௚௱ைமயான மொப்௔ல் வூ௳யல் ௳ழதம் 1 க்ஶம் ஶைறவாக 
இ௠ந்தால் 1 க௯த்தல் க்ஶ சமம், எனேவ இந்த வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொன் r 
ஷட௄்த்ெதாைக௜ல் நீங்கள் பாரத்்ொ௠ப்௕ரக்ள், நீங்கள் எல்ைலயற்ற ெதாட௠க்கான வரம்ைப 
எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் , ெபாௌவான ௳ழதம் ஶைறவாக இ௠க்ஶம் வைர  1 ௚௱ைமயான 
மொப்௔ல் இௌ ஒன்௣ைணழறௌ, இௌ ஒன்௥க்ஶ ேமல் க௯த்தல் க்ஶ சமம் எனேவ ஒன்௥க்ஶ r 
சமம் மற்௥ம் இரண்ூற்ஶ சமமாக ைவப்பௌ ஒன்௥ ஷட்டல் மன்னிக்க௵ம் சமமாக r r 
ஒன்௥க்ஶ இரண்௄ ஆஶம், எனேவ என்பௌ ஒன்௥க்ஶ இரண்௄ ஷட்டல் ஒன்௥க்ஶ இரண்௄ ar 
சௌரம் மற்௥ம்
 அதனால் இொல் என்பௌ ஒன்௥க்ஶ ஒன்௥ க௯த்தல் ஒன்௥க்ஶ இரண்௄ ஆஶம், எனேவ இந்தத் a 
ெதாடர ்1 ஷட்டல் பாொ ஷட்டல் 1 4வௌ மற்௥ம் 1 8 இௌ 2 ஆஶம், ௔ன்னர ்என்னிடம் 1 ஷட்டல் 
உள்ளௌ எனேவ என்பௌ ஒ௠ ஷட்டைல ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ  வூ௳யல் ஷட௄்த்ெதாைக e 
௛ன்௣ற்ஶச ்சமமான இரண்௄   இந்த வரிைச௜ன் வரம்ைப நீங்கள் பாரத்்தால், என்பௌ ஒ௠ e 
௳ழதாசச்ார எண் என்பைத நி௡௔க்க ௚ூ௞ம் என்பைத ஒ௠ உண்ைமயாகக் ஷ௥ேவன்.
  1 ஷட்டல் 1 ஆல் க்ஶ என்பௌ க்ஶ சரியாக சமமாழறௌ, ேம௩ம் இன் 0 க்ஶ 1 ஷட்டல் n n e x x 
க்ஶ உயரத்்தப்பட்ட வரம்ைப 1 ஆல் க்ஶ சமமாக எ௱தலாம், எனேவ இந்த உண்ைமைய நான் e 
ெசால்ல மாட்ேடன்  இப்ேபாேத நமக்ஶத் ேதைவப்ப௄ம் மற்ெறா௠ ௳ஷயம் என்னெவன்றால் , h 
இன் அொேவகத்ொன் 0 க்ஶ இன் வரம்ைபக் கணக்ழ௄ேவாம், எனேவ இந்த ஶ௣௝டை்டப் h 
பயன்ப௄த்ௌழேறன், எனேவ ஶ௣௝டானௌ அொேவக ஐ சக்ொக்ஶ என்௥ எ௱ௌழேறாம் x e x 
ஐ௞ம் சரி எனேவ நான் பாரத்்தால் , இன் அொேவகமானௌ ஒ௠ காரணிக்ஶ ேமல் ஒ௠ ஷட்டல்h h 

க்ஶ சமம் என்பௌ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம். h 
ஷட்டல்  h 

சௌரத்ொற்ஶ சமம்  காரணியாலான மற்௥ம் பலவற்௣ன் ௛லம் க்ஶ க௯த்தல் ஒன்௥ h n e h h 
க்ஶ சமமாக உள்ளௌ என்பைத ஶ௣க்ழறௌ.

இன் வரம்௖ க்ஶ ேமல் க௯த்தல் ஒ௠ உரிைமக்ஶ சமம் என்பைதக் காட்டலாம், எனேவ   e h h h
ௗஜ்௷யத்ைத அேஶம் ேபாௌ இந்தச ்ெசாற்கள் சௌரம் காரணி 3 ஆல் இந்த எல்லாச ்h 
ெசாற்க௬ம் 0 ஐ ெந௠ங்ஶவைத நீங்கள் ௚ைறயாகக் காணலாம்.
 ௚தல் ெசால் 1 எனேவ இந்த வரம்௖ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்௩ம்ேபாௌ அௌ ஒன்ைற h 
ெந௠ங்ஶழறௌ என்பைதக் காட்டலாம், எனேவ இௌ ஒ௠ ௚க்ழயமான வரம்௖ ஆஶம், எனேவ இௌ
ஒ௠ ௚க்ழயமான வரம்பாஶம், இௌ நமக்ஶ ேதைவப்ப௄ம் அொேவக இன் வரம்௖ க்ஶ ேமல் h h h
க௯த்தல் ஒன்௥க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ நான் கணக்ழட ௚யற்஼ப்ேபன் 

க்ஶ என்பதன் வ௯த்ேதான்றல், என்பௌ இந்த அொேவகச ்ெசயல்பாடாஶம், e e e to the x 
எனேவ ஐ க்ஶ சமமாக எ௱ௌேவாம், ௔றஶ ப்ைரம் ஐக் கண்ட௣ய இந்த வரம்௖ இன் fx x f x x f 
இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்ழறதா என்பைதப் பாரக்்க ேவண்௄ம்.
 இந்த வரம்௖ இ௠ந்தால் க்ஶ ேமல் இன் க௯த்தல் வரம்௖ என்பௌ வ௯த்ேதான்றலாஶம் h x h f, 
ேம௩ம் இௌ க்ஶ 0 க்ஶ ஷட்டல் க௯த்தல் க்ஶ ேமல் ெசல்௩ம் வரம்௖க்ஶ சமம், h e x h e x h x 

இன் அொேவகமானௌ ைமனஸ் எக்ஸ்ேபாெனன்௹யல் ஆல் இன் அொேவக plus h h x h x 
மடங்ஶ அொேவகத்ைதத் த௳ர ேவ௣ல்ைல என்பைத நாம் அ௣ேவாம்.

ெபாௌவானௌ இௌ க்ஶ சமம் மடங்ஶ இன் 0 க்ஶ ெசல்௩ம் இன் க௯த்தல் 1   e x e x h h h h 
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மற்௥ம் இந்த வரம்௖ 1 க்ஶ சமம் எனேவ இௌ க்ஶ க்ஶ சமம் எனேவ அொேவகச ்சார௖் e e e  x 
என்பௌ ௘க௵ம் ஼றப்பான ெசயல்பாடாஶம், அதன் வ௯த்ேதான்றல் தாேன, எனேவ ௧௠ந்ௌ e x
க்ஶ இன் வ௯த்ேதான்றல் ஆல் க்ஶ க்ஶ தாேன என்பைத நாம் ௖ரிந்ௌெகாண்ேடாம்.x d dx e x 
  அொேவக ெசயல்பாடூ்ைன உள்ளடக்ழய ஼ல ெடரிேவூவ்கள் ஆல் d dx e to e to power 
five x
 அதனால் நாம் சங்ழ௧ ௳ொையப் பயன்ப௄த்தலாம் என்பைத அ௣ேவாம், நான் இைத ஐந்ௌdd 

க்ஶ 5 மடங்ஶ ஐ ஐந்ௌ ஆக எ௱ொனால்  அொேவக ெசயல்பாடூ்ன் x e x d x dx 
வ௯த்ேதான்றல் ஐந்ௌ ஐ ஐந்ௌ ௚ைறக்ஶ ஐ ெகா௄க்ஶம் இௌ அொேவகத்ொன் x e 
வ௯த்ேதான்ற௩க்ஶச ்சமம், ஆனால் ௔ன்னர ்நான் சங்ழ௧ ௳ொ சௌரத்தால் ேவ௥ப௄த்த x 
ேவண்௄ம், 
இௌ இரண்௄ க்ஶ சமம் எனேவ நான் சௌரத்ொற்ஶ இரண்௄ மடங்ஶ ஐப் ெப௥ழேறன்  x x x e x
இன் டான் தைலவ௯ன் வ௯த்ேதான்றல் 1 க்ஶ ேமல் 1 ஷட்டல் சௌரம் , ௔ன்னர ் இன் x e 
வ௯த்ேதான்றல் என்பௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம், எனேவ இௌ க்ஶ க்ஶ சமம் க்ஶ சமமாக x e x x e 
க்ஶ இரண்௄ ஷட்டல் எனேவ இௌ  இன்ைறய ௳ரி௵ைரைய x 
அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் ௚ூப்ேபாம்.
  
௔ன்னர ்இந்த ெசயல்பா௄கைளப் பயன்ப௄த்ொ ேம௩ம் ஼ல வ௯த்ேதான்றல்கைளக் 
கணக்ழ௄ங்கள் நன்௣ 
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