
ഹേലാ വിദّാർ،ികേള, കഴി؁ െലعറٗിെല െഡറിേവئീവുകെള കുറിتു׺ നാലാമെ؋ െലعർٗ 
െലعറٗാണ് ഇ്ؗ ഞ׹ൾ ഡിഫറൻേഷّഷനായി െചയിൻ റൂൾ േനാׯി, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ അവസാന 
ായി തിരയുകയായിരുؗു. xׯീവുകൾئാസിെല വിപരീത ْതിേകാണമിതി ഫംഗ്ഷനുകളുെട െഡറിേവױ
എؗതിന് േശഷം ഞാൻ പറ؁ു, അതുേപാെല തെؗ മ്ئ വിപരീത ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനുകളുെട 
െഡറിേവئീവ് അടുױ ؋ാസിൽ ഞ׹ൾ കണׯാുׯം, അതിനാൽ ന്െറ ൈസൻ വിപരീത؋ിന്െറ x 
െഡറിേവئീവിന്െറ ൈബ എؗത് 1 ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ 1 വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ d dx x 
ഞ׹ൾ മു്آ ക؇ു. കൂടാെത ന്െറ വിപരീതം ന്െറ വّുൽؚؗം ഒؗിന് മുകളിലുت ചതുരമാണ് , x x x 
ഇേؚാൾ ْതിേകാണമിതിയുെട ْപഭാഷണ؋ിൽ നി׹ൾ ചില ഐഡന്റിئികൾ പഠി׺ിരിׯണം, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾׯറിയാം ൈസൻ ഇൻേവٌ؛ ٧്സ് ടാൻ ؛സ് ഇൻേവٌ٧് ന് തുലّമാണ് x cos x pi 
ര؇ിലും ടാൻ വിപരീതം കൂടാെത എؗത് ര؇് െകാ؇് ആണ്, അതുേപാെലx cotangent inverse x pi 
തെؗ ؛സ് വിപരീതം എؗത് ര؇് ആണ്, അതിനാൽ secant inverse x cosecant x pi sin inverse 
ന്െറ െഡറിേവئീവ് എؗതിന് ന്െറ െഡറിേവئീവ് കണׯാׯാൻ കഴിയും ഈ xi cos inverse x 
ഐഡന്റിئി അതിനാൽ േകാസ് ഇൻേവٌ٧് എؗത് ൈപ ൈബ 2 ൈമനസ് സിൻ ഇൻേവٌ٧് അبാെത x x 
മെئാؗുമب, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് േകാസ് ഇൻേവٌ٧് ന്െറ െഡറിേവئീവ് ൈപയുെട െഡറിേവئീവിന് x 
തുലّമാണ് ൈസൻ വിപരീതം ന്െറ ഡിഎ0 ٧്ع ൈമനസ് ഡി ൈബ 2 ആണ് അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് x 
ലഭിുׯം ഒരു ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ ൈമനസ് 1 ന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّവും ക؂ിലിന്െറ x 
വിപരീത ന്െറ െഡറിേവئീവും തുലّമാണ് ടാൻ വിപരീത ന്െറ െഡറിേവئീവിന്െറ ൈമനസിന് x x 
തുലّമാണ്, ഇത് ൈമനസ് ഒؗിന് മുകളിൽ ചതുരം ആണ് േകാെസׯന്റ് വിപരീതം അതിനാൽ x x, 
എനി്ׯ െസׯന്റ് വിപരീത ന്െറ െഡറിേവئീവ് കണׯാׯാൻ കഴിയുെമ׸ിൽ, വീ؇ും x 
േകാെസׯന്റ് വിപരീത ന്െറ െഡറിേവئീവ് െസׯന്റ് വിപരീത ന്െറ െഡറിേവئീവിന്െറ x x 
െനഗئീവ് ആയിരിുׯം, അതിനാൽ െസׯന്റ് വിപരീത ന്െറ െഡറിേവئീവ് ന്െറ െഡറിേവئീവിെനx d 
കണׯാׯാം, അ׹െന ഞ׹ൾ അത് തെؗ െചുإം പാപ؋ിന് നأൾ െചᅃٝ രീതി വിപരീതവും ടാൻ 
വിപരീതവും ആകെ؂ െസׯന്റ് വിപരീതം ന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ യുെട െസׯന്റിന് y x x y 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ന്െറ കാരّ؋ിൽ വّതّാസം വരു؋ിയാൽ നമു്ׯ ൈകവശം ലഭിുׯം x 

ന്െറ െഡറിേവئീവ് ഒ്ؗ ന് തുലّമാണ്. യുെട െസׯന്റ്, െചയിൻ റൂൾ ْപകാരം ഇത് സമമാണ് x dx y ual
ന്െറ ന്െറ െസׯൻറ് ഇത് െചയിൻ റൂൾ ْപകാരമാണ് , എؗാൽ യുെട to d dy dy dydx secant y 

െഡറിേവئീവ് എؓാെണ്ؗ നമുׯറിയാം , ഇത് തവണ തവണ ന്െറ െസׯന്റിനു y tan y dydx 
തുലّമാണ് ൈടംസ് ടാൻ ഈ െഡറിേവئീവ് ْപകടിؚിׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ ന്െറ y y xy 
വിപരീതം ആയിരുؗു, അതിനാൽ യുെട െസׯന്റ് ആണ്, കാരണം യുെട െസׯന്റ് ആണ്,x y x y xi 
കാരണം യുെട െസׯന്റ് െയ െകാ؇് മാئിرാപിׯാം , കൂടാെത യുെട ടാൻ ടാൻ സ്കٔയർ y y x y 
എؓാെണ്ؗ നമുׯറിയാം െസׯന്റ് സ്കٔയർ ൈമനസ് 1 ആയതിനാൽ ഇത് സ്കٔയർ ൈമനസ് 1 y x 
ന് തുലّമാണ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ടാൻ എؗത് ചതുരْശ ൈമനസ് ഒؗിന്െറ ؛സ് അെ׸بിൽ y x 
ൈമനസ് സ്കٔയർ റൂ؂് ആണ്, ഇത് േപാസിئീവ് ആേണാ െനഗئീവ് ചിصമാേണാ എ്ؗ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ 
നിർ؉യിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ നി׹ളുെട ْതിേകാണമിതി ْപഭാഷണ׹ളിൽ നി്ؗ വിപരീത 
വിപരീതം ഓർുׯക ന്െറ എന്െറ െസׯന്റ് വിപരീതമാണ് ഞാൻ എഴുതുؗെത׸ിൽ, ഇത് x x 1 
േനׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ 0 മുതൽ വെര 2 ആണ്, ആെണ׸ിൽ ൽ ര؇് മുതൽ വെര pi x n pi- pi 
ആയിരിുׯം ന്െറ ര؇ാമെ؋ വിപരീതം എبായ്േؚാഴും പൂജّ؋ിനും നും ഇടയിലാണ്, അത് x pi 
ഒരിׯലും 2 െകാ؇് ആകാൻ കഴിയിب, േനׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ 1-േനׯാൾ വലുേതാ pi x 1 n 
തുലّേമാ ആെണ׸ിൽ, െസׯന്റ് വിപരീതം എؗത് ൽ 2-ൽ കുറവും 0-ന് തുലّവുമാണ്, എؗത് x pi- x 
ൈമനസ് 1-ന് തുലّമാെണ׸ിൽ, െസׯന്റ് വിപരീതം ന് േനׯാൾ വലുതും ന് തുലّവും x- pi- pi- x 
ൈമനസ് ഒؗിനും ഒؗിനും ഇടയിലാെണ׸ിൽ െസׯന്റ് വിപരീത നിർവചിׯെؚടുؗിب , കാരണം x 
തീئയുെട െസׯന്റ് എبായ്േؚാഴും ഒؗിന് തുലّേമാ അതിൽ കുറേവാ ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّേമാ 
ആയതിനാൽ െസׯന്റ് വിപരീത ന് തുലّമാണ് ഒؗിനും അനؓ؋ിനും ഇടയിലാെണ׸ിൽ, ഇത് y x x 
0 മുതൽ വെര 2 -ൽ ആെണؗും , ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാെണ׸ിൽ, ഇത് ൽ നി്ؗ ൽ നി്ؗ pi x pi- pi-

ൽ ഉتതാെണؗും ഇേؚാൾ നമു്ׯ േവ؇ത് എؓാണ് ടാൻ എ്ؗ കെ؇؋ണം എؗത് 1-ന് pi- y 
തുലّമായ ന് തുലّമായ ന്െറ ഇടേവള പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൽ നി്ؗ ര؇ാെണؗും എؗത് x- x- pi- x 
ൈമനസ് ഇൻഫിനിئിയിൽ നി്ؗ ൈമനസ് 1-ൽ ആെണ׸ിൽ എؗത് ന്െറ 2-ന്െറ ഇടേവളയിൽ y pi-
ആെണؗും നമുׯറിയാം. അതിനാൽ ഇത് യുെട ടാൻ സൂചിؚിുؗുׯ ഒരു y x 
അനؓതയുേടതാെണ׸ിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ്, ഇത് പൂജّേׯ؋ാൾ കുറേവാ 
തുലّേമാ ആണ് ടാൻ ഫംഗ് ഷൻ ആദّ കٔാഡ് റന്റിൽ േപാസിئീവും ര؇ാമെ؋ കٔാഡ് റന്റിൽ e 
െനഗئീവും ആെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ മുآെ؋ േപജിൽ ടാൻ ഉ؇ായിരുؗുെവ്ؗ y 
നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ സ്കٔയർ ൈമനസ് 1 ന്െറ ؛സ് അെ׸بിൽ ൈമനസ് സ്കٔയർ റൂ؂് x 
ആണ് നമു്ׯ ഉെ؇׸ിൽ, 1 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ യുെട ടാൻ െനഗئീവ് അبാ؋തായിരിׯണം x y 
അതിനാൽ ന് തുലّമാെണ׸ിൽ ചതുരം ൈമനസ് 1 ന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് x 1 x x 
കുറവാെണ׸ിൽ ചതുരം ൈമനസ് 1 ന്െറ വർ״മൂല؋ിന്െറ ൈമനസ് ആണ് ൈമനസ് 1 ന് x 
തുലّമായതിേനׯാൾ ഇത് ന്െറ വിപരീത വിപരീത؋ിന്െറ ടാൻ ആയിരുؗു, അതിനാൽ െസׯന്റ് x 
വിപരീത؋ിന്െറ ന്െറ ന്െറ തുലّമാണ് എؗത് 1 ന്െറ എؗത് ആണ് dx dx dx x y x x 
ചതുരാകൃതിയിലുت ൈമനസ് 1 ന്െറ വർ״മൂലّം 1 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ 1 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ ഇത് 1 
ന്െറ ൈമനസ് സ്കٔയർ റൂ؂് ചതുരْശ ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ ഒؗിന് തുലّമാെണ׸ിൽ x x x y 
യുെട ടാൻ ൈമനസ് വർ״മൂലّം ചതുരْശ ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗത് ൈമനസ് ഒؗിന് x x 
തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവാെണ׸ിൽ ײമിׯണം , നമു്ׯ ഇത് സംേയാജിؚി്׺ ന് x 1 
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തുലّമാെണ׸ിൽ നമു്ׯ േപാസി ഉെ؇്ؗ േനാׯാം ചിصം ൈമനസ് 1 ൈമനസ് ന് തുലّമായtive x, x 
വീ؇ും േപാസിئീവ് ൈമനസ് എؗത് ആണ്, കാരണം എؗത് ന് തുലّമാണ് x x mod x mod x x 

െസׯന്റ് വിപരീത؋ിന്െറ ന്െറ ന്െറ എؗത് 1 ഓവർ േമാഡിന്െറ മട്׹ ചതുരْശ dx dx dx x x 
ൈമനസ് ഒؗിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്, തീർ׺യായും ഒؗിെനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ mod x 
ആെണ׸ിൽ ഇത് നിർവചിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഇതാണ് െസׯന്റിന്െറ 
െഡറിേവئീവിനുت സൂْതവാകّം വിപരീതം ഇവിെട നമു്ׯ സ്കٔയർ ൈമനസ് 1 ന്െറ ഒരു ഓവർ x x 
േമാഡ് തവണ സ്കٔയർ റൂ؂് ഉെ؇്ؗ നി׹ൾ ഓർׯണം, അതിനാൽ െനഗئീവ് ൈമനസ് 1-േനׯാൾ x x 
കുറേവാ തുലّേമാ ആെണ׸ിൽ, ഇത് െഡറിേവئീവ് െനഗئീവ് ആകും, അതിനാൽ നമു്ׯ 
േകാെസׯന്റിന്െറ െഡറിേവئീവും ലഭിുׯം. വിപരീതം ഇത് െസׯന്റ് വിപരീതം ന്െറ x x 
െഡറിേവئീവിന്െറ ൈമനസിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് 1 ന്െറ േമാഡ് തവണ x x 
ചതുരാകൃതിയിലുت ൈമനസ് ഒؗിന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂് വീ؇ും ഇത് നിർവചി׺ിരിؗുׯത് ഒؗിന് 
തുലّമായതിേനׯാൾ വലിയ േമാഡ് ന് മാْതമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ െചയിൻ റൂൾ x 
ഉപേയാഗിുׯകയും െഡറിേവئീവ് െതളിയിുׯകയും െചᅃٝു എبാ വിപരീത ْതിേകാണമിതി 
ഫംഗ് ഷനുകളുേടയും അടു؋തായി നأൾ കാണുؗത് കെ؇ു؋ക എؗതാണ് ഒരു ഫംഗ് ഷന്െറ 
വّുൽؚؗം ന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷനാണ്, അവിെട നമു്ׯ ഉتത് ൽ ഒരു പേരാײമായ ഫംഗ് ഷനായി x y x-
നിർവചിׯെؚടുؗു, അതിനാൽ ഞാൻ പേരാײമായ വّതّാസം െചإെ؂, അതിനാൽ ചിലേؚാൾ നമു്ׯ

യുമായി യുമായി ബؖെؚ؂ ഒരു സമവാകّം ഉ؇ാകും, പേײ എ്ؗ വّװമായി എഴുതാൻ y- x- y 
ْപയാസമാണ് . ഉദാഹരണ؋ിന് , ന്െറ ഫംഗ് ഷൻ, നമു്؛ ׯസ് ൈസൻ എؗത് ന് തുലّമാെണ്ؗx y y x-
കരുതുക, അതിനാൽ ഇവിെട െന ആْശയി׺ിരിുؗുׯെവ്ؗ നമുׯറിയാം, പേײ ന്െറ ഒരു y x- x-
ഫംഗ് ഷനായി േനരി؂് എഴുതാൻ കഴിയിب , അതിനാൽ കണׯാׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ. y dydx 

ന്െറ െഡറിേവئീവ് കെ؇ؗു؋തിന്, ഇവിെട നമു്ׯ ഇവിെട എഴുതാൻ കഴിയിب , ന്െറ ഒരു dx dy x 
ഫംഗ് ഷൻ ആയി എഴുതാൻ ْശമിؗുׯതിന് പകരം ഞ׹ൾ ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ പേരാײമായ y 
വّതّാസം െചുإം , അതിനാൽ നأൾ െചؗുإത് െഡറിേവئീവ് എഴുതുക എؗതാണ്, അതിനാൽ y 
 സ് y x d by dx of y sine y؛ ീവ്ئത്, ഞാൻ െഡറിേവؗുׯം തുലّമാണ് ഇത് സൂചിؚിصസ് ചി؛
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഇത് ആണ് , ൈസൻ യുെട d by dx of x dydx y 
െഡറിേവئീവ് എؗത് ഇേؚാൾ െചയിൻ റൂൾ ْപകാരം ഒؗിന് തുലّമാണ് എ്ؗ നമു്ׯ അറിയാം ddx x 
െന സംബؖി്׺ യുെട െഡറിേവئീവ് എ്ؗ എഴുതാം ൈടംസ് കൂടാെത sine y d dy of sin y dydx 
ഇവിെട ഞ׹ൾ െചയിൻ റൂൾ ഉപേയാഗിുؗുׯ , അതിനാൽ ഇത് എനി്ׯ േകാമൺ ൈടംസ് ഒ്ؗ dydx 
എടുׯാം എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്, ൈസൻ യുെട െഡറിേവئീവ്, േകാൈസൻ എؗത് ഒؗിന് y y 
തുലّമാണ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ഒരു ഓവർ വ؉ിന് തുലّമാണ് കൂടാെത നൽകിയാൽ dydx cos y cos 

ൈമനസിന് തുലّമب സൂ്ײ മമായ േവർതിരിവ് നടؗു؋തിലൂെട നമു്ׯ െഡറിേവئീവ് ന്െറ y dydx x 
ഫംഗ് ഷനായി മാْതം ലഭിേׯ؇തിب, അതിനാൽ ഈ ഉദാഹരണ؋ിൽ െഡറിേവئീവ്  ഓവർ dy dx 1 1 
 െപാതുവായ cos y x cos y . بിൽ അറിയി؋ാനرന്െറ അടി ׯസ് ആണ്, ഇേؚാൾ നമു്؛
െഡറിേവئീവ് എؗിവയുെട ഒരു ഫംഗ് ഷനായിരിുׯം, ഈ സമവാകّം വഴി എؗത് ന്െറ dydx x, y y x-
ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഇത് പേരാײമായ വّതّാസെുׯ؋റി׺ാണ് 
ഇേؚാൾ ഞാൻ െചإാൻ ആْഗഹിؗുׯ അടു؋ കാരّം ഇതുവെര ഞ׹ൾ പരിഗണി׺ത് 
േപാളിേനാമിയലുകൾ അെ׸بിൽ ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനുകൾ അെ׸بിൽ വിപരീത ْതിേകാണമിതി 
ഫംഗ് ഷനുകൾ അെ׸بിൽ ചില പവറിൽ ചിലത് എؗി׹െനയുت ഫംഗ് ഷനുകൾ, എؗാൽ x 
എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഫംഗ് ഷനുകൾ, േലാഗരിഥമിക് ഫംഗ് ഷനുകൾ എؗിവ േപാെല കാൽുׯലസിൽ 
വളെര ഉപേയാഗْപദമായ മ്ئ ഫംഗ്ഷനുകളും ഉ؇് , അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ എ٧്عപ് ഷൻ അവതരിؚിׯാൻ 
ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ . ഒെനൻഷّലും േലാഗരിഥമിക് ഫംഗ് ഷനും തുടർ്ؗ െഡറിേവئീവുകൾ 
എؓാെണ്ؗ േനാׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഫംഗ് ഷെന കുറി്׺ സംസാരിׯാം, ഇത്

വെര മുതൽ 1 േഡാ؂് സ് േഡാ؂്؛ സ് സ് കٔയർ  ഫാക് േടാറിയൽ؛ സ് ന്  ഫാക് േടാറിയൽ؛  x 1 x 2 x n 
വെര എക് സ് േപാണൻഷّൽ നിർവചിׯാം അനؓത വെര ഫാക് േടാറിയൽ ആയതിനാൽ ഇത് n 
മെئാؗുമب, ഇതിന് തുലّമാണ്, പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ന്െറ സംْഗഹമായും ഞ׹ൾ എഴുതുؗു. n n 
അനؓതെയ സമീപിുׯേآാൾ  മുതൽ വെരയുت ഫാക് േടാറിയൽ ന് തുലّമായതിനാൽ 0 n k k 
ഇതിെന പവർ സീരീസ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ നأൾ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ഒരു അനؓ േْശണിയായി 
എഴുതുؗു, കൂടാെത ഏത് അനؓ േْശണിയും ഈ പരിമിത േْശണിയുെട പരിധിയായി നമു്ׯ എഴുതാം, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ അ׹െന െചإിب. ഇവിെട വളെര കർׯശതയിേല്ׯ േപാകുക, എؗാൽ ഈ 
േْശണിയിെല ഈ േْശണി ഒു؋േചരുകയും ഒു؋േചരുകയും െചുؗുإ എؗതിനർ،ം ഓേരാ 
യഥാർ، സംഖّ ന്െറയും പരിമിതമായ യഥാർ، സംഖّയിേലׯാണ്, അതിനാൽ x 
എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഫംഗ് ഷൻ എക് സ് േപാണൻഷّൽ ആണ്, ഈ സീരീസ് ഒു؋േചരുؗതിന്െറ പരിധി
അ׹െന വിُാٝരം എبാ യഥാർ، സംഖّകൾുׯം നിർവചി׺ിരിുؗുׯ ശരി, അതിനാൽ al x x 
കൂടുതൽ എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഇനിؚറയുؗ ഗുണ׹െള തൃلിٝെؚടുുؗു؋ , ന്െറ x x 
എക് സ് േപാണൻഷّൽ നി׹ൾ ക؇ാൽ പൂജّ؋ിന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّൽ എؓാണ് ? ഞാൻ 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ എؗത് ആദّ പദം മാْതമാണ് , മെبئാ പദ׹ളും പൂജّമാണ്, അതിനാൽ x 
പൂജّ؋ിന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഒരു െസׯൻഡിന് തുലّമാെണ്ؗ കാണാൻ എളുؚമാണ് , ന്െറ x 
എക് സ് േപാണൻഷّൽ ന്െറ വർؑിു׺വരുؗ ഫംഗ് ഷനാണ്, അതായത് ഒ്ؗ ര؇ിൽ കുറവ് എؗത് x x x 

ഒؗിന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّൽ ര؇ിന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّലിേനׯാൾ കുറവാെണ്ؗ x x 
സൂചിؚിׯണം, അതിനാൽ ഇത് നി׹ൾ ഇവിെട കാണുകയാെണ׸ിൽ ഒؗിെനׯാൾ വലുത് x x two 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, തീർ׺യായും േനׯാൾ വലുതാണ് ഫാക് േടാറിയൽ x two by factorial one x-
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ഒ്ؗ, ര؇് സ് കٔയർ ൈബ ഫാക് േടാറിയൽ ര؇് എؗിവ ഒരു സ് കٔയർ ഫാക് േടാറിയൽ ര؇് x x 
എؗതിേനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ഈ പവർ സീരീസിെല ഓേരാ പദവും എക് സ് േപാണൻഷّൽ 

-നുت പവർ സീരീസിെല ഓേരാ പദേׯ؋ാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ഇത് വർؑിു׺വരുؗ ഫംഗ് ഷൻ x1
ആെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം. ഈ െഡാെമയ് ൻ ഈ എഫിന്െറ െഡാെമയ ്ൻ ഞാൻ പറ؁ു unction 
എؗത് എبാ യഥാർ، സംഖّകളുെടയും ഗണമാണ്, അതിനാൽ ഈ എക് സ് േപാണൻഷّൽ എبാ x r 
നും നിർവചിׯെؚ؂ിരിുؗുׯ, കൂടാെത ഇത് എبാ േപാസിئീവ് റിയൽ സംഖّകൾുׯം തുലّമായ 
എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണി അതിെന ؛സ് െകാ؇് സൂചിؚിുׯം, ഇത്  മുതൽ r 0
അനؓതയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഒരിׯലും എടുׯിب. െനഗئീവ് മൂലّം x 
അെ׸بിൽ പൂജّം മൂലّം എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഒരിׯലും പൂജّേമാ െനഗئീേവാ അب , അ؀ാമെ؋ x 
േْപാؚർ؂ി ഞാൻ എഴുതും , േപാസിئീവ് ഇൻഫിനിئിെയ സമീപിുׯേآാൾ ഈ എക് സ് േപാണൻഷّൽ x x
ന് എ്ؓ സംഭവിുׯം , ന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّൽ  ؛സ് െകാ؇് ഫാക് േടാറിയൽ  ؛സ് x 1 x 1 x 
ഫാക് േടാറിയൽ  ആണ് അതിനാൽ , േപാസിئീവ് ഇൻഫിനിئിെയ സമീപിുׯകയാെണ׸ിൽ, ആദّ 2 x 
േടം 1 ഒഴിെകയുت ഓേരാ പദ׹ളും േപാസിئീവ് ഇൻഫിനിئിെയ സമീപിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ പരിധി 
േപാസിئീവ് അനؓതയ്്ׯ തുലّമായിരിׯണം, മെئാ്ؗ ഇവിെട വّװമب, പേײ 
എക്സ്േപാണൻഷّലിന്െറ പരിധി ഞാൻ എഴുതെ؂ െനഗئീവ് ഇൻഫിനിئിെയ സമീപിുׯേآാൾ, ഇത് x 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഏഴാമെ؋ േْപാؚർ؂ി വളെര ْപധാനമാണ്, ഇത് പറയുؗത് x, y 
എؗിവയുെട ആെകു؋ക എക് സ് േപാണൻഷّൽ എക് സ് േപാണൻഷّൽ എക് സ് േപാണൻഷّലിന്െറ 
ഗുണന؋ിന് തുലّമാണ് ؛സ് തവണ എക് സ് േപാണൻഷّൽ മായി ؛സ് എؗതുമായി x x y a m n 
താരതമّം െചുإക, എؗിവ ഏഴ് ഉപേയാഗി്׺ സٔാഭാവിക സംഖّകൾ എ്ؗ പറയുകയാെണ׸ിൽ m , n 

മുതൽ വെരയുت സമയം േല്ׯ തുലّമാണ് കാരണം ,  എؗത് -ന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّൽ a n a 1 0
ആെണ്ؗ എനിׯറിയാം, അത് എനി്؛ ׯസ് ൈമനസ് ന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّലായി എഴുതാം, x x 
േْപാؚർ؂ി െസവൻ ഇത് എക് സ് േപാണൻഷّൽ തവണ എക് സ് േപാണൻഷّൽ ആണ് , അതിനാൽ x 
എക് സ് േപാണൻഷّൽ ൈമനസ് എക് സ് േപാണൻഷّൽ ന് മുകളിൽ ഒؗാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ x x-
നി׹ൾ്ׯ ഇതിൽ നി്ؗ കാണാൻ കഴിയും. ആറ ്പിؓുടരുؗു, കാരണം ൈമനസ് ഇൻഫിനിئിയിേല്ׯx 
േപാകുേآാൾ ആറ് അ؀് മുതൽ പിؓുടരുؗു, കാരണം ൈമനസ് ഇൻഫിനിئിയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ x 
ൈമനസ് േപാസിئീവ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, കൂടാെത ന്െറ ഈ എക് സ് േപാണൻഷّൽ x x 
േപാസിئീവ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗ ൈമനസ് ന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّലിന് ഒؗായി എഴുതാം . x 
അനؓത  േല്ׯ േപാകുؗു. അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് വരയ്ׯാൻ പറയാം, അതിനാൽ 0
എക് സ് േപാണൻഷّൽ എبാ നും ന് തുലّമായി നിർവചിׯെؚ؂ിരിുؗുׯ എ്ؗ നമുׯറിയാം, x x x 
ഇത്  ആണ്, അതിനാൽ എനി്ׯ  േകാമ  ഉ؇് , ഇത് ആയി വർؑിؗുׯ ഫംഗ് ഷനാണ്. പൂജّ؋ിൽ 1 0 1 x 
നി്ؗ വർؑിുؗുׯ, ഇത് വർؑിു׺െകാ؇ിരിുׯം നി׹ൾ േപാസിئീവ് ഇൻഫിനിئിയിേല്ׯ 
േപാകുേآാൾ െനഗئീവാെണ׸ിൽ, ന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഫംഗ് ഷൻ വർധിؗുׯതിനാൽ x x 

-ന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّൽ -ന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّലിേനׯാൾ കുറവായിരിുׯം, നി׹ൾ 0 1
െനഗئീവ് ഇൻഫിനിئിയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ഇത് വലേׯ്؋ േപാകും, ​​അതിനാൽ ഇതാണ് ْഗാഫ് 
എക് സ് േപാണൻഷّൽ എؗ ഫംഗ് ഷന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّൽ എേؚാഴും x 
വർؑിു׺െകാ؇ിരിുؗുׯ, ഇത് െനഗئീവ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, െനഗئീവായ x 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ, ഇത് േപാസിئീവ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, േപാസിئീവ് x 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, ഇേؚാൾ നأൾ ന് തുലّമായി 1 ഇ؂ാൽ നമു്1 ׯ ന്െറ x 
എക് സ് േപാണൻഷّൽ ലഭിുׯം. ഒؗിന് തുലّമാണ് ഞാൻ എؗത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ x 
ഒؗിന് മുകളിൽ ഒരു ഫാക് േടാറിയൽ ؛സ് സ് കٔയർ വീ؇ും ഒؗിന് മുകളിൽ ര؇് ഫാക് േടാറിയൽ x 
ആണ് , അതിനാൽ ഇത് എനി്ׯ എഴുതാം, ഇത് ഒരു ഓവർ ഫാക് േടാറിയൽ ന്െറ സംْഗഹം k k 
കൂടിയാണ്, കാരണം ഇത് പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ അനؓതയിേല്ׯ ْപവർ؋ിുؗുׯ ഇത് ഒؗിന്െറ ചില 
യഥാർ، സംഖّകളുെട എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഒരു യഥാർ، സംഖّയാണ് , ഞ׹ൾ ഇതിെന 
സൂചിؚിുؗുׯ ഇതിെന യൂലറിന്െറ رിരാ׸ം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ എؗത് ഒؗിന്െറ e e 
എക് സ് േപാണൻഷّൽ ആണ്, അതിനാൽ എؗത് ഒؗിന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّലാണ്, ഇത് e 
പൂജّ؋ിനും അനؓതയ്ുׯം തുലّമാണ് . ഇത് ആെണ്ؗ കാണിׯാം ഓം യഥാർ، സംഖّ e 
ര؇ിേനׯാൾ വലുതും മൂؗിൽ കുറവുമാണ് , വാُവٝ؋ിൽ ഏകേദശം ര؇് േപായിന്റ് ഏഴ് ഒ്ؗ എ؂് e 
ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഇേؚാൾ നമു്ׯ കാൽുׯലസിൽ ْപധാനമെ׸بിലും ര؇ിേനׯാൾ e 
വലുതായത് എؓുെകാ؇ാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണിׯാൻ ْശമിׯാം കൂടാെത മൂؗിൽ 
കുറവായതിനാൽ, എؗത് ഒؗിന് മുകളിൽ ഒ്ؗ ؛സ് വൺ ഒരു ഫാക് േടാറിയൽ ؛സ് വൺ ഓവർ ടു e 
ഫാക് േടാറിയൽ േഡാ؂് േഡാ؂് േഡാ؂് അനؓത വെര തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, ഇത് തീർ׺യായും 
ഒؗിെനׯാൾ വലുതാണ്, അത് ര؇ിന് തുലّമാണ് ഇ ര؇ിേനׯാൾ വലുതാണ്, എؓുെകാ؇് ഇത് 
മൂؗിൽ കുറവാണ് , ഞാൻ ഒ്ؗ ؛സ് വൺ ഓവർ വൺ ഫാക് േടാറിയൽ ؛സ് ഒ്ؗ ര؇് ഫാക് േടാറിയൽ e 
 ׯസ് വൺ ഓവർ ْതീ ഫാക് േടാറിയൽ എ്ؗ എഴുതിയാൽ പിെؗ ഇത് ഒؗിൽ കുറവായതിനാൽ നമു്؛
ഇത് എഴുതാം, ഇത് വീ؇ും  ആണ് ؛സ്  ഓവർ  ഫാക് േടാറിയൽ എؗത്  ؛സ്  ഫാക് േടാറിയൽ 1 1 2 2 3 3 
തവണ  ആണ് അതിനാൽ ഇത്  ഓവർ  സ് കٔയറിേനׯാൾ കുറവാണ്, തുടർ്ؗ ഞാൻ ഒരു തവണ കൂടി2 1 2
എഴുതാം  ഓവർ  ഫാക് േടാറിയൽ  ഫാക് േടാറിയൽ  തവണ  തവണ  അത്  േനׯാൾ വലുതാണ് 1 4 4 4 3 2 2
തവണ  തവണ  അതായത്  കّൂബ്, അതിനാൽ  ഓവർ  ഫാക് േടാറിയൽ  ഓവർ  കّൂബിേനׯാൾ 2 2 2 1 4 1 2
കുറവാണ് ഞാൻ ഒؗിന് മുകളിൽ ؛​​സ് വൺ ഫാക് േടാറിയൽ എഴുതുകയാെണ׸ിൽ, ഇത് എؗതിന് n n 
തുലّമായ ര؇ിേനׯാൾ വലുതാണ്, ഇത് നി׹ൾ്ׯ ഇൻഡײൻ വഴിേയാ അെ׸بിൽ ഞാൻ 
വിശദീകരി׺ത് േപാെല േനരി؂് െതളിയിുׯകേയാ െചإാം, ഞ׹ൾ ഇവിെടയാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു
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ഒരു ജّാമിതീയ സീരീസ് 1 ؛സ് പകുതി ؛സ് പകുതി ചതുരവും മുئം ലഭിുؗുׯ, ഈ ജّാമിതീയ േْശണി 
നമു്ׯ ഈ അനؓമായ സീരീസ് സംْഗഹിׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ നി׹ൾ ക؇ിരിׯാം , അതിനാൽ ആ 
ജّാമിതീയ സീരീസ് ഒരു ؛സ് ആർ ؛സ് ആർ സ്കٔയർ എؗി׹െന അനؓത വെര ഈ 
ഓർأെؚടു؋ൽ എഴുതാം ജّാമിതീയ അനുപാതം േകവല മൂലّ؋ിൽ 1-ൽ കുറവാെണ׸ിൽ, ഇത് 1 r 
ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് നി׹ൾ ഈ ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയുെട ആെകു؋കയിൽ r-
കാണും, നി׹ൾ അനؓ േْശണിയുെട പരിധി എടുുׯേآാൾ െപാതു അനുപാതം ഉتിടേ؋ാളം 
സൂآർ؉ മൂലّ؋ിൽ 1-ൽ കുറവ് ഇത് ഒു؋േചരുؗു, ഇത് ഒؗിന് മുകളിൽ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, r 
അതിനാൽ ഒؗിന് തുലّവും ര؇ിന് തുലّവും ഇടുؗത് ഒ്ؗ ؛സ് ײമിׯണം തുലّമായി ഒؗിന് r r 
ര؇ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒ്ؗ ര؇് ചതുരവും ഒ്ؗ ര؇് ചതുരവുമാണ് ഇത് ar a is one by one 
ൈമനസ് എؗതിന് തുലّമാണ് എؗത് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ േْശണി 1 ؛സ് one by two whi ch 
പകുതിയും 1 4-ഉം 1 8 ലും ഇത് 2 ആയി കണׯാുؗുׯ, തുടർ്ؗ എനി്؛ 1 ׯസ് ഉ؇്, അതിനാൽ e 
എؗത് ഒؗിൽ താെഴയാണ് ؛സ് ജّാമിതീയ തുക ര؇് ആയിരുؗു അത് മൂؗിന് തുലّമാണ് ഞാൻ 
ْപُാٝവിുׯം എؗത് ഒരു അവിഭാജّ സംഖّയാെണ്ؗ െതളിയിׯാനാകുെമؗതിനാൽ , ഈ േْശണി 1 e 
 സ് വ؉ിന്െറ n؛ ിൽ, എؗതിന്െറ പരിധി ഒ്ؗ׸കയാെണുׯസ് 1 ന്െറ പരിധി േനാ؛
അനؓതയിേല്ׯ േല്ׯ േല്ׯ േപാകുؗു . ന്െറ ശװി ന് ഇത് നമു്ׯ കൃതّമായി ന് തുലّം n- n- n- n- e-
നൽകുؗു , കൂടാെത 1-ന്െറ 0-േല്ׯ േപാകുؗ ന്െറ പരിധിയും ന്െറ 1-ന്െറ ന്െറ ന്െറ 1-ൽ x- x- x- x-

ന്െറ പരിധി എഴുതാനും കഴിയും, ഇതും ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ വُٝു ത ഞാൻ ഇേؚാൾ x- e-
െതളിയിׯിب. നമു്ׯ ആവശّമുتത് , ന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّലിന്െറ  േല്ׯ േപാകുؗ ന്െറ h 0 h 
പരിധി കണׯാׯാം, അതിനാൽ ഞാൻ ഈ െനാേ؂ഷൻ ഉപേയാഗിׯെ؂, അതിനാൽ െനാേ؂ഷൻ 
എക് സ് േപാണൻഷّൽ എؗത് പവർ േല്ׯ ആയി എഴുതാം , അതിനാൽ ഞാൻ േനാׯിയാൽ ശരി x x e 

ന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഇത് ഒരു ഫാക് േടാറിയൽ ؛സ് എ്׺ സ് കٔയർ ര؇് ഫാക് േടാറിയൽ ഈ h 
അനؓ േْശണി്ׯ തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം , അതിനാൽ ഈ ഇംപ് ലീസ് എക് സ് േപാണൻഷّൽ h
ഞാൻ േല്ׯ മുതൽ ൈമനസ്  വെര എഴുതാം, ഇത് ؛സ് സ് കٔയറിന് തുലّമാണ് e h e h 1 h h 
ഫാക് േടാറിയൽ കّൂബ് ഫാക് േടാറിയൽ മൂ്ؗ മുതൽ ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് വെര ഇത് 2 h h n n 
സൂചിؚിുؗുׯ ൈമനസ് ഒؗിന് മുകളിൽ എؗത് ഫാക് േടാറിയൽ ര؇് ؛സ് എ്׺ സ് കٔയർ h 
ഫാക് േടാറിയൽ മൂ്ؗ മുതൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ ഫാക് ടീരിയൽ എؗി׹െനയാണ്, പൂജّമبാ؋ ഏത് h n n h
നും തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ ന്െറ പരിധി േല്ׯ കാണിׯാം. ൈമനസ് ഒؗിന് മുകളിൽ ഇത് ഒരു e- h-
അവകാശ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഔപചാരികമായി പൂജّേ؋ാട് അടുുׯേآാൾ ഈ h h 
പദ׹െളبാം ഫാക് േടാറിയൽ  വഴി ചതുര؋ിേല്ׯ അടുുؗുׯ, അ׹െന എبാ നിബؖനകളും 3 h 
0-െന സമീപിുׯകയും ആദّ പദം 1 ആകുകയും െചുؗുإ, അതിനാൽ ഈ പരിധി കാണിׯാൻ കഴിയും 

പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ, അത് ഒؗിെന സമീപിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ْപധാന പരിധിയാണ്, h 
നമു്ׯ എക് സ് േപാണൻഷّൽ എؗതിന്െറ പരിധി ആവശّമാണ് , ന് മുകളിൽ ഒ്ؗ ൈമനസ് h h- 
എؗത് ഒؗിന് തുലّമാണ് ഇതാേണാ എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഫംഗ് ഷൻ , അതിനാൽ ന് ന് തുലّമായ e- e-

എ്ؗ എഴുതാം, തുടർ്ؗ ൈْപം കെ؇ؗു؋തിന്, ഈ പരിധി േല്ׯ േപാകുؗുേ؇ാ എ്ؗ fx f x h-
േനാേׯ؇തു؇് ഈ പരിധി നിലവിലുെ؇׸ിൽ, ന്െറ പൂജّം ന്െറ പൂജّവും ൈമനസ് ന്െറ x- x- h f-

നും ഈ പരിധി നിലവിലുെ؇׸ിൽ, പരിധി െഡറിേവئീവ് ആണ്, ഇത് ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാണ്, 0 x- h 
േല്؛ ׯസ് ൈമനസ് ൽ നി്ؗ ൽ നി്ؗ ؛സ് ന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّൽ, ൈമനസ് e- x h e- x- x h h 

എക് സ് േപാണൻഷّൽ ന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّൽ മട്׹ എക് സ് േപാണൻഷّൽ അبാെത x x 
മെئാؗുമب , അതിനാൽ നമു്ׯ െയ േകാമൺ ആയി എടുׯാം, ഇത് യുെട മട്׹ പരിധി e x e x e 
യുെട 0 േല്ׯ േപാകുؗ ന്െറ മട׹ാണ് 1 ഓവർ ഈ പരിധി 1 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് h x h , e 
േല്ׯ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ മുതൽ എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഫംഗ് ഷൻ വളെര സവിേശഷമായ e e x 
ഒരു ഫംഗ് ഷനാണ്, അതിന്െറ െഡറിേവئീവ് തെؗയാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ െഡറിേവئീവ് d by dx 

േല്ׯ ലഭിു׺ എؗത് ഇേؚാൾ േല്ׯ ആണ് . ഞാൻ ഇത് മുതൽ 5 തവണ e x x- e d d five x e x d by 
എؗി׹െന എഴുതുകയാെണ׸ിൽ, എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഫംഗ് ഷന്െറ െഡറിേവئീവ് dx of five x 

എനി്ׯ അ؀് വെര നൽകും അ؀് , യുെട വّുൽؚؗം ചതുരം ആണ്, ഇത് e x t imes e x 
എക്സ്േപാണൻഷّലിന്െറ െഡറിേവئീവിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ എനി്ׯ െചയിൻ റൂൾ സ്കٔയർ x 
ഉപേയാഗി്׺ േവർതിരിേׯ؇തു؇്, ഇത് ര؇് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ എനി്ׯ ര؇് മട്׹ x x e 
ലഭിുׯം . ന്െറ ടാൻ വിപരീതമായി എؗതിന്െറ െഡറിേവئീവ് െചുإക ഒ്ؗ ؛സ് ഇ മുതൽ ര؇് x dx 
വെര ശരി, അതിനാൽ ഇത് അടു؋ െലعറٗിൽ ഇؗെ؋ ْപഭാഷണം പൂർ؋ിയാുؗുׯ, അടു؋ x 
ْപഭാഷണ؋ിൽ േലാഗരിതമിക് ഫംഗ്ഷൻ എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗ എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഫംഗ് ഷന്െറ 
വിപരീതം നിർവചിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിുׯം , തുടർ്ؗ േലാഗിന്െറ െഡറിേവئീവ് കണׯാׯാൻ 
ഞ׹ൾ അനുവദിുׯം. ന്െറ തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ േലാഗരിത؋ിന്െറ ചില ഗുണവിേശഷതകൾ കാണും, x 
തുടർ്ؗ ഈ ഫംഗ് ഷനുകൾ ഉപേയാഗി്׺ കുറ്׺ െഡറിേവئീവുകൾ കണׯാുׯം നؕി Pru
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