
                                                                                
                                                                                
                                                
 హࣇ ࡹद झ݋ంݥ చరऐ ࠪ ޜల ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࠭࠲ బܽदڒ  फࣃڵࣃనڜ ߘ ङߕపܽ ఉపߘ࠭ బܽदڒ ࠭  ࠭࠲ ࡹలࣃ
ఉతओ తघހڷ యమంߖ फޒ క ߖయమం ࠴దࡷన ఉతओ ऒߕ ల ࡅకए ऒߖڜ   లࣾހలࡏߝ ߘऐ ऒߕڕ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ
ఉపߕङ సం࡮ۧ ࠭࠲ ࡹ ࠭ఖङ ऒߖయࠪߖ న࠳ ऐࡏߝ  ంܼ࠭  ఉతओڕ నऒ ం ࡅకए  బܽदڒ యమంߖ ࣆࡱھ 
మనం ߖ ࣆࡱھయమంޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం, ڒబܽद ࠭ంࡓ ڴ޶ంݡ ఫంࣾߤ ల ࡏږओ  ఏࠫ݇ ࡏڷफ۪ޘ ڕऐ  ,ం޳ంڕ
छ޳ ܘబܽद మనం కం߱ڒ ओߩంۨనۨࣇ ࡌ  f z f g ࡮ఇ ޴ం, ఇ޳ంڕߘఅ ߖఅ ࡱ ߤఫంࣾ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ݡ
రछߖ ۨంచబݟంࡅ  ޴కए కएࡅ   ఉం݄ f g x f g ࡱ ߤఫంࣾ ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍమ ڕబܽद మనڒ ,ݟڕ 
మࡅ ࠾ࡍకए కएࡅ ࡹ ߤ࠳ݨ   ప߅ࡍ ఉం݄ అߩओ ओࡏږ ݡ రछߖ  ۨంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ f g x 
కएࡅ కएࡅ   తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद మనం ࢐ڝࣆࡱޘలڕߘంܿనऒ  ంత g f gڜ ޴ߝఏࠫటం݄  అ ޴

కएࡅ ߘߝ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ޜ  అޜ ޴ߝ సࠪనం అߖ ऴ޳࢐भ ం మࡅ ࠾ࡍకए  x x g x x 
ఫంࣾߤ అࡅ ޴ߝకए ओߩఅ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ  కएࡅ ݡ ओࡏږ   కం߱ܘ వదभ ݞޙ f a g x f g  xe 
ఉంܿంړ  ޴ సࠪనం మ࠾ࡍ అ࡮ అޙ࠼, కం߱ܘ व߯ڝ ࠹సం ߷ࡏघ  వదभ ऴ࢐యగలࠪ అం݄a f g a ߖ࡮
ఇ޳۫ ࠵ߝ޻भ ం ڒబܽद అ޴ߝ ࠫऴశమ ఫంࣾߤ అ޳۫ ߖभ ం, ఇࡅ ޴కए కएࡅ   అߖ h of x x g f 
ఉతओ ऒߕ ऒߖ  తۯ ڥߖయంݟ.

కएࡅ  అ޴ߝ వదभ ࠡదం అޔ࢓ం޳ࡶ ޳ అ޴ߝ తۯ ڥߖయߕࣆ ,ړߖݞऒ కएࡅ ऱࢇࢗ ړ    x h x h h 
ప࡯ݞ۫ ߖޒࠫࡍ.
ऒߕࣆ   కएࡅ ऱࢇࢗ ړ   పޒࠫࡍ అ࢑ ޻షయం  ࣾࠪపణ కڵ࡯ ఉనऒ फࣃऴ࢐ ࡮ఇ ߘߝ బܽदڒ మంࡌ࢑  బܽद kڒ ߘ h 

కएࡅ   ప ऱ࣒ ऒߖఅ ޴ߝన࣒ అ࠳   ۨనऒ  లߕࣆ ڕऒ కएࡅ ࠭࠲ ,ޙ࠼అ ޴ߖڒ    ప ऱ࣒  a g h g h f ga h 
छ޳ ݟంߘ ࠆన࣒ ఆ࠳ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡌ కएࡅ   కएࡅ    ప ऱ࣒  f g h a f ga h f a ޴నݟऴ࢐యబ ڴ న࣒࠳ 
కएࡅ కएࡅ  న ఒక పऱ࣒ݟంచబڵ࠙ ޜ  కएࡅ న࣒࠳   మࡏࣃ ࠾ࡍऱ ࡅకए  ప ऱ࣒ న࣒ g g࠳  h g a g h g 
కएࡅ ऒߖ޵ ޙ࠼బܽद మనం అڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ  యవ۪ऐۯ  కएࡅ     ప ऱ࣒ న࣒ a h࠳  th a g h g 
అߕࣆ ޴ߝऒ ओߩఇ ,޶ڒ  తघ޳ࠡ వదभ ޴ߝటం݄, అࠫ޻నࣄ࡯ޘ ڕమన ݡ కం అߖ మనڕ అం޴ంచబݟం޴g a 
కएࡅ బܽदڒ  పࡅ ޒࠫࡍకए కएࡅ 0  h a h g h a ޴ఇ ࠾ࡍమ ޳ఉం ࡹړߖఉ ޴న࣒  ఇ࠳ ݟంߘ న࣒࠳ ړ0 
కएࡅ  ఉతओ నऒ ం व߯ڒ ࠹బܽद ఇకए డ ఉతओ  బܽद g f g hڒ ޴రకం, వదभ ࠡదం ఉంܿంڒ ండవࡓ ޴ఇ ࡹफޒ
కएࡅ  పࡅ ޒࠫࡍకए కएࡅ న࣒࠳ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ0  కएࡅ     ప ऱ࣒  న࣒ f g h f g a a h g a࠳ 
కएࡅ  ఇࡅ ޴కए  వదभ ࡅకए  ఉతओ ऒߕ కం݄ ఒక పऱ࣒޶సࠪనం, ఎం ړߖ కएࡅ  కएࡅ   g a g f h h ag 
ऒߕࣆ ओߩऱనࢀࢗ ړ  ప  ݡ ऱ࣒ కएࡅ   ఈ  అ޴ߝ వదभ ߖరంతࡌయంڴ ఉనऒ ం޶న, వదभ ࠡదం g h h g a g a a g 
ఉం݄ అߖ ݞږ ޴రంతరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࣔరం 0ޔࢂࢗ ړం޴ మ࠾ࡍ ఈ ప޳ ޒࠫࡍछ  y ࡌ
కएࡅ నݟంచబڵ࠙  g y f.޴ఉంܿం ࡵऴ࢐యడం వ ߖన࣒ అ࠳ 

కएࡅ కएࡅ ߖ ఈ ߘߝ ࠾ࡍన࣒ మ࠳  నऒޔࢂࢗ ړ  ऱܿ ऴ࢐యగలߘ మ࠾ࡍ ఇࡅ ޴కए    a g y a g a g 
కएࡅ  व߯ړ ࠹ సࠪనం అߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ࠭࠲ ఈ ࣇऴߖޑऒ  ߰ం࠭޳, కߘక ࡅకए   ప ऱ࣒  f g g h 
నऒۨ  ޙక߱ڒ సࠪనం ړߖݞళऱࢗ ओߩఅ ݟంచంࠫࣾ ࠹సం ఆ߯ व߯ڝ   h f f f g a ޴వదभ ఇ ࠹व߯ ܘకం߱ ݡ

కएࡅ  व߯࠹ ఆࠆ ఎ ݅࠹झ  व߯ړ ࠹ సࠪనం ڒబܽद మనం ఈ షర߅࢑ ߘޔంచక߱ߕ࠼ ఇߖ ޴జం అߖ g f g 
घࡏ߷ ߯ ړߖ܉ߖ  ޴ంޔࠋۮ ࡽࡐ ߤ۰ ओߩఎలऱ ࡮ म޳ࣄ ఈ ߘߝ బܽदڒ జంߖ ݢ ంత ߖ ࣆࡱھయࠪߖऒ  ऴࣃ࢐फ ߘ
వछߖఉండ ڴࡱ ߤఫంࣾ ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍబܽद మڒ ంݟ అం݄ అࡅ ޴ߝకए  వదभ ࠡదం మ࠾ࡍ f g f a g g 
అ޴ߝ వదभ ࠡ޳తघ కం అޙ࠼ కం߱ܘ అ޴ߝ వదभ ࠡదం మ࠾ࡍ ఉతओ నऒ ం  కం߱ܘ व߯࠹ a f g a f g 
छ޳ ఇవछ ࡌ బݟనࡅ ޴కए  ఒక ࡏࣃऱ ࡅకए  व߯ړ ࠹ సࠪనం, ڒబܽद మనం ࠭ంࡅ ߖ޵ ڴ޶కए  a g f 
भ޳۫ ߘ࢓܌ࡏ ం, ڒబܽद మనం ࡅకए కएࡅ   పߖޒࠫࡍ పऱ࣒ అర ߖంۧలߧ۫ న࣒࠳  बం  ࡅకए  g f h f g a

కएࡅ ࠹ऱ व߯ࡏࣃ ఒక ޴సࠪనం, ఇ ޴ఇ ړ  व߯ړ ࠹ సࠪనం ڒబܽद మనం ఏࠫ ࣃۯफ ం, ఎం޶కం݄ by h g f g 
మనం ఒక ࡅకए  ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳  ంచవ۲ऐڵ࠙ ޜ  g h g a g ߖߖ޳ తफڜ బܽद మనంڒ ޶య࡯ޘ ޾ࡶ 
రछߖ ۨంۧ࠭.

కएࡅ  ఫంࣾߤ ఇࡅ ޴కए కएࡅ న࣒࠳  కएࡅ ,సࠪనం ړ  y phi a y f f   ݟంߘ న࣒࠳  a y g 
అర ࠲ऴతࠪ ޙక߱ڒ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ मమޔ࢓ంࡅ  ޴కए  y eq a ual g y a ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ݟంߘ 
కएࡅ కएࡅ ߖߖ޵ ࠭࠲ ,ޙ࠼సࠪనం అ ړ  కएࡅ   व߯ߖ ڴ ࠹రछ ۨంచగల࠭, ࡅకए కएࡅ   g f g f a f 

కएࡅ  व߯࠹ ఉࡹړߖ ఉందߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ࡅకए  అڒ ޴ߝక߱ޙ ఈ ࡐపంࡹ g y pi y 
రछߖ ۨంచబޔݡం޴.
  ఇࡅ ޴కए కएࡅ ޴సࠪనం, ఇ ړ  కएࡅ న࣒࠳  a g ޴ఇ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ࠑ న࣒࠳  g y f y a y a g 
కएࡅ  व߯ړ ࠹ సࠪనం అޙ࠼ ఇߩओ కएࡅ ݡ ఒక ࠭ఖङ ޙ࠼సࠪనం అ ړ  ࢑షయం ఏࠫటం݄,f y g g న࠳
ఈ ఫంࣾߤ అߩओ .޴ంޔࡏࠪ ڴరంతరంߖ ݡ
కएࡅ ࠭࠲   కएࡅ  కएࡅ ޴फ, ఇ࣋۫ ߖޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ  కएࡅ  కएࡅ  y p g ړޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ  y y f g
సࠪనం, ఇ࠳ ޴న࣒ ࡅకए ओߩఇ ݟంߘ న࣒࠳  ఇవछ ݡ బݟం޴.y g y g 

అ޴ߝ ఈ వङ ङޑ స ڷణకం ࡅకए  వదभ ࠡ޳తघ కంڴ ఉంܿం޴, ఇࡅ ޴కए కएࡅ   व߯ړ ࠹   f g a g f 
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కएࡅ ޴ߝకం݄ అ޶ఎం ,޴ంޔࢂࢗ  వదभ ࠡదం ఉంܿంߗڒ ,޴ మన ߖరछ చనం ऴపڒరం ࡅకए  f g g a g 
व߯࠹ phi f a

కएࡅ కएࡅ   తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ. so g phi 
కएࡅ కएࡅ   పࡅ ޒࠫࡍకए ओߩటߝڕࡏۯ ړ  కएࡅ ,ݡ కएࡅ   వࡵ ఉంܿం޴   y pi a g a g p pi 

మ࠾ࡍ ఇڜ ޴నڵࣃంࡅ ߩకए రछߖ  చనం ޳छ  ఒక a g pi ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴరంతరంߖ వదभ ࡌ
࠭ఖङ ओߩ࢐సफవం ఇ న࠳ కएࡅ ݡ  అߖ గమߖంచంࡅ  ݟకए కएࡅ   ऱ y f a g f y yࡏࣃ న࣒ సࠪనం࠳ 
కएࡅ ऒߖఅ ޴న࣒ ఇ࠳  ంܽڔ వࡍ फࣆफంڒ ޴బܽद అړ ޴ߝ సࠪనం ڒక߱ࡅ ,ޙకए  న࣒ g y y g y p y f࠳ 
కएࡅ కएࡅ  ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړ  కएࡅ  f ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబڵ࠙ ޜ న࣒࠳  a g y g a
అం޶వలన ࠳న࣒ ࡅకए కएࡅ  छ޳ ంచడంށڷ న࣒࠳  కएࡅ ࡌ కएࡅ న࣒࠳   y g af y g a y f g y 
కएࡅ న࣒࠳ ऱࡏࣃ కएࡅ  జంߖ ޴ఇ ޙ࠼బܽद అڒ సࠪనం ړ  y g p ޴ߝఅ ޙ࠼అ ,޶ڒ సࠪనం ړ  y a g y 

కएࡅ కएࡅ ࡏࠬ ,ޙ࠼సࠪనం అ ړ  కएࡅ ఒక ߩ࢙ ఎడమ ,ޙ࠼ఉంۨనటऱ ߖ న࠳సࠪన ړ   a g a g y g 
కएࡅ న࣒࠳ కएࡅ   అࡏࠬ ߖ గమߖంచవ۪ऐ , ఇߕࣆ ޴ऒ  మߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍ  మࢁऱ ߕࣆऒ  బܽद ߯న f g fڒ 
ఉనऒ  సࠪనతछ ం అࡅ ޴ߝకए ओߩబܽद ఇڒ జంߖ ݞږ ߕ࠼సࠪనం అ ړ  కएࡅ ݡ కएࡅ   y a g x g f 
కएࡅ  పߖޒࠫࡍ కھߘన࠳ ړߖݞన࣒ ࡅకए కएࡅ   పߖޒࠫࡍ కڝߘए ࢐లం݄, ఇߩओ  x f g g y ࡱۧ ݡ
అ޴ߝ ఒక ప ऱ࣒ కएࡅ  ओߩసࠪనం  అ ړ  కएࡅ మనం ݡ కएࡅ    ప ऱ࣒ కएࡅ ࠆన࣒ ఆ࠳   h g f g a h f g a g
కएࡅ సࠪనం ఒక పऱ࣒ ړ  కएࡅ ऱࡏࣃ    ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳  ऒߕࣆ బܽदڒ బܽदڒ  pi ߖڒ  h g p h g a h 
పࣾంࡹ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ    ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳  కएࡅ  ओߩనݟంచబڵ࠙ ޜ  f ga h f g a h ޴ఇ ݡ eq  ual 
కएࡅ ݟంߘ ప  ݟంߘ ऱࡏࣃ ݟంߘ ݟంߘ  ऱ࣒  ga pi h h g a h g h ݟంߘ ݟంߘ న࣒࠳ 
కएࡅ బܽदڒ నߩ࢙ ݟڕ ޴ంޔݡంచబڵ࠙  పࡅ 0 ࡹޒࠫࡍకए छ޳ ޴ఇ ,޴ంޔࢂࢗ ړ0  ప  ࡌ ऱ࣒h rhs g h a 

ంۨ h g  g aࡍڷ ޒࠫࡍఇతర ప ࠾ࡍమ ޴కం݄ వదभ ࠡదం ఉంܿం޶సࠪనం ఎం ړ ࠹న࣒ व߯࠳ a g 
మనం  ప ऱ࣒ కएࡅ   ఏࠫటం݄, వదभ ga h a g phi ޴నࣄ۫ మనం ޙ࠼అ ,࠭ޑ޶ం߰ ߖޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ0 
కएࡅ  సࠪనం ړߖ޵ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴరంతరంߖ కएࡅ   వదभ ߖరంతࡌయంڴ a g phi phi a g 
ఉంܿం޴, అޙ࠼ ఫంࣾࡅ ߤకए రछߖ  చనం ऴపڒరం ࡅకए  అం݄ ఏࠫܽ, ఇࡅ ޴కए  c a g pi a g f 
व߯ړ ࠹ సࠪనం ڒబܽद ࡅకए  పࡅ ޒࠫࡍకए ऒߕࣆ  ళࢗ ړ ऱడం  ప ऱ࣒  h f g  a h f g ޴ߝఅ ܘన࣒ కం߱࠳ 

కएࡅ ࠹व߯ ޴నݟంచబڵ࠙ ޜ  ఒక ࡏࣃऱ व߯ړ ࠹ సࠪనం, అం݄ కం߱ܘ व߯࠹݅ ࠹झ  h f g g f g a g 
व߯ړ ࠹ సࠪనం ڒబܽद ఇࣆۯ ࢓܌ࡏ ߘࣆࡱھ ޴फంڒ ࡽࡐ  ޴బܽद ఒక ࢐ङ ఖङ ఈ వङ ࠭࠲ బܽदڒ  ङޑ స ڷణకం f
కएࡅ కएࡅ  కएࡅ  కएࡅ   ప ऱ࣒ ओߩనࣄऴ࢐ ڴ న࣒࠳  ఇకए ,ޙ࠼నటऱࣄ۫ ࡏࠬ ݡ డ ࠭࠲ g f g h f a 
కएࡅ కएࡅ   ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳   ఈ తڵనంత ۨనऒ కएࡅ సంڝ  g h g  ume, a plus h g h a g ړ 
సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद ࠬࡏ ఇ࡮ జޔڷࡏందࣄ۫ ࡏࠬ ߖనటऱޙ࠼, ఒక ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳  ए࡛ࠪࡍ   h g a 
ऒߕࣆ బܽद ۨనऒڒ ޶ڒ సࠪనం ړ క߱వ۪ऐڒ ޴నࡕసం సڝ  ఎంత ۨనऒ ࡏࠬ   ऒߕڕఎం۪ ڴ޴ , h h 
ఉ޳హరణࡅ ڴకए  ఫంࣾߤ అ޴ߝ ࣋ए छ  దట x g x x࠴ ߤబܽद ఈ ఫంࣾڒ ,ݟంచంށగࡍప ߖఅ ࠑ ߤవ ߤ࣌ ࡛
ఈ ఫంࣾߕࣆ ڕ ߤऒ  వదभ ࠡదం ఉం޾ࡶ ޾ తۯ ڥߖయంڒ ݟబܽद ڙ ऱ޳ࠡ ࠹࠼తघ కంڴ ఉం޾ࡶ ޾ తڥߖ g g 
भ޳ۯ ం  0 వదभ మ࠾ࡍ व߯ړ0 0 ࠹ సࠪనం ڒబܽद మనం గ޳ށभ ం ڒబܽद 0 ࡅకए న࣒ g g h h z࠳ ࠾ࡍమ ړ0 
ए࣋ ޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ ޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ0 छ छ޳  సࠪనం ړ1 ߤ࣌ ࡛ h h 0 g h ޶ڒ సࠪనం ړ0 ޴ఇ ࡌ h h h x 
మړ0 ࠾ࡍ సࠪనం అڝ 0 ޙ࠼సం ߖరछ ۨంచబޔݡందߖ ऴ޳࢐भ ం.x 
కएࡅ బܽदڒ   వదभ ߖ ݞږరछ ۨంచవలࣄ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ఫంࣾߕࣆ ߤऒ  వదभ ࠡ޳తघ కంڴ xi g 0 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ࣋ए छ ऒߕࣆ  ߤవ ߤ࣌ ࡛ కएࡅ  छ޳ న࣒࠳  ऒߕࣆ ࡌ ओߩనݟంచబڵ࠙ ۯ ߖ  h h g h ݡ
ఇ޳ ޴छ ళࢗ ړ ݟంߘ ऱࡏࣃ ޒࠫࡍన పݟంచబڵ࠙ ࡌ ऱడం వంܽ޻ ఇߩओ h h 0 h sine 1 h ޴ఉం ڕమన ݡ d 
ఈ ߷రࡅ ࠹కए  పޔࠫࡍలޜ ఈࡽद ۯయంڒ ݟబܽद ఇߕࣆ ޴ऒ ओߩఎలऱ ࠑ ߤవ ߤ࣌ కం݄޶సࠪనం, ఎం ړ  hݢ
ఒకړߖ޳ సࠪనం కం݄ తڕए వڴ ఉంܿందڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ఇߤ࣌ ޴ ఒకܽ ޳छ mod h h mod h ړ ࡌ
సࠪనం కం݄ తڕए వڴ ఉంܿందࣆۨࣇ ߖफం޴.
  ఇߕࣆ ޴ऒ एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ వ మ࠾ࡍ త࢐ࡏత ࢡం޳ࣄ ࢑۶ ݭम ంతం ޳छ కएࡅ ࡌ  పޒࠫࡍ h sin 
ऒߕࣆ ए࣋ ߤబܽद ఈ ఫంࣾڒ సࠪనం ړ छ  x x x x ړవదभ 0 ࠾ࡍమ ޶ڒ సࠪనం ړసం 0ڝ ࠑ ߤవ ߤࣄ ࡛
సࠪనం   మ࠾ࡍ ఉతओ నऒ ం ړ సࠪనం అࡏࠬ ޙ࠼ ఈ ఫంࣾߖ ߤ ۫࣋फ ࡅ ߗڒకए 0 ࠑ  ߕ޼ఏ ߘߝ  0 g 1 m 

ऒߖఅ ޴ం݄, ఇڕࣆޓ पࡌߪ  ంڒల ڝసం 0ړ సࠪనం ఎం޶కం݄ ࡅకए ऒߖఅ ߤ࣌   pi m m pi m pi ڔܽ
ऒߕࣆ .

पࡌߪ ంڒలڒ ࡹబܽद ࠬ޳ 1 ࡏछ కएࡅ ޴ఉం݄ అ ړ ࡌ  1 చదరࡓ ߩ ऱܿ 0 ړ   m m m pi g m pi by m pi 
సࠪనం అޔ࢓ం޴ మ0 ࡏࠬ ࠾ࡍ ۪ द݀  ఏࡌ࢑ ߕ޼మం ڕࣆޓం݄ ࠬࡏ ఏ ࡌ࢑మం ߕڕࣆޓऒ  అకए డ 
ఉనऒ ऱܿ గమߖంచంݟ  తڵనంత ߭దभ ࠑ ఇంࡹ޶ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߕࣆऒ  కం݄ ఎڕए వ ఏ࡮ݥ ߕ޼दm 1 m pi 
छ޳ సంڝ पࡌߪ  ޴న޴ంۮ ړ ޴ఇ ࡌ ంڒలߖڜ ࡹऒ द࡮ݥ న࣒࠳ సంڝ  द࡮ݥ  రణం, m pi tڒ ړߖ޵ బܽदڒ  m o 
ऒߖ޵ కएࡅ ړߖݞంచߧࡐߖ    ప ऱ࣒ ओߩనࡶ ڴసࠪనం ޜ  फ g g h a g࣋ۯ ޴ఇ ޙక߱ڒ ߤఫంࣾ ࠾ࡍమ ݡ
సޔ߱ࡍంద࢑࠙ ࡏࠬ ߖంచవ۪ऐ .
ओߩఅ ޶ఉండ ڴबరంࣄ  న࠳बరࣄ   నంత ۨనऒڵత ,࡯ڴజర ޴అ ݡ ప  ࡹమంࡌ࢑  ऱ࣒ కएࡅ   సࠪనం g g h g ړ 
ओߩఇ ޴फంࣆߧ۫ హరణ޳ఈ ఉ ޶ڒ జంߖ ޴అ ߗڒ ޶ڒ ऒߖయࠪߖ ࣆࡱھ మనం ఈ ݡ ऒߖڜ   ఇతర ࡹߦࡐऱ  
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ऴࣃ࢐भ ం ڒబܽद మనం  అߖ ऴ࢐యړߖݞ సࠪనం అߖ ऴ࢐యړߖݞ నߘऒ కएࡅ  y y x g ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  u 
అړ ړݟڕ ޴ߝ సࠪనం ڒబܽद ఇڒ ޴ం߱݋܊ ఫంࣾߖ ߤ ऴ࢐ फ࣎ ంڒ ޴బܽद అࡅ ޴ߝకए కएࡅ   y f u x g f 
తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ, ఇࡅ ޴కए  కం߱ڒ ܘబܽद ఏߕ޼ కం߱݋܊ ఫంࣾࡏږ ߤओ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡮ఇ ߘ , x f g  
కएࡅ ߖ ࡏࠬ  అంతర ठత ఫంࣾړ ߤ సࠪనం అߖ ߖరछ ۨంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఆ߯ ࡅకए సࠪనం y ړ  x u y f
ओߩబܽद అڒ కएࡅ  ޴వదभ ࠡదం ఉంܿం ࠾ࡍవదभ ࠡదం మ ޴ߝరం అڒయమం ऴపߖ ࣆࡱھ ݡ  g x f x g 
ఆ߯ వదभ కం߱ܘ ऴప߄నం ࡏࣃऱ व߯ࡅ ࠹కए కएࡅ   व߯ړ ࠹ సࠪనం  ࡅకए  బܽद x f g x g g f x x xڒ 
కएࡅ  व߯࠹ అం݄ ఏࠫܽ, అం݄ మనం కం߱ܘ అ޴ߝ ఫంࣾߤ తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇ޴ g f g u dx 
छ޳ కएࡅ ࠾ࡍ࢑షయం మ ޻అ ࡌ छ޳  ޴ఇ ࠹व߯ ޴బܽद ఇڒ  झ࠹݅ ࡌ  du f x g y f y d dy dy by 

కएࡅ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ  మన వదभ ݋ࡕ  ऴప߄నమߖ మࡅ ࠾ࡍకए  అߖdx y x dydx x g u y f 
ङݢ బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ తపओ ࠹న వదभ व߯࠼సࠪనం అ ړ ࠹व߯ ޴ߝఅ ݠ  మࡖకܽ ࡅ  ޶ڒకए  f y f x g 
ऒߖయࠪߖ ࣆࡱھ ࠭࠲ బܽदڒ ఉనऒ ڵ࡯క ߘߝ ,ంܼ࠭ڕफం۪ࡏڷ  టऱޙ࠼ అړ ޴ߝ సࠪనం మ࠾ࡍ u y y 
అࡅ ޴ߝకए  ఆ߯ ఉతओ నऒ కएࡅ ంۨ߅సంబం ړ దట࠴ ࡏࠬ ړߖݞనھߘక ߖ న࠳  x g, dudx y u 
ఉతओ ऒߕ ऒߖ  కߖھߘ, ఆ߯ ށڷ ߖߖ޳ంۧړ  ࡯ సంబం߅ంۨ ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ڒబܽद ఇࡏڷ ޴फం۪ڝవడం x y 
dy dudx ߖ ࠭࠲ ఆ߯ ,޴ంޔݡయబۯ भ޶फ, ఈ ర࣋۫ ࡏࠬ ߖ࢑భజన అ రణ߄ࣃ ޴కం݄ ఇ޶లభం, ఎంࣆ
߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ ङݢ ߗڒ ࡏగలڝफం۪ࡏڷ    ݟంచంߖగమ ߖఅ ࠲फ ࠪऴతࡏڷ వలంښ ޴ఇ ݠ
ఉతओ నऒ ం ఇࡓ ޴ం࢑ ݡష࠻ల ڷణకం ڒ ޶ڒబܽद ఇߩओ ऒߖڜ మనం ݡ  ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం ࡅకए  x f 
అࣃ ޴ߝए छ  అۮ ߖపओ ప ࡎ  సࠪనం ړߖݞ ऱ࣒  వږ ߤङ పऱ࣒ࡎ ߖ ࠗ  వږ ߤङ  x x ࠹व߯ ࠆఆ߯ ఎ ,ߖھߘక ߖ ࠗ
एڝߘక ߩ࢙ݟڕ ంڒ ݟబܽद ࠬۯ ࡏయగࡌࠪ ڼ࡯ठ ए࣋ ࡏࠬ ,ఏంటం݄ ࡱ छ ࡛ ప ऱ࣒  వږ ߤङ ంచవ۪ऐࡍ࢑సफ ߖ ࠗ , x 
ఇړ ޴ ఆࡏ పऱ࣒ ࡓ ݡ࠮  ऱܿ ߘం࡛ࠂ ݟ పऱ࣒  ऴړޓ సࠪనంڴ ఉంܿం޴  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వڒ ߤబܽद ఇߩओ x ݡ x x 
మనߘ ڕంߘ ݟంݟ ఉతओ నऒ ం ڒ ࣆࡱޘబܽद व߯ߘ ࠹ం5 ݟ ప ऱ࣒ ङږ 12  ࠗ పऱ࣒ x n f x 6 x x x ړ 6 
సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ఒక ࠪర ठం ڒబܽद ࠬࡏ ఉతओ ऒߖయࠪߖ फޒ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ ఒక ࠪర ޴బܽद ఇڒ  ठం.
ఉతओ ߘߝ   ऒߕ ऒߖ  కߕھߘలڕߘం݄, మనం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ࡓ 1  ऱܿ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  1 ࣋ए छ ࡛ అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭ x x 
మ࠾ࡍ ఇࡅ ޴కए ऱ ࣋एࡏࣃ ߤదܽ ఫంࣾ࠴ ޴ߝఅ ࠹బܽद व߯ڒ ࠪ  छ ࡛ ప ऱ࣒  1 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  x f f x 2x x x 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ కएࡅ 1   ఉతओ నऒ ం  ࡓ ऱܿ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వߤ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ఉతओ నऒ ం మڝ ߖ޵ ࠾ࡍసం ࠬࡏ మࢁऱ x 
ఉతओ ऒߖయࠪߖ फޒ  ఉపࣆڵࡆफߕऒ ࡓ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ ࡏ ऱܿ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వߤ పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వ࠹݅ ߤ x x x 
݀ ఇࡓ ڷࡱߕ ޴ ऱܿ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వߤ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ व߯࠹  అࡓ ޴ߝంݡ చޔరऴసం పऱ࣒  x x x f x xx 
ఒక చޔరऴసం పऱ࣒ ࡓ ڷࡱߕ  ऱܿ చదరڕࠪ ߩ ఒక చޔరऴసం ఇ޴ ఆࡓ ࡏ ऱܿ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వߤ x x pl  x x 
࣋ए छ ࡛ అࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇߘ࠭ ޴పܽ సࠪ߄నం వࡵ ఉంܿం޴, ఇ޴ ఆࡓ ࡏ ऱܿ ߘంݟ x x 
పऱ࣒ ڷࡱߕ ए࣋ ݡంࡓ  छ ࡛ ప ऱ࣒  వߤ మ࣋ށڷ ࡏࠬ ࠾ࡍफ ࠪڕ వࣆफం޴  ఆߘ ࡏంݟ ఐ޶ పऱ࣒  పߜऒ ంݡ x x x
ङږ ࠗ పऱ࣒  ఆڒ ࡏబܽद మనڕ అ޻ సࠪ߄నం వࣆफం޴, అߖ ࡽࡐ ߤ۰ ޙ࠼ ఉపڵࡆంۨ ߖ޵ऒ  x ړߖݞయۯ 
మࡖక ࠪరठం ఉంڒ ޴బܽद ۰ߖ ࡽࡐ ߤ ఉపࣃڵࡆफ కएࡅ ڕబܽद మనڒ ࠭  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒక ږङ ࠗ f x x 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ సࠪనం  ږङ కएࡅ ࠗ కएࡅ   ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  1 ऴపࣆफతం ࡅకए  అ޴ߝ g x g x g x x f 

ङږ కएࡅ ࠗ  ఇకए డ ࡅకए  చదరߩ పऱ࣒  ఒకܽ ߖ ࣆࡱھయమం ޳छ ఉతओ ࡌ నऒ ం व߯࠹ x g, g x x f x 
అ޴ߝ సంకలओ ం ࡅకए  ఉతओ ऒߕ కएࡅ ڕߕ  సࠪనం ړߖ ࡓ 3  ऱܿ చదరࡏࣃ ߩऱ व߯࠹ ఇవछ ంݟ q x g x g 
ఇࡏࣃ 3 ޴ऱ ࡅకए  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  1 చదరࡏࣃ ߩऱ व߯2 ڕߕ ࠹ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఇࡏࣃ 6 ޴ऱ g x x x g x x x x
చదరߩ పऱ࣒  1 చదరړߩ సࠪనం  ఉతओ ऒߖయࠪߖ फޒ  ఉపڵࡆంۨ ࠭࠲ ߰ం޴న అ޻ సࠪ߄నం ࡏࠬ ޳ࡶ 

ఈܘ ఈకछ ए࣋ ܿ ࡽ छ ࡛ ప ऱ࣒  వږ ߤङ ࠗ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  ఇߧ ࠾ ࡏࠬ ޴లऱ అߖ ऴࣃ࢐फ ఇకए  ࡏ డ ah y x ed u
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  1 మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త అࡅ ޴ߝకए  ఫంࣾߤ అߖ ఇߩओ  x dydxy u ࡏ࢐ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕమన ݡ

dydu u x ߖऱ అࡏࣃ
అ޳ ߖछ फࣃऴ࢐ ࡌ ङږ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ࡏ కएࡅ ࠗ  ఉతओ నऒ ం ݡ࠮ ڕߕ చదరߩ  so du dx dudydu u u 

ࡓ ݡ࠮ ޴బܽद ఇڒ ࡯࠻ऴ࢐ ڴపరం ޵ޒऴప ࡏࠬ ఆ߯ ,޴फంࣆఇ ݡంࡓ  ޴फంࣆऱ ఇࡏࣃ ऱܿ dudx x x x 
చదరߩ పऱ࣒  ఒక చదరࡏࣃ ߩऱ ࡓంڒ ݟڕ ݡబܽद ߖ ࣆࡱھయࠪߖऒ  ఉపڵࡆంచడం గణనࣆ ߘలభతరం x 
ऒߖڜࡍమ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ  ఉ޳హరణలࣃ۫ ߘफ ఉతओ ߖ޵ బܽदڒ ࠭ ऒߕ ऒߖ  కھߘనంݟ  ࣋ए छ ࡛ x 
కएࡅ బܽद ఇకएڒ ߤ࣌  డ ࠬࡏ ۫࣋फ ࠭࠲ ఉతओ ऒߖయࠪߖ फޒ  ఉపڵࡆంచ޳ࡶ ࠭ࡶ ఉతओ ऒߕ ऒߖ  
కھߘనړߖݞ ఏߕ޼ సరࢁకృతం ۯయڒ ࠭ࡶబܽद ࠬࡏ పߖޒࠫࡍ ఉపڵࡆంۨ కھߘనవలࣄ ఉంܿం޳ࡶ ޴ 
ఇకए ࡏࠬ డ ߖ ࣆࡱھయࠪߖऒ  ఉపڵࡆంచవచऐ ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ޙ࠼ంۨనటऱߖగమ ࡏࠬ ߖ  ऴࣃ࢐फ ࠭.

అߖ ऴ࢐యంࡅ ݟకए एߘ࣌   సࠪనం మ࠾ࡍ చదరړߩ సࠪనం ڒబܽद ߖ ఇࣆफం޴   y u u x dydu cos u
మࡓ ࠾ࡍంڒ ݡబܽद ߖ ࣆࡱھయమం ޳छ ఉతओ ࡌ నऒ కएࡅ ޴ऱ ఇࡏࣃ న࠳  dudx x dydx dydu dudx u 

కएࡅ ߤ࣌ ڕࠬ ,యమం ఏࠫటం݄ߖ ࣆࡱھ ఈ  ࣊ ݟڕ ऱ  2ࡏࣃ ߩసࠪనం చదర ړ  ఉతओ నऒ ం cos x x o 
కएࡅ ߖ޳ నࣄ࡯ޘ ڕࠬ ߖఅ ߤ࣌ڜ హङࠈ దట࠴ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉం ߤ࣌   ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ ऒߕ ऒߖ  కߖھߘ, 
ఆ߯ ఈ అంతర ठత ఫంࣾߖ޳ ࡹ ߤऒ ࢩ࢑  ऱࢳంۨ, ఆ߯ ࠬࡏ అంతర ठత ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ ऒߕ ऒߖ  కھߘంܼࡏ.
ంత అڜ   ङ࠙ సం తࡌछ త ࠬߖ޵ ࡏऒ ړ ంతࡍమ ߖߖ޳ ,ࡏऴ࢐యగల ڴࡏߝ  ऱషदతరం ޳ۯभ ం మߘߝ ࠾ࡍ ࣋ x 
ङږ కएࡅ ࠗ ए࣋ ߤ࣌  छ కएࡅ ࡛ छ޳  ऒߕంܿڕߘలߕھߘక ߖ ࡌ బܽद ఇకएڒ ߘ డ ࠬߤ࣌ ࡏ ࣋ए छ ࡛ dx d x 
ङږ ओࡏږ ݡ࠮ ߖߖ޵ ޙ࠼ంۨనటऱߖగమ ߖ ࠗ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ .
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ए࣋ ߤ࣌ బܽदڒ ࡱ߇࢑   छ ࡛ न ږङ ࠗ ఇߤ࣌ ޴ ఆږ ࠆङ ऒߖ޵ ࡏࠬ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࠗ ए࣋ ߩ࢙ݟڕ  छ ࡛ x x 
బܽद ఇకएڒ ݟయంۯ డ ఔట࡛ ࣒࠵द ఫంࣾߖ޵ ࡏࠬ ߤऒ  ࣋ए छ ङږ ࠆఆ ߤ࣌ ڕࠬ ఆ߯ ࣄۯ ࡛ ࠗ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴x 
ࡓ 2 ڕߕ ޴ఇ ࡏࠬ దట࠴ బܽदڒ ߤఫంࣾ ߕ ऱܿ ࣌ߤ ఆږ ࠆङ ࠗ ఇࣆफంߖ޳ ޴ ఉతओ ऒߕ ऒߖ  y dydx  x ࡏࠬ 
࣋ए छ ओߩఆ߯ మనం ఇ ,ࡌࣃۯ ࡛ ङږ ߤ࣌ ࡵహరణ వ޳పܽ ఉߘ࠭ ݡ కएࡅ ࠗ  ఈ x ࡯࠻ऴ࢐ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ 
ङږ ߤ࣌ ࢟ܽ࢘ࡍݥ దܽ తపओ࠴ ࠗ  మࡖకܽ ږ ࡏࠬ  ޶ڒङ కएࡅ ࠗ కएࡅ ߤ࣌ న޴ం߰ ߖ ߤ࣌ڜ   x y x 
ఉతओ ऒߕ ऒߖ ङږ ఆ߯ ,ݟంڝࣆޓ  కएࡅ ࠗ  ఉతओ నऒ ం ݡ࠮ ࣋ए छ  x x ڕߕ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆఇ ߖ ࡛
ఉతओ ऒߕ ऒߖ  ఇࣆफం޴, బࣗࢡ మࡖక ఉ޳హరణࣃۯ ߘफ కएࡅ ߖߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ߘ కएࡅ ߤ࣌ڜ   కएxࡅ ߤ࣌ 
.ߘయగలۯ ڴతంښంత సంڜ
ఇకए ࡏࠬ   డ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ కھߘనవలࣄ వ࣋फ, బయܽ ۧ࡮ ఫంࣾߤ ఏࡅ ߕ޼కए ఈ dydx ࡏࠬ బܽदڒ ߤ࣌ 
కएࡅ తफం࠴ ओߩఅ ,ࡏޑ޶ం߰ ߘ ߤ࣌ڜ  కएࡅ ߖ޵ ࡏࠬ ݡ కएࡅ ߤ࣌   ఉతओ ऒߕ ऒߖ  బܽदڒ ,࡯࢐ڝࣆޓ 
సమࡱ࠻ సߘߝ ,ࡔ మ޳ ࡍࣃࡗछ छ޳ ࠆఆ ߤ࣌ ࠆఆ ߤ࣌ ࡌ వछߖऴ࢐య ࡌ ంږ ߤ࣌ڜ  ݟङ ࠗ పऱ࣒  d x x 
అߩओ ऒߕफࣆڵࡆఉప ߖ ࡽࡐ ߤऱ ۰ࢁమ ࡏࠬ ݡ ङږ ߤ࣌ڜ ڕߕ ޴బܽद ఇڒ ࡏ ࠗ పऱ࣒  మߤ࣌ڜ ࠾ࡍ x x x 
ङږ ࠗ పऱ࣒ కएࡅ  फࣃڵࡆఉప ߖ ࡽࡐ ߤऱ ۰ࢁమ ࡏࠬ సంڝ ߖ޳ ,޴फంࣆఇ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ  छ޳త ,ࡏ  x ڕߕ ࡌ
ङږ फࡏڷ గܽ࢟ߜ ࠗ పऱ࣒  వࣆफం޴  ఆ߯ ఇనऒ ङږ ߤद ఫం࣒ࣾ࠵ ࡛ ࠗ పऱ࣒ కएࡅ   ఉతओ నऒ ం࣋ށڷ ޜफ 3 x x x x x
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ऒߖయࠪߖ ࣆࡱھ బܽदڒ ޴फంࣆవ ݋ࡕ    ఉపڵࡆంۨ మనం ࡓంݡ కం݄ ఎڕए వ ఫంࣾߤ ల 1
ओࡏږ ఉం݄ ఉతओ ڵ࡯క ߘ ऒߕ ऒߖ నవచऐھߘక ڴలభంࣆ  फࣃ۫ ߖ ࠭, ఆ߯ ࠬߖ ࣆࡱھ ࡏయࠪߖऒ  ప޻ప޻ 
ఉపࣆڵࡆफߕऒ .ࡏ

కం߱܊షࡅ ߤకए  ఉతओ ऒߕ ऒߖ  కھߘనంݟ,   t  o 
ఇߩओ మ ఫంࣾనऱ ఉతओࡹ࢑ ࠭࠲ ݡ ऒߕ లߘ కھߘనగలࠪ అݞ۫ ߖలڕߘంܿߕऒ ࠭, ఉ޳హరణࡏࠬ ڕ 
ంۨ అధङࡍڷ ఫంࣾనऱ ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑ యనం ࣄۯ ఉంܼڒ ࡏబܽद ߤ࣌ ࠭࠲ ఇనछ ࡛झ छ޳  छ޳ ࡌ  xd d d ࡌ
అߖ అడڴలڕߘంܿߕऒ కएࡅ ࠭  వలన dx x x޶అం ࠾ࡍమం మࡹ࢑ ߤܼ మంࡹ࢑ ߤ࣌ڜ 

కएࡅ కएࡅ బܽदڒ ,ం޳ంڕߘఅ ߤఈ ఫంࣾ ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߖసࠪనం అ ړ  మం y x fࡹ࢑ ړ  x f 
ఉందߖ అڕߘం޳ం, ࡅ ߘߝకए  అߖ ऴࣃ࢐फ అర ߖ޳ అం݄ ,ߘ बం ఏࠫܽ ࡅకए  అ޴ߝ x g g f  x x 
కएࡅ కएࡅ  కएࡅ ࡏࠬ మం అం݄ࡹ࢑ బܽदڒ సࠪనం ړݟڕ ޴అ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  కएࡅ   g f x x f f
ऒߖࠪࡹ࢑ కएࡅ ࠾ࡍమ ࡏޑ޶ం߰ ߖ ࡏࠬ ం݄ڕࣆޓ  సࠪనం x ڕఉం݄, మన ڵ࡯క ߖ మంࡹ࢑  f f x y 
అࡅ  ޙ࠼కए కएࡅ ߖ ݟంߘ  ऴ࢐యవ۪ऐ ߖమం అࡹ࢑  , x f x y f 
ఇ޴ ఇకए డ ࡅకए  వࡵ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߩओ ఉతओ ݡ ऒߕ ऒߖ  కھߘనడం ڝసం, ڒబܽद మనం g y 

కएࡅ  व߯ߖ ࠹ ۫࣋फ ఇ޴ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ మనࣄ࡯ޘ ڕన޴ ఏࠫటం݄ ࡅకए  y g dxdy x g 
కएࡅ  కߘక ఇړ ޴ సࠪనం, అం݄ ఇ޴ మనం ऴࣆ࢐फనऒ కएࡅ  f x ޴फంࣆۨࣇ ߖ  x g
ఉతओ ߖ޵ ߘߝ ऒߕ ऒߖ కएࡅ ݟంۨ 1 ߰ందం߅సంబం ړ ,ం݄ڕࣆޓ  కएࡅ  కएࡅ  సࠪనం xi ړ  x g f dx d
మ࠾ࡍ ఇߖ ࣆࡱھ ޴యమం ޳छ కएࡅ నం߄ऱ ऴపࡏࣃ ޴నࣄవలڒ ڕమన ࡌ  व߯ړ ࠹ సࠪనం x g f g g 
व߯࠹ అߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ߝ కڝߘए వడڒ ࠲బܽद x x 
కएࡅ కएࡅ   ऴప߄నం ߕࣆऒ కएࡅ ,ޙ࠼నటऱڒ సࠪనం ړ  ऴప߄నం ࡅకए  व߯޳ ࠹छ  g f x g x f g ࡌ
ఒకܽڴ ఉంܿం޴, 
కߘక మనం ߰ం޴޻ ఏࠫటం݄ 

ఉతओ ߖ޳ फ࣋ۨࣇ మంࡹ࢑ నऒ ం ࡅకए ओߩమం అࡹ࢑  కएࡅ ݡ కएࡅ  కएࡅ మంࡹ࢑   f f f dx dx x f 
కएࡅ ޴మం ఇࡹ࢑ ఉతओ ࠹మం వదभ व߯ࡹ࢑  నऒ ం ޳छ  సࠪనం x f f ړ1 ࡌ
ऒߕࣆ ࠹మ వదभ व߯ࡹ࢑ ޴ంࣄవలڒ ڕబܽद మనڒ ऒޒऴపయ ߖߖ޵ మనం ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ޶ڒ  भ޳ ం f x f 

కएࡅ ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ కएࡅ  छ޳  ఉతओ ࡌ ऒߕ ऒߖ  గށంచంڒ ݟబܽद ఈ ߷ࡏघ छ޳ ࡮  కएx dxࡅ తంښసం ޴ఇ ࡌ
ఉతओ నऒ ం ޳छ ఇనछ ߤ࣌ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࡌ ࡛झ కएࡅ   व߯޳ ࠹छ फࣃఒకܽ ऴ࢐ ࡌ ఇకए ߘ డ x f fx
అࡅ ޴ߝకए एߖ࣌   సࠪనం ڒబܽद ߖ޵ ఉతओ నऒ ం  ࡅకए ఇనछ ߤ࣌ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆఇ ߘ ߤ࣌ڜ ߤ࣌  ࡛झ  x x 

కएࡅ కएࡅ మࡹ࢑ పంߦ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ߤ࣌ڜ   పం x x yߦ  ޙ࠼బܽद సࠪనం అڒ ఏࠫܽ ߤ࣌ڜ 
కएࡅ ޴ߝమం అం݄ అࡹ࢑ కएࡅ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ߖఅ ޻అ ߤ࣌   ఏࠫ݇ x x y y ߤ࣌ڜ 
కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ࠭ మ࠾ࡍ ఇߤ࣌ڜ ޴ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  y y ߤࣄ న࣒࠳ ఒక ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߘ ߤ࣌ڜ 
࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ఒక ޴సࠪనం, ఇ ړ ࡛ छ కएࡅ బܽदڒ ࡛ న࣒ ࣋ए࠳ 1 ߤ࣌ڜ  छ కएࡅ ࡛  ప ऱ࣒ న࣒ y࠳ ޳ࡶ  x y x 
వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ఇߩओ ఇనछ ߤ࣌ ݡ ࡛झ  x ݟڕ ఒక ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ޴ఇ ࣆࡱޘ ఏࠫ ڕంۨ మనࡍڷ 
మధङ రछߖ సంڝ  ۨంచబݟం޴ ఎం޶కం݄ పࡅ ߅ࡍకए ఒకܽ మధङ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ߤ࣌   ఉంܿం޴ x x 
ఇనछ ߤ࣌ బܽदڒ ࡛झ రछߖ  ۨంచబݟం࠳  ޴న࣒ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఈ ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ  x x x  x 0 ڕవర 1 ݟంߘ 
ఉం݄ 0 ߘంۮ ړ 2 ړ ݟం޴న޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 ߘంۮ ړ0 ݟం޴నటऱߤ࣌ ޙ࠼ ఇనछ ࡛झ న࣒ pi࠳  x x pi 
. ޴ఉంܿం ڕవర 0 ݟంߘ 2 ݟంߘ
 కߘక అ࢟ܽ܊ߦ  ޙ࠼ అߩओ ఇనछ ߤ࣌ ݡ ࡛झ   మ޳ ࠾ࡍछ మధङ  ࡌ छڒ దܽ࠴  ऴడంࡹ ݋ ఉం޴ x x 0 pi 2
మ࠾ࡍ ऴపږޒలంڴ ఉం݄ ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ  x x pi.޴ఉంܿం ڕవర 0 ݟంߘ న࣒ ߯ 2࠳ ݟంߘ 2 ࡹ߯ న࣒࠳ 
 ఇߩओ కएࡅ ߖ޵ ݡ  pi ݟంߘ 2 ݟంߘ ߯ న࣒࠳ 0 ݟంߘ న࣒ ߯ 2࠳ ܼޓ ఏࠫܽ ߗڒ ܼޓ ࠆఆ ࣒ڒ ߗڒ ࣒ڒ 
వర2 ڕ వర࠴ ڕదܽ ڒछ ऴడం݋ మߕ ࠾ࡍలठవ޴ మధङ  ఉం݄ ږߘࣃలంڴ ఉంܿంڒ ޴छ ऴడంߤ࣌ڜ ݭ࢓ ݋ 
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ఒక సࡍ ఫంࣾڒ ߤబܽद ఇ޴ ఎలऱߩओ  బܽद pi xڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ڕవర 2 ࠑ ݟంߘ న࣒ ߯ 2࠳ ݢ
కएࡅ ఇనछ ߤ࣌ ࠆఆ ࣒ڒ  ࡛झ  
ఒకܽ మధङ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳  ఉనऒ  అߖऒ ఇనछ ߤࣄ ࠆఆ ࣒ڒ బܽद ఈڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ړ  ࡛झ  x x 
ఇకए ࠭࠲ డ ऴ࣒ڒ  ࠭ࣃ࢐ ఆߤࣄ ࠆ ఇనछ ࡛झ  అ࠳ 1 ޴ߝన࣒ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ప ऱ࣒ న࣒ వర࠳ ޳ࡶ  ठ࠮లం x x 
అޙ࠼ ఇ޴ ఎలऱߩओ ఇనछ ߤ࣌ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖడదږఉండ ڴలంږޒऴప ݢ ࡛झ కएࡅ  న࣒ x x࠳ 1 ࣒ڒ 
࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ఇ޴ అߖऒ  మڝ ࠾ࡍऱܘन  ఇంటࡓछ  x ߤ࣌ ޙ࠼జం అߖ ޴ఇ ࡹన࣒ 1 1࠳ ࡽ
ఇనछ ࡛झ కएࡅ  న࣒ ࣋ए࠳ 1 ޴ఇ ࠑ ࢟ܽ࢘ࡍݥ  छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం ޳छ  x d dx x ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ1 ࡌ
ఇనछ ߤܼ ࡛झ బܽद ఉతओڒ  నऒ ం మࡖకܽ ࣃۯफ ఈకछ ࡏࠬ  ߘ ఇనछ ߤܼ బܽदڒ ࠆఆ ߤܼ ܿ ࡽ ࡛झ  అߖ x y x x 
ऴ࢐࣋फ మߖ ࠭࠲ ࠾ࡍ కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ओߩబܽद ఎڒ ࠭ ऒߖ޵ ߕݧ dydx ޴బܽद ఇڒ లభంࣆ యడంࡌ  x
ఉతओ ޴ऴ࢐࣋फ ఇ ߖఅ ߘߝ ࠾ࡍ࢑షయం మ ޻ऴ࢐࣋फ అ ߖసࠪనం అ ړ ࠆఆ ߤ݄ ऒߕ సࠪనం  y dxdy tan ړߖ

ए࣋ ݋ంڒ࣊ ڕߕ छ ࡛ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ߖߖ޳ గమߖంచం޳ ࡽࡐ ߤ۰  ݟछ छ޳ ࡽࡐ ߤ۰ ࡌ  y y dydx ޴ఇ ࡌ
छ޳ ए࣋ ݋కం࣊ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖ޳ఒక ࡌ छ కएࡅ ࡛ ए࣋ ݋ంڙ࣊  छ छ޳ ࡛  సࠪనం, 1 dxdy y y ړ1 ࡌ

 ప ऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ ࡛ మړ ߤܼ ࠾ࡍ సࠪనం ڒబܽद ఇ1 ࠑ 1 ޴ ప ऱ࣒   చޔరऴసం ڒబܽद ܼߤ ఇనछ ࡛झ  y y x x x 
కएࡅ  ఉతओ నऒ ం ఒకߖ޳ తࡌछ త ఒకܽ పऱ࣒  ࣋ए छ  ల x ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑ ఇతర ࡏࠬ ,సࠪనం ړݟڕ ࡛
ఉతओ నऒ ం ࠬࡱޘ ڕసړࡵ ߖए ంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంۧ࡯ మ࠾ࡍ తࡌछ  ߘలޑऴࣇ ړ࢐ܽ ߘߝ ࡹޒతరగ ޒ
ऴࣃ࢐फ ओߩఅ ࠾ࡍమ ߘ ऒߖڜ ࠭࠲ ݡ  ఇతర ఫంࣾనऱ ఉతओ ऒߕ లݞږ ߘ కھߘంܼ࠭ ధనङ  ࡱ޳࢐
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