
झ࢟ܽ࢘ࡍݥ   ߯ ङߕండవ ఉపࡓ  छࣃ ړߖࣃ గతం ڒబܽद గత ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ఒక ఫంࣾࡅ ߤకए
కएࡅ ߩంڵࣃనڜ  ࠙వనలߘ చࡍऐ ంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ నऒ ం అం݄ ఏࠫ݇ 
ऐࡍచ ݞږ ంۧ࠭ మ࠾ࡍ తࡌछ త ߖڜ ࠭࠲ऒ  లࣾހల࠭ࢡ۫ ߘ ఈ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ܌ࡗझ  మనం ࠴దట 
కంܽߘङ ܾ మݟ ࠾ࡍఫߖࡓझ యܾ࡯ࠉ మధङ  సంబంߖ߄ऒ फࣃ۫  ࠭, ఆ߯ మనం మߖڜࡍऒ  ఫంࣾనऱ ఉతओ ऒߕ ऒߖ  
గࣃށफ ऐࡍచ ߘߝ బܽदڒ ࠭ ంచ࠴ ࡃࠓదܽ ࢑షయం ఏࠫటం݄ ڜనڵࣃంߩ మ࠾ࡍ ࠡదం మధङ  ఏߕ޼ 
సంబంధం ఉం޳, 
भ޳۫ హరణ޳దట ఒక ఉ࠴ బܽदڒ ం ڒబܽद పࡍగށంచంࡅ ړ ࡹ ݟకए r ,ߤన ఫంࣾ࠳సࠪన ړ  x x mod x 
కएࡅ ߤబܽद మనం ఈ ఫంࣾڒ  ऴڶ ߘ ࠆڴయړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ڒబܽद ఏړ ړ ࢟ܽ܊ߦ ߕ޼ సࠪనం x mod x

ఇړ ޴ సࠪనం మړ ࢟ܽڻߜ ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒ ڒబܽद.fx, x x x 
  ఇړ ݞږ ޴ సࠪనం ߕࣆऒ  కం݄ ఎڕए వ ړ సࠪనం మߕࣆ ࠾ࡍऒ  కం݄ కం݄ ࠳న࣒ fx x x x x 
కएࡅ ߤఈ ఫంࣾ ߗڒ లభంࣆ ࡮ۧ ޴ఇ ߩ࢙ݟڕ  ఉపࡆగకర࠳న ऴߖޒߦధङ ం మ࠾ࡍ ऴࠆڴ కࣆߧߖफం޴  l 
ఇڒ ޻బܽद ఇࡅ ޴కए ओߩన ఇ࠳సࠪన ړ ݭ࠵   x fx ޙ࠼అ ߤబܽद ఫంࣾڒ ం޳ڷݡమనం అ ݡ

ऒߕࣆ బܽद ఇకएڒ ޳ఉం ڴయంࡌరంతߖ న࠳సࠪన ړ డ ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴڶ ߘ ࠆڴయడం ࣆలభం x fx 
మ࠾ࡍ ఈ ऴߘ ࠆڴంݟ ఫంࣾߖ ߤ ۫డవ۪ऐ .
ऒߕࣆ   వదभ ߖరంతరంڴ ఉంܿం࠭࠲ ߗڒ ޴ పړࡵ ݞږ ߖޒࠫࡍए ంచవ۪ऐ కएࡅ బܽदڒ  కएࡅ   x f 
పޒࠫࡍ ఇకए డ పړࡵ ߖޒࠫࡍए ంచړߖݞ ఎడమ ޒۯ మޒۯ ݟڕ ࠾ࡍ పړࡵ ߖޒࠫࡍए ంచడం ఉపࡆగకరంڴ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡅ ࡏకए కएࡅ  .फ x f f࣋ށగ ߖޒࠫࡍప ޒۯ ݟڕ 

ऒߕࣆ ओߩऱనࢀࢗ ړ ऒߕࣆ ݡ  ప ऱ࣒  అం݄ ఇߕࣆ ޴ऒ కएࡅ సࠪనం ړޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ ऒߕࣆ   ప ऱ࣒    h h h h f 
అޙ࠼ మనం ږߘࣃలంڴ ఉండܼڕࣆޓ ړߖంܿనऒ ం޶న mod h s 

ఇࢇࢗ ޴ऱ పޜޒࠫࡍ సࠪనం  ߕࣆऒ ऒߕࣆ న࠼సࠪనం అ ړ  ప ऱ࣒  అ࢑ ޻ధంڴ ఎడమ ޒۯ పޒࠫࡍ h h 0 
కएࡅ న࣒࠳   ప ऱ࣒ కएࡅ ޴ఇ ,޴ంޔࢂࢗ ړ  ऒߕࣆ  f 0 ޙ࠼సࠪనం అ ړޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ న࣒࠳  h mod h h 
ఇకए డ ߕࣆऒ ऒߕࣆ ߗڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ న࣒࠳  ऒߕࣆ న࣒࠳ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ h mod h  h ݞږ  h 
ऒߕࣆ కएࡅ బܽदڒ  బܽदڒ ޴ఉం ޒࠫࡍబܽद పڒ సࠪనం ړ  పߕࣆ ޒࠫࡍऒ ओߩనࡍۯ ړ  x f x ړ0 ޴ఇ ݡ
సࠪనం ࡅ ݞږకए  ,బܽद f 0 mod 0ڒ 

కएࡅ  అࡅ ޴ߝకए  పߕࣆ ,ޒࠫࡍऒ  బܽद x f x f x fxڒ ޴ంܿంڕࡏۯ ړ
ऒߕࣆ ओߩఇ ޴ఉంܿం ڴరంతరంߖ సࠪనం వదभ ړ  ంۨ ఏࠫܽ xࡍڷ దంࠡ ݡ

ऒߕࣆ ओߩऱనࢀࢗ ړ0 ,  ࡯ڴఅడ ߖޒࠫࡍఈ ప ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ړ  న࣒ fx h h 0 h f 0࠳ ࠾ࡍమ ݡ
కएࡅ కएࡅ   పޒࠫࡍ ఉంܿం޴ మనం ߕࣆऒ f h h ޴फ, ఇ࣋۫ ߖ ߤ࣌ڜ ݞޙ ఈ ࠾ࡍం݄ మڕࣆޓ ߖ ߖڒ  h
కएࡅ కएࡅ ࠾ࡍసࠪనం 0 మ ړ న࣒࠳  కएࡅ  f f ڕబܽद మనڒ ݟంచంڵ࠙ ޜ ߖ0  h h f 0 mod hf h

వࣆफం޳  ޴छ ओߩఇ ࡌ  mod h h h mod h h ࢟ܽ܊ߦ ޴క ఇߘసࠪనం క ޙ࠼అ ࢟ܽ܊ߦ ,ࣆࡱޘ ڕమన ݡ
అޙ࠼ ఇ޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం మ࠾ࡍ ऴపږޒలంڴ ఉం݄ ࠳న࣒ ړ సࠪనం ڒబܽद ࠳ ࠑన࣒h mod h h h h 
వߤ ఇࣆफంڒ ޴బܽद మనం  ఈ ࣋ ږߘࣃ ߤ࣌ڜ ݞޙలంڴ ఉం݄ ࣄबࡌంకం 1 ړ సࠪనం మ࠾ࡍ h h 
ऴపږޒలంڴ ఉం݄ అ࠳ ޴న࣒ 1ړ సࠪనం ڒబܽद ఎడమ ޒۯ మޒۯ ݟڕ ࠾ࡍ పޒࠫࡍ li  mit 
ऒߕࣆ కएࡅ  కएࡅ  ऒߕࣆ ܿߦ ޜޒࠫࡍప ޒۯ ݟڕ  కएࡅ  f h h f h޶ڒ సࠪనం ڴంచڵ࠙ ޜ ߖ న࣒࠳ 
ऒߕࣆ ޒࠫࡍఈ ప ࠭࠲ బܽदڒ కएࡅ  కएࡅ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ కएࡅ   h f h f ߖ న࣒࠳ 

छ޳ కएࡅ అం݄ ޶ࡶ ࡹړߖఉ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ  ఫంࣾߕࣆ ߤऒ  న వదभ ࠡదం h x f x࠳సࠪన ړ
ఉండڒ ޶బܽद ࡅకए x x ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴయంࡌరంతߖ సࠪనం వదभ ړ ߩంڵ࠭  x x 
కएࡅ  వదभ వࡍ फంచ޶ వదभ ࠡ޳తघ కం ړࠬ ݋ࡵ సࠪనం ఈ ऴڵࡍޒ ړ ࠆڴ వۨऐ , ఈ ࠼ߦంߕࣆ ݋ऒ  వదभ f x a 
ఫంࣾߤ ࠡదం ڒదࡏࠬ ߖ ఎ࡮ అంచߕ ࢘యవ۲ऐ బܽद ఉతओڒ  ,ݟంచంࡍ࢑వ ڕࠬ ڴతంށగڣࡔ  నऒ ం ఉࡹړߖ 
ఉం݄ అ޴ ఆ సమయంࡹ ܼంܐంڕࡱ࢐ ߤࡷ ݋ సࠪనం అڣࡔ ߝగށత ࢑వరణ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߘ.
 ఇߩओ కएࡅ ߤఈ ఫంࣾ ࡏࠬ ݡ  ऴߘ ࠆڴ ۫࣋फ ऴపޙङ క࠳న ܼంܐం޶ࡶ ߤࡷ ݋ ఎం޶కం݄ ఏږߘࣃ ߕ޼ల 
࢑షړߖ࠻ ఇ޴ ܼంܐంߤࡷ ݋ అࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ  x ߤࡷ ఈ ڕఉం݄, మన ڴలంږޒऴప ߕ޼ఏ ޙ࠼అ , ࡏ
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇకए డ ऴపޙङ క࠳న ܼంܐం޶ࡶ ߤࡷ ݋ మ࢐  ࠾ࡍసफޒۯ ݟڕ ࡏࠬ ړߖ࢐ ఉతओ నऒ ం ఈ ࡔఖ 
కएࡅ తపओ ࡱ࢐   మࡖకܽ ڒదࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ ఉతओ ޒۯ ఎడమ ࠾ࡍమ 1 ޴ఇ ,ࡏ నऒ ం ఈ ࡔఖ ࡅకए  ޴ఇ ,ࡱ࢐ 
ఉనऒ ࡹ ࠆڴబܽद ऴڒ ࢓ࡶ ڴసࠪనం అ࢑ ࠾ࡍన࣒  మ࠳ ओߩ 1.޶ంచబడ޴ࠡ ڴరణం߄ࣃ ߤఫంࣾ ݡ
  ࠬ ఫంࣾڒ ڕࠬ ߤరऒ  फ࣋۫ ߖ ݋ం࠼ߦ ࡛
, ఆ సమయంࡹ ఫంࣾݟ ߤఫߖࡓझ ङߙబܽद కంܽڒ ޶ڒ ࡽࠋ ܾ అం݄ ऴڴ߸కڴ ࡽ అం݄ ࠬߘ߭ ࠬ ࡏऒ  
ఎతफڕంߝݞ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴڶ ߘ ࠆڴయవ۪ऐ  
మݟ ࠾ࡍఫߖࡓझ .޶డږయۯ ߤఅం݄ ఫంࣾ ܾ࡯ࠉ
  సంړ ऱషद࠳న ఫంࣾߤ ల ڝసం ఏ࠮ ߕ޼లߘ కڵ࡯ ఉనऒ పओ  బܽदڒ ࠭ࡶంచڵࡆఉప ߘ࢑వరణ మనం ఈ ڔܽ
మనం ࡍऴߖ߸ݥ ࣒ڻషڒ ࡯࢐ڝࣆࡱޘ ݞږ ߘ ߤబܽद ఇߩओ  జంߖ బܽद సం࠙షణڒ ంۨ ఏࠫܽࡍڷ సం࠙షణ ݡ
म޳ࣄ బܽदڒ ంతం ఏࠫటం݄ ࡅకए  ఏ޾ ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ࠡదం అޙ࠼ సࠪనం  తࡌछ త ࡅకए  x f x a x 

తపओ ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ లభంࣆ ࡮ۧ ࢓܌ࡏ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ వదभ ڴࡍసߖ  గమߖంۧ࡯ f x a
కएࡅ బܽदڒ  అޜ ޴ߝ సࠪనంڴ ఉంܿం޴.x f x
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మనڕ व߯࠹ ఉం޴, ఇࡅ ޴కए కएࡅ   పړޒࠫࡍ సࠪనం, ఇڵ࠙ ޜ ޴ంచబݟన ࠳న࣒ ړ   a f a f f h h f
సࠪనం 
, ఇ޴ ఫంࣾࡅ ߤకए కएࡅ भ޵ڜ ۯంߧసࠬ , ޴फతం ఉంࣆऴప ړߖݞయۯ ڥߖత ߘߩంڵࣃనڜ  కएࡅ   x x f 
పߖޒࠫࡍ మనం ۫࡯ݞ.
 బܽदڒ 

వదभ ڜనڵࣃంߘߩ తۯ ڥߖయࡅ ,ړߖݞకए కएࡅ   పړޒࠫࡍ సࠪనం ڒవࡅ ړߖݞకए  అవసరం, x x f a f 
ఇకए డ ఇߩओ ऒߕࣆ ߖޒࠫࡍఈ ప ,޴ంܿంڕࡏۯ ߖޒࠫࡍప ݡ కएࡅ ۲ట ߝڕࡏۯ ړ కएࡅ   x a h h f 
పݞږ ڴޒࠫࡍ ऴ࢐యవ۪ऐ .
 

ఒక ప ߖ ऱ࣒ छ޳ ఉంచడం ڴసࠪనం ړ  x ޙ࢙ࡏۯ ࡌ h x a 
అ޴ సࠪనం కߘక ఇߖ ޴ ఒక ప ऱ࣒ छ޳ ఉంచడం ڴసࠪనం ړ  h x ࠾ࡍన࣒ మ࠳ అం݄ ޴ఇ ࡌ h h x a 

తࡌछ త ࡍۯనߩओ  x ah.޴ంܿంڕࡏۯ ړ0 ݡ
ओߩటߝڕࡏۯ ړ0  ࡯࠻ۯ ڥߖబܽद మనం తڒ  ఈ పऱ࣒ ݡ కएࡅ   ఈ పޒࠫࡍ ఉం޾ࡶ ޾ మ࠾ࡍ అ޴ h h 
ఇߩओ బܽद  పڒ ࢑షయం ޻అ ޴ఇ ޙ࠼నటऱࣄ۫ ࡏࠬ ߖఅ ޳ڒ సࠪనం ړ ݡ ऱ࣒ కएࡅ   పړ0 ޒࠫࡍ f a hh f 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴.
 ऴ࢐త పޒࠫࡍ ఒక పऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳  ళࢗ ړ 0  ऱడం, ఇړݟڕ 0 ޴ సࠪనం ఎం޶కం݄ ఈ ࣄबర࠳న ఫంࣾߤ h h f f
కएࡅ  పࡅ ޒࠫࡍకए నऒޔ࢓వࡏۯ ړ0  ओߩ కएࡅ ޴అ ݡ ओߩఇ ޴ఇ ڕబܽद మనڒ   nf h f f ࢟ܽ࢘ࡍݥ ݡ
కएࡅ రछߖ  చనంࡹ వङ ङޑ స ڷణకం ࡅకए  లవం ڒబܽद ߗڒ ఏߕࣆ ߕ޼ऒ కएࡅ   ఒక ప ऱ࣒ h f h f ړ న࣒࠳ 
ఇ޴ ऴ࢐యబޔݡం޴.

కएࡅ ࡓ  ऱܿ ࡅకए  ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳  ओߩనݟంచబڵ࠙ తۯݟڕ   h h f h f h  ߘంۧށڷ ߖߖ޳ ߘߝ ݡ
మڵ࠙ ޜ ࠾ࡍంۧߘ మߖߖ޵ ࠾ࡍ ߰ందړߖݞ మ࠾ࡍ మనࣄ࡯ޘ ڕన޴ ఏࠫటం݄ h

కएࡅ  పࢀࢗ ړ0 ޒࠫࡍऱనߩओ  h h ,.޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޴ఇ ݡ
ऒߕࣆ ݟంߘ ࠾ࡍమ ړ0   సం h fڝ లޔࠫࡍప ޴ఇ ,޴फంࣆۯ తంࠫࡍప ړ ߖ న࣒࠳ ݟంߘ ړ  h h f h  
ఉతओ  యమంߖ फޒ
ऴపڒరం ݞږ ఉంܿంࡱ߇࢑  ޴ ఉߕऒ ओߩఅ ࠼ ఉతओ ݡ కएࡅ फޒ  పޒࠫࡍ పࡅ ޒࠫࡍకए  ఉతओ  ޴బܽद అڒ फޒ
ࡓ 0 ऱܿ व߯ړ ࠹ సࠪనం, ఇړ0 ޴ సࠪనం ڒబܽद వదभ ߖరంతࡌయంڴ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽदf a fx x x 
మనం ۫ࣄన޴ ఏࠫటం݄ , వదभ ఫంࣾࡅ ߤకए  ࠡదం ࠼ߦం݋ ఆ సమయంࡹ ఫంࣾࡅ ߤకए  a ߘߩంڵࣃనڜ 
झ࡯ంۧۨࣇ ߩంڵࣃనڜ ޙ࠼అ ,޴फంࣆۨࣇ న అవసరం ڞ ࠭࠲ ޶ࡶంట࡛ ఉ޳హరణ ޳छ  ,న ࠡదంࣄ۫ ࡌ
ऒߖڜࡍబܽद మڒ  ఉతओ ऒߕ లړࡵ ߘए ంచడం పకए న, ࢟ܽ࢘ࡍݥ ల 
సం ఉతओڝ ऐࡏߝ ޴ݦలవబߧ ߖయమం అߖ फޒ ओ߮ۮ ޴బܽद ఇڒ ,ం޳ంڕ  ߘల ߤఫంࣾ ݡంࡓ ߘߝ , టం݄ࠫ޻
ఉతओ ࠾ࡍం݄ మڕࣆޓ ऱ  పࡏࣃ ࠹व߯ ޴ऱ ۫࣋फ ఇࡏࣃ ߖफޒ ऱ࣒  dx dx of fx gx f x gx fx g࠹ऱ व߯ࡏࣃ 

అం޴ంۨన व߯࠹ మ࠾ࡍ व߯ړ ࠹ సࠪనం ڒబܽद ࣃߧࡐߖ ߖߖ޵ ࠭࠲फ  బܽद మనం x f x g x xڒ ࠭
కएࡅ भࣃऴ࢐ ߖసࠪనం అ ړ ऱࡏࣃ ߖ  ం, అߩओ ప  ࠆఆ ࡗ܋ ߤߕ ࡯ݞ۫ ߕߞߖ޻ మనం ݡ ऱ࣒  u fx gx h u x h 
भ޳ऴ࢐ ߖసࠪనం అ ړ ޴బܽद ఇڒ ࡯ݞ۫ ࡏࠬ ఏࠫ݇ ޴फ ఇ࣋ڵ࠙ ޜ ߖ ݟంߘ న࣒࠳ ం మ࠾ࡍ లu x h u f g 
ఉతओ ప  ޴फంࣆవ ڕߕ బܽदڒ फޒ ऱ࣒ కएࡅ ऱࡏࣃ    ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳  ࡓ  ऱܿ ޜ ߖ f x h g  x x h f x g x h
ओߩఇ ڴంచڵ࠙ మనం ఇకए ݡ డ ڜంۮం ࠊజగށత ࠪߩߖङ फࣃۯ ߤషࡶ ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ फࣃ࢘ࣄޓ ంۨݟܔ  ࠭
ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ కएࡅ    ప ऱ࣒ కएࡅ    ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳  కएࡅ ऱࡏࣃ   f x hg x h f x g x f ߖన࣒ అ࠳ 
ऴࣃ࢐फ ࠭  ప ऱ࣒  ఆ߯ ࠭࠲ మࢁऱ ఇ޻ పߖހࠪࡍऒ కएࡅ  కएࡅ ऱࡏࣃ    ప ऱ࣒ फࣃݟܔ ߖ  ࠭, ఆ߯ h f x g x h 
మన࠳ ڕన࣒ ఉంܿం޳ ޴छ फࣃऴ࢐ ࡮ఇ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ ࠭, ఆ߯ ࠴దܽ ࡓంݡ fxgx h 
ప޳లߘ మ࠾ࡍ ۨవࡓ ࡍంݡ ప޳లߘ ఇߩओ फࣃࡏహప࠮స ݡ  फ࣋۫ ࡹల޳ప ݡంࡓ దܽ࠴ ࡏࠬ ,࠭
మనڕ  ప ऱ࣒ కएࡅ ࠭࠲ బܽदڒ రణం߄ࣃ    ప ऱ࣒ छ޳ ߖ న࣒࠳   g x h u x h ux h x ޴ఇ ࠭޳ం߰ ࡌ
కएࡅ కएࡅ    ప ऱ࣒ కएࡅ ऱࡏࣃ సࠪనం, ఈ ړ న࣒࠳    ప ऱ࣒ f x h f ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ  h g x h
తࡓ ޒ࢐ࡏంݡ ప޳లࡹ మన߄ࣃ ڕరణం ڒబܽद ࡏࣃ ߘߝऱ ࡅకए   ప ऱ࣒  fx fx g x h g ߖన࣒ అ࠳ 
ऴࣃ࢐फ ओߩఇ ߖ  ߘ ओߩఇ ,ޙ࠼ంۨనటऱڵ࠙ ۯ ݡ న ఉనऒߩ࢙ ݟڕ ݡ ओߩफ, ఇ࣋࡯ࢣࡍప ߘల޳ప ݡంࡓ   x h h ݡ
ऒߕࣆ ओߩऱనࢀࢗ ړ కएࡅ ݡ ऒߕࣆ  ప  ړ ऱ࣒ h x h h f x h ڕమన ߖసࠪనమ ړ ࠹फ व߯࣋ڵ࠙ ޜ ߖ న࣒࠳  f x
కएࡅ ޴న࠳వదभ ࠡద ࠹కం݄ व߯޶ఎం ࣆࡱޘ  ఈ ఉతओ కएࡅ ండవ పదంࡓ ࡹޒࠫࡍफ పޒ  f x x h x x 
 ప ऱ࣒ కएࡅ  కएࡅ వలంښ ޴ఇ ,޴ంޔࢂࢗ ړ0  h g x ڴరంతరంߖ అం݄ వదभ ڕ޶సࠪనం ఎం ړ  g x 
ఉంܿం޴ కߘక ఇ޴ వదभ ࠡ޳తघ కంڴ ఇవछ బޔݡం޴ వదभ ࠡదం ఉం݄ అߖ ݞږ ޴రంతరంڴ x x g 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖ޵ పޒࠫࡍ ఎం޶కం݄  ప ऱ࣒  వదभ a  sh 0 x h x x ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంܿంڕࡏۯ 
ఉనऒ ڴయంࡌరంతߖ ం޶న ఈ పޒࠫࡍ తపओ వదभ ఉనऒ ڴࡍసߖ  ఫంࣾࡱ࢑ ߤవڕ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ, అ޻ x 
࢑ధంڴ 
మనࡅ ڕకए  ప࠳ 0 ޒࠫࡍన࣒ ޔࢂࢗ ړంڵ࠙ ޜ ޴ంచబݟనߩओ కएࡅ ޴ఇ ݡ  h g x x h g x h x g 
व߯ړ ࠹ సࠪనం మ࠴ ࠾ࡍదܽ పదం ߘంݟ సछ తంऴతంڴ ఉంܿం޴, ఇࡅ ޴కए  ,h x f ޒࠫࡍబܽद ఆ పڒ 

కएࡅ ऒߕఉ ڵ࡯క ߖޒࠫࡍఈ ప ࠭࠲ బܽदڒ  ࠭ व߯࠹ ఇࡅ ޴కए  పړޒࠫࡍ సࠪనం ߕࣆऒ  x f u x h ux 
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 ప ऱ࣒ సࠪనం ఇకए ړޒࠫࡍదܽ ప࠴ ޴फ ఇ࣋ڵ࠙ ޜ ߖ న࣒࠳  డ व߯ࡓ ࠹ండవ పޒࠫࡍ ఇ޴ h ux h f x g 
కएࡅ   ప ऱ࣒  ఇకए డ ࠴దܽ పదం ښవలం ࡅకए ࡓ  ऱܿ ࡓండవ ߖ޳ పޒࠫࡍ  व߯࠹ సࡕనڒ ޻బܽद x f x g x 
ఇ࡮ۧ ޴ ࠭ఖङ घࡏ߷ న࠳ घࡏ߷ ఈ ߘߝ ࠾ࡍమ ࡮ వछߖڝࣆޓ ߖ࡮ ంݟ 
కएࡅ ऱࡏࣃ ߘߝ , కएࡅ  छ޳   fx gx dx dx ࡌ
ఒక ࣛచऐ ߖఅ ޶డږऴ࢐య ࡏࠬ ߖసࠪనం అ ޴ఇ ړߖݞऴ࢐య ߖఅ ࠹ऱ व߯ࡏࣃ ࠹व߯ ߘߝ  f x g ڴకࡍ
ऴࣃ࢐फ छࡌం݄ , తڕࣆޓ ߖ ࡏࠬ ڕహరణ޳ఉ ޶ڒ జంߖ ޴ఇ  ߘ త व߯ړ ࠹ సࠪన࠳న x fx x f xi gx s 
ఒకܽ व߯ړ ࠹ సࠪనం అ࠹݅ ޙ࠼झ  అࡏࣃ ޙ࠼ऱ ࣋ए छ g x ࠑ బܽदڒ సࠪనం ړ ࡛ fx dx fx gx x d dx of

అం݄ ࠑ ࣋ए छ ࡛ అం݄ మనం ۫ࣄన 2 ఇ޶ڒ ޴ व߯ࡏࣃ ࠹ऱ व߯ړ ࠹ సࠪనం fxgx d dx x x f x g x
ङ޳࢑ ޴మం ࡮ۧ ࡹరంభంߦబܽद ऴڒ फࣃۯ ܿߦఈ ߰ర ࡱबࡏ ల ఉతओ ߤఫంࣾ ࡏ࢐ ࠾ࡍమ ࡏ  ఆ߯ , ࣄ۫ ߖफޒ
ఉతओ నऒ ం ࡅకए  ఉతओ ओߩనࣄۯ తంࠫࡍప ߖफޒ ఉతओ ࡏ࢐ ݡ నऒ ం ࡅకए  ఉతओ फࣃऴ࢐ ڴफޒ ࡍߪ ޴ఇ ,ࡏ फڴ తߩओ  
ओߩబܽद ఇڒ ऒߖ޵ ݡ  ఉపڵࡆంۨ మనం ڜంత ߰ందవ۪ऐ .
 మߖࡍऒ  ఉతओ ऒߕ ङږ ࡏࠬ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ࡱ ࠗ అۮ ߖపओ  ం ఆ߯ x fx f޳ంڕߘఅ ߖసࠪనం అ ړߖݞ
व߯ߖ ࠹ కڝߘए ంڒ ݟబܽद మనࣄ࡯ޘ ڕన޴ ఏࠫటం݄ , ࣋ए छ ࡛ మڒ ࠾ࡍబܽद ږङ ࠗ ఇకए డ x x x x f x x 
࣋ए छ ࡓ ࡛ ऱܿ ڒబܽद व߯࠹ ࣋ए छ ࡓ ࡛ ऱܿ ړ సࠪనంڴ ఉంܿంࡓ ,޴ండవ ఫంࣾߤ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ x f  x dx x d x x 
झ࠹݅ ࡓ సࠪనం ړ ࢟ܽ࢘ࡍݥ దܽ࠴ ޴ఇ ࠆఆ ࠑ  ऱܿ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ झ࠹݅ ࡛ d dx x, 2 x x x 1 ڕబܽद మనڒ  
ए࣋ ݡంࡓ छ ࡛ వࣆफం޴  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అం݄ ݡ࠮ చޔరऴసం ڒబܽद మనం గ޳ށभ ం  అ޴ߝ ఏߕ޼ x x x n 
సహజ సంఖङ  అ࠼న ߘంߘ ݟంߘ ݟంߖ ݟ గށంచడం ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ڒబܽद ఈ ఉతओ ऒߕ ऒߖ  n x dx d
߰ందړߖݞ ఉతओ ऒߖయࠪߖ फޒ  ప޻ ప޻ ఉపڵࡆంచడం ఒక ࠪర ठం ࡏࠬ ޳ࡶ పړࡵ ڴࡏߝ ߖޒࠫࡍए ంచړߖݞ
ऴపయޒऒ ంచవ۪ऐ भ޳۫ బܽद మనంڒ  ం  వదभ ڒబܽद మనړ ړ ڕ సࠪన࠳న ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡗ܋ ߤߕ x n fx h 
కएࡅ ߘߝ సంڝ ప  ߖ  ऱ࣒ ప  ޴ఇ ޙ࠼ంۨనటऱڵ࠙ ޜ ߖ ߖ న࣒࠳  ऱ࣒ న࣒ x f࠳ పవ࡛ ړ  x h f x h x h n x 
छ޴ ࡏࠬ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖڴ࠙ ݟంߘ పద ޳ࣄम ంߖޑऒ ప  ݟంߘ ,ޙ࠼నటऱࣄ۫  ऱ࣒ మనం n h n x s ߖ  x 
ప  ݟంߘ ݟంߘ ऱ࣒  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ ऱ  పࡏࣃ న࣒ ఒక࠳ ݟంߘ  ऱ࣒  ఎం۪ڝంࡓ ݟంߘ ݡంݟ n n n n n h n x 

ए࣋ ݡంࡓ న࣒࠳ छ ࡛ మ࠴ ࠾ࡍదࡷన࢑ ۨవࡍ పదం ߘంݟ వరڕ ఉంܿం޴ , ఆ߯ ࠳న࣒ ߘంݟ n h h n x 
ओߩఇ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ݟంߘ ݟంߘ ఇకए ݡ డ ࠬࡏ ఈ ߘంݟ వరڕ గమߖంۨనటऱޜߖ޵ ޙ࠼ n n x n 

ర޶भ ۯయబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ ఉమघ ړߖ޳ప ޒऴప ݡ  h ڕమన ޴క ఇߘక ݟంచంߖగమ ࡏࠬ ߖఉంద ڴݟ
సࠪనం అޔ࢓ంࡏࣃ ޴ऱ ఎంߧక ఒకښ ߖߖ޳వలం ߘం࠳ ݟన࣒ ఒకܽ పऱ࣒  h n n n n x ݡంࡓ ڵ࡯క ࠭࠲ 
ऱ  పࡏࣃ ݡంࡓ న࣒࠳ ݟంߘ ऱ࣒  ఇతర ߖబంధనࡱ ఇߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ 1 ޜ ߖ n h co  ntains hh n h
छ޳ యడంۯ भ޶ర ߖ ఈ ,ڴంచڵ࠙ छ޳ యడంۯ भ޶ర ߖ ఈ ࡌ hڵ࡯క ߖ పదం ޒదܽ పదం ࠫనࣔ ऴప࠴ ఈ ࡌ h h
ఉనऒ ऱܿ మనం ۫ࣃफ ࠭, కߘక ఇࡏࣃ ޴ऱ ߘం࠳ ݟన࣒ 1 ڕࡏۯ ړంܿం޴, ఎం޶కం݄ 0ړ n x n h 
ऒߖఅ ڕకం݄ మన޶ఎం ޴ంޔࢂࢗ  ఇతర ߖబంధనࡱ ఇ࡮ వࣃफ .࠼

ए࣋ ޳ࡶ छ ऒߕࣆ బܽद అ࢑ڒ ࡛ फࡿࢗ ړ  బܽद   h hڒ ࠼
ఇ޴ ऴపޒ సహజ సంఖङ  n x n x n ࢓܌ࡏ ޴ఇ ߖసࠪనం అ ړన࣒ 1࠳ ݟంߘ ݟంߘ ڕ
छࡌత ޴फంࣆۯ త ఇ࢐ ޴సफవంߖ ݞږ ڴజమߖ మనం ۫ࣃफ ࠭  అ޴ߝ సహజ సంఖङ  n n ,ޙ࠼నటऱڒ 
ओߩ࢑షయం ఏࠫటం݄, ఇ దܽ࠴ ए࣋ ߖ ڴలభంࣆ ࡏࠬ ݟంߘ ߖ޵ ݡ छ కएࡅ ࡛ एړࡵ ޜ  ంచవ۪ऐ  , d x dx
एړࡵ ߖߖ޵ ࡏࠬ ంచవలࣄ వ࣋फ ఇࡓ ޴ంࡏࣃ ݡऱ ߘంࡓ ݟం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ڒబܽद ږङ కएࡅ ࠗ छ޳   x x dx ࡌ
 xd.޴ఉంܿం ݡంࡓ
ࡓ ݡ࠮  ऱܿ ߘం࠳ ݡ࠮ ݟన࣒ ఒకܽ , ఇݡ࠮ ޴ చదరߘ ߩంߘ ݟంڷࡱߕ ݟ వరڕ x x d x dx, 
ऒߖڒంޑۅ ࡏࠬ బܽदڒ  ऴړంߖڕࣆޓ ړ޴ ఆ߯ ޑۅంߖڒऒ छ޳ 1  ڵత ࡌ ठంచంݟ ఇږ 4 ޴ङ ࠗ మ࠾ࡍ x 
అం޶వలన ఉతओ నऒ ం ڝసం 
ऒߖޑऴࣇ ߯ ए࡛ࠪࡍ  ఉనऒ ڕవర ݟంߘ ݟయంۯ    ࢐సफవ సంఖङ  ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ ऒߖ࢐సफ࢐ సంڝ   x n n 
కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఇ޴ తࡌछ త ߧࡐߖంచబޔݡం޴ 
एړࡵ ߖ ݟంߘ సంڝ ࢟ܽڻߜ ంతڜ ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ڒబܽद మనం ࡅ ߝڕࣆޓకए  ఉతओ నऒ ం 1 ࠑ x n x 

బܽद ఉతओڒ అం݄ ఏࠫܽ ࠹సࠪనం, ఆ߯ व߯ ړ నऒ ం ࡅకए రछߖ  చనం అ࠼న మన ࠴దܽ ࣇऴߖޑऒ  x f x 
ఉపڵࡆంచడం ޳छ भ޳ۯ ࡌ ం.
 
కएࡅ ࠭࠲   ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳  సࠪనం  ప ޜߖ޳ఒక ޴ఇ ޙ࠼ంۨనటऱڵ࠙ ޜ ߖ  ऱ࣒ న࣒ f x h f x h࠳  x h 
ఒకܽ ޳छ छ޳ ࡌ ऒߖ޵ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ  సరࢁకృతం ࣋ۯफ ࠬࡏࣃ ࡏऱ ࡏࣃऱ  ప ऱ࣒  x h h x x 

ఆ߯ సంఖङ న࣒  ప࠳  ࡏޑ޶ం߰ ߘ ऱ࣒ బܽद ఇకएڒ  డ ర޶भ ۯయబޔݡం޴ మ࠳ ࠭࠲ ࠾ࡍన࣒ h x x h x 
 ప ऱ࣒ యవ۪ऐۯ भ޶ర ߖ ఈ ࡏࠬ ఆ߯ , ࠭ޑ޶ం߰ ߖ   మ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒ వࡏࣃ ࠑ ߤऱ  ప ऱ࣒ hyhxx h ړ  h x x h

సࠪనం ఇ޴ ఏߕࣆ ߕ޼ऒ ࡍవ ߕ޼ߖڒ  फࣆफంڒ ޴బܽद పޒࠫࡍ ఇ࡮ ఉంܿంߕࣆ  ޴ऒ కएࡅ    ప ऱ࣒  h h f x h 
న࣒ ࣋ए࠳ ޴ఇ ,޴ంޔࢂࢗ ړ ݟంߘ న࣒࠳ छ కం݄ ఇకए޶సࠪనం ఎం ړ ࡛ డ ࠬࡏ ࣔరంࡹ f x h 1 by x x 
 ప ऱ࣒ వడం  పڝࡏۯ  ऱ࣒ फࣃ۫ ߖ0  ऱ ࣋एࡏࣃ బܽदڒ ࡏ छ ࡛ ఇࣆफం޴ ఇߖ ޴జం  అߖऒ ऒߕࣆ సంڝ   h x x x x x 
ऒߕࣆ ߤబܽद ఈ ఫంࣾڒ ޶ڒ సࠪనం ړݟڕ  వదभ ߖ ݞږరछ ۨంచబడڒ ޶ࡶబܽद మనం ߕࣆऒ  వదभ bu 
ఉతओ నऒ ం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ డߕࣆ ࠭ࡶऒ छ޳ మనం ړ ߕ޼ఏ ߖڒ సࠪనం ړ t x ࠑ న࣒ 1࠳ ࠑ ࡌ d dx 1 x x 
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࣋ए छ x.ݟంచంߖగమ ߖసࠪనం అ ړ ޶ڒ సࠪనం ړ ߖసࠪనం అ ړ ࡛ 0
ऒߖ޵ ߘߝ   ऴ࢐యړߖݞ ఇࣇ ޻ऴతం 
అߘߝ ߖ ऴ࢐యగలߘ.

కएࡅ సంڝ घࡏ߷ ݟంߘ   d dx dx n x  ޴న࣒ ఒకܽ, ఇ࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ݟంߘ ऱࡏࣃ  ޴फంࣆࡍకڶఅం ޜ࡮
 ల x xږޒఇతర ऴప ࡏࠬ ࠾ࡍసࠪనం మ ړݟڕ ߩన࣒ ఒకܽ చదర࠳ ޴ఇ , ݡంࡓ న࣒࠳ ݟంߘ న࣒࠳
ఉతओ ࡏࠬ ,ం݄ڕࡏڝ ߘలڒంޑۅ ऒߖయࠪߖ फޒ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ ఉతओ ړߖݞంచށబܽद గڒ  ऒߖయࠪߖ फޒ  
ఉపڵࡆంచవ۪ऐ छ޳  కएࡅ ࡌ छ޳ ޳ࡶ ݡంࡓ న࣒࠳ ݟంߘ  छ޳ ࡌ  న࣒ d x dx d d x࠳ ݟంߘ ࡌ
छ޳ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ న࢑ࡷద࠴ ݡ࠮ కएࡅ ࡌ छ޳ ڕవర ݡంࡓ న࣒࠳ ݟంߘ  ఒకܽ d x dx d dx x ࡌ
छ޳ ऱ 1ࡏࣃ ओߩఇ ࠾ࡍమ ࡌ ऒߕफࣆڵࡆఉప ࡏࠬ ݡ ఉతओ  ࡏ ए࣋ ࠑ న࣒ 1࠳ ޴యమం ఇߖ फޒ छ ࡛ వࡵ x x 
ఉంܿం޴, ఇࡓ ࠑ 1 ޴ ऱܿ ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ࡓండవ ఫంࣾࠑ 1 ߤ అ࠴ ڼ࡮దܽ ఫంࣾࡓ ࠑ 1 ߤ ऱܿ ࡓండవ x x x 
ఫంࣾ࠳ ߤన࣒ 1 ࠑ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ఉతओ నऒ ం ఉతओ छ޳ యమంߖ फޒ  x x ࠑ న࣒ 1࠳ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡌ
ङږ ङږ ࠑ న࣒ 1࠳ ࠗ ङږ ࠑ న࣒ 2࠳ బܽदڒ ࠗ ࠗ అޙ࠼ ఇ޴ మࢁऱ అంڶకࣆࡍफంࡏ߷  ޴घ  x x x n ݟంߘ ࡮
వరࡓ ڕ ऱܿ ߘం࠳ ݟన࣒ 1 వరڕ ఉంܿం޴, ఇߩओ మనం ఉతओ ݡ  క n x nࡖసం మڝ ߖ޳ నࣄۯ సంڝ फޒ
ऒߖޑऴࣇ  ߰ందవ۪ऐ కएࡅ    అ޴ߝ x f x 
తघ޳ࠡ న వదभ࠳సࠪన ړ కం అߖ అڕߘం޳ం , ڒబܽद మనం ޳छ ఉతओ ߖ޳ఒక ࡌ ऒߕ ऒߖ एړࡵ  ంۨన݄ऱ x x x 
కएࡅ కएࡅ   ఒకڜߖ޳కܽ ړ సࠪన࠳న ࡍڷంۨ ఏࠫ x f f g 
అ޳۫ ࠵ޑڷݡभ ం ఒకߖ޳ ఉతओ ऒߕ ऒߖ छ޳  ంచవ۪ऐށగ ࡌ फ, ఆ ఉతओ࣋۫ ࡏࠬ బܽदڒ  నऒ ం ఏࠫ݇ fx 
फࣃऴ࢐ ߘߝ న ఒక పऱ࣒ݟంచబڵ࠙ ޜ ߘߝ బܽदڒ ,࠭ޑ޶మనం ߰ం ݟంߘ ࠆߪఆ ऴ , ߘ కएࡅ న࣒࠳   h h g 

छ޳ ޴फ ఇ࣋۫ ߘ సࠪనం  ఒక ప ړఒకܽ ࡌ ऱ࣒ g ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ۯ ߖ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳  f h f f h 
మ࠾ࡍ ఇ޴ సࠪనం ఒక పऱ࣒ కएࡅ  కएࡅ న࣒࠳  ఒక ప ݟంߘ  ऱ࣒ కएࡅ  కएࡅ  ࡓ  ऱܿ ޜ h f f h af h f
ఒక ప ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ऱ࣒ కएࡅ  కएࡅ   ऴపږޒలతޜ సࠪనం ࠳న࣒ ࡅకए  h f h f h 
छ޳ छ޳ ऱ 1ࡏࣃ ఆ߯ ,ڵ࡮ ڕబయట ߖߖ޵ ޙݟంచబڵ࠙ ࡌ ఒక ప ࡌ ऱ࣒ కएࡅ  కएࡅ  ࡓ  ऱܿ ఇߩओ  h f ޒࠫࡍప ݡ
ఉం޳۫ ޾ࡶ ޾भ ం ఇߩओ ఒక ప ޒࠫࡍటం݄, ఈ పࠫ޻నࣄ࡯ޘ ڕమన ݡ ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳  f h f a h f ޴ఇ ࠑ 
व߯ڕࡏۯ ړ ࠹ంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ࡏࣃ 1 ߘߝऱ కڵ࡯ ఉߕऒ ప   ߘ ऱ࣒ బܽद  పڒ  ऱ࣒  a by fa f a h a h 
కएࡅ  ఈ ఇڕࡏۯ ړ ޴ంܿంڒ ޴బܽद మనం ߰ం޴޻ ఏࠫటం݄, f a

व߯࠹ ప࠳ ޒࠫࡍన࣒ व߯ړ ࠹ సࠪనం g a f a
ఇకए ߘߝ , డ ࡅకए फనऒࣆऴ࢐ ߖ  ओߩ ए࣋ ݡ छ ࡛ न ࡅకए छ޳ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ  సࠪనం g x ړ1 ࡌ f fx 
మ࠾ࡍ ఇ޴ వదभ ࠡదం ޳ڒ అߖ అߕޔڷݡऒ కएࡅ బܽदڒ ࠭  తపओ రछߖ ڴࡍసߖ ۨంచబڒ ࡯ݞబܽद x a g 
మనం ߖߖ޳ కڵ࡯ ఉం࡯ݞ మࡅ ࠾ࡍకए ओߩఅ ,޶ڒ సࠪనం ړ  a f 0 ړ ࠹న࣒ व߯࠳ ࠹व߯ ݡ g a f 
సࠪనం ఒక ࣋ए छ ࡛ न ࡅకए छࣃరణ ࠙గ߄ࣃ ంతࡍఆ߯ మనం మ , ݟంచబڵ࠙ ޜ  మङ ऒߖయࠪߖ   ߰ందగల࠭ f
తघ޳ࠡ ࡹఒక సమయం ޾ఏ ݢంࡓ ఉం݄ , అ࢑ ࠾ࡍమ ڕߕ ޴బܽद ఇڒ కంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ fx gx 
फࡿࢗ ओߩఅ ,޶ڒ సࠪనం ړ0 ޴ߝఅ  ࠼  fa ݡ

छ޳ కएࡅ ࡌ छ޳  కएࡅ ߤ࣌ڜ ࡌ  ఉతओ నऒ ం ఇࡖ࢘ ޴కܽ ޶ڒ, ఇ޴ ఉతओ నऒ ం व߯ࡓ ࠹ ऱܿ gx fx dx d f x 
కएࡅ కएࡅ న࣒࠳  కएࡅ ࠹ऱ व߯ࡏࣃ   ࣋ए छ ࡛ न మࡅ ߤ࣌ڜ ݞޙ  ࡏࠬ ࢓܌ࡏ ࠾ࡍకएg x f x g x g x 

పڴޒࠫࡍ ऴ࢐యడం ޳छ ऒߖ޵ ࡌ యవ۪ऐۯ  ఇకए ߗڒ , డ ࠭࠲ ఉతओ ऒߖయࠪߖ फޒ  ߰ం࠭޳ మ࠾ࡍ ah 
ఫంࣾࡅ ߤకए కएࡅ ࡽऴ߱కࣄࡓ   ఉతओ ऒߕ ऒߖ  ߰ం޳మߖ గమߖంచంڒ ,ݟబܽद మనం ޳छ  d dx of fx by ࡌ

छ޳ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡮ఇ ࡌ  ఉతओ ఉతओ ޴దܽ࠴ ऱ ఒకܽ ఆ߯ࡏࣃ फޒ छ޳ యమంߖ फޒ  gxfx by gxi fx gx ࡌ
ఇ޴ व߯ࡏࣃ ࠹ऱ ޳छ ఇకए ߖߖ޳ ߘߝ ,సࠪనం ړ ࡌ డ ऴࣃ࢐फ ల f x d dx࠻సమ ߤదܽ ఫంࣾ࠴ ޴బܽद ఇڒ ߘ
ప  ݟంߘ ऱ࣒ ऱ ఉతओࡏࣃ  నऒ ం  ࡓండవ ఫంࣾࠑ ߤ ఆࠆ వ܊ ࠑ ߤఎڡझ  అ޴ߝ ऴ߰డڡ द ޳ ࡽࡐछ  gx f x d dx ࡌ
మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త ܊ఎڡझ छ޳  झڡఎݟ ݟంߘ 1 ࡌ  ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ڕఏࠫ݇ మన ࢟ܽ࢘ࡍݥ 

కएࡅ  మࡓ ࠾ࡍండవ޴ కం݄ व߯ړ ࠹ సࠪనం ࠳న࣒ व߯޳ ࠹छ छ޳ నݟంచబڵ࠙ ࡌ x g f x ࡌ g x g 
ఉతओ నऒ ం ఇవछ బޔݡంࡓ ޴ ऱܿ ప ऱ࣒ కएࡅ   ࣋ए छ ए࣋ ࡏࠬ ఆ߯ ݟڕ ࡛ छ కएࡅ ࡛  రణ ࣔరం fx x x g߄ࣃ 
కएࡅ ऱࡏࣃ ࠹व߯ ࠭࠲ ,ం݄ڕࣆޓ బܽद ఉతओڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߖݟڕ ࠹ऱ व߯ࡏࣃ న࣒࠳   फf x g x fx g xޒ
తघހڷ ࠾ࡍయమం మߖ క ߖయࠪߖऒ  సంऴగࣕ޳भ ం ڒబܽद ఉతओ ऒߖڜ యమంߖ फޒ फࣃऴ࢐ ݞږ ࠭࠲ ऱࡏࣃ ࠭  
ఈ సం܉थ ࠪనం ఉపڵࡆంۨ ఇࡓ ࢑ంࡱ߇࢑ ݡ అࡅ ,ޙ࠼కए  ఉతओ నऒ ం व߯࠹݅ ࠹झ   ప ऱ࣒  uv uv u v uv 
व߯࠹ మ޳ ߘߝ ࠾ࡍछ తघހڷ ఉం݄ ڵ࡯క ࡌ క ߖయమం అ࢟ܽ࢘ࡍݥ ޴ߝ व߯࠹ व߯ړ ࠹ సࠪనం v u u v 
ए࣋ ࠹న࣒ व߯࠳ छ ఉతओ  ޴ఇ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ࡛ తघހڷ ޴ఇ ࠾ࡍయమం మߖ फޒ క ߖయమం uv v 
మ࠾ࡍ ఈ ߖయࠪ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࡱ లړࡵ ߘए ంచ࡮ۧ ړߖݞ ࠭ఖङ ऒߖڜࡍమ ࡔబܽद సڒ న࢑࠳  ߘల ࢟ܽ࢘ࡍݥ 
గ޳ށभ ం ڒబܽद ఒకܽ ࣃۯ ߘߝफ వర ࣋ ߘ ठ࠮లం ړ సࠪన࠳న ࣋ ࡅకए  మࡖక ఉ޳హరణ ఉతओ నऒ ం fx x x 
ఇ޴ అߖऒ  కం݄ ఎڕए వ ڝసం ߖరछ ۨంచబݟంߕࣆ  ޴ऒ కएࡅ ߤఈ ఫంࣾ ࠭࠲ బܽदڒ   ఉతओ ऒߕ ऒߖ  ఏߕ޼ x 
ధߕతघ క ڒబܽद ࡅకए   ప ऱ࣒ एړࡵ ݟంߘ ݟంߘ ݟంߘ న࣒࠳  ంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭, x f x h f x h x 
ఏߕ޼ ధߕతघ క ࢐సफవ సంఖङ  అߖߖ޵ ޙ࠼ మనం  ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳   వర ठ࠮లంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ   x h s x 
కएࡅ छ޳  ఉం݄, ۨనऒ ڴలంږߘࣃ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ   ప ऱ࣒  quare root h x hx h ݞږ 
బܽद మనం ఈ వరڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ठ࠮లం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ డవ۪ऐ  మߕࣆ ࠾ࡍऒ  h ޴ంޔࢂࢗ ړ

Pru
tor
@
IIT
K



ऒߕంܿڕߘలߕھߘక ߖޒࠫࡍప ߖ޵ బܽद మనంڒ ఉనऒ ڕబܽद మనڒ ,࠭  పړࡵ ߖޒࠫࡍए ంۯటߩओ ఈ రకం ݡ
కएࡅ  గణన పڒ ࡱޔࠫࡍబܽद ߖ޵ऒ ఒక ࠪర ړߖݞయۯ  ठం ఏࠫటం݄, ࠬࡏ వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ  పऱ࣒  x h 
వర ठ࠮లం ޳छ వర ࡌ ठ࠮లం ޳छ ࡓ ߖ  ݟంచం܊࢑భ  ంۨށڷ ࡌ ऱܿ ࣋ए छ ప  ݋ࡐ ࡛ ऱ࣒   ప ऱ࣒  x x x h x h 
࣋ए छ ङߙ ంۨ , ఆ߯܊࢑భ ޜ ݋ࡐ ࡛ మࡔట࡛ ڒ ࡹङ झߖ యవ۪ऐۯ भ޶ర ߘ ࡏࠬ ఆ߯ ,ࣄۯ ࡽ ఒక x ࡏࠬ , x h 
వర ठ࠮లం ޳छ ప  ࡌ ऱ࣒  ࣋ए छ छ޳ ݋ࡐ ࡛ వర ݡంࡓ ఒకܽ ࡌ ठ࠮లం ڕࡏۯ ړంܿంߕࣆ ޴ऒ x x x x ړ h 
కएࡅ ,ఏࠫటం݄ ޴ంۨనࠚల ڕబܽद మనڒ ޴ంޔࢂࢗ  వర ठ࠮లం అߕࣆ ޴ߝऒ  కం݄ dx dx x x 
అߖऒ ంܽࡓ ڔంݡ వర ठ࠮లం ړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇ޴  x x 

ఉనऒ ڕవర ݟంߘ घࡏ߷  ऴ࢐࣋फ మనం ࣋ए ߘߝ కం݄޶ఎం ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖफందࣆࡍకڶఅం ޜ࡮ छ  x n ݋ࡐ ࡛
ఆ߯ ఉతओ ,ݟయంࡌ సగం ړ పవ࡛ ߖఅ ߖ నऒ ం  వర ठ࠮లం ࡅకए छ޳  छ޳  ޴ఇ ࡌ x ࡌ x x iv d dx, 1 2 

వర ठ࠮లం ړ సࠪనం, ఇ޴ పవ࡛ ߜగܽ࢟ ࣔࡓ  ࠑ  ڕ ࠆ ऱܿ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ, ఇ޴ పవ࡛ ࣔ࠳ ࠆన࣒ x 1 2 x 
వࡓ  ࠑ  ڕ ߤ ऱܿ సࠪనం 1 2 x 
घࡏ߷ ݞږ ޴బܽद ఇڒ d  ޜ ޜ ࡮ dx

फࣃۯ ߘߝ ߖజమߖ ޴࢐త ఇࡏత ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖڴసࠪనం స ړߖࣃరऴޔచ ޴फంࣆభ࢑ڔఏ ޜ క nࡖమ ߘ n 
ఉ޳హరణࡹ ఇߖ ޴జమࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ ࠭, ఇ޴వరڕ మనం ࡅకए ऒߖڜ   శڕफల ఉతओ ऒߕ లߘ ࠪऴత࠲ x 
एړࡵ ంۧ࠭ ڒబܽद ړߖߦߦ సࠪన࠳న ࡅకए  ఉతओ ऒߕ ऒߖ  గ޳ށभ ం ڒబܽद  మనం ࡅకए కएࡅ   fx x x f x 
 ప ऱ࣒ ప  ߤ࣌ ޴ఇ ,ޙ࠼ంۨనటऱڵ࠙ ޜ ߖ న࣒࠳  ऱ࣒ फ సࠪనం , ఆ߯ h f h࣋ڵ࠙ ޜ ߖ ߤࣄ న࣒࠳  x h x h d 
కएࡅ కएࡅ ߤ࣌ ߤ࣌ న࣒࠳  घࡏ߷   c. ޴फంࣆవ ڕफࡏڷ ڕࠬ ఏࠫ݇ ࡮
ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ప ऱ࣒ ࡓ ݡంࡓ పంߦ న࣒࠳ పంߦ ښఓ ݡంࡓ  ऱܿ ړ ߤ࣌ڜ సࠪనం  ࡓంݡ d c d c pl us d by 
ప  ߤ࣌ ڕబܽद మనڒ ऱࡏࣃ ऱ࣒  sine c minus d by two x h x cos c ݡంࡓ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ߤࣄ న࣒࠳ 
 ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ వలన  ప޶అం ࠾ࡍమ ݀ ࠑ ߤ࣌ ݀ ࠑ  ऱ࣒ छ޳ న࣒࠳   d x h h fx h fx h ݡంࡓ ޴ఇ  ࡌ
ప  ݀ ࣒ڒ ऱ࣒  బܽद xڒ ࡯ڴమనం అడ ޾ࡶ ޾ఉం ޒࠫࡍఈ ప ,ڴంచڵ࠙ ޜ ۶ࣛ ݡంࡓ ߖ ۶ࣛ ߤ࣌ ݀ ޜ ۶ࣛ 
ఇ޴ 

 ప ऱ࣒ ࡓ ݡంࡓ ړ ۶ࣛ  ऱܿ ࣌ޜ ۶ࣛ ߤ సࠪనంڴ ఉంܿంࡓ ޴ం޳ ݡछ ओߩఇ ࠾ࡍమ ࡌ छ޳ ݡ  పం x h hߦ ࡌ
ऒߕࣆ छ޳ ޒࠫࡍన࣒ ప࠳ ࠾ࡍబܽद మڒ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖఒకܽ అ ޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ  fx h fx h ࠾ࡍమ ࡌ
छ޳ దܽ పదం࠴ ࡓ ޴ఇ ࡌ ऱܿ ఒకޔࢂࢗ ړߖ޳ం޴ ఇ޴ cos x plus h 2 x 
ఎం޶కం݄ ߕࣆऒ ओߩऱనࢀࢗ ړ కएࡅ ݡ  పޒࠫࡍ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ࠭࠲ h sine h d by dx of 

ఇ޴ మࢁऱ ࠬڕ ఉపࡆగకర࠳న ࣇऴతం ڒబܽद ఎవߕࡕ అడగవ۪ऐ  sine x is equal to cos x cos x 
ఉతओ నऒ ం ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ڝసం , ࠬࡏ ఈ ఉతओ నऒ ం ࡅ ߖకए छ޳  ऱ dࢇࢗ ړ ޴फ, ఇ࣋ށగ ࡌ cos x dx zer h 
పړޒࠫࡍ సࠪనం అޔ࢓ంڝ ࡏࠬ  ޴సం ߷ࡏघ  cos c minus cos d ޒࠫࡍఈ ప ࡏࠬ ,फ࣋ڵࡆఉప ߘ࡮
కएࡅ ߤ࣌ కएࡅ ,ޙߧ۫ ߖసࠪనం అ ڕ న࣒࠳    ప ऱ࣒ छ޳ ࠆఆ ࣒ڒ న࣒࠳   ऱ x x x h x h hࢁమ ࠾ࡍమ ࡌ
ऒߖ޵ ࡏࠬ  ఒక ࢐ङ फࣃ࢘࡯޴వ ڴమం࠻ కएࡅ ߘ  ఉతओ నऒ ం ࠳న࣒ సంښతం అߖ తۯ ڥߖయړߖݞ cos x x 
ఒక ࢐ङ ओߩఇ ࠾ࡍమ ڴమం࠻ ఉతओ ڕమన ݡ తघހڷ ࠾ࡍయమం మߖ फޒ క ߖయమం ࣄ࡯ޘనం޶న ࠭࠲ 
ఇతర ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ ల ఉతओ ऒߕ లړࡵ ߘए ంచగల࠭ ڒబܽद ࡅకए छ޳   అం݄ ఏࠫ݇ tan x dx d ࡌ
తపओ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद అڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ  మ޶ڒ ࠬࡔ , ఆ߯ ࠭࠲ tan x sine x by cos x 

फࣃڵࡆఉప ߖ ࡽࡐ ࡓ ߤ࣌ న࣒࠳ ࣒ڒ ऱࡏࣃ ޴బܽद ఇڒ ࠭ ऱܿ ఉతओ నऒ ం quotient sine x x x cos x 
కएࡅ ङ࢓  తओ ऒߕ ऒߖ  ࣔరం࣋ڵ࠙ ޜफ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ఇߖ ޴యమం ޳छ ओߩఇ ࡌ  cos x quotient ࠭࠲ ݡ

కएࡅ  ఉతओ ऒߕ ऒߖ एړࡵ  ంۧ࠭ ڒబܽद ఇࡏࣃ ޴ऱ మࡅ ࠾ࡍకए  sin x x cos x cos x cos x cos x 
ఉతओ నऒ ం ࠳న࣒ ࡏڷफ అߖ ధృ࢒కࡍంచమߘߝ ߖ ࠫమघ ऒ࡯  అڒ ߘڴݟబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ߖ x sin x cos x 
࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ  ݟంచంڵ࠙ ޜ ࡛ छ ङߙ బܽद మనంڒ ࡛ మࡔట࡛ ࣒ڒ ࡹ ࣋ए छ పऱ࣒ ࠭ޑ޶ం߰ ߖ ࡛ ए࣋ ߤ࣌  छ ࡛ x x x 
ए࣋ ࣒ڒ ߖ छ ए࣋ ࣒ڒ ޙ࠼అ ,ݟంచంڵ࠙ ޜ ࡛ छ ࡛  ప ऱ࣒ ए࣋ ߤࣄ  छ ए࣋ ࣒ڒ ߖ ࡛ छ x ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖఅ 1 ޜ ࡛ x x x
ए࣋ ݋ంڒ࣊ ޴బܽद ఇڒ छ ए࣋ ݋కం࣊ ݟంߘ ߤܼ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ ࡛ छ ࡛ మ࠾ࡍ x x x 
ఇߩओ एړࡵ ࡏࠬ ݞږ ߘల ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒఇతర  ऴ ݡ ంచవ۪ऐ , ఎం޶కం݄ అ࢑ 
ఈ ఫంࣾߤ ల ࡅకए झࡽऴ߰కࣄࡓ   ࠪऴతڒ ࠲బܽद ڒ࣊ ߖ ߘߝంࡅ ݋కए d ݋ంڒ࣊ ,ऴ࢐࣋फ ޜ  x dx x cos x 
छ޳ ఒకܽ తపओ ࡌ  మࡖకܽ ޶ڒ , ఆ߯ పరసओ రం ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ऴపږޒల ఉతओ నऒ ం ޳छ ఇవछ ࡌ బݟందߖ 
మనࣆࡱޘ ڕ.
 

ए࣋ ߖ छ छ޳ యమంߖ ޴ఇ ߩ࢙ݟڕ ڴంచڵ࠙ ޜ ࡛ ङޙऴప ࠪ ޳ࡶ ࡌ క ࢑షయం cos x cos x quotient 
छ޳ ఒకܽ ఉతओ ࡌ నऒ ం ޳छ కएࡅ ఆ߯ ࡌ  ఉతओ నऒ ం ࠳న࣒ ڒబܽद మనڕ ఇ޴ fx cos x sin x sine x 
అڵ࠙ ޜ ߖంచబޔݡం޴ మߖߖ޵ ࠾ࡍ మనం ߄ࣃరణంڴ ऴࣃ࢐फ ࠭.cos square x
 ఈ ࡐపంࡏࣃ ࠑ ߤ࣌ ߘߝ ࡹऱ ఒకܽ ࣒ڒ అߖ ऴ࢐యగలߘ, ఇࡓ ߤܼ ޴ ऱܿ ࣊ڙంړ ݋ సࠪనం x cos x x x x
घࡏ߷ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ छ޳ ంܼ࠭ڕफం۪ࡏڷ ߖ࡮ d dx x x x d ߖ ࡏࠬ ߤܼ ऱࡏࣃ సࠪనం ݋ంڒ࣊ ࠆఆ ࡌ

छ޳ छ޳ ࠾ࡍऱ మࡏࣃ ޴ఇ ݟంచంࡍక࢒ధృ ࡌ  కܽ dx cosecant x cosecant x cot x d dxࡖమ ࡌ
࢐ङ ऱࢁసం మڝ ࠬ ݢంࡓ బܽद ఈڒ సࠪనం ړ ߩన࣒ చదర࠳ ޴ఉం݄ ఇ ࡯ڵࠫ మం cot x cosecant x࠻
ఇకए ࡹޒతరగ ࡍప޶త ߘߝ బܽदڒ డ ఆ߮ࣃफ ऒߖయࠪߖ ࣆࡱھ సంڝ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ߘ ऐࡏߝ   ࡮ۧ ޴ఇ ,ࡏంܼڕ
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ఎڕए వ ఫంࣾనऱ ఉతओ ऒߕ ऒߖ एړࡵ  ంచ࡮ۧ ړߖݞ ఉపࡆగకరంڴ ఉంܿం޴ ధనङ  ࡱ޳࢐
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