
  வ௯த்ேதான்றல்கள் பற்௣ய இரண்டாவௌ ௳ரி௵ைரக்ஶ வரேவற்ழேறாம், எனேவ கடந்த 
௳ரி௵ைர௜ல் ஒ௠ கட்டத்ொல் ஒ௠ ெசயல்பாடூ்ன் ெதாடரச்஼்௜ன் க௠த்ௌகைளப் பற்௣ 
௳வாொத்ேதாம் , ேம௩ம் ஒ௠ கட்டத்ொல் ெசயல்பாடூ்ன் வ௯த்ேதான்றல் என்றால் என்ன என்௥ 
௳வாொத்ேதாம் , ௔ன்னர ்அதன் ஼ல பண்௖கைளப் பாரத்்ேதாம்.
 ெடரிேவூவ்கள் இன்௥ நாம் ௚த௧ல் ெதாடரச்஼்க்ஶம் ேவ௥பாட்ூற்ஶம் உள்ள ெதாடரை்பக் 
காண்ேபாம், ௔ன்னர ்ேம௩ம் ஼ல ெசயல்பா௄களின் வ௯த்ேதான்றைலக் கணக்ழ௄ேவாம், 
எனேவ நான் ௚த௧ல் ௳வாொக்கப் ேபாவௌ ெதாடரச்஼்க்ஶம் ேவ௥பாட்ூற்ஶம் ஏேத௑ம் 
ெதாடர௖் உள்ளதா என்பைத ௚த௧ல் பாரப்்ேபாம், எனேவ ௚த௧ல் ஒ௠ உதாரணத்ைதப் 
பாரப்்ேபாம்.
 

இன் ெசயல்பா௄ க்ஶ சமமான க்ஶ சமம், எனேவ இந்த ெசயல்பாட்ூன் x x mod x 
வைரபடத்ைத வைரய ௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ எந்த ேநரம்ைறக்ஶம் க்ஶ சமம் இௌ x mod x x 
க்ஶ சமம் மற்௥ம் எொரம்ைறக்ஶ இௌ ைமனஸ் க்ஶ சமம்  இௌ௵ம் க்ஶ சமம் x x fx 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான க்ஶ க்ஶ சமம், ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான க்ஶ ைமனஸ் x x x x, 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவானௌ வலௌ இௌ ௘க௵ம் எளிைமயானௌ ஆனால் இந்த 
ெசயல்பாடூ்ன் பய௑ள்ள ௔ரொநிொத்ௌவம் மற்௥ம் வைரபடம் ேபால் ெதரிழறௌ  இைதப் l 
ேபாலேவ, இௌ இன் ேமாட்க்ஶ சமமான எஃப்எக்ஸ் ஆஶம், இப்ேபாௌ ஃபங்ஷன் எஃப்எக்ஸ் x 
ெதாடரச்஼்யாக உள்ளதா என்௥ ேகட்ேபாம், எனேவ இங்ேக இந்த ெசயல்பாடூ்ன் வைரபடத்ைத 
வைரவௌ எளிதாக இ௠ந்தௌ , ேம௩ம் இந்த வைரபடத்ொ௧௠ந்ௌ ெசயல்பாடை்டக் காணலாம்.
 ௗஜ்௷யத்ொல் ெதாடரழ்றௌ ஆனால் நாம் வரம்ைப௞ம் கணக்ழடலாம், எனேவ இன் வரம்௖ x x
இன் வரம்ைபக் கணக்ழடலாம், எனேவ இங்ேக வரம்ைபக் கணக்ழட இடௌ ைக மற்௥ம் வலௌ 
ைக வரம்ைபக் கணக்ழ௄வௌ பய௑ள்ளதாக இ௠க்ஶம்.
 
ௗஜ்௷யத்ொல் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்ழறௌ, இௌ இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்௩ம் h h 
வரம்௖க்ஶ சமம் இன் இன் ஷட்டல் ஆஶம், ஆனால் நாம் ஐ ேநரம்ைறயாகக் h f mod h s 
ெகாண்ூ௠ப்பதால் இௌ இன் வரம்௖க்ஶ சமம் .h 
  ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமான ௗஜ்௷யக் ஷட்டல், 
அேத ேபால் இடௌ ைக வரம்௖ என்பௌ 0-ல் இன் 0 ைமனஸ் 0 ஷட்டல் க்ஶச ்ெசல்ழறௌ  h f h 
க௯த்தல் க்ஶ சமம் ஆனால் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெசல்ழறௌ எனேவ க௯த்தல் ௗஜ்௷ய௚ம் h h 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ வரம்௖ உள்ளௌ எனேவ இன் இன் வரம்௖ ௗஜ்௷யத்ைத x f 
அேஶம் ேபாௌ இௌ 0 க்ஶ சமம், 0 இன் என்பௌ ேமாட் 0 ஆஶம், எனேவ f 

ௗஜ்௷யத்ைத ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ என்பௌ இன் இன் வரம்பாஶம், எனேவ x f x f fx 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இல் ெதாடரழ்றௌ இப்ேபாௌ ேவ௥பாட்ைடப் பற்௣ என்ன x 

ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக ேவ௥ப௄த்தப்ப௄ழறௌ, எனேவ நாம் இந்த வரம்ைபக் ேகடக் x fx 
ேவண்௄ம், 

க்ஶ ேபாஶம்ேபாௌ க்ஶ க௯த்தல் இன் இன் இன் வரம்௖ மற்௥ம் உள்ளௌ h 0 h 0 h f f f h 0 
இன் ௗஜ்௷யத்ொல் ஐ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் , இந்த ேவ௥பாட்ைடப் பாரத்்தால், இந்த h h 

ேகாைசைனப் பாரத்்தால், இௌ இன் ைமனஸ் க்ஶ 0 ஆல் க்ஶ சமம் மற்௥ம் இன் h h f h h f 
என்பௌ 0 இன் என்பௌ ஆல் வஶக்கப்ப௄வதால் நமக்ஶ ழைடக்ஶம்  க்ஶ mod hf h mod h h 
இப்ேபாௌ என்பௌ ேநரம்ைறயாக இ௠ந்தால் க்ஶ சமம் என்பைத அ௣ேவாம், எனேவ mod h h h 

ேநரம்ைறயாக இ௠ந்தால் இௌ ஒன்௥க்ஶ சமம் h 
மற்௥ம் எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால் ஆனௌ ைமனஸ் க்ஶ சமம் எனேவ ஆல் h mod h h h 
ைமனஸ் ஆனௌ ைமனஸ் ஒன்ைறக் ெகா௄க்ஶம் எனேவ நாம்  இந்த ேவ௥பா௄ ேகாைசன் h h 
ேநரம்ைறயாக இ௠ந்தால் மா௣௧ 1 க்ஶ சமம் என்௥ம் எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால் க௯த்தல் 1 h 
க்ஶ சமம் எனேவ இடௌ ைக மற்௥ம் வலௌ ைக வரம்௖ என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொன் வலௌ௖றli  mit 
வரம்௖க்ஶ சமமாக இ௠க்காௌ , ௗஜ்௷யத்ொன் ைமனஸ் ஐ ஆல் வஶக்க ேவண்௄ம், எனேவh f h 
இந்த வரம்௖ 

ௗஜ்௷யத்ொன் இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெசல்ழறௌ, இௌ ஆல் வஶக்கப்ப௄ழறௌ.h f h 
 இல்ைல அதாவௌ இன் ெசயல்பா௄ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான இல் ேவ௥ப௄த்தப்படாௌ, x x 
எனேவ க்ஶ சமமான க்ஶ சமமான இன் ௚ூ௵ என்ன என்பௌ க்ஶ சமமான இல் x x x x x 
பயன்ப௄த்தப்ப௄ம் க்ஶ சமமான இல் ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயௌ இந்த x x a let me  
வைரபடத்ொற்ஶ ொ௠ம்௔ வந்ௌ, இந்த ௖ள்ளி ௗஜ்௷யத்ொல் ெசயல்பா௄ ேவ௥ப௄த்தப்படாௌ 
என்பைத நீங்கள் எவ்வா௥ கணக்ழடலாம் என்பைத வூ௳யல் ரீொயாக உங்க௬க்ஶ 
௳ளக்க௵ம்,  எனேவ வ௯த்ேதான்றல் இ௠ந்தால் அௌ அந்த ௖ள்ளி௜ல் உள்ள ெதா௄ேகாட்ூன் 
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சாய்௵க்ஶ சமம் என்ற வூ௳யல் ௳ளக்கத்ைதப் பாரத்்ேதாம்.
 இப்ேபாௌ இந்தச ்ெசயல்பாட்ூன் வைரபடத்ைதப் பாரத்்தால், தனிப்பட்ட ெதா௄ேகா௄ இல்ைல,
ஏெனன்றால் எந்த ேநரம்ைற ௳ஷயத்ொற்ஶம் இௌ ெதா௄ேகா௄ என்௥ நீங்கள் பாரக்்ழ௤ரக்ள், 
ஆனால் ஏேத௑ம் எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால், இந்த வரி எங்களிடம் உள்ளௌ, எனேவ இங்ஶ x 
தனித்ௌவமான ெதா௄ேகா௄ இல்ைல மற்௥ம்  உண்ைம௜ல், வலௌ ைக வ௯த்ேதான்றல் 
என்பௌ 1 மற்௥ம் இடௌ ைக வ௯த்ேதான்றல் இந்த வரி௜ன் சரிைவத் த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல,
இௌ ைமனஸ் 1 ஆஶம், ேம௩ம் அைவ சமமாக இல்லாததால் 
, வைரபடத்ொல் இ௠க்ஶம் ேபாெதல்லாம் ெசயல்பா௄ ெபாௌவாக ேவ௥ப௄த்தப்படாௌ.
  உங்கள் ெசயல்பா௄ ஒ௠ ௛ைல ௖ள்ளிையக் கண்டால் 
, அந்த ேநரத்ொல் ெசயல்பா௄ ேவ௥ப௄த்தப்படாௌ, எனேவ ெதாடரச்஼் என்௥ நாங்கள் 
ெசான்ேனாம், அதாவௌ வைரபட ரீொயாக உங்கள் ேபனாைவத் ்க்காமல் ெசயல்பாட்ூன் 
வைரபடத்ைத நீங்கள் வைரயலாம் மற்௥ம் ேவ௥பா௄ என்பௌ ெசயல்பா௄ இ௠க்கக்ஷடாௌ.
 ஼க்கலான ெசயல்பா௄க௬க்ஶ இந்த ௳ளக்கத்ைத மட௄்ம் பயன்ப௄த்த ௚ூயாௌ   .

௔ன் இன் க்ஶ சமமான இல் ெதாடரச்஼்யாக இ௠க்க ேவண்௄ம் மற்௥ம் ஆதாரம்   a x x x 
௘க௵ம் எளிைமயானௌ, எனேவ நீங்கள் இைத கவனிக்க ேவண்௄ம், ஏெனனில் இன் x f 
என்பௌ க்ஶ சமமாக ேவ௥ப௄ழறௌ.x 

எங்களிடம் ௔ைரம் உள்ளௌ, இௌ ஒ௠ ஷட்டல் இன் இன் வரம்௖க்ஶ சமம், ஆல்   a f a h f h 
வஶக்க க௯த்தல் இௌ ெசயல்பாடூ்ன் ெதாடரச்஼்ைய சரிபாரக்்க இப்ேபாௌ உள்ளௌ , h f , x 
ஐ ெந௠ங்ஶம்ேபாௌ இன் இன் வரம்ைப நாம் பாரக்்க ேவண்௄ம்.x f 
 எனேவ 

க்ஶ சமமான ெதாடரச்஼்ைய சரிபாரக்்க, இன் இன் வரம்௔ற்ஶ சமமாக இ௠க்க x x f 
ேவண்௄ம் , இப்ேபாௌ ஒ௠ வரம்ைப அேஶழறௌ என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க.x 

ஐ ஒ௠ ஷட்டல் க்ஶ சமமாக ைவப்பதன் ௛லம் ெந௠ங்ழனால் அௌ சமமாக  x h x a h 
இ௠க்ஶம் எனேவ இௌ க்ஶ சமமான ஒ௠ ஐ ைவத்ௌ என்பௌ க௯த்தல் ௔ன்னர ்x plus h h x a x
ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ ஐ ெந௠ங்ஶழறௌ.ah 0 
 எனேவ நாம் சரிபாரக்்க ேவண்௄ம் ஐ ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ ஒ௠ ஷட்டல் இன் இந்த வரம்௖ h 0 h 
இ௠க்ழறதா இல்ைலயா மற்௥ம் அௌ இப்ேபாௌ இன் க்ஶ சமமாக இ௠க்ழறதா என்பைத a f 
நீங்கள் பாரத்்தால் இௌ ஒன்௥தான் எனேவ இன் வரம்௖ 0 க்ஶ சமமான க்ஶ a plus hh f 
சமமானதாஶம் எ௱ௌம் வரம்௖ என்பௌ 0 க்ஶ ஒ௠ ஷட்டல் ைமனஸ் க்ஶ இௌ 0 வலௌ h f h f 
க்ஶ சமம் ஏெனனில் இந்த நிைலயான ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௖  இன் ஐ ெந௠ங்ஶம் ேபாௌnf h 0 
அௌ இன் ஆக உள்ளௌ, எனேவ இௌ வ௯த்ேதான்ற௧ன் வைரயைற௜ல் உள்ள a f 
ேவ௥பாட்ூன் எண்ணிக்ைக௜ன் எண் ஆஶம், 
ஆனால் எந்த க்ஶ ஒ௠ ஷட்டல் க௯த்தல் இன் எந்த க்ஶம் இௌ எ௱தப்படலாம்.h h f h 
 ஒ௠ ஷட்டல் ைமனஸ் இன் ெப௠க்கல் வலௌ ஆல் வஶக்கப்ப௄வதால், நான் அைத h f h h 
ெப௠க்ழ ஆல் வஶத்ேதன் , இைதப் ெப௥ேவாம், நமக்ஶத் ெதரிந்த ௳ஷயம் என்னெவன்றால் h 

இன் வரம்௖ 0 க்ஶ ெசல்௩ம்ேபாௌ இௌ சமம்., h 
  0 க்ஶ மற்௥ம் ஒ௠ ௔ளஸ் ைமனஸ்  இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ க்ஶ ெசல்௩ம் வரம்௖, இௌ h h f h 
வரம்௖க௬க்கான தயாரிப்௖ ௳ொ௜ன்பூ உள்ளௌ.
  ெசயல்பா௄கள் உள்ளன, ௔ன்னர ்உற்பத்ொ௜ன் வரம்௖ வரம்௔ன் தயாரிப்௖ ஆஶம், அௌ 0 
மடங்ஶ ப்ைரம் க்ஶ சமம், இௌ 0 க்ஶ சமம் எனேவ என்பௌ க்ஶ சமமாக ெதாடரழ்றௌ, f a fx x 
எனேவ நாம் பாரத்்தௌ என்னெவன்றால் , இல் ஒ௠ ெசயல்பாடூ்ன் ேவ௥பா௄ ௖ள்ளி என்பௌ a 
அந்த கட்டத்ொல் ெசயல்பாடூ்ன் ெதாடரச்஼்ையக் ஶ௣க்ழறௌ, ஆனால் ெதாடரச்஼்ையக் 
ஶ௣க்க ேவண்ூய அவ஼ய௘ல்ைல ஒ௠ எொர ்உதாரணம் ௛லம் நாம் பாரத்்த ேவ௥பா௄, ேம௩ம்
஼ல வ௯த்ேதான்றல்கைளக் கணக்ழ௄வதற்ஶ அ௄த்ததாக, ெடரிேவூவ்க௬க்கான தயாரிப்௖ 
௳ொ என்ன என்பைதக் கற்௥க்ெகாள்ேவாம், 
எனேவ இௌ என்ன ெசால்ழறௌ என்றால், நான் இரண்௄ ெசயல்பா௄கைள எ௄த்ௌ, இன் dx dx 
இன் எஃப்எக்ஸ் ைடம்ஸ் ௷எக்ஸ் இைதப் பாரத்்தால்.
 எஃப் ௔ைரம் ைடம்ஸ் ௷எக்ஸ் ௔ளஸ் எஃப்எக்ஸ் ைடம்ஸ் ௷ ௔ைரம் எக்ஸ் x 
வழங்கப்பட௄்ள்ளௌ எஃப் ௔ைரம் எக்ஸ் மற்௥ம் ௷ ௔ைரம் எக்ஸ் உள்ளௌ, எனேவ இைத 
நி௡௔ப்ேபாம், எனேவ எக்ஸ் எக்ஸ் ைடம்ஸ் ௷எக்ஸ் க்ஶ சமமான எக்ஸ் ௟ என்௥ எ௱ௌேவாம் .

அல்லாத ௗஜ்௷யம் இன் ஷட்டல் க௯த்தல் ஐ ஆல் வஶத்தால் இௌ என்ன   h u x h u h 
என்பைதப் பாரக்்க ேவண்௄ம், எனேவ இைத எ௱ௌழேறன், இௌ க்ஶ சமம் என்பௌ மற்௥ம் u f g
இன் பலன் ஆஶம், எனேவ நான் இன் மற்௥ம் மடங்ஶ ஐப் ெப௥ழேறன்  இன் x f h g x x 
ஷட்டல் ைமனஸ் இன் ெப௠க்கல் ஐ ஆல் வஶக்க இப்ேபாௌ நாம் இங்ேக ஒ௠ ஼௣யh f x x g h 
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இயற்கணிதக் ைகயா௬தைலச ்ெசய்ழேறாம், எனேவ இைத இன் ஷட்டல் இன் f x hg x 
ஷட்டல் க௯த்தல் என எ௱ௌழேறாம்.h f 
 ஷட்டல் மற்௥ம் ௔ன்னர ்இேத அள௵ ஐ மடங்ஶ இன் ஷட்டல் ஐச ்ேசரப்்ேபாம், h f x g x h 
௔ன்னர ்நாம் ைமனஸ் ஐப் ெப௥ழேறாம் ஆல் வஶத்ௌ இப்பூ எ௱ௌழேறாம், ௔றஶ fxgx h 
௚தல் இரண்௄ ெசாற்கைள௞ம், கைட஼ இரண்௄ ெசாற்கைள௞ம் இப்ேபாௌ ஶ௱வாக்ஶழேறாம்
என்றால், ௚தல் இரண்௄ ெசாற்களில் ௔ளஸ் இ௠ப்பௌ ெபாௌவானௌ, எனேவ இன் g x h u x 
ஷட்டல் ைமனஸ் ஐ ஆல் ெபற்ேறாம்.h ux h 
 இௌ இன் ஷட்டல் ைமனஸ் க்ஶ சமம், இந்த ௚ைற இன் ஷட்டல் ஆல் f x h f h g x h 
வஶக்கப்ப௄ம் , ௔ன்னர ்ஷட்டல் அ௄த்த இரண்௄ ெசாற்களில் ெபாௌவானௌ, எனேவ fx fx 
௚ைற இன் ஷட்டல் க௯த்தல் ஐ எ௱ௌழேறன்  ஐ ஆல் வஶத்தால் இப்ேபாௌ வலௌ g x h g x h 
௖றத்ொல் உள்ள இரண்௄ ெசாற்கைளப் பாரத்்தால் 

ன் இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்வதால் வரம்௖ ஷட்டல் க௯த்தல் ஐ ஆல் h x f x h f x h 
வஶத்தால் இௌ ௔ைரம் க்ஶ சமம், ஏெனனில் என்பௌ  இல் ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயௌ , இந்தf x f x 
தயாரிப்௖ வரம்௔ல் இன் 0 இன் ௔ளஸ் க்ஶ ெசல்௩ம் இரண்டாவௌ காலத்ைதப் பற்௣ h g x h 
என்ன, இௌ இன் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், ஏெனனில் ஆனௌ இல் ெதாடரச்஼்யாக x g g x 
இ௠ப்பதால் இல் ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயதாக ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ x 
சரி , இல் ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயதாக இ௠ந்தால், அௌ௵ம் ெதாடரழ்றௌ என்பைத நி௡௔த்த x g 
ேதற்றத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம் என்பைதக் கவனி௞ங்கள், எனேவ இதன் வரம்௖ a  sh 
ஆனௌ 0 ஷட்டல் அேகல் க்ஶ ெசல்ழறௌ ேம௩ம் இௌ இல் ெதாடரச்஼்யாக x h x x 
இ௠ப்பதால் இந்த வரம்௖ இல் உள்ள ெசயல்பாடூ்ன் மொப்௖க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.x 
 அேத ேபால் மற்ற ெசால்லாக இ௠க்ஶம் இன் வரம்௖ 0 க்ஶ ெசல்ழறௌ.h g x x h minus g x 

ஆல் வஶத்தால் இௌ இன் ப்ைரம் க்ஶ சமம் மற்௥ம் ௚தல் ெசால் ௧௠ந்ௌ சாரப்ற்றௌ  h x g h 
இௌ இன் ஆஶம் எனேவ அந்த வரம்௖ இன் ஆஶம் எனேவ இந்த வரம்௖ உள்ளௌ x f x f u 
௔ைரம் இௌ இன் வரம்௖க்ஶ சமம் ௗஜ்௷ய க்ஶம் ைமனஸ் க்ஶம் ஆல் வஶத்தால்x h ux h ux h 
இௌ ௚தல் வரம்௔ற்ஶச ்சமம் இங்ேக ௔ைரம் இரண்டாவௌ வரம்௖ இௌ இன் மற்௥ம் f x x g 
இங்ேக ௚தல் ெசால் இன் மடங்ஶ இரண்டாவௌ வரம்பாஶம்  ௔ைரம் சரியானௌ, x x g x 
எனேவ இௌ ௘க௵ம் ௚க்ழயமான ித்ொரம் மற்௥ம் இந்த ித்ொரத்ைத நான் ெப௥ழேறன், நான் 
ஒ௠ எசச்ரிக்ைகயாக எ௱ௌழேறன், இௌ ௚ைற என்௥ நீங்கள் எ௱தக்ஷடாௌ, இௌ dx of fx gx 
என்ைன ௔ைரம் மடங்ஶ ௔ைரம் என்௥ எ௱த அ௑மொக்ஶம்.f x g 

இௌ உண்ைமயல்ல, எ௄த்ௌக்காட்டாக நீங்கள் க்ஶ சமமான க்ஶ சமமான ஐ   x fx gx x 
எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் ஒன்௥ ப்ைரம் க்ஶ சமம் ஆனால் ௚ைற க்ஶ f prime xi s g x fx dx 
சமம் ஆனால் ௚ைற என்பௌ சௌரத்ொற்ஶ சமம் எனேவ என்பௌ fx gx x d by dx of fxgx d 
ஆல் சௌரம் என்பௌ நாம் பாரத்்த 2 க்ஶ சமம் இௌ இல்ைல எஃப் ௔ைரம் ைடம்ஸ் dx of x x x 
௷ ௔ைரம் க்ஶ சமம் எனேவ ெதாடக்கத்ொல் பல மாணவரக்ள் இந்த தவைற ெசய்ழறாரக்ள், x 
அவரக்ள் ெசயல்பா௄களின் ௳ைளெபா௠ைளப் பாரத்்ௌ ௔ன்னர ்ஒ௠ வ௯த்ேதான்றைல 
வரம்௔௄ம்ேபாௌ அவரக்ள் வ௯த்ேதான்ற௧ன் தயாரிப்௖ என்௥ எ௱ௌழறாரக்ள், இௌ ௚ற்௣௩ம் 
தவறானௌ , எனேவ இப்ேபாௌ இைதப் பயன்ப௄த்ொ ஼லவற்ைறப் ெபறலாம்.
 ேம௩ம் வ௯த்ேதான்றல்கள் எனேவ உதாரணத்ொற்ஶ நீங்கள் க்௟ப் என்௥ ெசால்௩வதற்ஶ x fx 
சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் , ௔ன்னர ் ப்ைரம் ஐக் f x 
கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம்,
 அதனால் நமக்ஶத் ெதரிந்த ௳ஷயம் என்னெவன்றால் , சௌரம் மற்௥ம் எனேவ x x x 
கனசௌரம் என்பௌ இங்ேக சௌர மடங்ஶக்ஶ சமம் எனேவ ௔ைரம் என்பௌ இன் f x x f  x dx x
சௌர மடங்ஶக்ஶ 
சமமாக இ௠க்ஶம் 
ஷட்டல் சௌரம் ௛ன்௥ சௌரம் எனேவ கணக்ழ௄ேவாம் ஐக் கணக்ழ௄வதன் x x d 
வ௯த்ேதான்றல் இன் எக்ஸ் ௚தல் வைர என்பௌ ஏேத௑ம் இயற்ைக எண்ணாஶம், x d n n 
எனேவ இந்த வ௯த்ேதான்றைலப் ெப௥வதற்ஶ தயாரிப்௖ ௳ொைய ௳ைரவாகப் 
பயன்ப௄த்ௌவௌ ஒ௠ வ௯யாஶம் அல்லௌ வரம்ைப ேநரூயாகக் கணக்ழட ௚யற்஼ ெசய்யலாம்
, எனேவ பாரப்்ேபாம்.
  நாம் க்ஶ க்ஶ சமமான ஐப் ெபற்௥ள்ேளாம், எனேவ க்ஶ ௗஜ்௷யம் அல்ல, நான் x n fx h x 
இன் ஐப் பாரத்்தால் ல் க௯த்தல் ஐ ஆல் வஶத்தால் இௌ க்ஶ சமம் f h x h f h x plus h n 
ைமனஸ் க்ஶ க்ஶ சமம் மற்௥ம் நீங்கள் ைபேனா௘யல் ேதற்றத்ைதப் பாரத்்ோரக்ள் x n h 
என்றால் , க்ஶ ஷட்டல் க்ஶ என எ௱தலாம்  n x s, n x 
.
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 கைட஼ பதம் வைர க்ஶ ஆக௵ம், ௔ன்னர ்க௯த்தல் ௧௠ந்ௌ ஐ ஆல் வஶக்க௵ம் h n x n h 
இப்ேபாௌ இங்ேக நீங்கள் இந்த க்ஶ ஐக் ஶ௣ப்௔ட்டால் இத௑டன் ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ழறௌ , x n 
இப்ேபாௌ ஒவ்ெவா௠ ெசால்௩க்ஶம் ெபாௌவானௌ என்பைதக் கவனி௞ங்கள், எனேவ இைத h 
நாம் ெப௥ழேறாம் ேநரங்கள் ேதர௵் ஒன்௥ என்பௌ க்ஶ ைமனஸ் ஒன் ஷட்டல் க்ஶ h n n n n 
இரண்௄ ஐ ேதர௵் ெசய்தல் க்ஶ இரண்௄ ௚ைற மற்௥ம் ௔ற ௳ொ௚ைறகள் x n h co  ntains 

இ௧௠ந்ௌ ைமனஸ் 1 ஐ ஆல் வஶத்தால், இைத ரத்ௌ ெசய்வதன் ௛லம், இந்த ஐத் hh n h h 
த௳ர, எல்லா வாரத்்ைதக௬ம் ஐக் ெகாண்ூ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம், h 
எனேவ இௌ ௚ைற ஐ ைமனஸ் 1 க்ஶ அேஶழறௌ, ஏெனனில் க்ஶ ெசல்ழறௌ, n x n h 0 
ஏெனனில் மற்ற எல்லா ெசாற்க௬ம் நமக்ஶக் ழைடக்ஶம்.

அல்லௌ சௌரம் எனேவ அைவ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்ழன்றன, எனேவ ஆல் க்ஶ   h h d x n 
என்பௌ ஒவ்ெவா௠ இயற்ைக எண்ேக்ஶம் மடங்ஶ ௧௠ந்ௌ க௯த்தல் 1 க்ஶ சமம் n x n 
என்பைத இௌ நி௡௔க்ழறௌ இௌ உண்ைம௜ல் உண்ைம என்பைத ௔ன்னர ்பாரப்்ேபாம்.n 

என்பௌ இயற்ைகயான எண்ணாக இல்லா௳ட்டால்,   n 
௚தல் ௳ஷயம், இொ௧௠ந்ௌ ஐ சௌரத்ொன் ஆல் கணக்ழ௄வைத நீங்கள் எளிதாகக் d x dx 
காணலாம்.
 இைத நீங்கள் கணக்ழட ேவண்௄மானால், இைத இரண்௄ மடங்ஶ ௚தல் இரண்௄ க௯த்தல் x 
ஒன்௥, எனேவ கனசௌரத்ொன் க்ஶ இரண்௄ ஆஶம்.x dx xd 
 ௛ன்௥ மடங்ஶ ௚தல் ௛ன்௥ க௯த்தல் ஒன்௥, இௌ ௛ன்௥ சௌரம் மற்௥ம் நான்ழ௧௠ந்ௌx x d 

எனேவ நீங்கள் அ௄க்ஶகைள வேழ ெகாண்௄ வந்ௌ, ௔ன்னர ்அ௄க்ஶகைள 1 ஆல் x dx, 
ஶைறக்க௵ம், இௌ 4 கனசௌரமாஶம்.x 
  எந்த உண்ைமயான எண்ேக்ஶம் ௧௠ந்ௌ வைர உண்ைமயாக இ௠க்ஶம் இௌ ௔ன்னர ்x n n 
நி௡௔க்கப்ப௄ம் ஆனால் ஼ல எொரம்ைறக௬க்ஶ ௧௠ந்ௌ ஐக் கணக்ழட ௚யற்஼ப்ேபாம், x n 
எனேவ இன் ஐ எ௄த்ௌக் ெகாள்வதன் வ௯த்ேதான்றல் 1 க்ஶ க்ஶ சமம், ௔ன்னர ் ௔ைரம் x f x f 

என்றால் என்ன, எனேவ வ௯த்ேதான்ற௧ன் வைரயைறயான எங்கள் ௚தல் ெகாள்ைகையப் x 
பயன்ப௄த்ொ ெசய்ேவாம்.

இன் ஷட்டல் க௯த்தல் ஐ ஆல் வஶத்தால், இௌ ஒன்றால் ஷட்டல் க௯த்தல்   x x h f h x h 
ஒன்௥ ஆல் ஆல் வஶத்தால் சமமாஶம் x h 

ைமனஸ் ஷட்டல் எனேவ இங்ேக ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ழறௌ, நாங்கள் ைமனஸ் x x h x hyhxx 
ஷட்டல் ஐப் ெப௥ழேறாம் , ௔றஶ நீங்கள் இந்த ஐ ரத்ௌெசய்யலாம், இௌ h h 

மடங்ஶ ஷட்டல் க்ஶ ைமனஸஓக்ஶச ்சமமாஶம்  இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்ழறௌ , x x h h x x 
இன் ைமனஸ் இன் ஆல் க்ஶ இௌ ைமனஸ் 1 சௌரத்ொற்ஶச ்சமம், ஏெனனில் h f x h by x 
இங்ஶ வஶப்௔ல் ஷட்டல் ஷட்டல் 0 ஐ அேஶவைதக் காண்ழ௤ரக்ள், எனேவ மடங்ஶ x h x x x 

சௌரத்ைத அளிக்ழறௌ இௌ உண்ைம.x 
  அைனத்ௌ க்ஶம் ௗஜ்௷ய வலௌ சமமாக இல்ைல, எனேவ இந்த ெசயல்பா௄ ௗஜ்௷யத்ொல் x 
ஷட வைரய௥க்கப்பட௳ல்ைல, எனேவ ௗஜ்௷ய இல் உள்ள வ௯த்ேதான்றைலப் பற்௣ ேபச bu 
௚ூயாௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமாக இல்லாத எந்த க்ஶம் ஆல் க்ஶ 1 ஆல் என்பௌ t x d dx x x 
க்ஶ சமமான ைமனஸ் 1 சௌரம் க்ஶ சமம் இல்ைல 0 க்ஶ சமம் என்௥ x x 
ெப௥ழேறாம் .
 இைத நான் எ௱தலாம், இைத எ௱ௌழேறன்.

க்ஶ இன் க்ஶ க்ஶ சமமான க்ஶ க்ஶ சமமான க்ஶ சமமான க்ஶ சமமான    d dx x n nx n n n 
ஒன்௥ க௯த்தல் க்கான ித்ொரத்ௌடன் உடன்ப௄ழறௌ  ௚தல் ைமனஸ் ஒன்௥ க௯த்தல் d x 
ஒன்௥, இௌ ைமனஸ் க்ஶ சமமான ைமனஸ் இரண்௄, இௌ ைமனஸ் ஒன்௥ சௌர வலௌ, x x 
மற்௥ம் ௔ற எொரம்ைற அ௄க்ஶக௬க்ஶ நீங்கள் ௳௠ம்௔னால், நீங்கள் தயாரிப்௖ ௳ொையப் 
பயன்ப௄த்தலாம், எனேவ கணக்ழ௄வதற்ஶ தயாரிப்௖ ௳ொையப் பயன்ப௄த்தலாம்.

ஆல் இன் இன் ைமனஸ் ௅ அல்லௌ ஆல் இன் ௧௠ந்ௌ ைமனஸ் த்ரீ ேபான்றைவ,  d x x d dx x 
உதாரணமாக ஆல் இன் ௧௠ந்ௌ ைமனஸ் இரண்௄, d dx x d by dx of one of x x 1 by x 
மற்௥ம் இப்ேபாௌ நீங்கள் பயன்ப௄த்ௌழ௤ரக்ள்  தயாரிப்௖ ௳ொ இௌ ைமனஸ் 1 ஆல் சௌரம், x 
இௌ 1 ைப மடங்ஶகளின் வ௯த்ேதான்றலாஶம், இரண்டாவௌ ெசயல்பா௄ 1 ைப ஆஶம் x x 
ேம௩ம் ௚தல் சார௖் 1 மடங்ஶ இரண்டாவௌ ெசயல்பாடூ்ன் வ௯த்ேதான்றல் ைமனஸ் 1 ஆல் x x
சௌரம் இௌ தயாரிப்௖ ௳ொ௜ன்பூ ைமனஸ் 1 ஐ கனசௌரத்ொல் க௯த்தல் 1 கனசௌரம் x x 
எனேவ ைமனஸ் 2 ௛லம் கனசௌரம் நிசச்யமாக இௌ ௙ண்௄ம் உடன்ப௄ழறௌ  ஃபார௚்லா x x 
௧௠ந்ௌ வைர௜லான வ௯த்ேதான்றல் ெப௠க்கல் இ௧௠ந்ௌ ைமனஸ் 1 சரி, இைதப் n n x n 
பாரக்்ஶம்ேபாௌ நாம் தயாரிப்௖க்காகச ்ெசய்த மற்ெறா௠ ித்ொரத்ைதப் ெபறலாம் , இரண்௄ 
ெசயல்பா௄களின் ெகாைச௑க்கான ித்ொரத்ைத௞ம் வைரய௥க்கலாம், எனேவ என்ன 
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என்பைதக் கணக்ழட ௚யற்஼ப்ேபாம்.
ன் என்பௌ  x f 

க்ஶ சமமாக ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனேவ ன் க்ஶ x x x 
சமமான க்ஶ சமமான க்ஶ சமமாக க்ஶ சமமான க்ஶ சமமான க்ஶ சமமான க்ஶ x g x x x x 
சமமானதாக இ௠ந்தால் என்ன என்௥ நாம் ேகடழ்ேறாம்.

௛லம் ஒன்௣ன் வ௯த்ேதான்றைலக் கணக்ழட ௚ூ௞ம்,   fx 
எனேவ நீங்கள் பாரத்்தால், அந்த வ௯த்ேதான்றல் என்ன என்பைத நான் எ௱ௌேவன், 
எனேவ ஆதாரத்ொல் இ௠ந்ௌ நமக்ஶக் ழைடக்ஶம்  .
  ஒ௠ ஷட்டல் க௯த்தல் ஒன்௥ ஐ ஆல் வஶத்தால் இௌ சமம் ஒ௠ ஷட்டல் இன் ைமனஸ் h f- h h 

இன் க்ஶ ஒ௠ ஷட்டல் இன் இன் ெப௠க்கல் ஆல் வஶக்கப்ப௄ம், ேம௩ம் இௌ ஒ௠ f f h af h f 
ஷட்டல் இன் இன் எொரம்ைறக்ஶ சமம், ஆல் வஶக்க க௯த்தல் இைத ெவளிேய h f h h f 
இ௱ப்ேபாம் , ௔ன்னர ்௚ைற 1 ஆல் ஒ௠ ஷட்டல் இன் இன் ெப௠க்கல் வரம்௖ இப்ேபாௌ h f 
இ௠க்ழறதா என்௥ பாரப்்ேபாம், இப்ேபாௌ நமக்ஶத் ெதரிந்தௌ என்னெவன்றால், இந்த வரம்௖ f 
இன் ஷட்டல் ைமனஸ் எஃப் ஆல் இௌ ப்ைரம் ஐ அேஶழறௌ , இங்ேக எனக்ஶ 1 h a h f a by 

மடங்ஶ உள்ளௌ  எனேவ இன் இந்த ஆனௌ ஐ ெந௠ங்ஶழறௌ fa f a plus h a plus h f a 
எனேவ நாம் ெப௥வௌ என்னெவனில், 

ப்ைரம் ஆனௌ ைமனஸ் ப்ைரம் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் 1 ஆல் க்ஶ சமம் மற்௥ம் இௌ g a f a fx
இல் ேவ௥ப௄த்தப்ப௄மா என்௥ ேகடழ்ேறாம், எனேவ இன் வைரய௥க்கப்பட ேவண்௄ம், x a g 

எனேவ நாம் அைதக் ெகாண்ூ௠க்க ேவண்௄ம் மற்௥ம் இன் க்ஶ சமமாக இல்ைல, a f 0 
௔ன்னர ் ௔ைரம் ைமனஸ் ௔ைரம்க்ஶ சமம்  ஒ௠ சௌரத்ொன் ஆல் வஶத்ௌ , ௔ன்னர ்g a f f 
நாம் ெபாௌவான ேகாட்பாட்ூன் ௳ொையப் ெபறலாம், எனேவ இௌ என்னிடம் மற்௥ம் fx gx 
இ௠ந்தால் , இைவ இரண்௄ம் ஼ல ௖ள்ளி௜ல் ேவ௥ப௄ழன்றன.

என்பௌ 0 க்ஶ சமமாக இல்ைல, ௔றஶ ன் இௌ  fa cosine d derivative of fx of fx by gx 
ேவெறான்௥௘ல்ைல ப்ைரம் மடங்ஶ இன் க௯த்தல் இன் மடங்ஶ ௔ைரம் f x g x f x g x g 
இன் ஸ்ெகாயர ்மற்௥ம் ஆதாரம் நீங்கள்  ௳த்ொயாசமான ேகாைசனின் வரம்பாக ஐ x ah 
எ௱ௌவதன் ௛லம் இைதச ்ெசய்யலாம், ஆனால் இங்ேக நாம் தயாரிப்௖ ௳ொையப் 
ெபற்௥ள்ேளாம் மற்௥ம் ெசயல்பாடூ்ன் பரஸ்பரத்ொன் வ௯த்ேதான்றைலப் ெபற்௥ள்ேளாம் 
என்பைதக் கவனி௞ங்கள், எனேவ ௛லம் எ௱தலாம் d by dx of fx by gxfx by gxi 
தயாரிப்௖ ௚ைற ஒன்௥ மற்௥ம் ௔ன்னர ்௚தல் ஒ௠ தயாரிப்௖ ௳ொ இௌ fx gx f prime x 
௚ைற க்ஶ சமம், அைத இங்ேக எ௱ௌழேறன், எனேவ இௌ மடங்ஶகளின் ஷட்டல்d by dx x gx 

௚தல் ெசயல்பா௄ ௚ைறகளின் வ௯த்ேதான்றலாஶம்  இரண்டாவௌ ெசயல்பாடூ்ன் f 
வ௯த்ேதான்றல் இௌ தயாரிப்௖ ௳ொ௜ன்பூ உள்ளௌ , ௔ன்னர ் ஆல் d by dx of one by gx gx 

இன் வ௯த்ேதான்றல் என்ன என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம், எனேவ இௌ d x dx 
இன் மற்௥ம் இரண்டாவௌ ஒன்௥க்ஶ சமம்.g x g 

 எஃப்எக்ஸ் ஷட்டல் என்பௌ ைமனஸ் ௷ ௔ைரம் ஆல் வஶக்கப்ப௄ம் வ௯த்ேதான்றல் ஆஶம்  x x 
ஸ்ெகாயர ்வலப் ௔ன் , சௌரத்ொன் ஐ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், ப்ைரம் மடங்ஶ இன் x g f x g x 
ைமனஸ் ௚ைற ௔ைரம் வலௌ ழைடக்ஶம், எனேவ தயாரிப்௖ ௳ொ மற்௥ம் பங்ஶ fx g x 
௳ொைய ா௠க்கமாகக் ஷ௥ேவாம், எனேவ தயாரிப்௖ ௳ொ ஼ல ேநரங்களில் நா௚ம் எ௱ௌேவாம் 

என்ற இந்த ஶ௣௝டை்டப் பயன்ப௄த்ொ, இைவ இரண்௄ ெசயல்பா௄களாக இ௠ந்தால், uv uv 
இன் வ௯த்ேதான்றல் ௔ைரம் ைடம்ஸ் ௔ளஸ் ப்ைரம் மற்௥ம் நான் ஐ ஆல் u v uv u v u 
இ௠ந்தால், 
அௌ ப்ைரம் ௔ைரம்க்ஶ சமம் ைமனஸ் ௔ைரம் சௌரத்தால் வஶக்கப்ப௄ம்  என்பௌ u v uv v 
தயாரிப்௖ ௳ொ மற்௥ம் இௌ பங்ஶ ௳ொ மற்௥ம் இந்த ௳ொகள் வ௯த்ேதான்றல்கைளக் 
கணக்ழ௄வதற்ஶ ௘க௵ம் ௚க்ழயம், எனேவ இன்௑ம் ஼ல வ௯த்ேதான்றல்கைளக் 
கணக்ழடலாம், எனேவ ஒன்௥ நான் ெசய்ேவன், சௌர ௛லத்ொற்ஶ சமமான என்பதன் fx 
மற்ெறா௠ உதாரணம் ெடரிேவடூ்வ் 

க்ஶ இௌ வைரய௥க்கப்பட௄்ள்ளௌ.x 
 ௗஜ்௷யம் எனேவ இந்தச ்ெசயல்பாட்ூன் வ௯த்ேதான்றைல எந்த ேநரம்ைற x

இன் மற்௥ம் ைமனஸ் இன் ஐ இல் கணக்ழட ேவண்௄ம்  இன்  so f x h f x h x quare root 
ஆல் வஶக்கப்பட௄் , ேநரம்ைறயாக இ௠ந்தால், ஼௣ய மற்௥ம் என்பௌ ேநரம்ைறயாக h x hx h 

இ௠க்ஶம், எனேவ நாம் இந்த வரக்்க ௛லத்ைதப் பற்௣ ேபசலாம் , ௔ன்னர ் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்h 
ெசல்வதால் இதன் வரம்ைபக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், எனேவ வரம்ைபக் கணக்ழ௄ம்ேபாௌ 
நம்௘டம் உள்ளௌ இந்த வைக௜ன் கணக்ழடப்பட்ட வரம்௖கள், இைதச ்ெசய்வதற்கான ஒ௠ வ௯,
நீங்கள் வரக்்க௛லத்தால் ஷட்டல் ஷட்டல் வரக்்க௛லம் ஆல் ெப௠க்ழ வஶக்க ேவண்௄ம்.x h x 
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ஐ மடங்ஶகள் வரக்்க௛லம் ஷட்டல் ஷட்டல் வரக்்க௛லம் ஆல் வஶத்தால் ௔ன்னர ்  x h x h x 
எண் ஐ ரத்ௌெசய்ௌ, ௔ன்னர ்நீங்கள் ஐ ரத்ௌெசய்யலாம்.x h 

ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்ழறௌ,  h 
 அதனால் நமக்ஶக் ழைடத்தௌ என்னெவன்றால், என்ற வரக்்க ௛லத்ொன் இன் ஆனௌ, x dx dx 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட அைனத்ௌ க்ஶம் ஒன்௥க்ஶ இரண்௄ சௌர ௛ல க்ஶ சமம் x x 
, இௌ ௚தல் வைர௜லான ித்ொரத்ௌடன் ஒத்ௌப்ேபாழறௌ என்பைத நிைன௳ல் x n 
ெகாள்ள௵ம், ஏெனன்றால் நான் எ௱ொனால் நாம் என்ற வரக்்க ௛லத்ைத என எ௱த௵ம்  x x ive

ஆல் இன் க்ஶ சமம் இௌ 1 ஆல் 2 வரக்்க ௛ல க்ஶ சமம் இௌ ஒன்௥ம் இல்ைல 1 க்ஶ d dx dx x x 
2 மடங்ஶ பவர ்எொரம்ைற பாொ இௌ 1 க்ஶ 2 மடங்ஶ பவர ்அைர க௯த்தல் ஒன்௥ எனேவ x x 
இௌ௵ம் ஃபார௚்லா உடன் ஆல் இன் உடன் உடன்ப௄ழறௌ  d d x n 
சௌரம் க்ஶ சமம் பாொக்ஶ சமம் மற்௥ம் ௔ன்னர ்இௌ உண்ைமயாக இ௠ப்பைதப் பாரப்்ேபாம்,n 

நான் ெசய்ேவன் மற்ெறா௠ உதாரணம், இௌவைர நாம் 
இன் ஼ல சக்ொகளின் வ௯த்ேதான்றல்கைள மட௄்ேம கணக்ழட௄்ள்ேளாம், எனேவ இன் x fx 

வ௯த்ேதான்றைல க்ஶ சமமாக கணக்ழடலாம்.sin x 
இன் ஷட்டல் க௯த்தல் ஐ ஆல் வஶத்தால், இௌ ைமனஸ் ஐ  x x h f h sine x plus h sin x h

ஆல் வஶத்தால் சமம், ௔றஶ இன் ைமனஸ் ைசனின் க்கான ித்ொரம் என்ன என்பைதd c sine 
நீங்கள் நிைன௵ப௄த்ௌ௴ரக்ள்.
 இரண்௄ மடங்ஶ ஆல் இரண்௄ சரி பாவம் க௯த்தல் பாவம் இரண்௄ cos of plus d c d 
மடங்ஶ க்ஶ சமம்  எனேவ நமக்ஶ cosine c pl us d by two times sine c minus d by two 

இௌ இரண்௄க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் என்பௌ sine x plus h minus sin x cos c plus d 
இரண்௄ க்ஶ இரண்௄ ைசன் ஆல் இரண்௄ மற்௥ம் எனேவ ஷட்டல் க௯த்தல் x plus h h fx h 

௛லம் இௌ இரண்௄ காஸ் இரண்௄ ஷட்டல் இரண்௄ ைசன் ஆல் இரண்௄ ஆல் fx h x h h h 
வஶப௄ழறௌ , ௔ன்னர ்இந்த வரம்௖ இ௠க்ழறதா என்௥ ேகடக் ேவண்௄ம், எனேவ இௌ 

இன் க்ஶ இரண்௄ மடங்ஶ ைசன் ஆல் ஆல் வஶக்கப்ப௄ழறௌ  இரண்௄ x plus h cos h h 
மற்௥ம் இப்ேபாௌ ஆல் பாவம் இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்௩ம் வரம்௖ ஒன்௥ என்பைத h h 
நிைன௳ல் ெகாள்௬ங்கள், எனேவ மற்௥ம் ைமனஸ் இன் வரம்௖ மற்௥ம் ௚தல் காலfx h fx h 

ஆல் 2 இௌ மடங்ஶ ஒன்௥க்ஶ ெசல்ழறௌ ஏெனன்றால் , ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்cos x plus h x h 
ெசல்௩ம் ேபாௌ இன் இன் வரம்௖ ஒன்௥க்ஶ சமம், எனேவ ஆல் sine h h d dx of sine x 
என்பௌ க்ஶ சமம் என்பைத நாங்கள் ெபற்ேறாம், இௌ ௙ண்௄ம் உங்க௬க்ஶ பய௑ள்ள cos x 
ித்ொரமாக இ௠க்ஶம், எனேவ ஒ௠வர ்ேகடக்லாம்  என்பதன் வ௯த்ேதான்ற௩க்ஶ cos x 
௙ண்௄ம் இந்த வ௯த்ேதான்றல் ஐ இன் ஆல் கணக்ழட்டால், இௌ க்ஶ ெசல்௩ம் d cos x dx zer 

இன் வரம்௖க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்  மற்௥ம் h o of cos of x plus h minus cos of x by h 
க்கான ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்ொனால் cos c minus cos d

, இந்த வரம்௖ இன் ைமனஸஓக்ஶ சமம் என்பைதக் காட்டலாம், எனேவ இைத நான் ஒ௠ sine x 
ப௜ற்஼யாக ௳ட௄்௳௄ழேறன் இன் வ௯த்ேதான்றல் ைமனஸ் ஶ௣ என்பைத நீங்கள் cos x x 
சரிபாரக்்க ஒ௠ ப௜ற்஼யாக , இப்ேபாௌ தயாரிப்௖ ௳ொ மற்௥ம் பங்ஶ ௳ொைய நாங்கள் 
அ௣ந்ொ௠ப்பதால் மற்ற ௚க்ேகாண௳யல் சார௖்களின் வ௯த்ேதான்றல்கைளக் கணக்ழடலாம், 
எனேவ டான் இன் ஆல் என்ன என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம்.x dx d 

ஆல் ஐத் த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல, ௔ன்னர ்நாம் ௳ொையப்  sine x cos x quotient 
பயன்ப௄த்ௌழேறாம், எனேவ இௌ ௚ைற௜ன் வ௯த்ேதான்ற௩க்ஶச ்சமம் மடங்ஶ sine x x 

மடங்ஶ என்பதன் வ௯த்ேதான்றல் சௌரத்தால் வஶத்தால் cos x minus sine x cos x cos x 
சௌரமாஶம்.cos x 

 இப்ேபாௌ நாம் என்பதன் வ௯த்ேதான்றைல என்௥ கணக்ழட௄்ள்ேளாம், எனேவ sin x cos x 
இௌ மடங்ஶ cos x cos x 
ஆஶம், ேம௩ம் என்பதன் வ௯த்ேதான்றல் ைமனஸ் அைடயாளம் என்பைத cos x x 
சரிபாரக்்ஶம்பூ உங்களிடம் ேகட௄்ள்ேளன், எனேவ இௌ என்பைத minus sin x cos x 
சௌரத்தால் வஶக்ழேறாம்.

சௌரம் ஆக நாம் சௌரம் என்ற எண்ைணப் ெப௥ழேறாம் ௔ளஸ் ைசன்  cos x cos x 
ஸ்ெகாயர ் ஐ காஸ் ஸ்ெகாயர ் ஆல் வஶத்தால், காஸ் ஸ்ெகாயர ் ௔ளஸ் ஼ன் ஸ்ெகாயர ்x x x x 
என்பௌ காஸ் ஸ்ெகாயர ் ஆல் 1 என்பௌ உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம், எனேவ இௌ ெசகண்ட் x 
ஸ்ெகாயர ் க்ஶ சமம் எனேவ நமக்ஶக் ழைடப்பௌ டான் இன் வ௯த்ேதான்றல் ெசகண்ட் x x x 
ஸ்ெகாயர ் மற்௥ம் இப்ேபாௌ மற்றைவ  ௚க்ேகாண௳யல் சார௖்கைள௞ம் நீங்கள் x 
கணக்ழடலாம், ஏெனனில் அைவ இந்த ெசயல்பா௄களின் எொெரா௧கள் மட௄்ேம, எனேவ நான் 

Pru
tor
@
IIT
K



ஐ இன் ஆல் எ௱ொனால், என்பௌ ஆல் ஒன்௥ த௳ர d dx secant x secant x cos x 
ேவெறான்௥௘ல்ைல , ௔ன்னர ்பரஸ்பரத்ொன் வ௯த்ேதான்றல் வ௯த்ேதான்ற௧ன் 
எொரம்ைறயால் வழங்கப்ப௄ழறௌ என்பௌ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம்.
 

ஐ சௌரத்தால் வஶத்தால் இௌ ேகாட்டன்ட் ௳ொ அல்லௌ நமௌ ஼றப்௖ப் ெபா௠ளால்cos x cos x 
ஒன்௥ வ௯த்ேதான்றல் மற்௥ம் ௔ன்னர ் என்பதன் வ௯த்ேதான்றல் ைமனஸ் fx cos x sin x 
ஆஶம், எனேவ இௌ என்பைத ஆல் வஶத்தால் இைத ெபாௌவாக sine x cos square x 
எ௱ௌழேறாம்.
 இந்த பூவத்ொல் இைத நான் ஆல் ௚ைற ஒன்௥ ௛லம் என்௥ எ௱தலாம், sine x cos x cos x 
இௌ டான் மடங்ஶ க்ஶ சமம் எனேவ இந்த ித்ொரத்ைத x secant x d by dx of secant x 
சமம் மடங்ஶ டான் என நிைன௳ல் ெகாள்ேவாம்.secant x x 

ஐ ஆல் சரிபாரக்்ழ௤ரக்ள் இௌ மடங்ஶ மற்௥ம் ஆல்  d dx cosecant x cosecant x cot x d 
இன் ைமனஸஓக்ஶ சமம் இன்௑ம் ஒ௠ இடௌ என்பௌ இௌ ைமனஸ் dx dx cot x cosecant 

சௌரம் க்ஶ சமம் எனேவ இைவ இரண்௄ம் ௙ண்௄ம் உங்க௬க்கான உடற்ப௜ற்஼ எனேவ x 
அ௄த்த வஶப்௔ல் இங்ேக நி௥த்ௌழேறன் வ௯த்ேதான்ற௩க்கான சங்ழ௧ ௳ொையக் கற்௥க் 
ெகாள்௬ம் , ேம௩ம் பல ெசயல்பா௄களின் வ௯த்ேதான்றைலக் கணக்ழட ௘க௵ம் 
பய௑ள்ளதாக இ௠க்ஶம், நன்௣ 
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