
  डेįरʬेिटʬ्जवरील दुस̴ या ʩाƥानात आपले ˢागत आहे, ʉणून शेवटǉा ʩाƥानात आʉी एका िबंदूवर फंƕनǉा सातȑ 
संकʙनांवर चचाŊ केली आिण िबंदूवर फंƕनचे ʩुȋɄ ʉणजे काय याचाही आʉी चचाŊ केला आिण नंतर आʉी काही गुणधमŊ पािहले 
डेįरʬेिटʬ्ज आज आपण Ůथम सातȑ आिण िभɄता यांǉातील संबंध पाš आिण नंतर आपण आणखी काही फंƕɌǉा ʩुȋɄाची 
गणना कŝ, ʉणून सवŊŮथम मी चचाŊ करणार आहे की सातȑ आिण िभɄता यांǉात काही संबंध आहे का, 
ʉणून सवŊŮथम एक उदाहरण पाšया ʉणून िवचार कŝ.

मधील साठी चे चे ǉा बरोबरीचे फंƕन  r x x f mod x 
आपण या फंƕनचा आलेख काढǻाचा Ůयȉ कŝ या ʉणजे ǉा बरोबरीने कोणȑाही पॉिझिटʬसाठी हे ǉा fx mod x x x 
बरोबरीचे आहे आिण नकाराȏक साठी ते उणे ǉा बरोबरीचे आहे.x x 
  हे सुȠा ǉा बरोबरीचे आहे साठी बरोबर शूɊापेƗा मोठे आिण शूɊापेƗा कमी साठी उणे हे अगदी सोपे आहे परंतु fx x x x x 
या कायाŊचे उपयुƅ Ůितिनिधȕ आहे आिण आलेख िदसतो.l 

हे ʉणजे हे ǉा ǉा समान आहे आता आपण िवचाŝया की फंƕन ʉणजे बरोबर शूɊावर सतत   ike x mod fx x x fx 
आहे का ʉणून येथे या फंƕनचा आलेख काढणे सोपे होते आिण या आलेखावŝन फंƕन िदसेल.
 शूɊावर सतत आहे परंतु आपण मयाŊदा देखील मोजू शकतो
 ȑामुळे ची मयाŊदा ʉणून मयाŊदा मोजǻासाठी येथे डाʩा हाताची आिण उजʩा हाताची मयाŊदा मोजणे उपयुƅ आहे ʉणून जर x f 
तुʉी ǉा ǉा उजʩा हाताची मयाŊदा मोजली तर शुɊ अिधक ची शूɊावर जाते हे काय आहे हे मयाŊदा बरोबर आहेx f f  h h h 

ǉा ǉा शूɊ अिधक वर जात आहे आहे पण आपण सकाराȏक मानत असʞामुळे ची मयाŊदा ला जाते h f h mod h s h h 
तशीच गोʼ आहे  शूɊ अिधक जे शूɊाǉा बरोबरीचे आहे ȑाचŮमाणे डाʩा हाताची मयाŊदा ची 0 वजा ची 0 अिधक ची ही h f h 
मयाŊदा ची मयाŊदा मॉड चे शूɊ वजा होणार h h 
आहे  वजा ǉा बरोबरीने पण शूɊावर जात आहेh h 
 ȑामुळे वजा शूɊ देखील शूɊाǉा बरोबरीचे आहे
 ȑामुळे मयाŊदा अİˑȕात आहे ʉणून शूɊाǉा जवळ आʞावर ची ची मयाŊदा ही 0 ǉा बरोबरी आहे तसेच ची मॉड 0 x x f f 0 
आहे जी 0 आहे 
ʉणून ची ची मयाŊदा शूɊाǉा जवळ येत आहे ʉणून x f x fx 
शूɊावर समान आहे आता िवभेदकता बȞल काय हे समान शूɊावर िभɄता आहे ʉणून आपʞाला ही मयाŊदा ची 0 x fx x f 
अिधक वजा ची 0 बाय ची मयाŊदा िवचारायची आहे कारण वर जाते तेʬा शूɊ अिधक उणे ʉणजे काय ते पाš.h f h h 0 f h 

ǉा शूɊाला ने कोणतेही नॉन शूɊ घेतले आिण हा फरक कोसाइन बिघतला तर हे ǉा वजा चा 0 ने आहे आिण  f h h h f f h 
चा ǉा ला 0 ने भागले तर आपʞाला िमळेल  Ȫारे आता आपʞाला मािहत आहे की हे h f 0 mod hf 0 mod h h mod h 
ǉा बरोबरीचे आहे जर सकाराȏक असेल तर हे एक ǉा बरोबरीचे आहे जर सकाराȏक असेल आिण जर नकाराȏक h h h h 

असेल तर समान असेल वजा ǉा बरोबरmod h h 
 ȑामुळे वजा Ȫारे वजा एक देईल ʉणून आपण  हे पहा की हा फरक कोसाइन हा İ̾थरांक 1 ǉा समान आहे जर सकाराȏक h h h 
असेल आिण तो 1 उणे 1 असेल जर नकाराȏक असेल तर डाʩा हाताला आिण उजʩा हाताची मयाŊदा ही उजʩा h li  mit 
हाताची मयाŊदा ǉा शूɊ अिधक वजा शूɊाǉा ने भागʞास उजʩा हाताǉा मयाŊदेइतकी नाही ʉणून आपण असा िनʺषŊf h f h 
काढू शकतो की ही मयाŊदा शूɊाǉा शूɊ आिण शूɊाǉा शूɊावर जाईल अİˑȇात नाही ʉणजे चे फंƕन h f h f x x 
शूɊाǉा बरोबरीने फरक करता येत नाही, तर ǉा ǉा बरोबरीने अखंडावर चा िनʺषŊ काय आहे हे ǉा वर लागू x x x f x f 
केले जात नाही असे सूिचत करत नाही की ǉा बरोबरीने वर िभɄता आहे  या आलेखावर परत या आिण या शूɊावर x a let me 
फंƕन वेगळे करǻायोƶ नाही हे तुʉी कसे काढू शकता हे भौिमतीय̊̽Ǩा ˙ʼ करा, 
ʉणून आʉी भौिमतीय ʩाƥा पािहली आहे की ʩुȋɄ जर अİˑȕात असेल तर ते ȑा िबंदूवरील ˙शŊरेषेǉा उताराǉा बरोबरीचे आहे
.
  आता जर तुʉी या फंƕनचा आलेख बिघतलात तर कोणतीही िविशʼ ˙शŊरेषा नाही कारण कोणȑाही सकाराȏक गोʼीसाठी तुʉाला 
ही ˙शŊरेषा िदसते पण ही नकाराȏक मȯे कोणतीही असेल तर आपʞाकडे ही रेषा आहेx 
 ȑामुळे येथे कोणतीही अिȪतीय ˙शŊरेषा नाही आिण  खरं तर तुʉाला िदसेल की उजʩा हाताचा ʩुȋɄ हा या रेषेचा उतार आहे जो 1 
आहे आिण डाʩा हाताचा ʩुȋɄ हा या रेषेचा उतार आहे जो उणे 1 आहे आिण ते समान नाहीत ʉणून जेʬा जेʬा Ťाफमȯे फंƕन 
सामाɊतः  िभɄ नसते.
  तुमǉा फंƕनमȯे तुʉाला कॉनŊर पॉइंट िदसला तर फंƕन ȑा िबंदूवर िडफरŐ िसबल होणार नाही ʉणून कंिटɊुटी आʉी ʉणालो की
ते Ťािफकली आहे ʉणजे तुʉी पेन न उचलता फंƕनचा आलेख काढू शकता 
आिण िडफरŐ िसिबिलटी ʉणजे फंƕन नसावे.
  कोणताही कोपरा असला तरी İƑʼ फंƕɌसाठी आपण फƅ हे इंटरिŮटेशन वापŝ शकत नाही ʉणून आपʞाला įरŤेस ʩाƥा 
देखील मािहत असणे आवʴक आहे ʉणून आता संभाषणाचे काय ʉणून संभाषण सȑ आहे ʉणून Ůमेय असे आहे की जर चा x f 
एखाȨा िबंदूवर ǉा बरोबरीने िभɄ असेल तर  नंतर चा हा ǉा बरोबरीचा वर सतत असणे आवʴक आहे आिण x a x f x x 
पुरावा अगदी सोपा आहे आपʞाला फƅ हे लƗात ƽावे लागेल कारण चा ǉा बरोबरीने िभɄ आहे  आमǉाकडे x f x a f 
अिवभाǛ आहे जो ǉा ǉा मयाŊदेइतका आहे आिण ने भागलेʞा वजा ǉा a f f h h f f 
ǉा मयाŊदेइतका आहे हे फंƕनची सातȑ तपासǻासाठी आȅाच अİˑȕात आहे ची मयाŊदा जवळ येताच ची मयाŊदा x x x f 
पाहणे आवʴक आहे ʉणून 

ǉा बरोबरीचे सातȑ तपासǻासाठी आपʞाला ǉा ǉा मयाŊदेǉा बरोबरीने चा असणे आवʴक आहे x x f a f 
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जेथे आता जवळ येतो लƗात ठेवा की ही मयाŊदा आपण अिधक ची मयाŊदा ʉणून देखील िलš शकतो जेथे शूɊ उजवीकडे जातोx h h 
ला अिधक ला टाकून जर ǉा जवळ आला तर जो समान आहे ʉणून ला ला अिधक ǉा बरोबरीचा ठेवा  x h x x a h x x h 

ʉणजे वजा आहे आिण नंतर ǉा जवळ आला तर 0 ǉा जवळ येतो.h x a x ah 
 ʉणून आपʞाला तपासावे लागेल ǉा जवळ येत असताना अिधक ची ही मयाŊदा अİˑȇात आहे की नाही आिण ती आता h 0 f h 

ǉा ǉा बरोबरीची आहे की नाही आिण जर तुʉी पाहत असाल तर ही समान गोʼ आहे a f 
ʉणून ɘस ची मयाŊदा ǉा ǉा बरोबर येत आहे हे समतुʞ आहे िलिहǻाची मयाŊदा अिधक वजा a hh f 0 f h 0 f a h f 

ची ही बरोबर 0 बरोबर आहे कारण या İ̾थर कायाŊची मयाŊदा  चा जसजसा ǉा जवळ येईल तो चा आहेa a nf h 0 a f 
 ȑामुळे आपʞाकडे आता हे आहे ʩुȋɄाǉा ʩाƥेत फरक भागफलाचा अंश आहे ʉणून परंतु कोणȑाही शूɊ साठी h f a 
अिधक वजा चा हे िलिहता येईल गुिणले चा अिधक वजा चा भागाकार उजवीकडे मी फƅ गुणाकार केला h f a h f h f a h 
आिण ने भागाकार केला आिण हे िमळवǻासाठी आपʞाला मािहत आहे की ही मयाŊदा अİˑȇात आहे h 
ʉणून ची मयाŊदा 0 वर गेʞाने हे समान आहे  0 पयōत आिण मयाŊदा ǉा शूɊ वर अिधक वजा वर हे h h a f h f a by h 
देखील मयाŊदेसाठी उȋादन िनयमानुसार अİˑȕात आहे 
आमǉाकडे ची मयाŊदा अिधक ǉा 0 वर जाǻाची मयाŊदा आहे जर दोɎीची मयाŊदा  फंƕɌ अİˑȇात आहेत तर h h f 
उȋादनाची मयाŊदा मयाŊदेचे उȋादन आहे जेणेकŜन ते 0 पट Ůाइम ǉा बरोबर असेल जे 0 ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून हे f a fx x 
ǉा बरोबरीने िनरंतर आहे ʉणून आपण पािहले आहे की येथे फंƕनची िभɄता आहे पॉइंट ʉणजे ȑा िबंदूवर फंƕनची सातȑ a 
सूिचत करते तर सातȑ सूिचत करǻाची गरज नाही िभɄता जी आपण काउंटर उदाहरणाȪारे पािहली आहे
 ȑामुळे आणखी काही डेįरʬेिटʬ्जची गणना करǻासाठी पुढे आपण डेįरʬेिटʬ्जसाठी उȋादन िनयम काय ʉणतात ते जाणून घेऊ 
या, तर हे काय ʉणते की जर मी दोन कायő घेतली आिण उȋादनाकडे पािहले तर ǉा गुणा हे अिवभाǛ वेळा dx dx gx f x gx
बरोबर गुणा Ůदान केले आहे आिण अİˑȇात आहे ʉणून आपण हे िसȠ fx g prime x f prime x g prime x 
कŝया ʉणून आपण बरोबर गुणा ǉा बरोबरीने िलšया मग आपʞाला कोणȑाहीसाठी ते पहावे लागेल  नॉन शूɊ x fx gx u x 

चा अिधक वजा चा भािगले तुʉाला हे काय आहे ते पहायचे आहे तर मी हे िलš दे की हे ǉा बरोबरीचे आहे u x h u x h u f 
आिण चे गुणाकार आहे ʉणून मला चा अिधक गुणा िमळेल  ǉा अिधक वजा चा गुिणले ǉा g f x h g x x h f x g x h 
ने भागले आता आपण येथे थोडे बीजगिणतीय फेरफार करतो ʉणून आपण हे ǉा अिधक ǉा अिधक वजा चा x x hg x h f x 
गुिणले Ůमाणे जोडू आिण वजा कŝ.g x 
  अिधक आिण मग आपण पुɎा हेच Ůमाण ǉा गुिणले ǉा अिधक जोडू आिण नंतर आपʞाकडे उणे आहे h f x g x h fxgx 

ने भागले ʉणून आपण असे िलš आिण नंतर पिहʞा दोन संǒा आिण शेवटǉा दोन पदांचा गट करा आता जर तुʉी पिहʞा दोन h 
पदांमȯे पािहʞास आमǉाकडे चा अिधक सामाɊ आहे ʉणून आʉाला चा अिधक वजा ने िमळाला.g x h u x h ux h 
 हे ǉा चा अिधक वजा ने भागले या वेळा अिधक आिण नंतर अिधक पुढील दोन पदांमȯे सामाɊ x f x h f x g x h fx 
आहे ʉणून मी अिधक वजा ǉा गुिणले िलहीन  ǉा ला ने भागले आता आपण उजʩा बाजूǉा दोन संǒा x h g fx g x x h 
पािहʞा तर आता मयाŊदा आहे कारण हे ǉा ǉा शूɊावर जाते आिण वजा चा भािगले हे आपʞाला मािहत आहे h x f h f x h 
की अिवभाǛ समान आहे कारण आहे  वर फरक करता येǻाजोगा f x f x 

ǉा या उȋादन मयाŊदेतील दुस̴या टमŊमȯे ǉा ǉा 0 वर जाणे अिधक हे फƅ ǉा ǉा बरोबरीचे आहे असे का असेh x g h x g 
आहे कारण वर सतत आहे कारण वर g x x 
िभɄता िदली जाते बरोबर ʉणून लƗात ƽा की आपण Ůमेय वापरत आहोत की आपण हे िसȠ केले आहे की जर वर िभɄता आहे g x 
तर ते िनरंतर देखील आहे ʉणून याची मयाŊदा कारण हा 0 अिधक कडे जातो कडे जातो आिण वर सतत a  sh x h x x 
असʞामुळे ही मयाŊदा वरील फंƕनǉा मूʞाǉा समान असणे आवʴक आहे ȑाचŮमाणे दुसरी टमŊ आपʞाकडे ची मयाŊदा x h x
ǉा 0 अिधक वजा ची आहे.g h x g 

ने भागʞास हे ǉा अिवभाǛ बरोबर आहे आिण पिहले पद पेƗा ˢतंũ आहे हे चा आहे h x g h x f 
 ȑामुळे ती मयाŊदा ची आहे ʉणून आपʞाकडे ही मयाŊदा अिवभाǛ अİˑȕात आहे जी ǉा मयाŊदेइतकी आहे  शूɊ x f u x h 

अिधक वजा ला भािगले हे पिहʞा मयाŊदेǉा बरोबरीचे आहे येथे अिवभाǛ दुस̴याची मयाŊदा ही ची अिधकux h ux h f x x g 
आहे येथे पिहली संǒा दुस̴या मयाŊदेǉा ǉा पट आहे  बरोबर आहे ʉणून हे फार महȕाचे सूũ आहे आिण मला x x g prime x 
हा फॉʄुŊला काढू दे की ǉा ǉा वेळा तुʉी असे िलš नका की हे फƅ मला वेळा dx dx fx gx f prime x g prime 
िलš देǻाइतके आहे.

हे बरोबर नाही, उदाहरणाथŊ तुʉी इƓल टू इƓल टू तर घेतʞास जो ǉा   x fx gx x f prime xi s g prime x 
बरोबरीचा आहे पण गुणा बȞल काय पण गुणा चौरस बरोबर आहे ʉणून चा fx dx fx gx x d x fxgx d x d x x 
चौरस आहे जो आपण पािहला आहे 2 बरोबर आहे हे नाही गुणा ǉा बरोबरीने सुŜवातीला अनेक x f prime x g prime x 
िवȨाथŎ ही चूक करतात आिण जेʬा ते फंƕɌचे उȋादन पाहतात आिण नंतर डेįरʬेिटʬ मयाŊिदत करतात तेʬा ते डेįरʬेिटʬचे 
उȋादन ʉणून िलिहतात जे पूणŊपणे चुकीचे आहे ʉणून आता हे वापŝन आपण काही िमळवू शकतो अिधक डेįरʬेिटʬज
 ȑामुळे उदाहरण ʉणून समजा तुʉाला Ɛूबसाठी समान हवा आहे आिण नंतर Ůाइम शोधा ʉणजे आपʞाला x fx f x x 
ˍेअर आिण चे डेįरʬेिटʬ मािहत आहे ʉणून चा Ɛूब येथे चौरस गुणा बरोबर आहे ʉणून अिवभाǛ x x x f x x f  x dx
ǉा ǉा चौरस वेळा बरोबर असेल दुसरे कायŊ अिधक चौरस पट ǉा ǉा बरोबर आहे जे पिहʞा ʩुȋɄ 2 पटdx x x d x dx x 

अिधक चौरस गुणा 1 आहे ʉणून आपʞाला दोन चौरस िमळेल  अिधक चौरस जो तीन चौरस आहे तर चला गणना x x x x x 
कŝया ची गणना करǻासाठी ǉा Ȫारे ची ची ʩुȋȅी जेथे ही कोणतीही नैसिगŊक संƥा आहे, ʉणून एक मागŊ d x dx n n n 
ʉणजे उȋादन िनयम ūुतगतीने वापरणे हे ʩुȋɄ िमळिवǻासाठी िकंवा तुʉी थेट मयाŊदा देखील मोजǻाचा Ůयȉ कŝ शकता, ʉणून 
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आपण पाšया  तर आपʞाकडे हे ǉा ǉा बरोबरीचे आहेfx x n 
 ȑामुळे शूɊासाठी मी ǉा चा अिधक वजा चा भागाकार ने पािहले तर हे अिधक ची शƅी वजा h x f x h f x h x h n x 
ला ने भागले आहे  आिण जर तुʉी िȪपद Ůमेय पािहला असेल तर ला ला अिधक ʉणून िलš शकतो ला n h x n x s n x n 
अिधक िनवडा एक ला वजा एक गुणा अिधक िनवडा दोन ते वजा दोन वगŊ आिण असेच शेवटची टमŊ ते n x n h n x n h h n 
पयōत आिण नंतर उणे ला भािगले आता इथे जर तुʉी हे लƗात घेतले तर ते यासह रȞ होईल आिण आता तुʉी लƗात ƽाx n h x n 
की Ůȑेक टमŊमȯे साʄ आहेh 
 ȑामुळे आʉाला हे समान िमळते वेळा िनवडा एक ʉणजे फƅ ते वजा एक अिधक आपʞाकडे दोन ते वजा h n nx n n x n 
दोन वेळा अिधक इतर संǒा कोणȑा ला उणे 1 ला ने भागले तर हे रȞ केʞाने आपण पाहतो की या पिहʞा h co hh n h h 
पदािशवाय Ůȑेक पदात आहे ʉणून हे पट वजा 1 पयōत पोहोचते कारण वर जाते कारण इतर सवŊ संǒा आपʞाला h n x n h 0 
याŮमाणे िमळतात  िकंवा चौरस ʉणून ते शूɊावर जातात ʉणून हे िसȠ होते की ʉणून  Ůȑेक नैसिगŊक संƥेसाठी ǉा h h x dx 
चा गुिणले ते वजा 1 ǉा बरोबर आहे नंतर आपण पाš की हे अगदी खरे आहे.n n x n n 
  जर ही नैसिगŊक संƥा नसेल तर पिहली गोʼ ʉणजे आता यावŝन तुʉी सहजपणे पाš शकता ने वगाŊǉा ची गणना n d x dx 
करा जर तुʉाला ही गणना करायची असेल तर ǉा दोन वजा एक ǉा दुɔट ʉणजे Ɛूबǉा ने दोन आहे.x x dx xd 
 तीन गुणा ते तीन वजा एक ʉणजे तीन चौरस ǉा चा चार ʉणजे तुʉी घातांक खाली आणा आिण नंतर घातांक 1 x x d x x dx 
ने कमी करा हा 4 घन आहे आिण याŮमाणे x 
ʩुȋɄासाठी वरील सूũ िटपा ते x n  
हे कोणȑाही वाˑिवक संƥेसाठी खरे आहे हे नंतर िसȠ होईल पण चला काही ऋणासाठी ते ची गणना करǻाचा Ůयȉ n x n 
कŝया ʉणून आपण चे डेįरʬेिटʬ काढू जे चे 1 ǉा बरोबरीचे आहे मग Ůाइम ʉणजे काय तर आपण ʩुȋɄाची x x x f x 
ʩाƥा ʉणून आपले पिहले तȕ वापŝन कŝया 
जर आपण चा चा अिधक वजा चा भािगले हे पािहले तर हे एक अिधक वजा एक भािगले x f x h f x h x x h x x h 
सारखे आहे आिण नंतर आपण हे सोपे केʞास आपʞाला गुिणले गुिणले अिधक आिण नंतर अंश िमळेल  वजा h x x h x x 
अिधक आहेh 
 ȑामुळे येथे रȞ होतो आिण आपʞाला वजा अिधक िमळतो आिण मग आपण हे रȞ कŝ शकता आिण हे x hyhxx h h x 
गुिणले अिधक ǉा समान आहे हे शूɊ नसलेʞा कोणȑाही साठी खरे आहे आिण ʉणून मयाŊदा हे ǉा ǉा शूɊावर x h h h x f 
जाते आिण चा वजा चा ǉा बरोबरीने हे उणे 1 बाय चौरस आहे कारण येथे तुʉाला अिधक हा अिधक 0h x f x x h x x h x 
ǉा जवळ येतो ʉणून गुिणले वगŊ देतो हे सȑ आहे  सवŊ साठी शूɊ उजवीकडे समान नाही ʉणून हे कायŊ शूɊावर देखील x x x x 
पįरभािषत केलेले नाही ʉणून आपण शूɊ वर ʩुȋɄ बȞल बोलू शकत नाही कोणȑाही साठी शूɊ ǉा बरोबरीचे नाही bu t x dx 
साठी 1 बाय ǉा बरोबरीचे बरोबर साठी ǉा बरोबरीचे नाही हे लƗात ƽा.x d x 1 x x x 0 
 लƗात ƽा की हे मी िलš शकतो की हे समान सूũ आहे.

ǉा ǉा ǉा ǉा ǉा बरोबरीǉा ǉा ǉा ǉा साठी उणे एक ǉा साठी वजा एक ǉा   d dx dx n n nx n n n n n 
बरोबर या सूũाशी सहमत आहे हे देईल बाय ǉा ला वजा एक येथे आहे वजा एक  गुणा ते वजा एक वजा एक जे वजा d dx x n x x
ते वजा दोनǉा बरोबरीचे आहे जे वजा एक बाय चौरस उजवीकडे आहे आिण जर तुʉाला इतर नकाराȏक घातांक हवे असतील तर x 
तुʉी उȋादन िनयम वापŝ शकता
 ȑामुळे गणना करǻासाठी उȋादन िनयम वापŝ शकता ते वजा दोन िकंवा ते ते उणे तीन इȑादी, d by dx x d by dx x 
उदाहरणाथŊ ते वजा दोन हे एक गुिणले 1 सारखे आहे आिण आता तुʉी वापरता  उȋादन िनयम हा d by dx d x dx x x x 
वजा 1 बाय ˍेअर सारखाच आहे हे 1 बाय गुिणले ʩुȋɄ आहे दुसरे फंƕन 1 बाय आहे तसेच पिहले फंƕन 1 बाय पट x x x x 
दुस̴या फंƕनचे ʩुȋɄ ʩुȋɄ 1 बाय ˍेअर हे उȋादन िनयमानुसार आहे आिण हे वजा 1 बाय Ɛूब वजा 1 बाय Ɛूब देतेx x x 
 ȑामुळे वजा 2 बाय Ɛूब अथाŊत हे पुɎा याǉाशी सहमत आहे  फॉʄुŊला चे ʩुȋɄ ते गुणा ते वजा 1 आहे ठीक x x n n x n 
आहे आता हे पाšन आपण 
उȋादनासाठी केले ʉणून दुसरे सूũ काढू शकतो आपण दोन फंƕɌǉा कोसाइनचे सूũ देखील पįरभािषत कŝ शकतो 
तर आपण काय मोजǻाचा Ůयȉ कŝया  ʉणजे समजा चा हा x f 

ǉा बरोबरीने ǉा बरोबरीने फरक करǻायोƶ िभɄता आहे आिण ʉणून आपण ǉा ǉा ǉा बरोबरीने एक ǉा x a x x f 
बरोबरीने ǉा बरोबरीने ǉा ʩुȋɄाची गणना केली ȑाŮमाणे आपण ǉा बरोबरीने ची ʩुȋȅी काढǻाचे काय िवचाŝ.x x x x 

Ȫारे एकाचे ʩुȋɄ मोजू शकतो, ʉणून जर तुʉी पािहले तर मी िलहीन की ʩुȋɄ काय आहे ते आʉाला पुराʩावŝन िमळेल,  fx 
ʉणून जर मी चा एक अिधक वजा ला भािगले ने पािहले तर हे ने एक समान आहे एक अिधक वजा एक चा g h g h f h f a 
भािगले आिण हे समान आहे एक अिधक ǉा ǉा वजा ला भागी ची गुिणले एक अिधक ǉा ला आिण हीच गोʼh h f f h f h f 

ǉा ऋणाŮमाणे आहे अिधक ǉा चा उणे भािगले हे बाहेर काढू आिण नंतर गुणा 1 ने चा गुणा अिधक चा f a h f f h f f h 
आता मयाŊदा अİˑȇात आहे का ते पाš या आता आपʞाला मािहत आहे की अिधक ची ही मयाŊदा ची वजा ही f h f f by h 
मयाŊदा Ůाइम ǉा जवळ येते आिण येथे माǟाकडे 1 गुिणले आहे  ʉणून हा चा f a by fa f a plus h f a plus h f
हा ǉा जवळ येतोa f 
 ȑामुळे आपʞाला जे िमळते ते ʉणजे 

अिवभाǛ बरोबर असते वजा Ůाइम भािगले चौरस ने अथाŊतच इथे मी चा िलिहतो ǉा बरोबरीचे 1 आिण g a f a f x g fx 
आʉी िवचारत आहोत की हे ǉा बरोबरीचे ǉा बरोबरीने िभɄ आहे का ʉणून चे पįरभािषत करणे आवʴक आहे ʉणून x a a g 
आपʞाकडे ते असणे आवʴक आहे आिण चा ǉा बरोबरीचा नाही तर समान वजा Ůाइम बरोबर आहेa f 0 g prime a f f 
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चा वगाŊǉा ने भागाकार केला आिण नंतर आपण अिधक सामाɊ भागफल िनयम काढू शकतो ʉणून हे असे ʉणते की जर  a f 
माǟाकडे आिण असेल ज   काही िठकाणी िभɄ आहेत आ   ि◌ जातात  ǉा बरोबर नाही तर कोसाइनचे डेįरʬेिटʬ fx gx fa 0 

चे Ȫारे ǉा Ȫारे हे ʩुȋɄ गुिणले चा वजा चा गुणा Ůाइम भािगले ǉा d dx fx dx gx f prime x g x f x g x x 
वगाŊने भािगले आिण पुरावा आपण  फरक कोसाइनची मयाŊदा ʉणून फƅ िलšन हे कŝ शकतो परंतु येथे लƗात ठेवा की आʉी ah 
उȋादन िनयम ʩुȋɄ केला आहे आिण फंƕनǉा रेिसŮोकलचे ʩुȋɄ केले आहे ʉणून आपण ते वापŝ शकतो ʉणून dx of fx 

असे िलš शकतो.by gxfx by gxi 
 उȋादन गुिणले एक आिण नंतर उȋादन िनयमानुसार Ůथम हे Ůाइम गुिणले बाय ǉा बरोबर आहे , मी ते येथे fx gx f x d dx 
िलिहते ʉणून हे पिहʞा फंƕन गुणाकार गुणा एक गुणा गुणा चा ʩुȋɄ आहे दुस̴या फंƕनचे डेįरʬेिटʬ बाय x x x f d dx 
चे वन बाय हे उȋादन िनयमानुसार आहे आिण मग आपʞाला मािहत आहे की बाय एक बाय हे डेįरʬेिटʬ काय आहेgx d dx gx 
ʉणून हे ǉा ǉा वर Ůाइम बरोबर दुसरा एक आहे आहे ɘस वेळा ʩुȋɄ वजा Ůाइम भािगले ने िदले आहे x g f x fx g x g 

चा वगŊ उजवीकडे आिण नंतर वगाŊचा सामाɊ भाजक घेतʞास आपʞाला वजा गुणा अिवभाǛ बरोबर िमळेल,x x g x fx g x 
ʉणून आपण उȋादन िनयम आिण भागफल िनयम सारांिशत कŝ या 
ʉणून उȋादन िनयम कधीकधी आपण देखील िलš  या नोटेशन वापŝन जर ही दोन फंƕɌ असतील तर चा ʩुȋɄ uv uv u 
Ůाइम टाइʈ अिधक अिवभाǛ असेल आिण भागफल िनयम आहे जर मी असेल तर ʩुȋɄ अिवभाǛ अिवभाǛ v uv u v u v 
उणे अिवभाǛ भागाकार वगŊ या  उȋादन िनयम आहे आिण हा भागफल िनयम आहे आिण डेįरʬेिटʬ्जची गणना करǻासाठीuv v 
हे िनयम खूप महȕाचे आहेत, ʉणून ठीक आहे आणखी काही डेįरʬेिटʬ्जची गणना कŝ या, ʉणून मी एक करेन हे दुसरे उदाहरण 
डेįरʬेिटʬ आहे समान वगŊमूळ हे सवŊ पेƗा मोǬा साठी पįरभािषत केले आहे  शूɊ ʉणून आपʞाला या फंƕनǉा fx x x 
ʩुȋɄाची गणना कोणȑाही धनावर करायची आहे तर चा x 

अिधक वजा चा Ȫारे जर ही सकाराȏक वाˑिवक संƥा असेल तर x h f x x h x 
आपण अिधक वजा चे वगŊमूळ ʉणून िलš शकतो.x h s 

चे वगŊमूळ ने भागले आिण जर धनाȏक असेल तर लहान अिधक साठी देखील धन आहे ʉणून आपण या   x h x hx h 
वगŊमूळाबȞल बोलू शकतो आिण नंतर आपʞाला याची मयाŊदा शोधायची आहे कारण शूɊावर जातो ʉणून मयाŊदा मोजताना h 
आपʞाकडे आहे या Ůकारǉा मयाŊदांची गणना केली आहे ʉणून हे करǻाचा एक मागŊ ʉणजे तुʉी 
वगŊमूळ अिधक अिधक वगŊमूळ ने वगŊमूळ अिधक अिधक वगŊमूळ ने गुणाकार आिण भागाकार करा आिण नंतर x h x x h x 
तुʉाला अंकात जे िमळेल ते तुʉाला अिधक वजा िमळेल  ला गुिणले वगŊमूळ अिधक अिधक वगŊमूळ ने भागले x h x h x h x 
आिण नंतर अंशामȯे रȞ होईल आिण नंतर तुʉी रȞ कŝ शकता तुʉाला वगŊमूळ अिधक अिधक वगŊमूळ Ȫारे x h x h x 
िमळणारा एक दोन वगŊमूळ Ůमाणे  शूɊावर जातो ʉणून आपʞाला जे िमळाले ते ʉणजे बाय चे वगŊमूळ हे शूɊापेƗा x h d dx x 
मोǬा सवŊ साठी एक बाय दोन वगŊमूळ बरोबर आहे हे पुɎा लƗात ƽा की हे ǉा या सूũाशी सहमत आहे कारण मी x x n x 
िलिहʞास आपण वगŊमूळ ला घात एक अधाŊ नंतर डेįरʬॅट िलहा  चे वगŊमूळ जे 1 बाय 2 वगŊमूळ ǉा x x ive d by dx x x 
बरोबरीचे आहे जे 1 बाय 2 गुिणले ते घात ऋण अधाŊ जे 1 बाय 2 पट ची घात अधाŊ वजा एक सारखेच आहे तर हे देखील  ǉा x x x 

ǉा ǉा ǉा ǉा बरोबरीǉा गुिणले ते वजा एक या सूũाशी सहमत आहे जरी आʉी हे सूũ फƅ धन dx dx n n n x n 
पूणाōकांसाठी काढले आहे परंतु आʉी पािहले आहे की ते ǉा बरोबरीचे वजा एक ते साठी सहमत आहे ˍेअर बरोबर अȯाŊ n n n 
बरोबर आिण नंतर आपण पाš की हे खरे आहे कोणȑाही साठी खरे आहे दुसरे उदाहरण मी करेन ते ʉणजे आतापयōत आपण फƅ n 

ǉा काही पॉवसŊचे डेįरʬेिटʬ मोजले आहेतx 
 ȑामुळे ǉा समान चे डेįरʬेिटʬ काढूया.sin x fx 
 जर आपण चा चा अिधक वजा चा भािगले हे पािहले तर हे अिधक वजा भािगले आहे x f x h f x h sine x h sin x h 
आिण मग तुʉाला आठवेल की ǉा ची वजा ǉा चे सूũ काय आहे.c sine d sine 
  अिधक ǉा दोन पट दोन ठीक आहे वजा बरोबर दोन पट ǉा दोन d cos by sin c sin d cosine c pl  us d 
पट वजा बाय दोन ʉणून आपʞाकडे अिधक वजा पाप हे दोन अिधक आहे दोन sine c d sine x h x cos c d x 
अिधक बाय दोन साइन बाय दोन आिण ʉणून अिधक वजा दोन  हे दोन दोन अिधक बरोबर h h fx h fx by h cos x h 
दोन ने दोन भािगले आिण मग ही मयाŊदा अİˑȇात आहे की नाही हे िवचारावे लागेल ʉणून ही sine h h 

अिधक ǉा बरोबर दोन गुिणले साइन ने दोन भािगले दोन ने आिण आता लƗात ठेवा की ही मयाŊदा ने पाप x h cos h h  h h h
ǉा शूɊावर जाते ʉणून एक ʉणून अिधक वजा बाय ची मयाŊदा आिण Ůथम टमŊ अिधक Ȫारे 2 ही मयाŊदा fx h fx h cos x h 

गुिणले एक आहे कारण ची ची मयाŊदा शूɊावर जाते तेʬा ही एक समान असते ʉणून आʉाला समजले की x h sine h h d x 
ची बरोबर हे पुɎा तुमǉासाठी उपयुƅ सूũ असेल ʉणून कोणी िवचाŝ शकेल  ǉा डेįरʬेिटʬ साठी sine x cos x cos x 

पुɎा जर तुʉी या ʩुȋɄ ची ने ǉा ने गणना केली तर हे ǉा वर जाǻाǉा मयाŊदेइतके असेल  so d dx cos x dx h zer o
ची अिधक वजा Ȫारे आिण पुɎा जर तुʉी उणे साठी सूũ वापरले आिण नंतर of x cos h cos of x h cos c cos d 

तुʉी दाखवू शकता की ही मयाŊदा सायन ǉा वजाएवढी आहे ʉणून मी ʩायाम ʉणून सोडतो.x 
चे डेįरʬेिटʬ हे वजा िचɎ आहे हे तपासǻासाठी एक ʩायाम ʉणून आिण आता आʉाला उȋादन िनयम आिण  cos x x 

भागफल िनयम मािहत असʞामुळे आʉी इतर िũकोणिमतीय फंƕɌचे डेįरʬेिटʬ काढू शकतो
 ȑामुळे ǉा ने ʉणजे काय ʉणून आʉाला कळते की Ȫारे िशवाय दुसरे काहीही tan x dx d tan x cos x sine x 
नाही आिण नंतर आपण भागफल िनयम वापरतो ʉणून हा गुिणले वजा गुणा ǉा ʩुȋɄाǉा sine x cos x sine x cos x 
बरोबरीचा आहे Ȫारे भागाकार वगŊ आहे आिण हा भागफल िनयमानुसार आहे आता आपण चे ʩुȋɄ cos x cos x sin x cos

ची गणना केली आहेx 
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 ȑामुळे हे गुिणले आहे आिण मी तुʉाला चे ʩुȋɄ वजा िचɎ आहे हे सȑािपत करǻास सांिगतले cos x cos x cos x x 
आहे ʉणून हे वजा पाप भािगले चौरस आहे जे आʉी देखील िलिहतो  ˍेअर ʉणून आपʞाला ˍेअर x cos x cos x cos x
हा अंक िमळेल अिधक साइन ˍेअर ला कॉस ˍेअर ने भागले परंतु तुʉाला मािहत आहे की ˍेअर अिधक x x cos x sin 
ˍेअर ने ˍेअर आहे ʉणून हे सेकंट ˍेअर सारखे आहे ʉणून आपʞाला जे िमळते ते चे ʩुȋɄ आहे x 1 cos x x tan x 

ˍेअर आिण आता इतर  िũकोणिमतीय फंƕɌची देखील तुʉी गणना कŝ शकता कारण ती फƅ या फंƕɌची secant x 
पर˙र आहेत, ʉणून जर मी सेकंट ǉा ने िलिहला तर हे Ȫारे एक नसून दुसरे काही नाही आिण x dx d secant x cos x 
नंतर आपʞाला मािहत आहे की ʩुȋɄाǉा नकाराȏक Ȫारे रेिसŮोकलचे ʩुȋɄ िदले जाते चा भाग चौरस बरोबर cos x cos x 
हा भागफल िनयमानुसार आहे िकंवा आपʞा िवशेष गोʼीने एक ʩुȋɄ आहे आिण नंतर चे ʩुȋɄ आहे वजा fx cos x sin x 
आहे ʉणून आपʞाला िमळेल हे भािगले वगŊ आिण सामाɊतः  आपण हे िलिहतो या फॉमŊमȯे ʉणून हे मी sine x cos x sine 

गुिणले एक बाय असे िलš शकतो जे गुिणले ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून आपण हे x by cos x cos x tan x secant x 
सूũ लƗात ठेवू की चा ǉा बरोबरीने समान आहे.dx dx secant x tan x 
 तुʉी ǉा Ȫारे सȑािपत करा हे गुिणले ǉा वजा ǉा बरोबरीचे आहे आिण dx dx cosecant x cosecant x cot x d 

ǉा चे आणखी एक डावीकडे आहे हे उणे ˍेअर ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून हे दोघे तुमǉासाठी x dx cot x cosecant x 
पुɎा ʩायाम आहेत ʉणून मी पुढील वगाŊत इथे थांबतो.
 डेįरʬेिटʬसाठी चेन िनयम िशकू जे आणखी अनेक फंƕɌǉा डेįरʬेिटʬची गणना करǻासाठी खूप उपयुƅ आहे धɊवाद 
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