
  െഡറിേവئീവുകെളുׯറിتു׺ ര؇ാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, അതിനാൽ കഴി؁ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ ഒരു ഘ؋؂ിൽ ഒരു ഫംഗ്ഷന്െറ തുടർ׺െയുׯറിتു׺ ആശയ׹ൾ ഞ׹ൾ ചർ׺ 
െചᅃٝു , കൂടാെത ഒരു ഘ؋؂ിൽ ഫംഗ്ഷന്െറ െഡറിേവئീവ് എؗതുെകാ؇് എؓാണ് അർ،മാؗുׯത്
എ്ؗ ഞ׹ൾ ചർ׺ െചᅃٝു , തുടർ്ؗ അതിന്െറ ചില സവിേശഷതകൾ ഞ׹ൾ ക؇ു. െഡറിേവئീവുകൾ
ഇ്ؗ നأൾ ആദّം തുടർ׺യും ഡിഫറൻഷّബിലിئിയും തأിലുت ബؖം കാണും, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ 
കുറ്׺ ഫംഗ്ഷനുകളുെട െഡറിേവئീവ് കണׯാുׯം, അതിനാൽ ഞാൻ ആദّം ചർ׺ െചإാൻ 
േപാകുؗത് തുടർ׺യും വّതിരിװതയും തأിൽ എെؓ׸ിലും ബؖമുേ؇ാ എؗതാണ്, അതിനാൽ 
ആദّം ഒരു ഉദാഹരണം േനാׯാം അതിനാൽ പരിഗണിുׯക ന്െറ ഫംഗ്ഷൻ ന്െറ ന് തുലّമാണ്, x x x 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് വരയ്ׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ ഏത് േപാസിئീവിനും x 

ന് തുലّമാണ് ഇത് നും െനഗئീവിന് ഇത് ൈമനസ് നും തുലّമാണ്.  ഇത് ന് mod x fx, x x x fx 
തുലّമാണ്  ഇതുേപാെല ഇത് ന്െറ ന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ േചാദിׯാം ഫംഗ്ഷൻ x mod 
അ׹െന ആെണ׸ിൽ തുടർ׺യായി പൂജّ؋ിന് തുലّമാേണാ, അതിനാൽ ഇവിെട ഈ fx x 
ഫംഗ്ഷന്െറ ْഗാഫ് വരയ്ׯാൻ എളുؚമാണ് , ഈ ْഗാഫിൽ നി്ؗ ഒരാൾ്ׯ ഫംഗ്ഷൻ കാണാൻ കഴിയും 
പൂജّ؋ിൽ തുടർ׺യാണ് എؗാൽ നമു്ׯ പരിധി കണׯാׯാം, അതിനാൽ ന്െറ പരിധി x 
കണׯാׯാം, അതിനാൽ ഇവിെട പരിധി കണׯാׯാൻ ഇടത് ൈകയും വലതു ൈകയും 
കണׯാؗുׯത് ഉപേയാഗْപദമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ന്െറ വലതു ൈക പരിധി x so f 
കണׯാുׯകയാെണ׸ിൽ പൂജّേ؋ാെടാؚം പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ, ഇത് പൂജّ؋ിേല്ׯ h h 
േപാകുؗ പരിധി്ׯ തുലّമാണ് ന്െറ ന്െറ ؛സ് എؗത് ആണ്, എؗാൽ നأൾ എؗത് h f mod h s 
േപാസിئീവ് ആയി എടുؗുׯതിനാൽ ഇത് േപാകുേآാൾ യുെട പരിധി്ׯ തുലّമാണ്  പൂജّ؋ിന് h h 
തുലّമായ പൂജّം ؛സ് എؗത് സമാനമായി ഇടത് ൈക പരിധി ന്െറ 0 ൈമനസ് ന്െറ 0 ؛സ് h 0 f h 
േല്ׯ േപാകുؗു, ഇത് േമാഡ് ന്െറ പൂജّം ൈമനസിേല്ׯ േപാകുؗ ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാണ്, h h 
എؗാൽ ഇവിെട പൂജّം ൈമനസ് ആണ്  ൈമനസ് ന് തുലّമാണ് എؗാൽ പൂജّ؋ിേല്ׯ h mod h h h 
േപാകുؗു അതിനാൽ ൈമനസ് പൂജّവും പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ പരിധി നിലവിലു؇് 
അതിനാൽ പൂജّേ؋ാട് അടുുׯേآാൾ ന്െറ പരിധി ഇത് 0 ന് തുലّമാണ്, 0 ന്െറ എؗത് േമാഡ് 0 x x f 
ആണ്, അതിനാൽ പൂജّേ؋ാട് അടുുׯേآാൾ ന്െറ ന്െറ പരിധിയാണ്, അതിനാൽ x f 0 f fx 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ൽ തുടർ׺യായിരിുׯം ഇേؚാൾ ഡിഫറൻഷّബിലിئിെയ സംബؖിെ്ؓ׺, x-
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ൽ എഫ് എ٧്ع ഡിഫറൻഷّബിൾ ആണ്, അതിനാൽ നأൾ ഈ പരിധി x-
േചാദിׯണം , േല്ׯ േപാകുേآാൾ ൈമനസ് എഫ് 0 ന്െറ ന്െറ പരിധി, േല്ׯ h 0 h f h 0 
േപാകുേآാൾ ൈമനസ് പൂജّ؋ിന്െറ എ്ؗ േനാׯാം. പൂജّ؋ിന്െറ ന്െറ പൂജّമب, ഈ h f f h 
വّതّാസം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ന്െറ ൈമനസ് ന്െറ ന്െറ ന് തുലّമാണ്, ന്െറ h h f h f h f 
എؗത് ന്െറ ആണ് 0-െന െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നമു്ׯ ലഭിുׯം  എ്׺ ഇേؚാൾ നമു്ׯ h mod hf h mod h 
അറിയാം, എ്׺ േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ േമാഡ് എ്׺ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് എ്׺ േപാസിئീവ് 
ആെണ׸ിൽ ഒؗിന് തുലّമാണ്, എ്׺ െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ േമാഡ് എ്׺ ൈമനസ് എയ്്ׯ തുലّമാണ്, 
അതിനാൽ ൈമനസ് എ്׺ ൈബ എ്׺ ൈമനസ് ഒ്ؗ നൽകും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ  ഈ വّതّാസം 
േകാൈസൻ േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ رിരാ׸ം 1 ന് തുലّമാെണؗും െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ h h 
ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാെണؗും അതിനാൽ ഇടത് ൈക വലത് ൈക പരിധി പൂജّ؋ിന്െറ li  mit , f 
ന്െറ വലത് ൈക പരിധി്ׯ തുലّമب , പൂജّ؋ിന്െറ ൈമനസ് െന െകാ؇് ഹരി׺ാൽ, അതിനാൽ h f h 
ഈ പരിധി പൂജّ؋ിന്െറ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുകയും പൂജّ؋ിന്െറ ൈമനസ് െയ െകാ؇് h f h f h 
ഹരി׺ാൽ എ്ؗ ഞ׹ൾ നിഗമനം െചുؗുإ. നിലവിലിب , അതായത് ന്െറ ഫംഗ് ഷൻ പൂജّ؋ിന് x f 
തുലّമായ ൽ വّതിരിװമب, അതിനാൽ ന്െറ ന്െറ തുടർ׺യായി ന്െറ നിഗമനം, ന്െറ x- x- x- x x- x- f- 
ൽ ْപേയാഗിؗുׯതب , ന്െറ ൽ ,  ഈ ْഗാഫിേല്ׯ മട׹ിവ്ؗ, ഈ ഘ؋؂ിൽ പൂജّ؋ിൽ x- x-
ഫംഗ് ഷൻ വّതിരിװമെ്ؗب നി׹ൾ്ׯ എ׹െന ഊഹിׯാെമ്ؗ ജّാമിതീയമായി വിശദീകരിുׯക,  
അതിനാൽ െഡറിേവئീവ് നിലവിലുെ؇׸ിൽ അത് ആ ബിؕുവിെല ടാൻെജന്റ് ൈലനിന്െറ ചരിവിന് 
തുലّമാണ് എؗ ജّാമിതീയ വّാഖّാനം ഞ׹ൾ ക؇ു. ഇേؚാൾ നി׹ൾ ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, അദٔിതീയമായ ടാൻെജന്റ് ൈലൻ ഇب, കാരണം ഏെതാരു േപാസിئീവ് 
കാരّ؋ിനും ഇത് ടാൻെജന്റ് ൈലൻ ആെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു , എؗാൽ ഏെത׸ിലും െനഗئീവ് x 
ആെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഈ ൈലൻ ഉ؇്, അതിനാൽ ഇവിെട അദٔിതീയ ടാൻെജന്റ ്ൈലൻ ഇب. 
വാُവٝ؋ിൽ നി׹ൾ കാണുؗത് വലതു ൈക െഡറിേവئീവ് ഈ വരിയുെട ചരിവ് അبാെത 
മെئാؗുമب, അത് 1 ആണ്, ഇടതു ൈക െഡറിേവئീവ് ഈ േരഖയുെട ചരിവാണ്, അത് ൈമനസ് 1 ആണ്, 
അവ തുലّമبാ؋തിനാൽ ْഗാഫിൽ എേؚാെഴبാം ഫംഗ്ഷൻ െപാതുവായി േവർതിരിׯാനാവിب. 
നി׹ളുെട ഫംഗ് ഷൻ നി׹ൾ ഒരു േകാർണർ േപായിന്റ് കാണുകയാെണ׸ിൽ , ആ ഘ؋؂ിൽ ഫംഗ് ഷൻ
വّതിരിװമാകിب, അതിനാൽ തുടർ׺യായി ഞ׹ൾ പറ؁ു, അതായത് ْഗാഫിׯലായി അതിനർ،ം 
നി׹ളുെട േപന ഉയർ؋ാെത നി׹ൾ്ׯ ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് വരയ്ׯാെമؗും ഡിഫറൻഷّബിലിئി 
എؗാൽ ഫംഗ് ഷൻ പാടിب എؗാണ്. സ׸ീർ؉മായ ഫംഗ് ഷനുകൾׯായി നമു്ׯ ഈ വّാഖّാനം 
ഉപേയാഗിׯാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ നമു്ׯ റിെْഗസ് നിർവചനം കൂടി അറിേയ؇തു؇്, അതിനാൽ 
സംഭാഷണെുׯ؋റി്׺ എؓാണ്, അതിനാൽ സംഭാഷണം ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഒരു ഘ؋؂ിൽ x 
ന്െറ വّതّാസെؚ؂ാൽ തുലّമാണ് എؗതാണ് സിؑാؓം.  പിെؗ ന്െറ എؗത് ന് f x a x f a 
തുലّമായ ൽ തുടർ׺യായിരിׯണം , െതളിവ് വളെര ലളിതമാണ്, അതിനാൽ ന്െറ എؗത് ൽ x- x- f x- 

ൽ വّതّാസെؚ؂ിരിؗുׯതിനാൽ നി׹ൾ ഇത് ْശؑിേׯ؇തു؇്.  നമു്ׯ ൈْപം ഉ؇്, ഇത് x- a f a f 
യുെട ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാണ്, ഇത് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ൈമനസ് ആണ് , ഇത് ഫംഗ് ഷന്െറ f h h f 
തുടർ׺ പരിേശാധിׯാൻ ഇേؚാൾ നിലവിലു؇് , അടുുׯേآാൾ ന്െറ ന്െറ പരിധി x x f 
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േനാേׯ؇തു؇് അതിനാൽ , ന്െറ തുടർ׺ പരിേശാധിؗുׯതിന്, യുെട ന്െറ ന്െറ a x a x f 
പരിധി്ׯ തുലّമായിരിؗുׯതിന്, ന്െറ ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാകാൻ യുെട ആവശّമാണ്, x f a f 
ഇേؚാൾ സമീപിുׯേآാൾ , ഈ പരിധി നമു്ׯ ന്െറ പൂജّെ؋ സമീപിؗുׯിട്؛ ؋സ് ന്െറ x h a h f
ന്െറ പരിധി എؗും എഴുതാം. എؗത് ഒരു ؛സ് ന് തുലّമായി ഇടുؗതിലൂെട, േല്ׯ x h x a 
അടുുؗുׯെവ׸ിൽ അത് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് എؗത് ഒരു ؛സ് ന് തുലّമാണ് , അതായത് h x h 

എؗത് ൈമനസ് ആണ് , തുടർ്ؗ സമീപിുׯേآാൾ 0-െന സമീപിുؗുׯ. അതിനാൽ നأൾ h x a x ah 
പരിേശാധിേׯ؇തു؇്. 0-െന സമീപിുׯേآാൾ ؛സ് ന്െറ ഈ പരിധി നിലവിലുേ؇ാ ഇبേയാ, h a h 
അത് ഇേؚാൾ യുെട ന് തുലّമാേണാ എ്ؗ നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ ഇത് സമാനമാണ്, a f-
അതിനാൽ എؗതിന്െറ പരിധി െയ സമീപിؗുׯത് തുലّമാണ്. എഴുതാനുت പരിധി a plus hh f 0 h 
എؗതിന്െറ 0 ൽ എ്׺ ൈമനസ് എؗതിന്െറ 0 േല്ׯ േപാകുؗത് 0 വല؋ിന് തുലّമാണ്, f- f f 
കാരണം ഈ رിരമായ ْപവർ؋ന؋ിന്െറ പരിധി  യുെട സമീപിുׯേآാൾ 0 യുെട ആണ്, a nf h f 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ ഇതാണ് െഡറിേവئീവിന്െറ നിർവചന؋ിെല വّതّാസ ഘടക؋ിന്െറ 
നّൂമേറئർ.   ഒരു ؛സ് ൈമനസ് ന്െറ തവണ ആയി , വലത് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഞാൻ അതിെനh f h f h 
ഗുണി്׺ െകാ؇് ഹരിു׺ , ഇത് ലഭിׯാൻ ഞ׹ൾׯറിയാം, ഈ പരിധി നിലനിൽുؗുׯ, അതിനാൽ h h 
ന്െറ പരിധി േല്ׯ േപാകുേآാൾ ഇത് തുലّമാണ്  0 േല്ׯ പരിമിതെؚടുു؋ക, ന്െറ പൂജّം എഫ്, h h 
എ്׺ ൈമനസ് എഫ് , എ്׺ എؗിവയ് ്ׯ ഇത് നിലവിലു؇്  .  ഫംഗ് ഷനുകൾ നിലവിലുെ؇׸ിൽ , 
ഉൽؚؗ؋ിന്െറ പരിധി പരിധിയുെട ഉൽؚؗമാണ്, അതിനാൽ അത് 0 മട്׹ ൈْപം ന് തുലّമാണ്, f a 
അത് 0 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ന് തുലّമാണ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നأൾ ക؇ത് fx a x a 
ഫംഗ് ഷന്െറ വّതُّതٝയാണ് േപായിന്റ ്ആ ഘ؋؂ിെല ْപവർ؋ന؋ിന്െറ തുടർ׺െയ 
സൂചിؚിുؗുׯ, എؗാൽ തുടർ׺ സൂചിؚിേׯ؇തിب ഒരു െകൗ؇ർ ഉദാഹരണ؋ിലൂെട നأൾ ക؇ 
വّതّാസം, അതിനാൽ കുറ്׺ കൂടുതൽ െഡറിേവئീവുകൾ കണׯാؗുׯതിന് അടു؋തായി നമു്ׯ 
െഡറിേവئീവുകൾتുׯ ഉൽؚؗ നിയമം എؓാണ് എ്ؗ പഠിׯാം , അതിനാൽ ഇത് എؓാണ് 
പറയുؗത് , ഞാൻ ര؇് ഫംഗ്ഷനുകൾ എടു്؋ ഉൽؚؗം േനാׯിയാൽ തവണ ഇത് എഫ ്dx of fx gx 
ൈْപം ൈടംസ് ജിഎ؛ ٧്عസ് എഫ്എ٧്ع ൈടംസ് ജി ൈْപം നൽകിയിت؂ു എഫ് ൈْപം ജി ൈْപം x x x, 
എ٧്ع എؗിവയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് െതളിയിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ന്െറ x u 
എഫ്എ٧്ع തവണ ജിഎ٧عിന് തുലّമായി എഴുതാം, അേؚാൾ നമു്ׯ േനാׯാം.  പൂജّമب ന്െറ ؛സ് h u x h
ൈമനസ് െയ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് എؓാെണ്ؗ നി׹ൾ േനാׯണം, ഇത് ന് തുലّമാണ്, u h u f, g 
എؗിവയുെട ഗുണനമാണ്, അതിനാൽ എനി്ׯ ന്െറ ന്െറയും മട്׹ ലഭിുׯം  ന്െറ ന്െറ x f h g x- x- 

ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ؛സ് x- x- x- x- f- x- g- x- g- x- g.  h 
എؗതിന് േശഷം നأൾ വീ؇ും ഇേത അളവ് ന്െറ തവണ ന്െറ ؛സ് േചർുؗുׯ , തുടർ്ؗ f x g x h 
നമു്ׯ ൈമനസ് ഉ؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഞ׹ൾ ഇതുേപാെല എഴുതുؗു, തുടർ്ؗ ആദّെ؋ fxgx h 
ര؇് പദ׹ളും അവസാന ര؇് പദ׹ളും ഇേؚാൾ ْഗൂؚുെചുؗുإ, ആദّ ര؇് പദ׹ളിലും നമു്ׯ g x 
 സ് ൈമനസ് ന്െറ ന്െറ h u x h ux h؛ ന്െറ ׯൾ്׹ിൽ, ഞ׸ൾ കാണുകയാെണ׹സ് ഉെ؇്ؗ നി؛

സാധാരണമാണ് ഇത് ന്െറ ന്െറ ؛സ് ൈമനസ് ന്െറ ന്െറ ഈ തവണ ന്െറ minus ux x f x h f x h g x
 സാധാരണമാണ്, അതിനാൽ h fx ׯളിൽ നമു്׹ര؇് പദ ؋തുടർ്ؗ അടു , ുؗുׯസ് െകാ؇് ഹരി؛
ഞാൻ തവണ ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് എ്ؗ എഴുതാം  െന ഇേؚാൾ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ fx g x- h g x h 
വലതുവശتു؋ ര؇് പദ׹ൾ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ന്െറ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ന്െറ h h x 
പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ؛സ് ൈമനസ് ന്െറ ന്െറ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് ൈْപം ന്h h f x h f x 
തുലّമാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, കാരണം ആണ്  ൽ വّതّസ് തമാׯാം    ശരി , ൽ f x- x- g 
േവർതിരിׯാവുؗതാെണ׸ിൽ അതും തുടർ׺യാെണ്ؗ ഞ׹ൾ െതളിയി׺ സിؑാؓമാണ് 
ഉപേയാഗിؗുׯത്, അതിനാൽ ഇതിന്െറ പരിധി കാരണം ؛സ് സമീപിുؗുׯ േല്ׯ a  sh 0 x h x 
േപാകുؗു , അത് ൽ തുടർ׺യായതിനാൽ ഈ പരിധി െല ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّ؋ിന് x- x-
തുലّമായിരിׯണം  െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് ന്െറ ൈْപമിന് തുലّമാണ് , ആദّ പദം ൽ നി്ؗ h x- g h-
സٔതْؓമാണ്, ഇത് ന്െറ ആണ്, അതിനാൽ ആ പരിധി ന്െറ ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ x- f x- f 
പരിധി നിലവിലു؇് ൈْപം ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാണ്. പൂജّം േല്ׯ േപാകുേآാൾ ൈമനസ് u x ux- h 

െന െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് ആദّ പരിധി്ׯ തുലّമാണ് ഇവിെട ൈْപം ര؇ാമേ؋തിന്െറ ux- h f x 
പരിധി ഇതാണ് ന്െറ ആണ് ؛സ് ഇവിെട ആദّ പദം ര؇ാമേ؋തിന്െറ മട്׹ ആണ്  ൈْപം x g x f g 

ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഇത് വളെര ْപധാനെؚ؂ േഫാർമുലയാണ് , ഞാൻ ഈ േഫാർമുല എടുׯെ؂, ഒരു x 
മുؗറിയിؚായി ഞാൻ എഴുതെ؂, തവണ ന്െറ ന്െറ എؗതുെകാ؇് നി׹ൾ എഴുതരുത്, fx gx dx dx 
ഇത് എെؗ ൈْപം തവണ ൈْപം എഴുതാൻ അനുവദിؗുׯതിന് തുലّമാണ്  ഇത് ശരിയب, f x g x 
ഉദാഹരണ؋ിന് , നി׹ൾ ന് തുലّമായ  ◌ുുׯകയാെണ׸ിൽ ന് തുലّമായ ശ   ഷം പ ൈരം fx gx x f xi 

ഒ്ؗ ൈْപം ന് തുലّമാണ്, എؗാൽ തവണ ന് തുലّമാണ്, എؗാൽ തവണ s g x fx dx fx gx x 
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ആണ്, അത് നأൾ ക؇ 2 fxgx dx dx dx dx 

ന് തുലّമാണ് ഇത് അب ൈْപം ൈടംസ് ൈْപം ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ തുട؋ׯിൽ പല x f x g x 
വിദّാർ،ികളും ഈ െത്ئ െചുؗുإ , അവർ ഫംഗ്ഷനുകളുെട ഉൽؚؗം കാണുേآാൾ ഒരു 
െഡറിേവئീവ് പരിമിതെؚടുു؋േآാൾ അവർ െഡറിേവئീവിന്െറ ഉൽؚؗമായി എഴുതുؗു, അത് 
തികു׺ം െതئാണ് , അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഇത് ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ചിലത് ഉരു؋ിരി؁ുവരാം. കൂടുതൽ 
െഡറിേവئീവുകൾ അതിനാൽ ഉദാഹരണമായി നി׹ൾ്ׯ കّൂബ് എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമായ x fx 
േവണെമ്ؗ കരുതുക , തുടർ്ؗ ൈْപം കെ؇ു؋ക, അേؚാൾ ഞ׹ൾ്ׯ അറിയാവുؗത് f x x 
ചതുര؋ിന്െറയും ന്െറയും കّൂബ് ഇവിെട ചതുരാടിرാന؋ിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ x x f x x f 
ൈْപം ന്െറ ന്െറ ന്െറ ്ׯ തുലّമായിരിുׯം , ര؇ാമെ؋ ഫംഗ് ഷൻ ؛സ് ചതുരْശ x , x dx- dx- d- x x 
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മട്׹ ന്െറ ന്െറ ആണ്, ഇത് ആദّെ؋ െഡറിേവئീവിന് തുലّമാണ് 2 മട്׹ d- dx- dx x x x x x 
ചതുരْശ തവണ 1 അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് ചതുരം ലഭിുׯം  കൂടാെത ചതുരം മൂ്ؗ ചതുരം x x x 
ആയതിനാൽ നമു്ׯ കണׯാׯാം  എؗത് ഏെത׸ിലും സٔാഭാവിക സംഖّ ആയതിനാൽ n d 
എؗതിന്െറ ന്െറ െകാ؇് കണׯാുׯക എؗതിന്െറ െഡറിേവئീവ്, അതിനാൽ ഈ dx dx d 
െഡറിേവئീവ് ലഭിؗുׯതിന് ഉൽؚؗ നിയമം ْദുതഗതിയിൽ ആവർ؋ി്׺ ഉപേയാഗിؗുׯതാണ് ഒരു 
മാർ״ം അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ പരിധി േനരി؂് കണׯാׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ േനാׯാം  
അേؚാൾ നമു്ׯ ന് ന് തുലّമായ ഉ؇്, അതിനാൽ പൂജّമبാ؋തിന്, ഞാൻ ന്െറ ന്െറ x n fx h x f x 
 സ് ന് പവർ ൈമനസ് h f h x h n x؛ ാൽ ഇത്׺ിൽ, െകാ؇് ഹരി׸കയാെണുׯസ് ൈമനസ് േനാ؛
േല്ׯ ന് ഹരി׺ാൽ തുലّമാണ്  നി׹ൾ ൈബേനാമിയൽ സിؑാؓം ക؇ാൽ , േല്؛ ׯസ് n n h , n- x 

എ്ؗ എഴുതാം   അവസാന പദം വെര മുതൽ വെര , തുടർ്ؗ ൈമനസ് മുതൽ വെര െകാ؇് s h n x n h 
ഹരി׺ാൽ ഇവിെട നി׹ൾ ഈ മുതൽ വെര ഇത് റؐാുؗുׯ , ഇേؚാൾ നി׹ൾ ْശؑിുׯക, എبാ x n 
പദ׹ൾുׯം െപാതുവായി ഉ؇് അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് തുലّമാണ് തവണ തിരെ؁ടുുׯക ഒ്ؗh h n 
എؗത്  ൈമനസ് വ؉ിൽ നി്ؗ ആണ്  ൽ നി്ؗ ൈമനസ് 1- െന െകാ؇് ഹരി׺ാൽ,n nx ntains hh- n h 
ഈ റؐാؗുׯതിലൂെട , ഈ ആദّ േടം ഒഴിെകയുت എبാ പദ׹ളിലും അട׹ിയിരിؗുׯതായി h h 
ഞ׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ ഇത് േല്ׯ േല്ׯ െന ൽ നി്ؗ ൈമനസ് 1-േല്ׯ h n- x- n- n 
സമീപിുؗുׯ, കാരണം മെبئാ നിബؖനകളും നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഇ׹െനയാണ്.  അെ׸بിൽ h h 
സ്കٔയർ അതിനാൽ അവ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഇത് െതളിയിുؗുׯ, അതിനാൽ  
ഓേരാ സٔാഭാവിക സംഖّയ്ുׯം ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ്. ഒരു n dx x dx n n n 
സٔാഭാവിക സംഖّയെ׸بിൽ, ഇേؚാൾ ഇതിൽ നി്ؗ ന്െറ ന്െറ കണׯാؗുׯത് നി׹ൾ്ׯ d dx dx 
എളുؚ؋ിൽ കാണാം  മൂ്ؗ ൈമനസ് ഒؗിൽ നി്ؗ മൂ്ؗ മട്׹ ആണ്, അത് മൂ്ؗ ചതുരം ന്െറ x x d x 
ന്െറ നാലിൽ നി്ؗ ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ എക് സ് േപാണന്റ് താേഴ്ׯ െകാ؇ുവരികയും dx 
തുടർ്ؗ എക് സ് േപാണന്റ്  െകാ؇് കുറയ്ുׯകയും െചുإക, ഇത് കّൂബ് ആണ്.  മുതൽ 1 4 x x n 
വെരയുت ഏത് യഥാർ، സംഖّയ്ുׯം ശരിയാണ് ഇത് പിؗീട് െതളിയിׯെؚടും ചില n 
െനഗئീവുകൾ്ׯ മുതൽ വെര കണׯാׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ ന്െറ എടുؗുׯതിന്െറ x n x- f 
െഡറിേവئീവ് 1 ന്െറ ന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ ൈْപം എؓാണ്, അതിനാൽ െഡറിേവئീവിന്െറ x f x 
നിർവചനമായ നുأെട ആദّ തതٔം ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ െചإാം.  നأൾ ന്െറ ന്െറ ؛സ് f x x h 
ൈമനസ് െന െകാ؇് ഹരി׺ാൽ, ഇത് ഒ്ؗ ؛സ് ൈമനസ് ഒ്ؗ െകാ؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ f h x h x h 
തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ നി׹ൾ ഇത് ലളിതമാׯിയാൽ നി׹ൾ്ׯ തവണ ഉം തുടർ്ؗ h x x plus h 
നّൂമേറئറും ലഭിുׯം  ൈമനസ് ؛സ് ആണ് അതിനാൽ ഇവിെട റؐാുؗുׯ , ഞ׹ൾ്ׯ x x h x 
ൈമനസ് ؛സ് ലഭിുׯം , തുടർ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ഈ റؐാׯാം, ഇത് ൈമനസ് ഒؗിന് തവണ hyhxx h h x x 
 തിനും ശരിയാണ് , അതിനാൽ പരിധി h h؋ാبിനും അ؋സ് ന് തുലّമാണ്, ഇത് ഏത് പൂജّ؛
ഇْപകാരമാണ്  പൂജّ؋ിേല്ׯ ന്െറ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗു, ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ h x- h- x- x- x-

ന്െറ ൈമനസ് .  എبാ നും പൂജّം വല؋ിന് തുലّമب, അതിനാൽ ഈ ഫംഗ്ഷൻ പൂജّ؋ിൽ േപാലുംx- x 
നിർവചി׺ി؂ിب, അതിനാൽ പൂജّം യിെല െഡറിേവئീവിെന കുറി്׺ സംസാരിׯാൻ കഴിയിب. bu- t 
പൂജّ؋ിന് തുലّമبാ؋ ഏത് ന് 1 ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് 1 ന്െറ x dx dx x d dx x x
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് , ന് തുലّമ0 ب ന് തുലّമാെണ്ؗ ْശؑിുׯക. ഇത് എനി്ׯ എഴുതാം , ഞാൻ x 
ഇത് എഴുതെ؂, ഇത് ഇേത േഫാർമുലയാെണ്ؗ എനി്ׯ എഴുതാം. ന്െറ ന്െറ േല്ׯ   എؗ d dx x n 
േഫാർമുലയുമായി േയാജിുؗുׯ  തവണ മുതൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ, ഇത് ൈമനസ് മുതൽ x x 
ൈമനസ് ര؇് വെര തുലّമാണ്, ഇത് ൈമനസ് ഒ്ؗ ചതുരْശ വല؋ിന് തുലّമാണ്, നി׹ൾ്ׯ മ്ئ x 
െനഗئീവ് എക് സ് േപാണന്റുകൾ്ׯ േവണെമ׸ിൽ ഉൽؚؗ നിയമം ഉപേയാഗിׯാം, അതിനാൽ 
കണׯാׯാൻ ഉൽؚؗ നിയമം ഉപേയാഗിׯാം ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് ര؇് അെ׸بിൽ d dx dx d dx 
ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് മൂ്ؗ മുതലായവ, ഉദാഹരണ؋ിന് ന്െറ ന്െറ മുതൽ ൈമനസ് ര؇് വെര,dx d dx x 

ന്െറ ന്െറ ഒؗിന്െറ തവണ 1 ഇേؚാൾ നി׹ൾ ഉപേയാഗിുؗുׯ  ഉൽപؗ നിയമം d dx dx x by x , 
ഇത് ൈമനസ് 1 ൈബ ചതുര؋ിന് സമാനമാണ്, ഇത് 1 ൈബ മട׹ിന്െറ െഡറിേവئീവ് ആണ് x x 
ര؇ാമെ؋ ഫംഗ്ഷൻ  ൈബ ആണ് കൂടാെത ര؇ാമെ؋ ഫംഗ് ഷന്െറ ൈമനസ്  ന്െറ ഇര؂ി 1 x 1 x 
ആദّ ഫംഗ് ഷൻ , ഇത് ഉൽؚؗ നിയമമനുസരി׺ാണ്, ഇത് ൈമനസ്  ൈബ കّൂബ് ൈമനസ് കّൂബ് 1 x 1 x 
നൽകുؗു, അതിനാൽ ൈമനസ് 2 ൈബ കّൂബ് തീർ׺യായും ഇത് വീ؇ും േയാജിുؗുׯ  േഫാർമുല x x 
ന്െറ െഡറിേവئീവ് ആണ് തവണ മുതൽ ൈമനസ് 1 ശരി, ഇത് കാണുേآാൾ നമു്ׯ n n x n 
ഉൽؚؗ؋ിനായി ഞ׹ൾ െചᅃٝതിന് മെئാരു േഫാർമുല ലഭിുׯം  ന്െറ എؗത് ന് തുലّമായ x f x x 
എؗതിൽ നി്ؗ വّതُّമٝാׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ കരുതുക , അേؚാൾ നأൾ ന്െറ x derivative 
കണׯാؗുׯത് േപാെല ന്െറ ന്െറ എഫ് ഒؗിന് തുലّമായ ന്െറ ന്െറ ന്െറ x x g x x derivative 
എ്ؗ നമു്ׯ േചാദിׯാം. ഒؗിന്െറ െഡറിേവئീവ് െകാ؇് കണׯാׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ fx 
നി׹ൾ േനാׯിയാൽ െഡറിേവئീവ് എؓാെണ്ؗ ഞാൻ എഴുതാം , െതളിവിൽ നി്ؗ നമു്ׯ ലഭിുׯം, 
അതിനാൽ ഞാൻ െകാ؇് ഹരി׺തിന്െറ ന്െറ ؛സ് ൈമനസ് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഇത് h g h g f 
ഒؗിന് തുലّമാണ്  ഒരു ؛സ് ൈമനസ് ഒؗിെന െന െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് തുലّമാണ് ഒരു ؛സ് h f- h h
ന്െറ ൈമനസ് ന്െറ േല്؛ ,ׯസ് ന്െറ ന്െറ തവണ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ, ഇത് ഒരു ؛സ് f f a h af h f h 
ന്െറ ന്െറ െനഗئീവിന് തുലّമാണ്, െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ൈമനസ് ന്െറ െനഗئീവാണ് ഇത് f h h f 
പുറെ؋ടുׯാം , തുടർ്ؗ തവണ 1 െകാ؇് ഒരു ؛സ് ന്െറ ന്െറ ഒരു തവണ എؗ പരിധി ഇേؚാൾ h f f 
നിലവിലുേ؇ാ എ്ؗ േനാׯാം, നമു്ׯ അറിയാവുؗത് എെؓؗാൽ, ഈ പരിധി ന്െറ ؛സ് f a h 
ൈമനസ് ന്െറ ഇത് ൈْപം െയ സമീപിുؗുׯ , ഇവിെട എനി്1 ׯ തവണ ഉ؇്  f a by h f a by fa f a 
 ത് ൈْപം h a h g aؗുׯലഭി ׯഅതിനാൽ നമു് ,ുؗുׯസ് െയ സമീപി؛ സ് അതിനാൽ ഈ എഫ്؛
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എؗ പരിധി ൈമനസ് ൈْപം ന് തുലّമാണ്, ഞാൻ ഇവിെട ന്െറ എഴുതുേآാൾ ഒരു f a x g 
ചതുര؋ിന്െറ െകാ؇് ഹരിുؗുׯ ന് തുലّമായ 1 ന് തുലّമാണ്, ഇത് ന് തുലّമാേണാ എ്ؗ f fx x 
ഞ׹ൾ േചാദിുؗുׯ, അതിനാൽ യുെട നിർവചിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ അത് a g 
ഉ؇ായിരിׯണം , യുെട ന് തുലّമب, ൈْപം ൈമനസ് ൈْപമിന് തുലّമാണ് ഒരു a f 0 g a f 
ചതുര؋ിന്െറ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നമു്ׯ കൂടുതൽ െപാതുവായ ഘടക നിയമം ലഭിുׯം, അതിനാൽ f 
ഇത് പറയുؗത് എനി്ׯ ഉം ഉം ഉെ؇׸ിൽ അവ ര؇ും ചില ഘ׹؂ളിൽ േവർതിരിുׯകയും fx gx 
േപാകുകയും െചുؗുإ  എؗത് 0 ന് തുലّമب, പിെؗ ന്െറ ന്െറ fa cosine d derivative dx of fx by 

ഇത് മെئാؗുമب , ൈْപം തവണ ന്െറ ൈമനസ് ന്െറ തവണ ൈْപം gx derivative f x g x f x g x 
ന്െറ ന്െറ ചതുരവും െതളിവും  വّതّാസം േകാൈസനിന്െറ പരിധിയായി എഴുതുؗതിലൂെട g x ah 
ഇത് െചإാൻ കഴിയും, എؗാൽ ഇവിെട ْശؑിുׯക, ഞ׹ൾ ഉൽؚؗ നിയമം ഉരു؋ിരി؁ുെവؗും 
ഫംഗ് ഷന്െറ പരُ١രബؖ؋ിന്െറ െഡറിേവئീവ് ഉരു؋ിരി؁ുെവؗും അതിനാൽ നമു്ׯ d by dx 

ഉപേയാഗി്׺ എഴുതാം ഉൽؚؗം തവണ ഒؗായി തുടർ്ؗ ഉൽؚؗ of fx by gxfx by gxi fx gx , 
നിയമം അനുസരി്׺ ആദّേ؋ത് ഇത് ൈْപം തവണ എؗതിന് തുലّമാണ്, ഇത് ഞാൻ f x d by dx 
ഇവിെട എഴുതെ؂, അതിനാൽ ഇത് ആദّ ഫംഗ്ഷൻ തവണകൾ ഒؗിന്െറ ؛സ് തവണയുെട gx f x 
െഡറിേവئീവ് ആണ് ര؇ാമെ؋ ഫംഗ് ഷന്െറ െഡറിേവئീവ് ഇത് െْപാഡക് ട ്d by dx of one by gx 
റൂൾ ْപകാരമാണ് , തുടർ്ؗ ന്െറ ന്െറ െഡറിേവئീവ് എؓാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ ഇത് gx- dx- f
ൈْപം ന്െറ ന്െറ ന്െറയും ര؇ാമേ؋തിന് തുലّമാണ്. െഡറിേവئീവിെന ൈമനസ് ൈْപം x- g- x- g x
െകാ؇് ഹരി׺ാൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ മട്׹ കൂടുതലാണ്  ചതുര؋ിന്െറ വലത് , തുടർ്ؗ g fx x 
നി׹ൾ ചതുര؋ിന്െറ െപാതു ഡിേനാമിേനئർ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ൈْപം തവണ x g f x g
ന്െറ ൈമനസ് തവണ ൈْപം വലത് ലഭിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഉൽؚؗ നിയമവും x fx g x quotient
റൂളും സംْഗഹിׯാം, അതിനാൽ ഉൽؚؗ നിയമം ചിലേؚാൾ ഞ׹ളും എഴുതും  ഈ െനാേ؂ഷൻ uv 
ഉപേയാഗിؗുׯത്, ഇവ ര؇് ഫംഗ്ഷനുകളാെണ׸ിൽ , യുെട െഡറിേവئീവ് ൈْപം ൈടംസ് ؛സ് uv u v 

ൈْപം ആണ് , കൂടാെത േകٔാ؂ന്റ് റൂൾ ആണ് ഉെ؇׸ിൽ എؗത് െഡറിേവئീവ് ൈْപം ആണ്  uv i u 
െْപാഡക്്ئ റൂൾ ഇതാണ് കٔാ؂ൻറ് റൂൾ , െഡറിേവئീവുകൾ കണׯാׯാൻ ഈ നിയമ׹ൾ വളെര 
ْപധാനമാണ്, അതിനാൽ കുറ്׺ കൂടുതൽ െഡറിേവئീവുകൾ കണׯാׯാം, അതിനാൽ ഒ്ؗ ഞാൻ 
െചുإം , സ്കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമായ ന്െറ മെئാരു ഉദാഹരണമാണ് ഇത് എبാ േനׯാൾ വലുതും fx x x- 
നിർവചി׺ിരിؗുׯത്  പൂജّം അതിനാൽ ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ െഡറിേവئീവ് ഏെത׸ിലും േപാസിئീവ് x so

ന്െറ ന്െറ ؛സ് ൈമനസ് ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് എഫ് കണׯാׯാൻ ഞ׹ൾ f x x h f x h 
ആْഗഹിുؗുׯ, ഏെത׸ിലും േപാസിئീവ് യഥാർ، സംഖّയാെണ׸ിൽ, ഇത് നമു്؛ ׯസ് x x h 
ൈമനസ് ന്െറ വർ״മൂലമായി എഴുതാം.  ന്െറ കٔയർ റൂ؂് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ േപാസിئീവ് s x h x 
ആെണ׸ിൽ െചറിയ നും നും േപാസിئീവ് ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ വർ״മൂലെുׯ؋റി്׺ hx h 
സംസാരിׯാം , തുടർ്ؗ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗതിനാൽ ഇതിന്െറ പരിധി കെ؇؋ണം, h 
അതിനാൽ നമു്ׯ പരിധി കണׯാുׯേآാൾ നമുുׯ؇്. ഈ തര؋ിലുت പരിധികൾ 
കണׯാׯിയതിനാൽ ഇതിനുت ഒരു മാർ״ം നി׹ൾ വർ״മൂലّം ؛സ് എ؛ ്׺സ് സ്കٔയർ റൂ؂് x x 
െകാ؇് ഗുണി്׺ ഹരിുׯക എؗതാണ്. െന മട്׹ വർ״മൂലّം ഉം ഉം വർ״മൂലവും നാൽ x- h x- h- x-
ഹരി׺ാൽ , തുടർ്ؗ സംഖّയിൽ ൽ കّാൻസൽ െചുؗുإ, തുടർ്ؗ നി׹ൾ്ׯ െന റ്ؐ െചإാം  .  x- x h- h 
പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭി׺ത് ന്െറ ന്െറ ന്െറ എؗത് dx dx dx dx 
പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതായ എبാ നും ര؇് വർ״മൂലّം ന് തുലّമാണ്, ഇത് മുതൽ വെരയുت x x x x n 
േഫാർമുലയുമായി േയാജിുؗുׯ, കാരണം ഞാൻ എഴുതുകയാെണ׸ിൽ നأൾ എؗ സ്കٔയർ റൂ؂് x x 
ആയി എ്ؗ എഴുതുക  ന്െറ എؗ വർ״മൂലّം ന് തുലّമാണ്, ഇത് 1 വർ״മൂലّം ന് x ive d dx x x 2 x 
തുലّമാണ്, ഇത് മെئാؗുമ2 1 ب മട്׹ പവർ െനഗئീവ് പകുതിയിേല്ׯ, അത് പവർ പകുതി ൈമനസ് x 
ഒ്ؗ മുതൽ 1 മുതൽ 2 മട്׹ വെര തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതും േഫാർമുലയുമായി യുെട ന്െറ x d dx x
ന്െറ ന് േയാജിؚാണ്, ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, എؗിരുؗാലും േപാസിئീവ് n n x n 
പൂർ؉സംഖّകൾׯായി മാْതമാണ് ഞ׹ൾ ഈ േഫാർമുല ഉരു؋ിരി؁ത്, എؗാൽ ഇത് ന് n 
തുലّമായ ൈമനസിന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു. സമചതുരം പകുതി്ׯ തുലّമാണ് , പിؗീട് ഇത് n 
സതّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണും, ഞാൻ െചؗുإ മെئാരു ഉദാഹരണ؋ിൽ ഇത് ശരിയാണ്, ഇതുവെര 
നമു്ׯ ന്െറ ചില ശװികളുെട െഡറിേവئീവുകൾ മാْതേമ കണׯാׯിയിൂت؂ു, അതിനാൽ x sin x 
ന്െറ കണׯാׯാം. നأൾ ന്െറ ؛സ് ൈമനസ് െന െകാ؇് ഹരി׺ാൽ, ഇത് derivative f x h f h sine

 ാൽ തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ യുെട ൈമനസ് ന്െറ x h sin x h d c sine׺സ് ൈമനസ് െന െകാ؇് ഹരി؛
േഫാർമുല എؓാെണ്ؗ നി׹ൾ ഓർുׯം . ؛സ് ഡിയുെട ര؇് മട്׹ േകാസ് ര؇് ഓെക സിൻ സി sine 

ൈമനസ് സിൻ ഡി ര؇് മട്׹ േകാൈസൻ സി പിഎൽ  ര؇് മട്׹ ൈമനസ് െകാ؇് us d sine c d 
ര؇്, അതിനാൽ നമു്؛ ׯസ് ൈമനസ് ഉ؇്, ഇത് ര؇ിന് തുലّമായിരിുׯം ؛സ് sine x h sin x cos c 

എؗത് ര؇് ؛സ് ര؇് ൈസൻ െകാ؇് ര؇് ആണ് , അതിനാൽ ؛സ് ൈമനസ് ര؇് d x h h fx h fx by 
ഇത് ര؇് ര؇് ؛സ് െകാ؇് ര؇് ൈസൻ െകാ؇് ര؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഈ പരിധി h cos x h h h 

നിലവിലുേ؇ാ എ്ؗ നأൾ േചാദിׯണം, അതിനാൽ ഇത് ന്െറ ന് തുലّമാണ് ؛സ് ര؇് x cos x h 
തവണ െകാ؇് ര؇് െകാ؇് ഹരിുׯക  ര؇ായി , ഇേؚാൾ ന്െറ പാപ؋ിന്െറ sine h h h 
പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗതിന്െറ പരിധി ഒؗാെണ്ؗ ഓർുׯക, അതിനാൽ ന്െറ പരിധി h fx- h 
ൈമനസ് ന്െറ ന്െറയും ആദّ പദമായ ന്െറ ന്െറ 2-ന്െറയും ന്െറ ന്െറ ൽ fx- h- cos x- h- x- x- cos-
േപാകുؗു. കാരണം , ന്െറ പരിധി പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ഇത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ h 
ൈസൻ ന്െറ ന്െറ ന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ ലഭിു׺, ഇത് വീ؇ും നി׹ൾ്ׯ x dx dx cos x 
ഉപേയാഗْപദമായ േഫാർമുലയാണ്, അതിനാൽ ഒരാൾ്ׯ േചാദിׯാം െഡറിേവئീവിന്െറ cos x 
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െഡറിേവئീവിനായി, നി׹ൾ ഈ െഡറിേവئീവ് എؗത് ന്െറ െകാ؇് കണׯാׯിയാൽ, d cos x dx 
ഇത് േല്ׯ േപാകുؗ ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമായിരിുׯം  ؛സ് ൈമനസ് z h o of cos of x h cos of x 
ന്െറ ആׯി വീ؇ും ൈമനസ് എؗ േഫാർമുല ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഈ പരിധി h cos c cos d 
ൈസൻ ന്െറ ൈമനസിന് തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണിׯാം, അതിനാൽ ഇത് ഞാൻ ഒരു x 
വّായാമമായി വിടുؗു  ന്െറ െഡറിേവئീവ് ൈമനസ് ചിصം ആേണാ എ്ؗ cos x x 
പരിേശാധിׯാനുت ഒരു വّായാമം എؗ നിലയിൽ , ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ്ׯ ഉൽؚؗ നിയമവും ഘടക 
നിയമവും അറിയാവുؗതിനാൽ മ്ئ ْതിേകാണമിതി ഫംഗ്ഷനുകളുെട െഡറിേവئീവുകൾ നമു്ׯ 
കണׯാׯാം, അതിനാൽ ടാൻ ന്െറ െകാ؇് എؓാണ് എ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം. എؗത് x dx d sine x 

അبാെത മെئാؗുമب , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ റൂൾ ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് cos x quotient sine x
തവണ തവണ ന്െറ ന് തുലّമാണ് ന്െറ cos x minus sine x derivative derivative cos x 

െകാ؇് ഹരി׺ാൽ സ്കٔയർ ആണ്, ഇത് റൂൾ ആണ് derivative denominator cos x quantient 
ഇേؚാൾ നأൾ ന്െറ െഡറിേവئീവ് കണׯാׯിയത് ആണ് അതിനാൽ ഇത് തവണ sin x cos x cos x 

ആണ് , ന്െറ െഡറിേവئീവ് ൈമനസ് ചിصം ആെണ്ؗ പരിേശാധിׯാൻ ഞാൻ cos x cos x x 
നി׹േളാട് ആവശّെؚ؂ു, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് ആണ് എؗത് ചതുരം െകാ؇് sin x x cos x 
ഹരിുؗുׯ  സ്കٔയർ ആയി നമു്ׯ എؗ നّൂമേറئറിൽ ലഭിുׯം ؛സ് ൈസൻ cos x cos square x 
സ്കٔയർ െന േകാസ് സ്കٔയർ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ, േകാസ് സ്കٔയർ ؛സ് സിൻ സ്കٔയർ x- x x x 
എؗത് േകാസ് സ്കٔയർ െകാ؇് 1 ആെണ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഇത് െസׯന്റ് സ്കٔയർ x x 
ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ടാൻ ന്െറ െഡറിേവئീവ് ആണ് െസׯന്റ് സ്കٔയർ x x x
ആണ് , ഇേؚാൾ മ്ئ  ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനുകളും നി׹ൾ്ׯ കണׯാׯാം, കാരണം അവ ഈ 
ഫംഗ് ഷനുകളുെട പരُ١രബؖം മാْതമാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ എؗത് െസׯന്റ് ന്െറ െകാ؇് d x- dx 
എഴുതുകയാെണ׸ിൽ, എؗത് െകാ؇് ഒؗبാെത മെئാؗുമب , തുടർ്ؗ secant x cos x reciprocal 
ന്െറ െഡറിേവئീവ് െഡറിേവئീവിന്െറ െനഗئീവ് ആണ് നൽകുؗത് എ്ؗ നമു്ׯ അറിയാം. െന cos x- 

ചതുരം െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് റൂൾ അെ׸بിൽ നുأെട ْപേതّക കാരّം ഒ്ؗ cos x quotient fx 
െഡറിേവئീവ് , തുടർ്ؗ ന്െറ െഡറിേവئീവ് ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് cos x sin x sine 

ആണ് , െകാ؇് ഹരിുؗുׯ , ഇത് സാധാരണയായി നأൾ എഴുതുؗു ഈ േഫാമിൽ ഇത് x cos square x 
എനി്ׯ തവണ ഒ്ؗ െകാ؇് എ്ؗ എഴുതാം, അത് ടാൻ തവണ െസׯന്റ് sine x by cos x cos x x x 
ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ േഫാർമുല ഓർുׯം തുലّമാണ് തവണ d by dx of secant x x 
ടാൻ നി׹ൾ അത് എ്ؗ ഉപേയാഗിر ്׺ിരീകരിുׯക ഇത് തവണ x d dx cosecant x cosecant x cot

ന്െറ ൈമനസിന് തുലّമാണ് തവണ െകാ؇് ഒ്ؗ കൂടി ഇടത് കിടׯയാണ് ഇത് x x cot x , d dx x cot
ഇത് ൈമനസ് ചതുരം ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇവ ര؇ും നി׹ൾ്ׯ വീ؇ും x cosecant x 

വّായാമമാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ അടുױ ؋ാസിൽ ഇവിെട നിർ؋ാം െഡറിേവئീവിനുت െചയിൻ റൂൾ 
പഠിുׯം, ഇത് കൂടുതൽ ഫംഗ് ഷനുകളുെട െഡറിേവئീവ് കണׯാׯാൻ വളെര ഉപേയാഗْപദമാണ്, നؕി 
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