
 అందڔࡍ నమࣃए రం ڒబܽद ఈ ڕ࡯ڒ ߘߝ ܌ࡗङ ల࣒ ࡓ ࡹంݡ ࠭ఖङ फࣃࠚరంߦऴ ߘన ࠙వనల࠳  ఒక అ࢑ ,ߘ
ఫంࣾࡅ ߤకए ఇపओ ࢑ߝదం అࠡ ࠾ࡍమ ߩంڵࣃనڜ  ܽవర࠭࠲ ڕ ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ఫంࣾࡅ ߤకए  
పࡱޔࠫࡍ అం݄ ఏࠫ݇ అధङ యనం ࠭ࣃۯ మࣃ۫ ࠭࠲ ࠾ࡍफ కएࡅ ݋ం࠼ߦ  ࠭  ఫంࣾࡅ ߤకए  
వङ ࠾ࡍమ ߩంڵࣃనڜ ङޑ ऒߖࣃ రछߖ  ۨంచడంࡹ పࡱޔࠫࡍ ऴప߄న ߦऴత ߱ࣃࢳफ  ࡍప޶త ࠾ࡍమ ࠼
ఉపߕङ కएࡅ ఈ ࠙వనల ࡹలࣃ  అߝక అߘవర फߕలߘ మనం ۫ࣃफ రంతరߖ వదभ ݋ం࠼ߦ ఒక ߘߝ బܽदڒ ,࠭
ఫంࣾߤ అం݄ ఏࠫ݇ ߖరछ ۨంచడంޜ ऴߦరంࣃࠚफ ऐࡍచ ࡹ࠻ۯ ఏࠫ ߘߝ బܽदڒ ߘ फࣃ  ݋ం࠼ߦ ఒక ࠭࠲  ߘ
వదभ ఒక ఫంࣾࡅ ߤకए అర ߖఅ ߩంڵࣃనڜ  बం ߕڕࣆۯऒ ओߩఎలऱ ࠭࠲ బܽदڒ ,࠭ f d ࡹ ߤ࠳ݨ ޴ߝఅ ݢ
రछߖ ۨంచబݟన ߖజ࠳న ࡱ࢑వ కڵ࡯న ఫంࣾڴ ߤ ఉండߖవछ ంڒ ݟబܽद ఆ ఫంࣾ࢐ ߤసफవ సంఖङ కएࡅ   r 
ఉపసࠫޒ అ࠼న ߖ ߯ ߤ࠳ݨరछ ۨంచబݟందߖ అڕߘం޳ం మۮ ړ ࠾ࡍం޴న޴ అం݄ అߝ d a d f 
ఫంࣾࡅ ߤకए  వదभ a f 
రछߖ ۨంచబޔݡంڒ ޴బܽद   ߝڕࡏۯ ړటߩओ కएࡅ ݡ  ఫంࣾߤ పړޒࠫࡍ సࠪనం అޙ࠼ x a f f x f a 
వదभ ߖరంతࡌయంڴ ఉంܿంద࠭ޑࠋۮ ߖ.f 
కएࡅ బܽदڒ   పޒࠫࡍ ఉࡹړߖ ఉంݞలం݄ ࡅకए  ఫంࣾڜ ߤంత వङ వߖ ࡹ߅రछ ۨంచబ࡯ݞ  xx f a f x 
అࡏڷ ߖफం۪ڝంࡓ  ݟంݡ షరࡱޔ ࠭ంړ ڴ޶ సࠪనం అߝڕࡏۯ ړ ޙ࠼టߩओ కएࡅ ݡ  x a x a f 
పޒࠫࡍ ఉࡹړߖ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠭ంߝڕࡏۯ ړ ڴ޶టߩओ కएࡅ ߤఫంࣾ ݡ  పޒࠫࡍ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ x a a
కएࡅ కएࡅ ండవࡓ  కएࡅ   పړޒࠫࡍ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ f x f 

ओߩటߝڕࡏۯ ంత వङڜ ߖ ߤఫంࣾ ,ړߖఉండܼ ࡹړߖఉ ޒࠫࡍప ,ݡ వߖ ࡹ߅రछ ۨంۧలߖ x a ah 
ऒߕంܿڕࡏڝ తపओ ߗڒ ,࠭ తపओ ߗڒ ޶ڒ ڴࡍసߖ  సం xڝ ޒࠫࡍబܽद పڒ ޶ڒ సࠪనం ړݟڕ వదभ ڴࡍసߖ
మనڕ ఫంࣾߤ అవసరం ړ ޶ࡶ సࠪనం వదभ ߖరछ ۨంచబڜ ߗڒ ࡯ݞనڵࣃంߖ ߩరछ చనం ఏࠫటం݄ , a x a 
వదभ ఫంࣾࡅ ߤకए వ తపओࡱ࢑   లం݄ f fݞఉం ڴరంతరంߖ బܽदڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړޒࠫࡍప ڴࡍసߖ
సࠪనం తపओ ړ ߤలం݄ వదभ ఫంࣾݞఉం ڴరంతరంߖ సంڝ రछߖ ڴࡍసߖ ۨంచబ࡯ݞ.fx x 

వదभ తపओ సࠪనం  x a f ړ ࠾ࡍమ ڴࡍసߖ x 
వదभ ࡅకए  పޒࠫࡍ వదभ సࠬࣆߧफంڒ ޴బܽद మనం ߖڜऒ  ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం, x f a x 
కएࡅ బܽदڒ एڕసం 0 కం݄ తڝ ޴ఇ ,ݟంచంށగࡍప ߖ  వ మڝ 1 ࠾ࡍసం ߭దभߕࣆ ޴ऒ సࠪనం x f ړ x x 
ऒߖఅ ߤఈ ఫంࣾ ޙ࠼నటऱࣄڶ ߘ ࠆڴऴ ࡏࠬ బܽदڒ ऒߕࣆ ڕ గܽ࢟ߜ   మߕࣆ ࠾ࡍऒ  సࠪనం కం݄ x x ړ
ఎڕए వ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ఇߕ ޴ మ࠾ࡍ ఇࡅ ޴కए  ऴࡅ ࠆڴకए బܽद fx xy y x fڒ సࠪనం ړ 
ఇకए డ మనࣄ࡯ޘ ڕన޴ ఏࠫటం݄ ఇకए డ పޒࠫࡍ  వదभ 0ڕࡏۯ ړంܿం޴, ఇ޴ ఉ޶ࡶ ࡹړߖ ఎం޶కం݄ x x 
ఇࡅ ޴కए ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ޒࠫࡍప ޒۯ ఎడమ ړ ऒߕࣆ ޴సࠪనం, ఇ ړ  వదभ ޒۯ ݟڕ పޜޒࠫࡍ సࠪనం ޶ڒx 
.޶ࡶ ࡹړߖఉ ޒࠫࡍబܽद పڒ
కएࡅ బܽदڒ  ऒߕࣆ  నపओ࠼అ , ޶ఉండ ڴయంࡌరంతߖ సࠪనం వదभ ړ కएࡅ ڔܽ ऒߕࣆ   x f x x f ړ
సࠪనం వదभ ߖరछ ۨంచబݟనపओ ऒߕࣆ ڕమన , ڔܽ కएࡅ   ఉంܿం޴, అߕࣆ ࡏࠬ ޙ࠼ऒ  x f ࡔ࢘ ݞంڕڒ 
ఏ࠼ߦ ߕ޼ంڕࣆޓ ݋ం݄ ߕࣆ ߗڒऒ కएࡅ ޙక߱ڒ సࠪనం ړ కएࡅ   పޒࠫࡍ a x f x a 
సࠬߧంۯటపओ ఖۨऐ ړܽ తంږߘࣃ ڴలంڴ ఉం݄ 1ړ సࠪనం  మ࠾ࡍ ఖۨऐ తంڴ ऴపږޒలంڴ ఉం݄ a a 
ఇߕࣆ ޴ऒ డవ۪ऐ۫ ݟంߘ ࠆڴఈ ऴ ࡏࠬ ޴సࠪనం ఇ ړ  , మనం ఏڕࣆޓ ڴ ࢟ܽ܊ߦ ߖ ߕ޼ం݄, ఈ a 
ఉనऒ ڵ࡯క ߖ ݋ం࠼ߦ a  ޒۯ ݟڕ ࠾ࡍమ ޒࠫࡍప ޒۯ బܽद ఎడమڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ߤఫంࣾ ࡹమంࡌ࢑ 
పࡓ ޒࠫࡍంݢ ఒకړߖ޳ సࠪనం అޙ࠼ ࠬ ఎకए ఇకए ݩ డ ऴపږޒలంڴ ఉం݄ , ఈ ࡌ࢑మంࡹ ఫంࣾߤ ఒ࡮ښa 
ऒߕࣆ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद పߕࣆ ޒࠫࡍऒ  అࡅ ޙ࠼కए  పړ1 ݞږ ޒࠫࡍ సࠪనం మ࠾ࡍ ऴపږޒలంڴ a a 
ఉం݄ 0 
కएࡅ  ߤబܽद ఫంࣾڒ ऒߕࣆ  సࠪనం తపओ ړ  అߖऒ   ంటऱ వదभ x f࠼ߦ 
కएࡅ ,ޙ࠼నటऱࡶ ڴయంࡌరంతߖ సࠪనం వదभ ړ ڼ࡮అ , ޴ఉంܿం ڴయంࡌరంతߖ  వదभ x x x f x 
కएࡅ ߩంڵࣃనڜ అం݄ ߩంڵࣃనڜ ڴరణంڒబܽद అڒ , ޴ఉంܿం ڴయంࡌరంతߖ  సహజ࠳న అర बం ఏࠫܽ 
మనం ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴڶ ߘ ࠆڴయగޙڵ࡯ మ࠾ࡍ మనڕ ఈ ࠼ߦం݋ ఉందߖ అڕߘం޳ం, ڒబܽद ఇ޴ a a 
కएࡅ కएࡅ ߤబܽद మనం ఫంࣾڒ ࠪڒ ݋ం࠼ߦ   ऴࡅ ߘ ࠆڴకए ओߩఅ ޙڵ࡯యగڶ ڴసࠪనం ړ  f y x f ݡ x
కएࡅ కएࡅ   f ߩంڵࣃనڜ 

సࠪనం  at  x al to a 
అం݄ ऴࡅ ߖࡹ ࠆڴకए ࢑ۨऑ ࠆڴऴ ࡹసࠬపం ړ ݋ం࠼ߦ ࠪڒ  నऒ ం ڒ ޶ࡶڒబܽद ࠬࡏ ఈ ࠼ߦంړ ݋ a f 
సࠬపంࡹ ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴߘ߭ ࠬ ߘ ࠆڴऒ  ఎޑफ झ࡯ న అవసరం ڕࡶంࡅ ݞకए యవ۪ऐڶ ߖ ࠪڒ  a f ߗڒ ,
కएࡅ ߩంڵࣃనڜ  ࠭࠲ రछߖ న࠳ఈ సహజ ړߖݞయۯ ߘల ߤషڻऴࡍ  చనం స߱ࡍదࣃ۫ ߖफ  బܽदڒ ࡏ
ఉ޳హరణߘ࠭ ڕపܽ ఉ޳హరణ ڝసం 1ړ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ 0 మڝ 0 ࠾ࡍసం 0 ߕࣆऒ  కం݄ fx x 
తڕए వ ߕࣆ ࠭࠲ ޳ࡶऒ एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ వ ߦۮओ ࠭ ఇ޴ ఒకܽ ࠬࡏ ऴߘ ࠆڴ ఈ ࠼ߦంړ ݋ సࠬపంࡹ 
ऒߕࣆ फ࣋ڶ एڕఒకܽ కం݄ ఎ ࠪڒ  వ ڝసం ࠬࣃ۫ ࡏफ एڕకం݄ త ߗڒ ,ࡏ వ 0ړ ఇ0 ޴.x x 
ऒߖ޵ సంڝ ߤఈ ఫంࣾ ࡏࠬ బܽदڒ   ࢑ۨऑ నऒ ం ۯయڒ ࡏࡶబܽद ఇకए డ ࠬࡏ ऴࠆڴ ऴప࠙࢐లࣃ۫ ߘफ .ࡏ
ऒߕࣆ   దగ ߤవ ࠪڒ  ठర ऴڵࡍ࢑ ࠆڴంڒ ޴బܽद ఈ ఉ޳హరణ 
ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ఫంࣾߖ ߤరంతరంߖ ޳ࡶ ڴరంతࡌయంࡶ ڴనం޶న ࠭ߘపܽ ఉ޳హరణ ఆ సమయంࡹ 
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పߗڒ ,޶ࡶ ޒࠫࡍ త޶పࡍ ఉ޳హరణ ࡅకए  ఫంࣾߖ ߤ ప޳࡯ࢣࡍभ ం, ఇ޴ సࠪనం  ߘం1 ݟ వరڕ x f al x 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ వదभ 0 ࠾ࡍమ ޙక߱ڒ సࠪనం ړ ऒߕࣆ ߤబܽद ఈ ఫంࣾڒ సࠪనం ړ  ࠫనࣔ అߖऒ  x 
బܽद మనం ఇకएڒ ఒకܽ ࡹల ݋ం࠼ߦ డ ఓ߭ एࡍస ߤ फࣃڶ ߖ ࡽ ࠭ మ࠾ࡍ ఇࡱ࢑ ޴వ ఒకܽ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  ړ
సࠪన࠳న వదभ ఇߕࣆ ޴ऒ .x 
కएࡅ ޴బܽद ఇڒ   ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴڒ ࠆڴబܽद ఈ సందరग ంࡹ సహజ࠳న అࡌब ऒߖ  ఉపڵࡆంచడం ޳छ  x f ࡌ
ఈ ऴࠆڴ ఈ ࠼ߦంߕࣆ ݋ऒ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖందݟంచబ܊࢑భ ࡹ ݋ం࠼ߦ ߤవ ࠪڒ  ऒߕࣆ ߤబܽद ఫంࣾڒ   ړ
సࠪన࠳న వదभ ߖరంతరంڴ ఉండ޶.x 
ఇకए ࡏࠬ  డ ࡅకए కएࡅ   పߖޒࠫࡍ ۫࣋फ 0ڕࡏۯ ړంܿం޴, ఇ޴ ఉࡹړߖ ఉం޴ మړ1 ࠾ࡍ x f x 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴, అ0 ޙ࠼ వదभ ఉనऒ  ఫంࣾࡱ࢑ ߤవ 0ړ సࠪనంڴ ఇవछ బޔݡం޴, ఇࡅ ޴కए  x f 
కएࡅ  పڴ ړޒࠫࡍ సࠪనం ޶ڒ.x
ऒߕࣆ  కएࡅ బܽदڒ ޴ంܿంڕࡏۯ ړ  ఫంࣾߕࣆ ߤऒ  x f x ޴ఉంܿం ڴయంࡌరంతߖ న వదभ࠳సࠪన ړ
కएࡅ ߤబܽद ఫంࣾڒ ࠭ࣃ۫ ߘహరణల޳ఉ ݡంࡓ ࡹߖ޳ఒక ࠭࠲ బܽदڒ  పޒࠫࡍ ఒక ࠼ߦంࡹ ݋ ఉండ޶ 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఆ సమయంࡹ ఫంࣾߖ ߤరంతరంڴ ఉండ޶ మ࠾ࡍ పޒࠫࡍ ఉనऒ  ۲ట మࡖక ఉ޳హరణ 
ఆ సమయంࡹ ఫంࣾߖ ߤరछ ۨంచబݟం޴ 
కएࡅ ߤవ  ఫంࣾࡱ࢑ ߗڒ  పړޒࠫࡍ సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद మࢁऱ ఆ సమయంࡹ ఫంࣾ࢘ߧ࡯ߖ ߤయబݟం޴ e 
ओߩబܽद ఇڒ కएࡅ ݡ  ఈ ఉ޳హరణ ߖ ప޳࡯ࢣࡍभ ం, ఇࡓ ޴ ऱܿ 1 ړ ࠑ సࠪనం మࠑ 1 ߘߝ ࠾ࡍ ఇ޴ x f x x x 
ऴࣆ࢐फߕऒ .ߘ

అర ړన 0࠳సࠪన ړ बం ڒ ޶ࡶబܽद ڝ ߖߖ޵ ߘߝసం ఫంࣾࡅ ߤకए రछߖ ڴవࡱ࢑  ۨంۧߘ మ࠾ࡍ ఇ޴  x x 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޶ڒ సࠪనం ړ రछߖ సంڝ న࠳సࠪన ړ ۨంచబడڒ ޶ࡶబܽद ړ సࠪన࠳న 0ړ x x
రछߖ ߘవࡱ࢑ ߤఫంࣾ ߘߝ फࣃۨ .࡯ݞఉం 0  ߘ
ऒߕࣆ ߕ޼ఏ ࠾ࡍమ ߤఫంࣾ ݦవదभ 0 ఉం 0 ޴బܽद ఇڒ  ࡓ ߤఫంࣾ ߖڒ  ऱܿ ࣌ڒ ࠑ 1 ߤబܽद ఇకए డ ࠬࡏ x x x 
ఏࠫ ۮపओ గలࡏ 

వదभ ߕࣆऒ క ఈ సందరगߘసࠪనం క ړ ంࡏࠬ  ࡏࠬ ࡹ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴ࠹݅ ߘ ࠆڴझ  x x x ࠑ ߤవ ߤ࣌ 
ऒޒऴపయ ړߖݞయڶ ࣋फ ۫డంߖ޳ ,ݟऒ దగ 0 ݋ం࠼ߦ  ठర ڶయడం ۧ࡮ కషदం, ఎం޶కం݄ ࠬړ 0 ࡏ దగ ठరڴ 
ओߩऱనࢀࢗ फࣇۯ లనంݩ ࠑ  ߤ࣌ ߤఈ ఫంࣾ ݡ బܽद ఇకएڒ ޴ఉంܿం ߝ డ ۮ ߘߝపओ వछߖ ంݟ  ऴڶ ߖ ࠆڴయడం 1 x 
కషदం ڒబܽद ऴ࠼߱ڵࡍ࢑ ࠆڴం޾ࡶ ޾ ۫డటం కషदం ࡯ޘ ࡏࠬ ߗڒయܑయంݟ  మనం ۯయగޙڵ࡯ పߖޒࠫࡍ 
एړࡵ ంచړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭, అޙ࠼ పࡅ ޒࠫࡍకए  పߖޒࠫࡍ మనం ړࡵए ంచగలࠪ ࢇࢗ ړऱ x 0 f x
పߖޒࠫࡍ ఈ ऴړం࢑ ޴ధంړࡵ ڴए ంచవ۪ऐ  , ఈ ఉ޳హరణߘ మనం ఇంతڕ ࠭ంࣄ۫ ݞږ ޶ ఉండవ۪ऐ  
కएࡅ ࡏࠬ బܽदڒ ࡯࠻ۯ ࡮ఎ ࡮ݦఉం ࡹړߖఉ ޒࠫࡍబܽद పڒ కएࡅ ,फ࣋۫ ߖ   అం݄ ఏࠫ݇ x f x mod f 
भ޳۫ ం, ఇࡅ ࠑ  ޴కए కएࡅ ߤ࣌ ऱࡏࣃ  1 ࠑ ߤऱ వࡏࣃ ޴సࠪనం, ఇ ړ ݭ࠵  x x mod x mod sin x 
మߤ࣌ ࠾ࡍ ఆࠆ వࠑ ߤ వߤ కం݄ తڕए వ.

ఇ޴ ఎలऱߩओ ऒߖఅ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ݢ ంܽڔ ఒకܽ మ࠾ࡍ అߖऒ ంܽߕࣆ ڔऒ  x x   ߖదڒ సࠪనం ړ
ऒߕࣆ ޙ࠼అ ,ࣆࡱޘ ڕࠪ छ޳ फ ఒకܽࡏڷ సࠪనం ړ రछߖ ࡌ ۨంచబడߕࣆ ߗڒ ޶ࡶऒ  x x ߖڒ సࠪనం ړ
ఏڝ ߕ޼సం ࡅకए ओߩఎలऱ ߤ࣌  మధङ ݢ  ఉంܿందߖ మన࠳  ࣆࡱޘ ڕన࣒ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఒకܽ ڒబܽद x y 

ఇ޴ ఒకܽ కం݄ తڕए వ ڒబܽद ఇړ ޴ సࠪనం కం݄ తڕए వ mod sin one by x x sin 1 by x mod x
మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ ఇ޴ మనం సంߪరप ࡱ࢑వ ڕࣆޓంܿనऒ ం޶న ఇߖ޳ ޴ కం݄ ఎڕए వ  0ړ సࠪనం.mod 
 ఇߩओ म޳ࣄ ࢑۶ ݭంࢡ మనం ݡ ంߖޑऒ  బܽदڒ ࠭ࢡ۫ 

కएࡅ  పࡅ ޒࠫࡍకए ళࢗ ړ  ऱడం  అం݄ అࢡ  ࡽం޳ࣄ ࢑۶ ݭम ంతం ޳छ x x 0 ړޒࠫࡍప ߩ࢙ ఎడమ ࡌ 0 x 
సࠪనం  , ࢡం޳ࣄ ࢑۶ ݭम ంతం ޳छ 0 ߖఅ ࠭࠲ ޒࠫࡍప ࡌ x x sin 1 by x mod x sin 1 by x 
ऴࣃ࢐फ కएࡅ ޴फంࣆۨࣇ ߖޒࠫࡍప ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࠭ ऒߕࣆ ݞږ   x 0 x x sin one by x 
కएࡅ ߤబܽद ఫంࣾڒ  పړ0 ޒࠫࡍ సࠪనం అ࠭࠲ ߖ కڵ࡯ ఉంܼ࠭ మ࠾ࡍ ఇڜ ޴నڵࣃంࡅ ߩకए రछߖ  చనం
ऴపڒరం 0ࡍۯ ړనߩओ కएࡅ ݡ కएࡅ   పړޒࠫࡍ సࠪనం ڒబܽद ࡅకए ऒߕࣆ   న వదभx x f f x x࠳సࠪన ړ
హరణ ࠭ఖङ޳బܽद ఈ ఉڒ ޴ఉంܿం ڴరంతరంߖ కం݄ ఇకए޶ఎం ޴న࠳ డ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴڶ ߘ ࠆڴయడం 
మ࠾ࡍ 
నపओ࠳కషद ޴అ ޳ࡶ ޳ఉం ڴయంࡌరంతߖ ߤన వదभ ఫంࣾ࠳సࠪన ړ0  x ڔܽ
ఫంࣾࡅ ߤకए  పړࡵ ߖޒࠫࡍए ంచడం ޳छ .ఊࣕంచడం ࡌ
  0 వదभ, అࡅ 0 ޴కए  ఫంࣾࡱ࢑ ߤవڕ సࠪనం అ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఫంࣾߕࣆ ߤऒ  వదभ f 
ऒߖڜ ࢐త మనంࡏబܽद తڒ ޴ఉంܿం ڴరంతరంߖ  ఫంࣾనऱ ࡅకए  మߖڜࡍऒ  ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం, ఇకए డ 
ఫంࣾߤ ఉం޾ࡶ ޾ తڵ ठంచడం ۧࣆ ࡮లభం ޶ڒ.
 
ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ߖరంతࡌయంߗڒ ޶ڒ ޳ࡶ ڴ నߘऒ  అߘమޒంచంݟ  ࠭ంࣃ ڕ޶గంݟ మ࠾ࡍ 
ఒక ఫంࣾࡅ ߤకए  ࠡదం ఉనऒ  మࡖక ࠙వనߘ చࡍऐ ంచంڒ ,ݟబܽद ࡅకए  f x ڴ ߤన ఫంࣾڵ࡯వ కࡱ࢑ న࠳జߖ 
ఉండߖవछ ంݟ అం݄ ఫంࣾࡅ ߤకए  ప࢐ ߅ࡍసफవ సంఖङ కएࡅ   ఉపసࠫޒ అߖ అర बం 
, మనం ࡅకए  అߧۮ ߖओ నߩओ వछߖఉండ ڴ ߤన ఫంࣾڵ࡯వ కࡱ࢑ న࠳జߖ ݡ ంݟ.f f fx 
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కएࡅ  పޒࠫࡍ పࡅ ޒࠫࡍకए కएࡅ  ऒߕࣆ   h f f   ړ
తపओ ߖ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ ޙࢀࢗ ఉనऒ ڵ࡯క ߖ  ڴࡍసߖ  ఓ߭ छࡓఇంట ߤ రछߖ ࡹ ࡽ ۨంۧ࡯ అం݄ ړ x x x e
సࠪనం, ఎం޶కం݄ ఈ పڵ࠙ ޜ ߖޒࠫࡍంచ࠳ ڴన࣒ ࡅకए   ప ऱ࣒ కएࡅ  కएࡅ   పޒࠫࡍ h h f x f f 
ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࠬ࠴ ࡏదట ۫ࣃफ .ࡏ
 ఇకए డ ࡅకए  ఉంڒ ޴బܽद మనం తపओ రछߖ ڴసࠪనం ޜ ߖ ڴࡍసߖ ۨంచవలࣄ ఉంܿం޴, మనం ఒక a f f x
 ప ऱ࣒ కएࡅ   అߖ ऴࣆ࢐फߕऒ ࠭ , ఆ߯ పߕࣆ ߖޒࠫࡍऒ నऒޔࢂࢗ ړ ం޶న ږߘࣃలం޳ࡶ ڴ h f h h 
ऴపږޒలంڴ ఉండవ۪ऐ .
  మ࢐ ࠾ࡍసफవ సంఖङ  ۨనऒ తపओ ߤబܽद ఫంࣾڒ ޴ ऒߖڜ ڴࡍసߖ ంܽߖ ࡹరछ ۨంచబࡌ࢑  ࡯ݞమం ڒబܽद ߘߝ 
ఇకए డ కڵ࡯ ఉనऒ టऱړߖ޵ , ޙ࠼ సࠬపంڜ ࡹంత ࡌ࢑మంࡹ ఫంࣾߖ ߤరछ ۨంచబ࡯ݞ, అߩओ  మనం ࠲ऴతࠪ ݡ
ఫంࣾࡅ ߤకए  ࠡదం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ డగలం ڒబܽद ఇߩओ కएࡅ ߘߝ ݡ  ఎࠆ పऱ࣒  న ఈ a hࣄऴ࢐ ߖఅ ࠆన࣒ ఎ࠳ 
షओߖ फࣃࡍ࢑వ फ ఏࠫ݇ޒ छ޳  ߘ కएࡅ ߤఫంࣾ ࡏࠬ బܽदڒ ࡌ  ऴߖ ࠆڴ ۫࣋फ ڣࡔ ߘߝగށత ࢑వరణߘ ऴࣃ࢐फ  h ߘ
ऒߘబܽद నڒ  ఒక ఫంࣾࣃڶ ߖ ߤफ ఈకछ ߖ ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍమ ߘ కएࡅ ޴బܽद ఇڒ ం޳ంڕࣆޓ ړ ڴ ࡽ  x a a f 
ఇߩओ ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ ݋ం࠼ߦ ఈ ߘߝ ݡ .ߘ
फࣃࡱߧ ߖఅ ߖ ݋ం࠼ߦ ఈ ߘߝ   ࡍఆڝ ߖ޵ ,ߘ नࡅ ࡱ ݋ߝకए भ޳۫ ߖ ݋ం࠼ߦ కࡖమ ࠾ࡍమ ࠪڒ  ం,p a f 
ఇ޴ పऱ࣒  ఇకए డ ڕࣆޓ ڴ ࢟ܽ܊ߦ ߘߝంܿߕऒ ఇకए ,ߘ డ మࡖక ࠼ߦం݋ ఉంڝ ߖ޵ ,޴ఆࡍ नࡱ ݋ߝ h h q a 
కएࡅ  ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ ఉంܼ࠼  పऱ࣒ ओߩఇ ࠭࠲ బܽदڒ   h f h ݡ

మࠉ ࠾ࡍం࢓޶లߘ కޕߩࡱ ఈ ࡔఖ ߖڴ࢑࠙ऒ ఇకए ߘߝ ,ࣄڶ  డ ఒక ऀޒజ సࠪంతర ࡔఖ࣋ڶ ߘफ , ఈ p q 
࠙గం మ࠾ࡍ ఈ ࢓ࡱߖ ࠙గం ࡅకए  అࡏࠬ ߖ ۫࣋फ, ఇ޴ ఇߩओ కएࡅ ݡ  ప ऱ࣒  ఉం޴.h a f f h 

కएࡅ  ప ऱ࣒ షओߖ బܽद ఈڒ న࣒࠳  కएࡅ फޒ షओߖ  फ  పޒ ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳  छ޳   a h f a f h f a h  ޴ఇ ࡌ
మ࠼ߦ ,޶ڒ ࠬࡔంటऱߘ కࡔ ߮࡯ఖ ࡅకए కएࡅ ࠾ࡍమ ޴ఇ , ࡱ࢐  छ޳  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇ޴ p a q q 
ఒక పऱ࣒ కएࡅ  పऱ࣒ ݋ం࠼ߦ   ఇߩओ నऒڕࡏۯ ړ0 ݡ ओߩ  h hf h ߖఅ ߕ޻బܽद మనం ఇڒ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
అడ࡯ڴ ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए  పߝڕࡏۯ ړ0 ޒࠫࡍటߩओ షओߖ ఈ ݡ  h ݟంߘ ࠆڴఈ ऴ ࡏࠬ ޳ࡶ ޳ఉం ࡹړߖफ ఉޒ
۫࣋फ ߝڕࡏۯ ړటߩओ h 0 ޴ంޔߩ۫ ठڷ࠴ ړ ݋ం࠼ߦ  , ޴ంܿంڕࡏۯ ړ ݋ం࠼ߦ ఈ ݡ q p h 0 q 
మ࠾ࡍ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ మ࠾ࡍ అڙ࣊ ޴ం݋ వऴకࡔఖ߯ ఈ ࠉం࢓޶లߘ క߮࡯ పంړ फ ࢑࠙గం మ࠾ࡍ p q  
అࠉ ߝం࢓޶ వదभ ܼంܐంڕࡏۯ ڕ ߤࡷ ݋ంܿం࠼ߦ ࠪڒ ޴ంڒ ݋బܽद బࣗߘߝ ࢡ మࡖక a f a 
ऒߖޑऴۨڣࡔ వछߖయڶ  ంݟ ఇకए డ ఈ ࠼ߦం݋ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఈ ܼంܐంߤࡷ ݋ ఉం޴ ఈ ఈ ࠉంߘ࢓޶ p q 
కࣆ࡯޴फం޴ మڕࡏۯ ࠾ࡍంܿంڙ࣊ ޴ంߤࡷ ݋ ఈ ܼంܐంڕࡏۯ ڕ ߤࡷ ݋ంܿం޴ మڙ࣊ ࠾ࡍంߤࡷ ݋ p 
కएࡅ కएࡅ బܽदڒ ޴ంܿంڕࡏۯ ߘ ߤࡷ ݋ంܐంܼ ࡱ࢐   పޒࠫࡍ  ప ऱ࣒ f f h f h ޜ ߖ న࣒࠳ 
కएࡅ ߤࡷ ݋ంܐంۨన ܼం޴అం ޴ఇ ݟంచంڵ࠙ కएࡅ కߘక ޙ࠳దࠡ ߘఫంࣾ  ޴ఉం ޒࠫࡍప ࡱ࢐  x f xޜ 
సࠪన࠳న ޜ ࠡద࠭࠲ ,ޙ࠳ व߯ࣃۨࣇ ޜ ࠹फ ࠭, ఈ పࡅ ޒࠫࡍకए  ప ऱ࣒ x ޜ ߖ న࣒࠳  f f h f h
ంచవ۪ऐڵ࠙ ओߩఅ ޴ఉం ޒࠫࡍఈ ప  ޴అ ޙ࠳దࠡ ߤబܽद ఫంࣾڒ   f a ߖఅ ࠹व߯ ޒࠫࡍఈ ప ݡ
రछߖ ۨంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ व߯࠹ అړݟڕ ޴ߝ సࠪన࠳న వదभ ࡅకए కएࡅ   ఉతओ నऒ ం అߖ f a x x f 
फࣃࡱߧ  బܽदڒ ࡏ
ఈ పޒࠫࡍ ఉࡹړߖ ఉనऒ టऱޙ࠼ మ࠾ࡍ పޒࠫࡍ ఉం݄ ఈ వङ ङޑ స ࡅ ߤ࣌ڜకए  ఉతओ నऒ ం పޒࠫࡍ.
 ఉ޶ࡶ ࡹړߖ, అߩओ కएࡅ ࠭࠲ ݡ  ࠡదం ࡅ ߤ࣌ڜకए కएࡅ   ప࠳ ߖޒࠫࡍన࣒ ߘంݟ కڵ࡯ f f h f h 
ఉండక߱ޙ, అߩओ కएࡅ ࠭࠲ ݡ  వదभ ޜ సࠪనం ޶ڒ అߖ అంܼ࠭.x f x x
 ఇߩओ ऒߖڜ మనం ݡ  ఉ޳హరణలߘ ప޳࡯ࢣࡍभ ం ڒబܽद ࠴దܽ޴ సరళ࠳న ఫంࣾߤ 

ం, ఇకए޳ంڕࣆޓ ڕవర ݟంߘ డ  ࣄबࡌంకంڕ సࠪనం ڒబܽद అߖऒ న r r f x ca x c࠳సࠪన ړ సంڝ  x 
కएࡅ भ޳۫ ߖ ߤన ఫంࣾ࠳बరࣄ  ం.

ओߩఇ ࡹ ఇకए ݡ డ  r
సం అం݄ ఏࠫܽ  పڝ ߕ޼ఏ ࡹ ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳  కएࡅ   ఇ࠳ ޴న࣒ ړ సࠪనం, ఇ޴ rf a f a h f a c c

అߖऒ छ޳ బܽदڒ ,޴ఉంܿం 0 ړ  ప  ࡌ ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳  కएࡅ   పޒࠫࡍ h h a h f f 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ కం݄ లవం޶సࠪనం ఎం ړ కएࡅ బܽदڒ   ऴపޒ మ࠾ࡍ व߯࠹ వదभ ࠡద࠳నߕࣆ ޴ऒ  f a a fړ
సࠪనం ڒబܽद ࣄबర࠳న ఫంࣾڝ ߤసం ఉతओ నऒ ం ऴప0 ۲ܼޒ అޔ࢓ం޴ త޶పࡍ ఉ޳హరణ ړ సࠪన࠳న ߖ x fx
भ޳۫ ం ఇߩओ एړࡵ ऱࢁమ ߖޒࠫࡍప ݡ ంۯంڕ޶ ऴపయޒऒ भ޳ ం ڒబܽद व߯࠹ ఇ޴ సࠪనం ࡅకए ऒߕࣆ   f a h 

కएࡅ ऱࢇࢗ ړ  పޒࠫࡍ, ఒక ప ऱ࣒ కएࡅ  కएࡅ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ߖ న࣒࠳   పړޒࠫࡍ f h h f h h 
సࠪనం, ఇ޴ ఒక ప ऱ࣒ కएࡅ  ऒߕࣆ  h f ޴ంޔࢂࢗ ړ 
ర޶भ ࣆۯफంڒ ޴బܽद ఇ޴ కం݄ కం݄ ߕࣆऒ ऒߕࣆ కం݄ ࠾ࡍసࠪనం మ ړޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ  h h h h h ߖڒ 
అޙ࠼ ఈ పޒࠫࡍ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद 

సࠪనం ఉతओ ړ నऒ ం व߯࠹ అందڔࡍ ఒకړߖ޳ సࠪనం ࡹ సࡔ ఇంڜకܽ గށంచܼړߖ fx x f x x r 
ऴపయޒऒ भ޳ ం ࢑ ߘߝభజన ࡅకए కएࡅ    ప ऱ࣒ ओߩफ ఇ࣋۫ ߖ న࣒࠳  న x f x h f࠳సࠪన ړߩచదర ݡ x 

भ޳۫ ߖ ం ߕࣆऒ ओߩటߝڕࡏۯ ړ ఉతओ ࠹व߯ ޴ఉం݄ అ ݟంߘ ޒࠫࡍఈ ప ݡ నऒ ం అޔ࢓ం޴fx h h h f x 
ప  ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒  ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ పऱ࣒  ࠭࠲ ఆ߯ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ߖ ࡛  ࣋ए छ ए࣋ ߖ ࡛ छ ࡛ x h x h x h x 
 ప ऱ࣒ फࣃऴ࢐ ߖऱ అࡏࣃ 2  ࠭  ప ऱ࣒  చޔరऴసం ࠳న࣒ చޔరऴߖࣃऒ ఆ߯ ࣋ए ,ڴంచڵ࠙ ޜ  छ ࡛ మ࠾ࡍ h x h x h x 
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࣋ए छ ࡛ ర޶भ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߖ޵ ࠭࠲ऒ  ఎలऱߩओ ऒߕफࣆసం ऴ࢐ڝ ݢ ऒߕࣆ ࠭  x h ࠾ࡍమ ޶ڒ సࠪనం ړ
ఇࡓ ޴ ऱܿ ࡓంݡ  ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ޜ  ऱ࣒ ओߩసࠪనం ఇ ړ  h x h ړ ݡంࡓ ޴ఇ ݡ h x h x
ऒߕफࣆ۫ ࠭࠲ ߖందޔࢂࢗ ऒߕࣆ ࠭ కएࡅ అం݄ ࠹బܽद व߯ڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ ऒߕࣆ   ऱ x h f x x hࢇࢗ ړ
కएࡅ  పޒࠫࡍ  ప ऱ࣒  న࣒ h h f x࠳ 

ऒߘబܽद నڒ సࠪనం ړ  అߘమޒంచంݟ  మࡖక సం܉थ ऒߖߕࠪ  పࡍచయం ۯయంڒ ݟబܽद ఈ व߯2 ߖ ࠹ x f x d
छ޳ కएࡅ ࡌ छ޳ ޳ࡶ  छ޳ ࡌ फࣃۨࣇ ࡌ ఇకए ,ࡏ డ అࡅ ޴ߝకए బܽद x dx dy dx y x fڒ సࠪనం ړ 
మనڕ ఇపओ ܽవరڕ లࠚంۨన޴ ఏࣄ ߕ޼बࡌంకం ࡅకए ऴ࢐యవ۪ऐ ޜ  .dx
 ఫంࣾߕࣆ ߤऒ छ޳  ए࣋ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖ޳సࠪనం ఒక ړ ߤఫంࣾ ࡌ छ కएࡅ ࡛ छ޳  d dx x ࡌ fx x d dx 
ఇ޴ ఇపओ ܽవరړ 2 ڕ సࠪనం అ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ.x
ओߩఇ ࠭࠲  ఉతओ ݡ࠮ ఈ ݡ ऒߕ ల࠭ࢡ۫ ߘ 
, అ޴ మࡅ ࠾ࡍకए  అࡓ ߝంݡ ఫంࣾࡱ ߤ అڕߘం޳ం, ఇ࢑ వదभ ړ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼, fx g x x a
అߩओ ప  ݡ ऱ࣒ ఉతओ ߝమనం అ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ ݞږ  ऒߕ ऒߖ  ऴ࢐యవ۪ऐ .fx gx x d 

छ޳ ऒߖ޵ ࠭࠲ ࡌ  వదभ ऴࣃ࢐फ ࠭  ప ऱ࣒ छ޳ ޴సࠪనం ఇ ړ  కएࡅ ࡌ dx x fx gx  ޜ వదभ ݟంߘ  d fx dx x x
సࠪనం వదभ వదभ ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ޜ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ व߯࠹  ప ऱ࣒  వࡵ ఉంܿం޴  x gx a x f a g 
व߯ڒ ࠹బܽद ऴ޳۫ ࠆߪभ ం ڒబܽद నߘऒ   ప ऱ࣒ వछߖऴ࢐య ߖన అ࠳సࠪన ړ  ంݟ, అߩओ a fx gx ࡏࠬ ݡ ux a 
వదभ ݟఫߖࡓझ ऒߕంܿڕߘంۧలߧ۫ ߖఅ ࡽࠋ కएࡅ ߘߝ బܽदڒ ࠭  ప ऱ࣒  u h u h ޜ ޴ऴ࢐࣋फ ఇ ߖన࣒ అ࠳ 
కएࡅ ޴ంޔݡంచబڵ࠙  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ కएࡅ   ప ऱ࣒  అం݄  ప ऱ࣒  ఈ ࠳న࣒  ప ऱ࣒ కएࡅ   f h g h u h u a g f 
కएࡅ  f 
మ޳ ࠾ࡍछ కएࡅ ߖߖ޵ ࠾ࡍమ ޴నݟంచబڵ࠙ ࡌ  ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳  ऴ࢐యవ۪ऐ ڴతफం࠴    h f h f a h
 ప ऱ࣒ న ఒక పऱ࣒ݟంచబڵ࠙ ޜ  ऒߕࣆ ߕ޼బܽद ఏڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ న࣒࠳  సం gڝ ߖ޳ ߖڒ  h g a h h 
మనڕ ఇ޴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మనࣄ࡯ޘ ڕన޴ ఏࠫటం݄ వ  ߩ࢙ ݟڕ పࡓ ޒࠫࡍంݡ పࡱޔࠫࡍ e 
ఉߕऒ ऒߕࣆ బܽदڒ ࠼ ओߩऱనࢀࢗ ړ కएࡅ ݡ  ప࠳ ޒࠫࡍన࣒ పߕࣆ ޒࠫࡍऒ  h h u h u h h ړޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ
సࠪనం 

కएࡅ న࣒࠳ ऒߕࣆ  छ޳   ప  ࡌ ऱ࣒ కएࡅ   ఒక ప ऱ࣒  h f a h g h g h ޙ࠼ంۨనటऱڵ࠙ ޜ ߖޒࠫࡍన࣒ ప࠳ 
ఇ޴ పޔࠫࡍల ࡅకए छ޳ యమంߖ తफం࠴  కएࡅ ࠾ࡍమ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ࡌ  పޒࠫࡍ ఏ޾ ఒక fx gx 
సమయంࡹ ఉనऒ టऱ࠴ , ޙ࠼తफం ࡅకए  పݞږ ޒࠫࡍ  ఉࡹړߖ ఉం޴ మ࠴ ࠾ࡍతफం ࡅకए  పޒࠫࡍ 
ప࠴ ޒࠫࡍతफం ڒబܽद మనం ఉపࣆڵࡆफనऒ  u a n f ړ ࠹व߯ ޴ߝఅ ޴ఉం ࡹړߖఉ ࠹व߯ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴
సࠪనం, ప ऱ࣒  व߯࠹ మࡖక ࠭ఖङ ࢐సफవ సంఖङ  ऴ࢐࣋फ ߖఅ ߘߝ , న లࣾణం࠳ ऒߖڜ ࡹ   g u x ࣄ న࠳ంకࡌबࣄ 
కएࡅ సంڝ ऒߖڜ   x f a f ޴ߝఅ ޴అ ,޴ఉంܿం ࡹړߖఉ ࠹व߯ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕల࠻ంక సమࡌबࣄ 
అߩओ కएࡅ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡹړߖఉ ࠹व߯ ݡ  व߯࠹݅ ࠹झ  व߯ړ ࠹ సࠪనం ڒబܽद ߖߖ޵u a a u c f a
चࢁమ  ړߖݞంచߧࡐߖ  మనం అం݄ అߖ ऴࣃ࢐फ ఒక ప ޴ఇ ࠆన࣒ ఆ࠳ ࠭ ऱ࣒  న࣒ u u h u a by h h c࠳ 
కएࡅ ऱࡏࣃ f c f h ޜ ߘߝ ఆ߯ , ߘగలڝࣆޓ ߤమڒ ߘߝ ߖߖ޳ న ఒకݟంచబڵ࠙ ޜ సࠪనం ڕ ऱࡏࣃ  c h
న ఒక పऱ࣒ݟంచబڵ࠙ కएࡅ న࣒࠳  h f f ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖసࠪనమ ޒࠫࡍఈ ప ࠾ࡍమ ߘఉంܼ ڵ࡯క ߖ 
ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ फࣃऴ࢐ ߖऱ అࡏࣃ  ऒߕࣆ ࠹व߯  ߘ ࡓ ࠹బܽद व߯ڒ ޴ఉంܿం ړ ऱܿ व߯ړ ࠹ c f a h u a c f 
సࠪనం ڒబܽद ఈ ࡓంݡ ఫޑ࡯లߘ ఉపڵࡆంۨ మనం మࡍంత ߄ࣃరణంڴ 
పओۮ గలం, ࡅకए ࡓ  ऱܿ  ప ऱ࣒ ࡓ  ऱܿ మ࠾ࡍ व߯࠹ ఎ܊  व߯࠹ ఉం޴ అߩओ  x u c 1 fx c 2 g x f a a ݡ
వదभ व߯ࡓ ࠹ ऱܿ व߯࠹ పऱ࣒ ࡓ  ऱܿ व߯࠹ ఇښ ޴వలం ࠭ߘపܽ ࡓంݡ లࣾހలߘ కలపడం u c 1 f c 2 g a 
వలऱ ࡅకए  व߯࠴ ࠹తफం ߖయమం ऴపڒరం సࠪనం అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ.a u 

కएࡅ వదभ వదभ ݟంߘ ݟంߘ సࠪనం  d d dx x x a a ړ  x 
కएࡅ   ప ऱ࣒ छ޳  కएࡅ ࡌ సࠪనం f x d dx c g x x x a ړ వదभ వదभ ݡంࡓ 

మࣄ ࠾ࡍबర ڷణకం ޳छ ࡓ ఒక ޴ఇ ࡌ ऱܿ व߯࠹  ప ऱ࣒ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ړ సࠪనం ࠭ߘపܽ ࡓంݡ c f a c g
ఫޑ࡯ల ޳छ ऒߖڜ బܽदڒ ࡍస ߖ ࠹व߯ ࡌ ऒߖޑ࡯ఈ ఫ ړߖݞంచށగ ߘల ࢟ܽ࢘ࡍݥ   ఉపڵࡆం۪޳ం ڒబܽद a 
ఉ޳హరణߖ ڕ ࣋ए छ भ޳ۯ సࠪనం ړ న࣒࠳ ࡛ ం   ప ऱ࣒ एړࡵ వదभ ݡ࠮ ߖ ࠹व߯ ݡంࡓ  ంచంݟ,fx x thr ee x f 

కߘక మనࣄ࡯ޘ ڕన޴ ఏࠫటం݄ , ࡅకए  ࣋ए छ కएࡅ ంకంࡌबࣄ ࠾ࡍమ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࡛  ఉతओ నऒ ం ࡅకए  x x 
ఉతओ నऒ ం మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद 

࣋ए छ కएࡅ ࡛ కएࡅ ݡంࡓ ంకంࡌबࣄ ࠾ࡍఒకܽ మ ࠑ ݡంࡓ   ఉతओ నऒ ం ߕࣆऒ , ࣋ए छ ࡛x dx dx xd dx x x 
న࣒ 3  ప࠳ ऱ࣒  2 x 
కएࡅ  ఉతओ నऒ ం ࠳న࣒ ࡓ ݡ࠮ ڕ ऱܿ ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ఒకܽ మߕࣆ ࠾ࡍऒ x x x 2 ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ
కएࡅ  व߯࠹ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.f 
  ఏڝ ߕ޼సం ఉతओ నऒ ం వదभ ఉంܿం޴ మࡓ ࠾ࡍం࠳ ݡన࣒ ޳ ݡ࠮छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ మ࠾ࡍ x x x 
కߘక ݡ࠮ వదभ व߯ࡏࠬ ߖ ࠹ పऱۃ ఇ࡯࠻ۯ ߤ ఈకछ ࡓ ݡంࡓ ,ޓऴ ܿ ࡽ ऱܿ ࠳ ݡ࠮న࣒ ݡ࠮, ఇ޴ f x 
ऒߖయࠪߖ తफం࠴ బܽद ఈڒ సࠪనం ړݟڕ ݡ࠮  ఉపڵࡆంۨ మࣄ ࠾ࡍबర࠳న మ࡯द࡮ ࡽࡐ ࡽߩ 
ఈ ఫంࣾߤ ల కల࠼క ڝసం ړࡵ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥए ంచవ۪ऐ ఒకए ޒऴప ࡹ࢐ܽ , ܽ ఉతओ నऒ ం ࣋࡯ޘ ڕߕफ, ࠭࠲ ఇకए డ 
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ఆࣃ࢘ߧफ ࠭ మ࠾ࡍ తޒ࢐ࡏ తరగࡹޒ మనం మߖڜࡍऒ  లࣾހలࡏߝ ߘऐ ऒߖڜࡍమ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕ  ఫంࣾనऱ 
ఉతओ ऒߕ ऒߖ एړࡵ  फࣃ ࠭ ధనङ  ࡏࠬ ࡏࠬ  ࡱ޳࢐
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