
 அைனவ௠க்ஶம் வணக்கம், இன்௥ நான் கால்ஶல௻ல் இரண்௄ ௘க ௚க்ழயமான 
க௠த்ௌகைளத் ெதாடங்ஶழேறன், அைவ ஒ௠ ெசயல்பாடூ்ன் ெதாடரச்஼் மற்௥ம் ேவ௥பா௄ 
என்௥ இௌவைர நாங்கள் ஒ௠ கட்டத்ொல் ஒ௠ ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௖கள் என்றால் என்ன என்௥ 
ஆய்௵ ெசய்ேதாம், ேம௩ம் பாரப்்ேபாம் ஒ௠ ௖ள்ளி௜ன் ெசயல்பாட்ூன் ெதாடரச்஼் மற்௥ம் 
ேவ௥பா௄கைள வைரய௥ப்பொல் வரம்௖கள் ௚க்ழய பங்ஶ வழக்ழன்றன, ேம௩ம் அ௄த்த௄த்த
௳ரி௵ைரகளில் இந்த க௠த்ௌகளின் பல பயன்பா௄கைளப் பாரப்்ேபாம், எனேவ ஒ௠ கட்டத்ொல் 
ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பா௄ என்றால் என்ன என்பைத வைரய௥ப்பொல் இ௠ந்ௌ 
ஆரம்௔க்ழேறன்,
 அதனால் என்ன ெசய்வௌ என்௥ நான் ௳வாொப்ேபன்.
  ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் ஒ௠ ெசயல்பாடூ்ன் ெதாடரச்஼் என்௥ நான் ெசால்ழேறாம், எனேவ ஒ௠ 
ெடாைமன் இல் வைரய௥க்கப்படட் ஒ௠ உண்ைமயான மொப்௖ைடய ெசயல்பாடாக இ௠க்க d 
ேவண்௄ம் என்௥ நாங்கள் எப்ேபாௌம் க௠ௌேவாம்,  
எனேவ உண்ைமயான எண்ணின் ௌைணக்ஶ௱வான ஒ௠ ெடாைமன் இல் ெசயல்பா௄ r d 
வைரய௥க்கப்பட௄்ள்ளௌ 
என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.

க்ஶ ெசாந்தமானௌ, அதாவௌ என்பௌ இன் இல் வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ   d f a f f 
இன் a 

இன் ெசயல்பாட்ூன் வரம்௖க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், இல் என்பௌ ெதாடரச்஼் என்௥ x a f 
ஷ௥ேவாம் எனேவ இன் வரம்௖ க்ஶ ெசல்வதற்ஶ a xx a 

இன் ெசயல்பா௄ , x 
஼ல இைடெவளி௜ல் ஒ௠ ொறந்த இைடெவளி௜ல் வைரய௥க்கப்பட 
ேவண்௄ம் என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க  .

இரண்௄ நிபந்தைனக௬ம் ௚த௧ல் க்ஶ சமம் என்றால்   x a 
இன் வரம்௖ ஐ ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ இன் வரம்௖ உள்ளௌ, எனேவ ௚த௧ல் ஐ x x x x 

அேஶம்ேபாௌ ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௖ இ௠க்க ேவண்௄ம் மற்௥ம் இன் இரண்டாவௌ a f x 
இன் இன் வரம்௔ற்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் f 

ஐ ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ, இ௠ப்பதற்கான வரம்௖க்ஶ , ெசயல்பா௄ ஼ல இைடெவளி௜ல் x a ah 
வைரய௥க்கப்பட ேவண்௄ம் என்பைத இங்ேக ஷ௥ழேறன், ஆனால் அவ஼ய௘ல்ைல ஆனால் 
அவ஼ய௘ல்ைல ஆனால் இல் வலௌக்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ வரம்௔ற்ஶ x 
ெசயல்பா௄ ேதைவ௜ல்ைல க்ஶ சமமாக வைரய௥க்கப்பட ேவண்௄ம், ஆனால் ெதாடரச்஼் x 
வைரயைற என்பௌ இல் ெசயல்பாடூ்ன் மொப்௖ வரம்௔ற்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , a 
எனேவ என்பௌ ெதாடரச்஼்யாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , க்ஶ என்பௌ இல் ெதாடரச்஼்யாக f f fx x 
இ௠க்க ேவண்௄ம்.

இல் கண்ூப்பாக மற்௥ம் க்ஶ சமம்  இல் இன் இன் வரம்ைப அேஶழறௌ,  x a f x x f x 
எனேவ ஼ல எ௄த்ௌக்காட௄்கைளப் பாரப்்ேபாம், 
எனேவ இன் ஐக் க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம், இௌ க்ஶ x f x 
0 க்ஶம் ஶைறவானௌ மற்௥ம் 1 க்ஶ சமமான ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியௌ, எனேவ நீங்கள் 
வைரபடத்ைத வைரந்தால் இந்த ெசயல்பா௄ அைனத்ௌ எொரம்ைறக்ஶம் ௗஜ்௷யமாஶம், x 
ேம௩ம் க்ஶ சமமான ௗஜ்௷ய எஃப்எக்ஸ் ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ இௌ எனௌ மற்௥ம் இௌ x xy y 
இன் வைரபடம் க்ஶ சமம் எனேவ இங்ேக நமக்ஶத் ெதரிந்தௌ என்னெவன்றால் இங்ேக வரம்௖ x 

இல் இன் அேகல் 0 இௌ இல்ைல, ஏெனனில் இௌ இன் ௗஜ்௷யத்ொல் இடௌ ைக வரம்௖ x x x x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம், இௌ ௗஜ்௷யத்ொல் வலௌ ைக வரம்௖க்ஶ சமமாக இல்ைல, எனேவ வரம்௖ 
இல்ைல என்பதால் எனேவ இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமாக இல் ெதாடரச்஼்யாக இல்ைல, f x x x
இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இல் வைரய௥க்கப்படட்ா௩ம், ௗஜ்௷யத்ொன் ஒன்௥க்ஶ x x f 
சமம் ஆனால் நீங்கள் ௗஜ்௷யத்ைதத் த௳ர ேவ௥ எந்தப் ௖ள்ளிைய௞ம் எ௄த்ௌக் 
ெகாண்டால் ஆனால் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமாக இல்லா௳ட்டால் a x 

ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ இன் இன் வரம்௖ கண்ூப்பாக ேநரம்ைறயாக இ௠ந்தால் 1 க்ஶ சமம் a x f a 
மற்௥ம் இௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் என்பௌ கண்ூப்பாக எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால் சரி , இந்த 
வைரபடத்ொல் இ௠ந்ௌ பாரக்்க ௚ூ௞ம், நாம் ஏேத௑ம் ஐ ேநரம்ைறயாக எ௄த்ௌக் a 
ெகாண்டால், இந்த ௖ள்ளி உள்ள இைடெவளி௜ல் ெசயல்பா௄ நிைலயான ஒன்றாஶம், எனேவ a 
இடௌ ைக வரம்௖ மற்௥ம் வலௌ ைக  வரம்௖ இரண்௄ம் ஒன்௥க்ஶ சமம் ஆனால் உங்கள் a 
இங்ஶ எங்காவௌ எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால் , இந்த இைடெவளி௜ல் ெசயல்பா௄ ஒேர 
மாொரியாக ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ வரம்௖ ௗஜ்௷யமாஶம், ேம௩ம் இன் வரம்௖ a 
ௗஜ்௷யமாஶம், இன் வரம்௖ 1 ேநரம்ைறயாக௵ம் , எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால் 0 ஆக௵ம் a a 
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இ௠க்ஶம், எனேவ ெசயல்பா௄  இன் ஆனௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான  ஐத் த௳ர  x f  x 
எல்லாப் ௖ள்ளிகளி௩ம் ெதாடரச்஼்யாக இ௠க்ஶம்.
 ெசயல்பாடூ்ன் வைரபடத்ைத வைரய ௚ூந்தால், நம்௘டம் இந்த ௖ள்ளி உள்ளௌ என்௥ a 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், இௌ இன் ௖ள்ளி காற்௖ள்ள ஆஶம், எனேவ a a f y 
ெசயல்பாடூ்ன் வைரபடத்ைத இன் க்ஶ சமமாக வைரய ௚ூந்தால் இன் இன் x f x f 
ெதாடரச்஼் 

சமம்  at  x al to a 
என்பௌ வைரபடத்ொல் உள்ள 

இன் இன் காற்௖ள்ளி௜ன் ௖ள்ளிக்ஶ அ௠ழல் வைரபடம் உைடக்கப்பட௳ல்ைல, எனேவ a a 
இந்தச ்ெசயல்பாட்ூன் வைரபடத்ைத இந்தப் ௖ள்ளி௜ன் அ௠ேக உங்கள் ேபனாைவத் 
்க்காமல் இன் கமா ஐ வைரயலாம்.a f 
  ெதாடரச்஼்௜ன் ௔ன்னைடைவச ்ெசய்ய இந்த உள்௬ணர௵் வைரயைற ேபாதாௌ என்பைதக் 
காண்ேபாம், எனேவ ௚ந்ைதய உதாரணத்ொற்ஶ க்ஶ சமமான 1 க்ஶ 0 மற்௥ம் 0 க்ஶ fx x 
ஶைறவாக உள்ளௌ அல்லௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமானைத ௳ட அொகமாக ெசான்ேனாம் இந்த 
௖ள்ளி ௗஜ்௷ய காற்௖ள்ளிக்ஶ அ௠ழல் நீங்கள் வைரபடத்ைத வைரந்தால் , க்ஶ ௗஜ்௷யத்ைத x 
௳ட ெபரியதாக நீங்கள் பாரக்்ழ௤ரக்ள், இௌ ஒன்௥ ஆனால் க்ஶ ஶைறவாக 0 க்ஶ இௌ 0 x 
ஆஶம்.
 எனேவ இந்த ெசயல்பாடூ்ற்ஶ இைத உைடக்க ௚ூயாௌ, எனேவ இங்ேக நீங்கள் எஃப் வைரபட 
௳ைள௵கைளப் பாரக்்ழ௤ரக்ள்.
 
ௗஜ்௷ய கமா ஒன்௥க்ஶ அ௠ழல் வைரபடத்ைத உைடத்ௌ௳ட்டௌ, எனேவ இந்த உதாரணம் 
ஒ௠ கட்டத்ொல் ெசயல்பா௄ ெதாடரச்஼்யாகேவா அல்லௌ இைட௳டாததாகேவா இ௠ந்ததற்ஶ 
௚ந்ைதய உதாரணம், ஏெனனில் அந்த கட்டத்ொல் வரம்௖ இல்ைல, ஆனால் அ௄த்த உதாரணம் x
இன் ெசயல்பாட்ைடக் க௠த்ொல் ெகாள்ளலாம்.

௚தல் 1 வைர ஆனௌ 0 மற்௥ம் இல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இல்ைல, எனேவ இந்த   al x x x 
ெசயல்பா௄ ௗஜ்௷யத்ைதத் த௳ர அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளி௩ம் ஒன்றாஶம், எனேவ நாம் இங்ேக ஒ௠
ொறந்த வட்டத்ைத வைரழேறாம் , இௌ மொப்௖ ஒன்௥ மற்௥ம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான இல் x 
இௌ ௗஜ்௷யமாஶம்.
 எனேவ இௌ இன் ெசயல்பாடூ்ன் வைரபடமாஶம், எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் உள்௬ணர௵் x 
அரத்்தத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌவதன் ௛லம், இந்த ௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் காற்௖ள்ளி௜ல் இந்த வைரபடம்
உைடந்ொ௠ப்பைதக் காணலாம், எனேவ ெசயல்பா௄ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான இல் x 
ெதாடரச்஼்யாக இல்ைல.

0ஐ ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ இன் இன் வரம்ைப நீங்கள் இங்ஶ பாரத்்தால், இௌ உள்ளௌ மற்௥ம்  x x f 
1 க்ஶ சமம் ஆனால் 0 இல் உள்ள ெசயல்பாட்ூன் மொப்௖ 0 க்ஶ சமமாக ெகா௄க்கப்ப௄ழறௌ, 
இௌ இன் இன் வரம்௖க்ஶ சமமாக இல்ைல.x f 
 ௗஜ்௷யத்ைத அேஶழறௌ எனேவ இன் ெசயல்பா௄ x 

இல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இைட௳டாௌ, எனேவ இரண்௄ உதாரணங்கைள ஒன்௣ல் x 
பாரத்்ேதாம்.
  அந்த கட்டத்ொல் ெசயல்பா௄ வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ 
ஆனால் மொப்௖ உள்ளௌ  ெசயல்பாட்ூன் வரம்௖க்ஶ சமமாக இல்ைல, எனேவ ௙ண்௄ம் அந்த e 
கட்டத்ொல் ெசயல்பா௄ இைட௳டாமல் உள்ளௌ, இப்ேபாௌ இந்த உதாரணத்ைத பாரப்்ேபாம் x 
இன் இந்த உதாரணம் ஐக் க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம், இௌ இன் இன் மடங்ஶ ைசன் f x x x x 
மற்௥ம் நான் 1 இைத எ௱ௌழேறன்.by x 

க்ஶ சமமான 0 க்ஶ அரத்்தம் இல்ைல, எனேவ  x 
இௌ க்கான ெசயல்பாடூ்ன் மொப்௖ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இல்ைல மற்௥ம் இௌ க்ஶ x x 
சமமான ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ வைரய௥க்கப்பட௳ல்ைல எனேவ க்ஶ சமமான 0 க்ஶ நான் x 
ெசயல்பாடூ்ன் மொப்ைப வைரய௥ப்ேபன்  0 ஆக இ௠க்க ேவண்௄ம்.
 எனேவ இௌ 0 இல் 0 ஆக இ௠க்ஶம் ெசயல்பா௄ மற்௥ம் எந்த ௗஜ்௷யம் அல்லாத ெசயல்பா௄ x 

மடங்ஶ ைசன் 1 ஆல் ஆஶம், எனேவ இங்ேக நீங்கள் என்ன ெசால்ல ௚ூ௞ம் x x 
இல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான ெதாடரச்஼் எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் நீங்கள்  நீங்கள் x f 

ெசயல்பாடூ்ன் வைரபடத்ைத ைடம்ஸ் ைசன் ஒன்௣ன் ௛லம் வைரய ௚யற்஼க்ழ௤ரக்ளா x x 
என்பைதப் பாரக்்க௵ம் , ௖ள்ளி 0 க்ஶ அ௠ழல் அைத வைரவௌ ௘க௵ம் கூனம், ஏெனனில் 
நீங்கள் 0 க்ஶ அ௠ழல் ெசல்௩ம்ேபாௌ ைசன் 1 ைப என்ற சார௖் ஊசலா௄ழறௌ, எனேவ x 
இங்ேக ெசால்ழேறன் வைரபடத்ைத வைரவௌ கூனம், எனேவ வைரபடம் உைடந்ௌ௳ட்டதா 
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இல்ைலயா என்பைதப் பாரப்்பௌ கூனம், ஆனால் அைத ௳௄ங்கள்  நம்மால் ௚ூந்தால் 
வரம்ைபக் கணக்ழட ௚யற்஼க்க௵ம், ஆனால் வரம்௔ன் வரம்ைபக் கணக்ழட ௚ூ௞மா  x x 
இன் 0 க்ஶ ெசல்௩ம் வரம்ைப ௔ன்வ௠மா௥ கணக்ழடலாம், இந்த உதாரணத்ைத நாம் இதற்ஶf 
௚ன்௖ பாரத்்ொ௠க்கலாம் என்௥ நிைனக்ழேறன் , எனேவ வரம்௖ இ௠ப்பைத எப்பூ ெசய்வௌ 
எனேவ நீங்கள் இன் ஐப் பாரத்்தால், இன் என்றால் என்ன என்பைதப் பாரப்்ேபாம், f x x mod f 
இௌ இன் மடங்ஶ ைசன் 1 ஆல் க்ஶ சமம், இௌ மடங்ஶ க்ஶ சமமானைத x x x mod x mod sin 
௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ மற்௥ம் x sine of one by  x 
எல்லாவற்௥க்ஶம் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶம் ஒன்௥க்ஶம் இைட௜ல் எப்ேபாௌம் இ௠க்ஶம் என்பைத 
நாங்கள் அ௣ேவாம் , நிசச்யமாக க்ஶ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் இல்ைல நிசச்யமாக க்ஶ x x 
சமமான ௗஜ்௷ய அைடயாளம் ஒன்௥ வைரய௥க்கப்பட௳ல்ைல ஆனால் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ x 
சமமாக இல்லாத எந்த க்ஶம் இன் ைசன் எப்ேபாௌம் இைட௜ல் இ௠க்ஶம் என்பைத x y 
அ௣ேவாம்.
  ைமனஸ் ஒன்௥ மற்௥ம் ஒன்௥ எனேவ ேமாட் ஼ன் ஒன்௥ இௌ ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ இன் x x 
ேமாட் 1 ைப இௌ ேமாட் க்ஶ சமமானைத ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ மற்௥ம் நிசச்யமாக இௌ x x 
நாம் ௚௱ைமயான மொப்ைப எ௄த்ௌக்ெகாள்வதால் இௌ அொகமாஶம்  0 க்ஶ சமம்.
 இப்ேபாௌ நாம் சாண்ட௳்ச ்ேதற்றத்ைதப் பாரத்்ேதாம், எனேவ 

இன் 0 க்ஶ ெசல்௩ம் வரம்௖ 0 ஆஶம், இௌ அல்  இடௌ ௖றத்ொன் எல்ைலக்ஶ சமம் 0 என x o x 
சாண்ட௳்ச ்ேதற்றத்தால் க்ஶ ெசல்௩ம் ஼ன் வரம்௖ ௛லம் நாம் x 0 x x 1 x mod x sin 1 by 

என க்ஶ ெசல்ழறௌ இௌ 0 க்ஶ சமம் மற்௥ம் இௌ வரம்ைபக் ஶ௣க்ழறௌ இன் ன் x x 0 x x 
ஒன்௥ ஆனௌ ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ ெசயல்பாட்ூன் வரம்௖ x 
0 க்ஶ சமமாக வைரய௥க்கப்பட௄்ள்ளௌ, ேம௩ம் இௌ ஐ ெந௠ங்ஶம்ேபாௌ இன் இன் x 0 x f 
வரம்௔ற்ஶ சமம் எனேவ ெதாடரச்஼்௜ன் வைரயைற௜ன்பூ எனேவ இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ f x 
சமமாக இல் ெதாடரழ்றௌ, எனேவ இந்த எ௄த்ௌக்காட௄் ௚க்ழயமானௌ, ஏெனனில் இங்ேக x 
ெசயல்பாடூ்ன் வைரபடத்ைத வைரந்ௌ ௔ன்னர ்ெசயல்பா௄ 

க்ஶ சமமாக உள்ளதா அல்லௌ அௌ கூனமானௌ அல்ல, ஆனால் ெசயல்பாட்ூன் வரம்ைபக் x 
கணக்ழ௄வதன் ௛லம்.
  0 இல், அௌ 0 இன் ெசயல்பாட்ூன் மொப்௖க்ஶ சமம் என்௥ பாரத்்ேதாம் , எனேவ ெசயல்பா௄ 
ௗஜ்௷யத்ொல் ெதாடரழ்றௌ, எனேவ ெசயல்பா௄ உள்ளதா என்பைதக் கண்ட௣ய ௘க௵ம் 
எளிதாக இல்லாத ஼ல ெசயல்பா௄களின் ஼ல எ௄த்ௌக்காட௄்கைளப் பாரப்்ேபாம்.
 ஒ௠ கட்டத்ொல் ெதாடரந்்ௌ அல்லௌ இல்ைல ஆனால் என்ைன ௳௄ங்கள்  ௚ன்ேனாக்ழச ்
ெசன்௥ 
, ஒ௠ ெசயல்பாடூ்ன் ேவ௥பாட்ூன் மற்ெறா௠ க௠த்ைதப் பற்௣ ௳வாொக்க௵ம், எனேவ இன் x f
உண்ைமயான மொப்௖ைடய ெசயல்பாடாக இ௠க்கட௄்ம் , அதாவௌ ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௖ 
உண்ைமயான எண்ணின் ௌைணக்ஶ௱வாக இ௠க்கட௄்ம்.

இன் வரம்௖ வரம்௖ இன் இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ் ெசன்றால், க்ஶ சமமாக    h f f x 
ேவ௥படலாம்  என்பௌ  க்ஶ சமமான ஐக் ெகாண்ட ஒ௠ ொறந்த இைடெவளி௜ல் x x e 
வைரய௥க்கப்பட ேவண்௄ம் , ஏெனன்றால் ஷட்டல் இன் ஷட்டல் இன் ஒ௠ ஷட்டல் x f x f h 
க௯த்தல் இன் வரம்௖ ஆல் வஶக்கப்பட ேவண்௄ம் என்௥ நாங்கள் ஷ௥ழேறாம், எனேவ f h 
௚த௧ல் நீங்கள் பாரக்்ழ௤ரக்ள் இங்ேக இன் உள்ளௌ, எனேவ என்பௌ க்ஶ சமமாக a f f x 
வைரய௥க்கப்பட ேவண்௄ம், ேம௩ம் ஷட்டல் க்ஶ ஐ எ௱ௌழேறாம் , ௔ன்னர ்a h f h 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெசல்௩ம் வரம்ைப எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், எனேவ ேநரம்ைற அல்லௌ h 
எொரம்ைறயாக இ௠க்கலாம்.
  மற்௥ம் ஼௣ய உண்ைமயான எண் எனேவ ெசயல்பா௄ ஼லவற்௣ல் வைரய௥க்கப்பட 
ேவண்௄ம்  இைடெவளி௜ல் ஒ௠ இங்ேக இ௠ந்தால் , இதற்ஶ அ௠ழ௩ள்ள ஼ல இைடெவளி௜ல் 
ெசயல்பா௄ வைரய௥க்கப்பட ேவண்௄ம், ௔ன்னர ்மட௄்ேம ெசயல்பாட்ூன் ேவ௥பாட்ைடப் 
பற்௣ ேபச ௚ூ௞ம், எனேவ இப்ேபாௌ நான் எ௱ொய இன் எச ்ைமனஸ் எஃப் ௳ழதத்ைத f 
௳ளக்ஶழேறன்.

ஆல், நீங்கள் ெசயல்பாடூ்ன் வைரபடத்ைதப் பாரத்்தால், நான் வூ௳யல் ௳ளக்கத்ைத   h 
எ௱ௌழேறன், எனேவ நான் ஒ௠ ெசயல்பாடை்ட வைரழேறன், இந்த ௖ள்ளிைய க்ஶ சமமாக x 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறன், எனேவ இௌ இன் எஃப் இப்ேபாௌ என்னிடம் இந்த ௖ள்ளி உள்ளௌ.a 
  நான் இந்த ௖ள்ளிைய என அைழக்ழேறன், அதன் ஆயத்ெதாைல௵கள் இன் காற்௖ள்ளி p a 
மற்௥ம் மற்ெறா௠ ௖ள்ளிைய பாரக்்கலாம், இௌ ஒ௠ ௔ளஸ் இங்ேக நான் ேநரம்ைறயாக h h 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறன், ௔ன்னர ்இங்ேக மற்ெறா௠ ௖ள்ளி உள்ளௌ, அதன் ஆயத்ெதாைல௵கள்q 

இன் ஷட்டல் மற்௥ம் ஆஶம்  ப்ளஸ் எனேவ எங்களிடம் உள்ளௌ இௌ ஒ௠ ௔ளஸ் இன் a h f h h 
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ஆஶம்  இன் ஷட்டல் ைமனஸ் எனேவ இந்த ௳ழதம் இன் ௳ழதம் ஷட்டல் f a h f f a h 
க௯த்தல் ஆல் இௌ ஒன்௥ம் இல்ைல f h 
, இௌ ௖ள்ளிகைள இைணக்ஶம் ேகாட்ூன் சாய்வாஶம் , இௌ இன் மற்௥ம் ஆல் p af a q 
ெகா௄க்கப்ப௄ம், இௌ இன் இப்ேபாௌ ஐ ெந௠ங்ஶம்ேபாௌ என்ன a plus hf a plus hf h 0 
நடக்ஶம், எனேவ இௌவா என்௥ நாம் ேகடக் ேவண்௄ம்.
 இந்தச ்ெசயல்பாட்ூன் வரம்௖ ஐ அேஶம் ேபாௌ இந்த ௳ழதம் உள்ளௌ அல்லௌ இல்ைல h 0 
என்பைத நீங்கள் இந்த வைரபடத்ொல் இ௠ந்ௌ பாரத்்தால், ஐ அேஶம் ேபாௌ இந்த ௖ள்ளி h 0 q
அேஶழறௌ க்ஶ ௚ைனழறௌ ௖ள்ளி க்ஶ ௚ைனழறௌ மற்௥ம் என்ன நடக்ழறௌ p , h 0 q p 
மற்௥ம் அௌ வைள௳ல் இந்த ௖ள்ளிகைள இைணக்ஶம் ேகா௄ ௔ரி௵ மற்௥ம் ஐ secant p q 
இைணக்ஶம் ேகா௄ ௔ரி௵  

௖ள்ளி௜ல் ஒ௠ கமா ௖ள்ளி௜ல் ெதா௄ேகாடை்ட ெந௠ங்ஶழறௌ எனேவ நான் மற்ெறா௠ a f a 
வைரபடத்ைத வைரயலாம் இந்த ௖ள்ளி இங்ேக உள்ளௌ மற்௥ம் இந்த ெதா௄ேகா௄ உள்ளௌ p 
இந்த நகரழ்றௌ மற்௥ம் இந்த ௖ள்ளிைய அேஶழறௌ ேகா௄ இந்த q p secant 
ெதா௄ேகாடை்ட ெந௠ங்ஶழறௌ மற்௥ம் ேகாட்ூன் சாய்௵ ெதா௄ேகாடை்ட secant 
ெந௠ங்ஶழறௌ, எனேவ ஐ ஷட்டல் க௯த்தல் ஐ ஆல் வஶத்தால் இௌ ெதா௄ேகாட்ூன் f h f h 
சாய்வாஶம்  வரம்௖ உள்ளௌ  சரி , ெசயல்பா௄ ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயதாக இ௠ந்தால் , இன் x f 
ஆனௌ க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், ௔ைரம் ஆல் ஶ௣க்ழேறாம், இந்த வரம்௔ன் ஷட்டல் x f a f h 
க௯த்தல் ஐ ஆல் வஶத்தால், அௌ ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயதாக இ௠ந்தால்  இந்த வரம்௖ உள்ளௌ f h 
௔ன்னர ்இந்த வரம்௖ ௔ைரம் என வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ மற்௥ம் ப்ைரம் என்பௌ f a f a x 
இன் இன் வ௯த்ேதான்றல் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இந்த வரம்௖ இ௠ந்தால் மற்௥ம்x 
வரம்௖ இ௠ந்தால், இந்த ேவ௥பா௄ ேகாைசனின் வரம்௖ என்பௌ வ௯த்ேதான்றலாஶம்.
  இல்ைல, ௔றஶ , ேகாைசன் ௳த்ொயாசத்ொன் வரம்௖ ஒ௠ ஷட்டல் ைமனஸ் இன் ஆல் h f a h 
இல்ைல என்றால், ெசயல்பா௄ ேவ௥ப௄த்த ௚ூயாௌ என்௥ ஷ௥ேவாம்.
  இப்ேபாௌ ஼ல எ௄த்ௌக்காட௄்கைளப் பாரப்்ேபாம், எனேவ ௚த௧ல் எளிைமயான ெசயல்பா௄ 

இ௧௠ந்ௌ க்ஶ எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம், அங்ஶ இன் என்பௌ மா௣௧க்ஶ சமம், எனேவ r r x f ca 
அைனத்ௌ க்ஶம் க்ஶ சமமான இன் நிைலயான ெசயல்பாடை்டப் பாரப்்ேபாம்.x c x 

இல் இப்ேபாௌ இங்ேக  r 
எந்த இன் க்ஶ எஃப் என்றால் என்ன  ஷட்டல் ைமனஸ் க்ஶ சமம் இௌ ைமனஸ் a rf a h f c c 
க்ஶ சமம், இௌ எல்லா க்ஶம் 0 ஆஶம், எனேவ ஷட்டல் ைமனஸ் இன் இன் வரம்௖ h a h f f h 
ஆல் இௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம், ஏெனனில் எண் ௗஜ்௷யமாக இ௠ப்பதால் இன் ஒவ்ெவா௠ f  a 

மற்௥ம் ப்ைரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ நிைலயான ெசயல்பாடூ்ற்ஶ வ௯த்ேதான்றல் a f 
எல்லா இடங்களி௩ம் 0 ஆஶம், அ௄த்த உதாரணம் க்ஶ சமமான ஐப் பாரப்்ேபாம், x fx 
இப்ேபாௌ வரம்ைப ௙ண்௄ம் கணக்ழட ௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ ௔ைரம் இௌ சமம் இன் f a h 
ௗஜ்௷ய க்ஶ ெசல்௩ம் இன் வரம்௖ ஆல் வஶக்கப்ப௄ழறௌ, இௌ இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்f h h h 
ெசல்௩ம் வரம்௖க்ஶ சமம் என்பௌ ைமனஸ் என்பௌ ஆல் வஶத்தல் இங்ேக ஒ௠h a plus h f h 
க௯த்தல் ரத்ௌெசய்ழறௌ எனேவ இௌ க்ஶ ேமல் இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்௩ம் a  h h 
வரம்௖க்ஶ சமம் மற்௥ம் க்ஶ ேமல் ௗஜ்யம் அல்லாத என்பௌ ஒன்௥ எனேவ இந்த வரம்௖ h h 
ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ க்ஶ சமமான வ௯த்ேதான்றல் ௔ைரம் அைனவ௠க்ஶம் fx x f x 
ஒன்௥க்ஶ சமம் இல் சரி இன்௑ம் ஒன்ைறக் கணக்ழட ௚யற்஼ப்ேபாம், x r 
நான் இன் ஷட்டல் ௔ரி௳ன் க௯த்தல் ஐப் பாரத்்தால் இப்ேபாௌ சௌரத்ொற்ஶ x f x h f x 
சமமான ஐப் பாரக்்கலாம் ௗஜ்௷யத்ைத ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ இந்த வரம்௖ ஆல் fx h h h 
இ௠ந்தால், அௌ ப்ைரம் இன் வ௯த்ேதான்றலாக இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ ஷட்டல் சௌரம் f x x h 
க௯த்தல் சௌரத்ைத ஆல் வஶத்ௌ ஷட்டல் சௌரத்ைத சௌரம் ஷட்டல் 2 ெப௠க்கல் x h x h x h x
என எ௱ௌழேறாம்  ஷட்டல் சௌரம் ைமனஸ் சௌரத்ைத ஆல் வஶத்தால் சௌரம் மற்௥ம் h x h x 

சௌரம் ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ழறௌ, எனேவ இைத நாங்கள் எப்ேபாௌம் க்ஶ எ௱ௌழேறாம் x h 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இல்ைல, இௌ ெப௠க்கல் இரண்௄ ஷட்டல் ஆல் க்ஶ சமம் h x h h 
எனேவ இௌ இரண்௄ ஷட்டல் க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ இௌ இரண்௄ க்ஶ ெசல்ழறௌ x h x 
என்பைதக் காண்ழேறாம் ேபாஶம்ேபாௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெசல்ழறௌ, எனேவ ப்ைரம் x h f x 
என்பௌ இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்௩ம் வரம்௖ ஆஶம்  ேம௩ம் ஒ௠ ஶ௣௝டை்ட h 
அ௣௚கப்ப௄த்ௌங்கள், எனேவ இந்த ப்ைரம் என்பௌ இன் ஆல் ஆல் அல்லௌ f x x dx d dy 
ஆல்  

ஆல் ஶ௣க்கப்ப௄ம்  ெசயல்பா௄ என்பௌ ௗஜ்௷யம் ஆல் ெசயல்பாடூ்ன் க்ஶ dx d dx fx x 
சமம் ஒன்௥க்ஶ சமம் மற்௥ம் சௌரத்ொன் என்பௌ இௌவைர 2 க்ஶ சமம் என்௥ d x x dx x 
பாரத்்ேதாம்.
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 இந்த ௛ன்௥ வ௯த்ேதான்றல்கைள நாம் இப்ேபாௌ ஒ௠ ௚க்ழயமான பண்௖ என்௥ 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், மற்௥ம் இன் இரண்௄ சார௖்கள் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், fx g x 
அைவ  க்ஶ சமமாக ேவ௥ப௄ழன்றன.x 
 

ஆல் இைத நாம் இல் எ௱ௌேவாம், இௌ க்ஶ சமம் க்ஶ சமம் , இன் க்ஶ dx x fx x gx fx dx 
சமம்.

ப்ைரம் எனேவ ஆதாரத்ைதப் பாரப்்ேபாம், எனேவ  g a 
க்ஶ சமமான ஐ எ௱த அ௑மொக்ழேறன், ௔ன்னர ்fx plus gx ux 

ஒ௠ ஷட்டல் க௯த்தல் ஐ ஆல் வஶத்தால் என்௥ எ௱ொனால், இௌ சமம் இன் u h u h u f a plus
௔ளஸ் இன் அதாவௌ இன் இந்த க௯த்தல் என்பௌ இன் h g a plus h , u a plus h u a a 

இன் ஆஶம் , ஆல் வஶத்தால் இைத ஒ௠ ஷட்டல் க௯த்தல் இன் இன் plus g f h h f f 
ஷட௄்த்ெதாைகயாக எ௱தலாம்.
  ஒ௠ ஷட்டல் ஆல் வஶத்தால், ஷட்டல் க௯த்தல் ஆல் வஶத்தால், ௗஜ்௷யம் h g a h g a h 
அல்லாத எந்த க்ஶம் நாம் இைதப் ெப௥ழேறாம், நமக்ஶத் ெதரிந்த ௳ஷயம் என்னெவன்றால் h 

வலௌ ௖றத்ொன் வரம்௖ இ௠ வரம்௖க௬ம் உள்ளன, எனேவ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்௩ம் th  e h 
ேபாௌ இன் ஷட்டல் க௯த்தல் இன் வரம்௖ , இௌ இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்௩ம் h a h u h h 
இன் வரம்௖க்ஶ சமமாஶம்  ஆல் ஷட்டல் இன் ஷட்டல் ைமனஸ் இன் ஆல் a h g a h g a h 
வஶத்தால் இௌ 
வரம்௖களின் ஷட௄் ௳ொ௜ன் ௛லம் , மற்௥ம் இன் வரம்௖ ஒ௠ கட்டத்ொல் இ௠ந்தால் , fx gx 
ஷட௄்த்ெதாைக௜ன் வரம்௖ம்  உள்ளௌ மற்௥ம் ெதாைக௜ன் வரம்௖ என்பௌ வரம்௔ன் 
ஷட௄்த்ெதாைக எனேவ இைதத்தான் நாங்கள் பயன்ப௄த்ௌழேறாம் , ப்ைரம் நில௵ழறௌ u a n
என்பௌ ப்ைரம் ப்ைரம்க்ஶ சமம் f a plus g 
என்௥ ஷ௥வௌ ஒன்௥தான் மற்ெறா௠ ௚க்ழயமான ெசாத்ௌ நான் என்௥ எ௱ொனால்  u x  
உண்ைமயான எண்ணில் ஼ல மா௣௧ க்ஶ இன் ஼ல மா௣௧ ேநரங்கள் க்ஶ சமம் மற்௥ம் c x f 

௔ைரம் உள்ளௌ, அௌ என்பௌ f a f 
ப்ைரம் உள்ளௌ மற்௥ம் இன் ப்ைரம் ேநரங்கள் ௔ைரம் க்ஶ சமம் எனேவ இைத u a a u c f a 

நி௡௔க்க  ௙ண்௄ம் ஒ௠ ஷட்டல் ைமனஸ் என்பைத எ௱ௌழேறாம் ஒ௠ ஆல் h u h 
வஶக்கப்ப௄வதால் நான் ெபாௌவானதாக எ௄த்ௌக் ெகாள்ளலாம் , ௔ன்னர ்நான் ஆல் c h 
வஶக்கப்படட் ஒ௠ ஷட்டல் ைமனஸ் இன் h f f 
ஐப் ெபற்௥ள்ேளன், ேம௩ம் இந்த வரம்௖ சமம் என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம், எனேவ நான் 
இைத ெப௠க்கல் என்௥ எ௱ௌேவன்.c f 
  ௔ைரம் ஆனௌ ௗஜ்௷யமாக உள்ளௌ எனேவ ௔ைரம் என்பௌ ெப௠க்கல் ௔ைரம் a h u a c f 

க்ஶ சமம் எனேவ இந்த இரண்௄ ௚ூ௵கைளப் பயன்ப௄த்ொ இன் என்பௌ மடங்ஶ a x u c 1 fx
மற்௥ம் மடங்ஶ மற்௥ம் ௔ைரம் ஆக இ௠ந்தால் ெபாௌவாகக் ஷறலாம்.c 2 g x f ag 
  ௔ைரம் உள்ளௌ ௔ன்னர ் இல் ப்ைரம் சமம் மடங்ஶ ப்ைரம் ௔ளஸ் மடங்ஶ a a u c 1 f a c 2 

ப்ைரம் இௌ ௚ந்ைதய இரண்௄ பண்௖கைள எளிைமயாக இைணப்பதால் இன் ப்ைரம் g a a u 
என்பௌ ஷட௄் ௳ொ௜ன் ௛லம் சமம் என்பைத நாம் அ௣ேவாம்.

க்ஶ க்ஶ இல் க்ஶ சமம் இன் க்ஶ சமம்   d d dx x c a 
௔ளஸ் ௛லம் இன் இரண்௄ ழராம் இன் க்ஶ சமம் க்ஶ சமம் x x d dx c x x a 

மற்௥ம் மா௣௧ ெப௠க்கல் ௛லம் இௌ ஒ௠ மடங்ஶ ௔ைரம் ஷட்டல் இரண்௄ மடங்ஶ c f a c g 
௚ந்ைதய இரண்௄ ௚ூ௵களின் ௛லம் ௔ைரம் ஐச ்சரி, எனேவ ஼ல வ௯த்ேதான்றல்கைளக் a 
கணக்ழட இந்த ௚ூைவப் பயன்ப௄த்ௌேவாம், எனேவ எ௄த்ௌக்காட்டாக 

சௌரம் க௯த்தல் க்ஶ சமமாக ஐ ௳௄ங்கள்  ஷட்டல் இரண்௄ ௔ைரம் x thr fx ee x f 
இ௠ந்தால் அைத ௛ன்௣ல் கணக்ழ௄ங்கள், எனேவ நமக்ஶத் ெதரிந்த ௳ஷயம் என்னெவன்றால்

இன் சௌர வ௯த்ேதான்றல் மற்௥ம் மா௣௧௜ன் வ௯த்ேதான்ற௧ன் வ௯த்ேதான்றல் , x x 
நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.
  மா௣௧ இரண்ூன் வ௯த்ேதான்றல் ௗஜ்௷யமாஶம்.

சௌரம் க௯த்தல் 3 ஷட்டல் 2 இன் வ௯த்ேதான்றல் 2 க௯த்தல் ௛ன்௥ மடங்ஶ இன்  x x x x 
வ௯த்ேதான்றல் ஒன்௥ மற்௥ம் ௗஜ்௷யம் ஆஶம், எனேவ இௌ இன் ௔ைரம் த௳ர x f 
ேவ௣ல்ைல.
  எந்த க்ஶம் வ௯த்ேதான்றல் இல் உள்ளௌ மற்௥ம் இரண்௄ ைமனஸ் ௛ன்றால் x x x 
ெகா௄க்கப்ப௄ழறௌ , எனேவ ௔ைரம் ௛ன்௣ல் நீங்கள் ெச௠க ேவண்௄ம் சமமான f x 
௛ன்ைற இரண்௄ ௚ைற ௛ன்௥ க௯த்தல் ௛ன்௥, இௌ ௛ன்௥ வலௌக்ஶ சமம் எனேவ இந்த 
ஷட௄் ௳ொையப் பயன்ப௄த்த௵ம்.
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 நிைலயான மல்ூ௔ள் ௡ல் la 
இந்த ெசயல்பா௄கள் ஒவ்ெவான்௣ன் வ௯த்ேதான்றல் எனக்ஶத் ெதரிந்தால், இந்த 
ெசயல்பா௄களின் கலைவ௜ன் வ௯த்ேதான்றைலக் கணக்ழடலாம், எனேவ நாம் இங்ேக 
நி௥த்ொ அ௄த்த வஶப்௔ல் இன்௑ம் ஼ல பண்௖கைளக் கற்௥க்ெகாள்ேவாம், ேம௩ம் ஼ல 
ெசயல்பா௄களின் வ௯த்ேதான்றைலக் கணக்ழ௄ேவாம் நன்௣  நீ நீ 
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