
 सवाōना नमˋार ʉणून आज मी कॅʌुलसमधील दोन अितशय महȇाǉा संकʙना सुŝ करणार 
आहे Ǜात फंƕनची सातȑ आिण िभɄता आहे, आतापयōत आʉी एका िबंदूवर फंƕनǉा मयाŊदा ʉणजे काय याचा अɷास केला आहे
आिण आʉी ते पाš.
  िबंदूǉा फंƕनची सातȑ आिण िभɄता पįरभािषत करǻात मयाŊदा मȯवतŎ भूिमका बजावतात 
आिण ȑानंतरǉा ʩाƥानांमȯे आपण या संकʙनांचे बरेच अनुŮयोग पाš, ʉणून मी एका िबंदूवर सतत कायŊ ʉणजे काय याचा अथŊ 
पįरभािषत करǻास सुरवात कŝ या, ʉणून मी काय करावे याबȞल चचाŊ करेन.
  आमचा अथŊ एखाȨा िबंदूवर फंƕनची सातȑ आहे ʉणून आʉी नेहमी गृहीत धŝ की हे डोमेन वर पįरभािषत केलेले वाˑिवकf d 
मूʞवान फंƕन आहे ʉणून समजा फंƕन डोमेनवर पįरभािषत केले आहे जे वाˑिवक संƥेचा उपसंच आहे आिण समजा d r a 

ǉा मालकीचे आहे ʉणजे हे फंƕन ǉा वर पįरभािषत केले आहे ʉणून आʉी ʉणू की वर सतत आहे जर चे d f a f f a a 
हे ǉा फंƕनǉा मयाŊदेइतके असेल तर ǉा जवळ येईल ʉणून आठवते की ǉा मयाŊदेसाठी कडे f x f x a xx f a 

जाǻासाठी 
चे फंƕन x f 

काही अंतराने पįरभािषत केले पािहजे Ǜामȯे समािवʼ आहे ʉणून आʉी ʉणतो की वर सतत आहे जर चा असेल a f a f x f 
तर तो सतत आहे  ǉा बरोबरीची दोन अट Ůथम ǉा x a x f 
ची मयाŊदा ǉा जवळ आʞावर अİˑȕात आहे ʉणून ǉा जवळ आʞावर फंƕनची सवŊ मयाŊदा Ůथम अİˑȕात असली x x 
पािहजे आिण ची दुसरी ǉा ǉा मयाŊदेइतकी असली पािहजे जसे जवळ येतो तेʬा मी येथे सांगू इİǅतो की a f x f x a ah 
मयाŊदेǉा अİˑȕासाठी आपʞाला फंƕनची ʩाƥा काही मȯांतरात करायची आहे Ǜामȯे असणे आवʴक नाही परंतु a 

समान उजवीकडे असणे आवʴक नाहीx 
 ȑामुळे मयाŊदेसाठी आपʞाला फंƕनची आवʴकता नाही बरोबर बरोबर पįरभािषत केले जावे परंतु सातȑ ʩाƥा अशी आहे x a 
की वरील फंƕनचे मूʞ मयाŊदेइतकेच असले पािहजे ʉणून सतत असǻासाठी बरोबर वर सतत असǻासाठी a f f x fx 
फंƕनची ʩाƥा करणे आवʴक आहे आवʴक 
ǉा आिण ǉा बरोबरीने वर ǉा जवळ ǉा ǉा मयाŊदेǉा बरोबरी ʉणून आपण काही उदाहरणे उदाहरणे a f x x x f a a 
पाš या , तर ǉा चा िवचार कŝ या जे साठी x f x 
0 पेƗा कमी आहे आिण साठी 1 शूɊाǉा बरोबरीचे आहे ʉणून जर तुʉी आलेख काढला तर हे फंƕन हे फंƕन सवŊ ऋणासाठीx x 
शूɊ आहे आिण पेƗा मोǬा साठी शूɊ समान आहे ʉणून हे माझे आहे आिण हा ǉा ǉा बरोबरीचा चा आलेख x fx xy x f y 
आहे ʉणून येथे आपʞाला मािहत आहे की येथे मयाŊदा आहे  चा ǉा जवळ येतो हे अİˑȕात नाही कारण ǉा ǉा x f x 0 x f 
शूɊावर डाʩा हाताची मयाŊदा शूɊ आहे जी शूɊावर उजʩा हाताची मयाŊदा असलेʞा समान नाही
 ȑामुळे मयाŊदा अİˑȕात नाही
 ȑामुळे चा हा बरोबर शूɊावर सतत नसतो जरी चा बरोबर शूɊावर पįरभािषत केला असला तरीही आमǉाकडे x f x x f x f
शूɊ ʉणजे एक आहे पण जर तुʉी शूɊाʩितįरƅ कोणताही िबंदू घेतला पण शूɊ बरोबर नसेल तर नंतर ǉा जवळ a x a 
आʞावर ची मयाŊदा काटेकोरपणे सकाराȏक असʞास 1 ǉा बरोबरीची आहे  आिण हे शूɊ बरोबर आहे जर x f a a 
काटेकोरपणे ऋण उजवीकडे असेल तर तुʉी या आलेखावŝन पाš शकता की जर आपण कोणतेही पॉिझिटʬ मानले तर फंƕन हा a 
िबंदू असलेʞा मȯांतरात İ̾थर असतो आिण ʉणून डाʩा हाताची मयाŊदा आिण उजवा हात  मयाŊदा दोɎी एक समान आहेत परंतु a 
जर तुमचा येथे कुठेतरी ऋण असेल तर या मȯांतरात फंƕन एकसारखेच शूɊ आहे ʉणून ची मयाŊदा देखील शूɊ आहे जर a a f a
सकाराȏक असेल तर 1 आिण जर ऋण असेल तर 0 असेल a 
तर फंƕन  चा हा  बरोबर शूɊ उजʩा बरोबर इतर सवŊ िबंदंूवर x f x 
सतत असतो तसेच बरोबर बरोबर अ ǉा बरोबरीने सतत नसला तरी आपण ʉणू की चा ǉा बरोबरीने खंिडत आहे x x x x f x 
इतƐा अंतǒाŊनाने सातȑ ʉणजे िनरंतरतेचा अंतǒाŊनी अथŊ काय? 
जर आपण फंƕनचा आलेख काढू शकलो आिण समजा आपʞाकडे हा िबंदू आहे तर हा िबंदूचा ˢʙिवराम आहे, जर आपणa a f 

फंƕनचा आलेख ǉा बरोबर काढू शकतो तर ǉा ची सातȑ y x f x f 
सम  x al to a 

ʉणजे आलेखावरील ǉा ˢʙिवराम िबंदूजवळ आलेख तुटलेला नाही ʉणजे तुʉी या फंƕनचा आलेख या िबंदूजवळ चा a f a 
ˢʙिवराम काढू शकता ʉणून तुमचा पेन उचलला नाही पण आʉी  ही अंतǒाŊनी ʩाƥा सातȑांचे Ůितगमन करǻासाठी पुरेशी f 
नाही हे लƗात येईल , उदाहरणाथŊ , मागील उदाहरणासाठी 0 पेƗा जाˑ साठी 1 आिण शूɊापेƗा कमी साठी 0 ǉा बरोबरीचे x x fx
िकंवा आʉी ʉंटले की शूɊापेƗा जाˑ ʉणजे ते एक आहे जर तुʉी या िबंदूजवळ आलेख काढला तर तुʉाला शूɊापेƗा जाˑ साठीx 
ˢʙिवराम िदसत असेल तर हा एक आहे परंतु पेƗा कमी साठी तो 0 आहे.x 0 

 ȑामुळे तुʉी या फंƕनसाठी हे तुटलेले नाही असे असू शकत नाही ʉणून येथे तुʉाला आलेख Ůभाव िदसतो.
  शूɊ ˢʙिवराम जवळ आलेख तुटला आहे 
ʉणून हे उदाहरण ʉणून मागील उदाहरण ʉणजे जेथे फंƕन एका िबंदूवर सतत िकंवा खंिडत नʬते कारण ȑा िबंदूवर मयाŊदा 
अİˑȕात नʬती परंतु पुढील उदाहरणात चे फंƕन जे आहे ते पाš.x equ 

ते 1 जर बरोबर नसेल आिण बरोबर शूɊ असेल तर हे फंƕन शूɊ वगळता सवŊ िबंदंूवर एक आहे ʉणून आपण येथे   al x 0 x 
एक खुले वतुŊळ काढू आिण हे मूʞ एक आहे आिण बरोबर शूɊ हे शूɊ आहे तर हा ǉा फंƕनचा आलेख आहेx x f 
 ȑामुळे या Ůकरणात पुɎा अंतǒाŊनी अथŊ वापŝन तुʉी पाš शकता की हा आलेख या िबंदूवर तुटलेला आहे शूɊ ˢʙिवराम एक
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 ȑामुळे फंƕन समान शूɊावर चालू नाही  जर तुʉी येथे ची ची मयाŊदा ǉा जवळ x x f x 0 
आʞावर 
पािहली तर ती अİˑȕात आहे आिण 1 ǉा बरोबरीची आहे परंतु 0 वरील फंƕनचे मूʞ 0 ǉा बरोबरीचे आहे जे ǉा ǉा ǉाx f x 
मयाŊदेइतके नाही  शूɊापयōत पोहोचते ʉणून चे फंƕन x 

शूɊाǉा बरोबरीने खंिडत आहे ʉणून आपण दोन उदाहरणे पािहली आहेत एकामȯे फंƕनची मयाŊदा एका िबंदूवर अİˑȕात x 
नʬती आिण ʉणून फंƕन ȑा िबंदूवर सतत असू शकत नाही दुसरे उदाहरण जेथे मयाŊदा आहे अİˑȕात फंƕन ȑा िबंदूवर 
पįरभािषत केले आहे 
परंतु मूʞ  फंƕनचे हे मयाŊदेǉा बरोबरीचे नाहीe 
 ȑामुळे ȑा वेळी फंƕन पुɎा खंिडत होते आता आपण हे उदाहरण पाš या चे गुिणले साइन 1 बाय ǉा बरोबर आहे आिण x x x 
कारण मी हे 1 बाय िलिहत आहे.x 

बरोबर 0 साठी अथŊ नाही ʉणून मी हे साठी फंƕनचे मूʞ शूɊ बरोबर नाही ʉणून पįरभािषत केले आहे आिण हे समान  x x x 
शूɊासाठी पįरभािषत नाही ʉणून साठी 0 ǉा बरोबरीचे मी फंƕनचे मूʞ पįरभािषत करेन  0 असेल.x 
 तर हे फंƕन आहे जे 0 वर 0 आहे आिण कोणȑाही नॉन-िझरो साठी फंƕन गुिणले बाय आहे, तर येथे तुʉी x x sine 1 x 
काय ʉणू शकता सतत बरोबर शूɊ आहे तर या Ůकरणात जर तुʉी फंƕनचा आलेख गुिणले साइन एक बाय ने f x x x 
काढǻाचा Ůयȉ केला तर ते ० िबंदूजवळ काढणे फार कठीण आहे कारण आपण ० ǉा जवळ जाताना हे फंƕन सायन १ बाय ते x 
सतत ओलांडत राहते, ʉणून मी येथे सांगतो.
 
आलेख काढणे अवघड आहे
 ȑामुळे आलेख तुटला आहे की नाही हे पाहणे अवघड आहे पण जर शƐ असेल तर मयाŊदा मोजǻाचा Ůयȉ कŝ पण let u  s 

ǉा वर जाणा̴ या मयाŊदेची मयाŊदा आपण मोजू शकतो का ची x 0 f x 
गणना खालीलŮमाणे केली जाऊ शकते मला असे वाटते की आपण हे उदाहरण कदािचत याआधी देखील पािहले असेल तर कसे i 
करावे जेणेकŝन मयाŊदा अİˑȕात असेल ʉणून जर तुʉी चा पािहला तर चा काय आहे ते पाšया हे 1 बाय ǉा x f x mod f x 

ǉा गुिणले ǉा बरोबरीचे आहे जे गुणा पेƗा कमी आहे आिण mod x sine mod x mod sin one by x sine of 
आपʞाला मािहत आहे की ते नेहमी सवाōसाठी वजा एक आिण एक दरʄान असते शूɊाǉा बरोबरीचे नसते one by one  x x 

अथाŊत साठी शूɊ बरोबर एक िचɎ ची ʩाƥा केली जात नाही परंतु कोणȑाही साठी शूɊ समान नसते हे आपʞाला मािहत x x x 
आहे की ची साइन नेहमी दरʄान असते  वजा एक आिण एक ʉणून हे एका पेƗा कमी आहे ʉणून y mod sin one by x 

चा हे ǉा बरोबरीचे आहे आिण अथाŊतच हे आहे कारण आपण िनरपेƗ मूʞ घेत आहोत ते mod x sin 1 by x mod x mod 
पेƗा मोठे आहे  0 ǉा बरोबरीचे.
 आता आपण सँडिवच Ůमेय पािहला आहे ʉणून 

ची मयाŊदा ǉा 0 वर जाणारी 0 आहे जी आहे  डाʩा बाजूǉा 0 ǉा मयाŊदेǉा बरोबरीने हे सँडिवच Ůमेयाने 0 वर x x als o x 
जात आहे ची मयाŊदा वर जाते ʉणून आपण असे िलš हे 0 ǉा बरोबरीचे आहे x sin 1 by x x 0 mod x sin 1 by x 
आिण हे मयाŊदा सूिचत करते देखील शूɊ आहे ʉणून फंƕनची मयाŊदा ʉणून आपʞाकडे ची x s sin one by x f 0 
ʩाƥा 0 ǉा बरोबरीची आहे आिण हे ǉा ǉा मयाŊदेइतके आहे कारण ǉा जवळ येत आहे ʉणून सातȑ ǉा x f x 0 
ʩाƥेनुसार
 ȑामुळे चा हा बरोबर शूɊावर सतत असतो ʉणून हे उदाहरण महȇाचे आहे कारण येथे फंƕनचा आलेख काढणे आिण x f x 
नंतर फंƕन बरोबर 0 वर सतत आहे की नाही हे अनुमान काढणे अवघड आहे पण फंƕनची मयाŊदा मोजून 0 वर आपण पािहले की x 
ते फंƕन ǉा ʬॅʞूएवढे आहे आिण ʉणून फंƕन शूɊावर सतत चालू आहे, ʉणून नंतर आपण काही फंƕɌची आणखी f 0 
काही उदाहरणे पाš Ǜात फंƕन आहे की नाही हे काढणे फार सोपे नाही.
 एका िबंदूवर सतत िकंवा नाही पण मला Ȩा  पुढे जा आिण 
फंƕनची िभɄता असलेʞा दुस̴ या संकʙनेवर चचाŊ करा ʉणून चे हे वाˑिवक मूʞवान फंƕन असू Ȩा ʉणजे फंƕनची ŵेणीx f 
वाˑिवक संƥेचा उपसंच आहे हे वाˑिवक मूʞवान फंƕन असू Ȩा जेʬा आपण चे असे ʉणतो ǉा बरोबरीने फरक fx x f x 
करता येǻाजोगा आहे जर ची मयाŊदा h 

ǉा ǉा शूɊावर जात असेल तर अिधक वजा चा भािगले हे अİˑȇात असेल तर लƗात ƽा की साठी f f h h f a h fx x 
ǉा ǉा फंƕनǉा बरोबरीने फरक करणे आवʴक आहे  ची ʩाƥा खुʞा मȯांतरात केली पािहजे Ǜामȯे ǉा f x x e 
बरोबरीचे आहे कारण पहा आपण ʉणत आहोत की ची अिधक ची अिधक वजा ची ने भागलेली ही मयाŊदा अİˑȇातf x f h f h 
असली पािहजे ʉणून Ůथम आपण पहा की येथे चा आहे ʉणून आपʞाकडे ची ʩाƥा बरोबर असणे आवʴक आहे a f f x a 
तसेच आपण अिधक ची िलिहत आहोत आिण नंतर ही मयाŊदा शूɊावर जाणार आहे ʉणजे सकाराȏक िकंवा f h f h h 
नकाराȏक असू शकते  आिण वाˑिवक संƥा लहान आहे 
ʉणून फंƕन काहीमंȯे पįरभािषत केले पािहजे  मȯांतर ʉणून जर माǟाकडे असेल तर याǉा जवळ काही अंतराने फंƕन a 
पįरभािषत केले जाणे आवʴक आहे तरच आपण फंƕनǉा िभɄतेबȞल बोलू शकतो, ʉणून आता मी चे अिधक वजा हे a f h f 
गुणोȅर काय िलिहले आहे ते मी ˙ʼ कŝ.

Ȫारे आहे ʉणून जर तुʉी फंƕनचा आलेख बिघतला तर मला भौिमितक ʩाƥा िलš Ȩा ʉणून मला एक फंƕन काढू Ȩा आिण  h 
मी हा िबंदू ǉा बरोबरीचा आहे ʉणून हा चा आहे आता माǟाकडे हा िबंदू आहे जो आहे  मी या िबंदूला असे x a a f let p 
ʉणतो Ǜाचे िनदőशांक चा ˢʙिवराम आहेत आिण दुसरा िबंदू पाš जो एक अिधक आहे इथे मी पॉिझिटʬ घेत आहे तर a f h h 
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येथे आणखी एक िबंदू आहे Ǜाचे िनदőशांक चा अिधक आिण आहेत  अिधक ʉणून आपʞाकडे हे ɘस चा q a h f h a h f 
आहे आता जर तुʉी पहात असाल की मी आिण िबंदूला जोडणारा हा रेषाखंड काढला आिण मी येथे एक Ɨैितज रेषा काढली तर हाp q 
भाग आहे आिण हा उभा भाग हा चा आहे चे अिधक वजा ʉणून हे गुणोȅर अिधक वजा चे गुणोȅर h a f a h f f a h f a 

Ȫारे हे काही नाही तर  h 
िबंदंूना जोडणा̴या रेषेचा उतार आहे जो ǉा आिण ने िदलेला आहे जो ɘस चा ɘस हा िबंदू आहे आता p a af q a h a h h 0

ǉा जवळ आʞावर काय होईल ʉणून आपʞाला हे िवचारावे लागेल या फंƕनची मयाŊदा ǉा जवळ येत असताना हे गुणोȅर h 0 
अİˑȇात आहे िकंवा नाही ʉणून जर तुʉी या आलेखावŝन कडे जाताना पाहत असाल तर हा िबंदू हा जवळ येतो ʉणून h 0 q p 

कडे झुकत असताना िबंदू कडे झुकतो आिण ȑाचे काय होते आिण आहे  या िबंदंूना वŢ वर जोडणारा रेषाखंड h 0 q p secant 
ʉणजे 

आिण ला जोडणारा रेषाखंड  p q 
ʉणजे ǉा ˢʙिवराम या िबंदूवर ˙शŊरेषेǉा जवळ येतोa f 
 ȑामुळे कदािचत मी दुसरा आकृती काढू या आमǉाकडे हा िबंदू आहे आिण ितथे ही ˙शŊरेषा आहे ʉणून  हा या िबंदूकडे p q 
सरकतो आिण या िबंदूकडे जातो सेकंट रेषा या ˙शŊरेषेपयōत पोहोचते आिण सेकंट रेषेचा उतार ˙शŊरेषेǉा जवळ येतो ʉणून ची p f 
मयाŊदा अिधक वजा ला भािगले ने िदलेला ˙शŊरेषेचा उतार आहे  मयाŊदा अİˑȕात आहे  ठीक आहे, जर फंƕन f h f h s 
िडफरŐ िशएबल असेल तर जर चा बरोबर बरोबर वर फरक केला असेल तर आपण Ůाइम ने दशŊवतो ची ही मयाŊदा f x x a f a f 

अिधक वजा ची भािगले उजवीकडे, जर फंƕन वेगळे करǻायोƶ असेल तर ते आहे  ही मयाŊदा अİˑȇात असेल तर f h f a h 
ही मयाŊदा अिवभाǛ ʉणून पįरभािषत केली जाते आिण ला ǉा चे ʩुȋɄ समान उजवीकडे ʉणतातf a f prime a  x f x 
 ȑामुळे ʩुȋɄ ही या फरक कोसाइनची मयाŊदा आहे जर ही मयाŊदा अİˑȕात असेल आिण जर मयाŊदा असेल तर  अİˑȇात नाही, तर 
आपण ʉणू की फंƕन वेगळे करǻायोƶ नाही, जर 

अिधक वजा चा बाय या फरक कोसाइनची मयाŊदा अİˑȇात नसेल तर आपण ʉणू की चा बरोबर वर f h f a h x f x a 
िभɄ नाही.
 आता आपण काही उदाहरणे पाš या ʉणजे उदाहरणे ʉणून पिहले सवाŊत सोपा फंƕन ʉणजे वŝन पयōत घेऊ िजथे चे f r r x 

हे İ̾थरांकाǉा बरोबरीचे असते तर सवŊ साठी चे चे बरोबरीचे İ̾थर फंƕन पाš.f ca x x f c 
आता येथे   in r 

कोणȑाही साठी ʉणजे काय  चा अिधक वजा चा हा वजा ǉा बरोबरीचा आहे जो सवŊ साठी 0 a in rf f a h f a c c h 
आहे ʉणून ची अिधक वजा ची ही मयाŊदा शूɊ आहे कारण अंश शूɊ आहे ʉणून आहे ǉा Ůȑेक f h f a by h f a a 
आिण अिवभाǛ वर फरक शूɊ आहे ʉणून İ̾थर कायाŊसाठी ʩुȋɄ सवŊũ 0 आहे पुढील उदाहरण आपण समान कडे पाš f fx x 
आता आपण पुɎा मयाŊदा मोजǻाचा Ůयȉ कŝया ʉणजे Ůाइम हे समान आहे ची मयाŊदा ǉा शूɊ वर जाणे अिधक f a h a f h
वजा चा भाग ने भािगले ची मयाŊदा ǉा मयाŊदेइतकी आहे अिधक ǉा शूɊ वर जाऊन अिधक वजा f a h h h a h f a h f 

ची ने भागली येथे वजा आहे  रȞ करते ʉणून हे ǉा शूɊावर जाणा̴ या मयाŊदेइतके आहे आिण पेƗा शूɊ a h a h h h h 
नसलेʞा कोणȑाही साठी एक आहे ʉणून ही मयाŊदा एक बरोबर आहे ʉणून साठी बरोबर डेįरʬेिटʬ Ůाइम h fx x f x 
सवाōसाठी एक आहे मȯे ठीक आहे, चला आणखी एक मोजǻाचा Ůयȉ कŝ या, आता चौरसाǉा बरोबर भागाकार x r x fx x f
चा अिधक वजा पाŠया.x h f 

ने जर ही मयाŊदा शूɊाजवळ आली तर ती Ůाइम ʩुȋɄ असेल ʉणून हे अिधक चौरस वजा चौरस   d h h f x x h x 
भागाकार असेल आिण नंतर आपण अिधक वगŊ चौरस अिधक 2 पट ʉणून िलš  अिधक चौरस वजा चौरस h x h x h x h x 
भागाकार नंतर चौरस आिण वगŊ रȞ करतो ʉणून हे आपण नेहमी नॉट इƓल टू शूɊासाठी िलिहत आहोत आिण हे h x x h h 
गुिणले दोन अिधक ने आहेx h h 
 ȑामुळे हे दोन अिधक बरोबर आहे आता आपण पाहतो की हे दोन वर जाते ʉणून शूɊावर जाते ʉणून अिवभाǛ x h x x h f 

जी ची मयाŊदा ǉा ǉा शूɊावर जाणे अिधक वजा चा वर बरोबर आहे.x h x f h f x h 2 x 
  आणखी एक नोटेशन सादर करा ʉणजे हे Ůाइम देखील f x x 
ǉा ǉा ने िकंवा ने ने दशŊिवले जाते जेथे हे ǉा ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून आतापयōत आपʞाला जे f dx dx dy dx y x f 
िमळाले आहे ते ʉणजे आपण कोणȑाही İ̾थरांकाǉा ने िलš शकतो  फंƕनचे फंƕन शूɊ बाय फंƕनचे समान dx d d dx x 
आहे आिण आपण पािहले आहे की ˍेअरǉा बाय हे आतापयōत 2 इतके आहे  आपण हे तीन डेįरʬेिटʬ पािहले आहेत x d dx x 
आता एक महȇाचा गुणधमŊ ʉणजे समजा चे आिण ही दोन फंƕɌ आहेत जी ǉा समान वर िभɄ आहेत तर x fx g x a fx 
अिधक हे फंƕन देखील समान वर िभɄता आहे आिण आपण डेįरʬेिटʬ िलš शकतो.gx x a d 

Ȫारे ʉणून आपण हे िलš बरोबर अिधक हे बरोबर ǉा बरोबर बरोबर ɘस वर चे ʩुȋɄ  dx x fx gx d fx dx x a gx 
बरोबर ǉा समान आहे ʉणजे हे सारखे आहे  तर चला पुरावा पाš या x a f prime a plus g prime a 

, चला मला इƓल टू अिधक असे िलš Ȩा मग आपण हे दाखवू इİǅतो की वर िभɄता आहे ʉणून जर मी चा ux fx gx u a u 
एक अिधक वजा चा भाग ने िलिहला तर हे समान आहे चा अिधक अिधक एक अिधक चा आहे जो h u h f a h g h u a 
अिधक चा आहे हा वजा चा अिधक चा भागी आिण हे ची बेरीज वजा ची बेरीज ʉणून िलिहता h u u a f a g h h f h f 
येईल  ला भािगले अिधक चा अिधक वजा भािगले ʉणजे शूɊ नसलेʞा कोणȑाही साठी आपʞाजवळ हे a h g a h g h h 
आहे आिण आपʞाला काय मािहत आहे की उजʩा बाजूची मयाŊदा दोɎी मयाŊदा अİˑȇात आहेत ʉणून ची मयाŊदा th  e u a 
अिधक वजा ची बाय ची मयाŊदा शूɊावर जात असताना ही ǉा मयाŊदेइतकी आहे अिधक वजा ǉा ǉा h u a h h h a h f f 
शूɊावर जात आहे  Ȫारे अिधक मयाŊदा ची एक अिधक वजा ची भािगले ची ही बेरीज मयाŊदेǉा िनयमानुसार आहे a h g h g h 
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आपण मयाŊदेसाठी पािहले आहे की जर आिण ची मयाŊदा एखाȨा वेळी अİˑȕात असेल तर बेरीजची मयाŊदा देखील  fx gx 
अİˑȇात आहे आिण बेरीजची मयाŊदा ही मयाŊदेची बेरीज आहे ʉणून आपण तेच वापरत आहोत आिण हीच गोʼ आहे की u prime 

अİˑȕात आहे समान आहे ǉा बरोबरीचा आणखी एक महȇाचा गुणधमŊ ʉणजे जर मी a n f prime a plus g prime 
िलिहतो  वाˑिवक संƥेतील काही İ̾थरांक साठी ǉा काही İ̾थर वेळा ǉा समान आिण अिवभाǛ अİˑȇातu x  c x f f a 

आहे जे िभɄ आहे नंतर अिवभाǛ अİˑȇात आहे आिण चा अिवभाǛ गुणा Ůाइम ǉा बरोबर आहे ʉणून हेf u a a u c f a 
िसȠ करǻासाठी  पुɎा आपण िलš की अिधक वजा चा चा बरोबर हा गुिणले अिधक वजा गुणा a h u u h h c f a h c f
बरोबर आहे  चा भाग ने भािगले की सामाɊ घेऊ शकतो आिण नंतर माǟाकडे चा अिधक वजा चा भािगले a h i c f h f a h
आहे आिण आʉाला मािहत आहे की ही मयाŊदा समान आहे ʉणून मी फƅ हे गुिणले असे िलहीन  अिवभाǛ हा ʉणून c f a h 
शूɊाकडे झुकतो ʉणून अिवभाǛ हे गुिणले अिवभाǛ ǉा बरोबरीचे आहेu a c f a 
 ȑामुळे या दोन िनकालांचा वापर कŝन आपण अिधक सामाɊपणे असे ʉणू शकतो की जर चा पट अिधक x u c 1 fx c 2 
पट आिण असेल तर  अİˑȇात आहे तर अिवभाǛ समान आहे गुणा g x f prime ag prime a u at a c 1 f 

अिधक पट हे फƅ मागील दोन गुणधमŊ एकũ करत आहे ʉणून आपʞाला मािहत आहे की चाprime a c 2 g prime a a 
Ůाइम बेरीज िनयमानुसार समान आहे  समान ǉा एक चा अिधक ǉा दोन u to d by dx at x a c f x d d x c g 

बरोबर x x a 
आिण İ̾थर गुणाकाराने हे एक पट Ůाइम अिधक दोन पट अगोदरǉा दोन िनकालांनुसार ठीक आहे, c f a c g prime a 
ʉणून काही डेįरʬेिटʬ्जची गणना करǻासाठी हा िनकाल वापŜया, उदाहरणाथŊ समान चौरस वजा Ȩा  अिधकfx x thr ee x 
दोन 
हे अİˑȕात असʞास अिवभाǛ तीन वर मोजा, तर आपʞाला काय मािहत आहे की चे चौरस ʩुȋɄ आिण İ̾थरांकाचे f x x 
ʩुȋɄ  मािहत आहे ʉणून चा चा दोन चा एक आहे आिण İ̾थरांक दोनचे ʩुȋɄ शूɊ आहे आपʞाकडे x dx dx xd x dx x 
चौरस उणे 3 अिधक 2 ची ʩुȋȅी 2 वजा तीन पट ची ʩुȋȅी एक आिण अिधक शूɊ आहे, ʉणून हे चे अिवभाǛ x x x x f 
नसून दुसरे काहीही नाही.
  कोणȑाही साठी ʩुȋɄ वर अİˑȕात आहे आिण दोन उणे तीन Ȫारे िदले जाते आिण ʉणून तीन वर Ůाइम आहे तुʉाला x x x f 
फƅ समान तीन ʉणजे दोन गुिणले तीन वजा तीन ʉणजे तीन उजवीकडे ɘग इन करावे लागेल ʉणून हा बेरीज िनयम वापŝन x 
आिण कॉɍंट मİʐपल िनयम la 
जर मला ȑा Ůȑेकाचे ʩुȋɄ मािहत असेल तर या फंƕɌǉा संयोजनासाठी आपण ʩुȋɄ मोजू शकतो ʉणून आपण येथे थांबू आिण 
पुढील वगाŊत आपण आणखी काही गुणधमŊ िशकू आिण नंतर आणखी काही फंƕɌचे ʩुȋɄ काढू.
 धɊवाद  आपण आपण 
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