
 എبാവർുׯം ഹേലാ, അതിനാൽ ഇ്ؗ ഞാൻ കാൽുׯലസിൽ വളെര ْപധാനെؚ؂ ര؇് ആശയ׹ൾ 
ആരംഭിുׯം , അവ ഒരു ഫംഗ്ഷന്െറ തുടർ׺യും വّതിരിװതയും ആണ്, ഇതുവെര ഒരു ഘ؋؂ിൽ ഒരു
ഫംഗ്ഷന്െറ പരിധികൾ െകാ؇് എؓാണ് അർ،മാؗുׯത് എ്ؗ ഞ׹ൾ പഠിു׺ , ഞ׹ൾ അത് 
കാണും  ഒരു േപായിന്റിന്െറ ْപവർ؋ന؋ിന്െറ തുടർ׺യും വّതّാസവും നിർവചിؗുׯതിൽ 
പരിധികൾ ْപധാന പ്׸ വഹിുؗുׯ , തുടർؗുت ْപഭാഷണ׹ളിൽ ഈ ആശയ׹ളുെട നിരവധി 
ْപേയാഗ׹ൾ നമു്ׯ കാണാം, അതിനാൽ ഒരു ഘ؋؂ിെല തുടർ׺യായ ഫംഗ്ഷൻ എؓാണ് 
അർ،മാؗുׯത് എ്ؗ നിർവചിു׺െകാ؇് ഞാൻ ആരംഭിׯാം, അതിനാൽ എؓാണ് െചേإ؇െത്ؗ 
ഞാൻ ചർ׺ െചുإം.  ഒരു ബിؕുവിെല ഒരു ഫംഗ് ഷന്െറ തുടർ׺യാണ് ഞ׹ൾ അർ،മാؗുׯത്, 
അതിനാൽ ഒരു െഡാെമയ് നിൽ നിർവചി׺ിരിؗുׯ ഒരു യഥാർ، മൂലّമുت ഫംഗ് ഷൻ ഞ׹ൾ d 
എേؚാഴും അനുമാനിുׯം, അതിനാൽ   യഥാർ، സംഖّയുെട ഉപഗണമായ ഒരു െഡാെമയ് നിലാണ് r 
ഫംഗ് ഷൻ നിർവചിׯെؚ؂ിരിؗുׯത് എ്ؗ കരുതുക, ഒؚം എ്ؗ കരുതുക. യുേടതാണ് , അതായത് a d 

എؗ ഫംഗ് ഷൻ നിർവചിׯെؚ؂ത് യുെട ൽ നിർവചിׯെؚ؂ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ   f a f- x a 
അടുുׯേآാൾ ന്െറ ന്െറ ഫംഗ് ഷന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാെണ׸ിൽ ൽ തുടർ׺യായി എ്ؗ f a x a- f 
നأൾ പറയും. ന്െറ പരിധി േല്ׯ േപാകുؗതിന് , ന്െറ ഫംഗ്ഷൻ ചില ഇടേവളകളിൽ xx a x f 
നിർവചിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ അടؗു׹ ചില തുറؗ ഇടേവളകൾ നിർവചിേׯ؇തു؇്, a 
അതിനാൽ എؗത് യിൽ തുടർ׺യായി ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു  .  എؗ ര؇് വّവرകളും f a x 
ആദّം ന് തുലّമാെണ׸ിൽ ന്െറ പരിധി െന സമീപിുׯേآാൾ ന്െറ പരിധി നിലവിലു؇്, a x- x- x-
അതിനാൽ െന സമീപിുׯേآാൾ ഫംഗ് ഷന്െറ പരിധി ആദّം നിലനിൽׯണം , ന്െറ ര؇ാമെ؋ x- a- f

ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമായിരിׯണം. സമീപിുׯേآാൾ ഞാൻ ഇവിെട പറയെ؂, x- x a ah 
നിലവിലിരിׯാനുت പരിധി്ׯ ഫംഗ്ഷൻ ചില ഇടേവളകളിൽ നിർവചിׯണെമ്ؗ ഞ׹ൾ 
ആْഗഹിുؗുׯ, എؗാൽ നിർബؖമായും ആവശّമിب, പേײ ൽ വല؋ിന് x-
തുലّമായിരിׯണെമؗിب , അതിനാൽ പരിധി്ׯ നമു്ׯ ഫംഗ്ഷൻ ആവശّമിب. ന് തുലّമായി x 
നിർവചിׯാം, എؗാൽ യിെല ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം പരിധി്ׯ തുലّമായിരിׯണം എؗതാണ്, a 
അതിനാൽ തുടർ׺യായിരിׯണെമ׸ിൽ എؗതിന് ന് തുടർ׺യായിരിׯണെമ׸ിൽ ന് f f fx x 
തുലّമായ ഫംഗ് ഷൻ നിർവചിേׯ؇തു؇്. ൽ നിർബؖ؋ിന്െറ എؗിവയ്്ׯ തുലّമാണ്  x- a , f 

ന്െറ ന്െറ പരിധി ന്െറ അടു്؋ വരുേآാൾ, നമു്ׯ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം, അതിനാൽ x- f- x-
ന്െറ എؗത് പരിഗണിുׯക, അത് 0- േനׯാൾ ന് 0- നും ന് 1-ന് പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതും, x- f x- x-

അ׹െന നി׹ൾ ْഗാഫ് വരയ്ുׯകയാെണ׸ിൽ ഈ ഫംഗ് ഷൻ എبാ െനഗئീവിനും പൂജّമാണ്, x 
കൂടാെത പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ന് തുലّമായ എഫ്എ٧്ع ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് എന്െറ x- xy 
ആണ്, ഇതാണ് യുെട ْഗാഫ് ന്െറ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ അറിയാവുؗത് y x f 
ഇതാണ്.  ന്െറ ന്െറ 0-ൽ എുؗു؋ , ഇത് നിലവിലിب , കാരണം ന്െറ ന്െറ പൂജّ؋ിെല ഇടത് f x- x x- f-
ൈക പരിധി പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , ഇത് പൂജّ؋ിെല വലതു ൈക 
പരിധിയായതിനാൽ പരിധി നിലവിലിب. അതിനാൽ  , പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ൽ x-
നിർവചി׺ി؂ുെ؇׸ിലും , പൂജّ؋ിന്െറ എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ൽ തുടർ׺യായി അب  f x-
അേؚാൾ ന്െറ ന്െറ പരിധി, സമീപിുׯേآാൾ, കർശനമായി േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ 1-ന് x- f x a a 
തുലّമാണ് കൂടാെത കർശനമായി െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഈ ْഗാഫിൽ a 
നി്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും, നأൾ ഏെത׸ിലും േപാസിئീവ് ആയി എടുുׯകയാെണ׸ിൽ , a 
ഈ േപായിന്റ് അടؗു׹ ഒരു ഇടേവളയിൽ ഫംഗ്ഷൻ رിരമായ ഒؗാെണؗും അതിനാൽ ഇടത് a 
ൈക പരിധിയും വലതു ൈകയും  പരിധി ര؇ും ഒؗിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ നി׹ളുെട എ ഇവിെട 
എവിെടെയ׸ിലും െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ , ഈ ഇടേവളയിൽ ഫംഗ്ഷൻ ഒേരേപാെല പൂജّമാണ്, 
അതിനാൽ പരിധി പൂജّമാണ്, യുെട പരിധി പൂജّമാണ്, യുെട പരിധി േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ 1 a a a 
നും െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ 0 നും തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഫംഗ്ഷൻ  ന്െറ എؗത് പൂജّ؋ിന് a x f  
തുലّമായ ഒഴിെകയുت എبാ േപായിന്റുകളിലും തുടർ׺യായതാണ്, കൂടാെത ന് തുലّമായ ൽ x x x-
തുടർ׺യായി ഇെ׸بിൽ , ന്െറ എؗത് ൽ തുടർ׺യായി തുടരുؗിب എ്ؗ ഞ׹ൾ പറയും, x f x-
അ׹െന അവേബാധജനّമായി തുടർ׺ എؗാൽ തുടർ׺യുെട അവേബാധപരമായ അർ،ം എؓാണ്. 
നമു്ׯ ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് വരയ് ׯാൻ കഴിയുെമ׸ിൽ , നമു്ׯ ഈ േപായിന്റ ് ഉെ؇്ؗ കരുതുക, a 
അതിനാൽ ഇത് യുെട േകാമ ആണ്, അതിനാൽ ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് ന്െറ ന് തുലّമായി a f y x- f-
വരയ് ׯാൻ കഴിയുെമ׸ിൽ ന്െറ തുടർ׺യായി എؗതിനർ،ം ْഗാഫിെല x- at x  x equ  al to a a
യുെട ഒരു േകാമ എؗ േപായിന്റിന് സമീപം ْഗാഫ് തകർؗി؂ിب എؗാണ്, അതിനാൽ നി׹ളുെട f 
േപന ഉയർ؋ാെത തെؗ ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് ഈ േപായിന്റിന് സമീപം യുെട ഒരു േകാമ a f 
വരയ്ׯാം. ഈ അവേബാധജനّമായ നിർവചനം തുടർ׺യുെട റിْഗഷനുകൾ ഉ؇ാׯാൻ പരّാلമٝെ്ؗب 
കാണും,  അതിനാൽ മുآെ؋ ഉദാഹരണ؋ിന് ന് തുലّമാണ് 0-േനׯാൾ വലുത് ന് 0, fx 1 x-
പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവ് അെ׸بിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുത് എ്ؗ ഞ׹ൾ പറ؁ു. x 
ഈ േപായിന്റിന് സമീപം നി׹ൾ ْഗാഫ് വര׺ാൽ പൂജّേׯ؋ാൾ ന് നി׹ൾ കാണുؗ പൂജّം േകാമ x-
ഒ്ؗ , എؗാൽ -ൽ താെഴയുت ന് ഇത്  ആണ്. അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ ഫംഗ് ഷനിൽ ഇത് 0 x- 0
തകർׯാൻ കഴിയിب , അതിനാൽ ْഗാഫ് ഇഫക്ുئകൾ ഇവിെട നി׹ൾ കാണുؗു.  പൂജّം േകാമ ഒؗിന് 
സമീപം ْഗാഫ് തകർു؋, അതിനാൽ ഈ ഉദാഹരണം ഒരു ഘ؋؂ിൽ ഫംഗ്ഷൻ തുടർ׺യായി 
അെ׸بിൽ തുടർ׺യായി നിലവിലിب എؗതായിരുؗു മുآെ؋ ഉദാഹരണം, കാരണം ആ ഘ؋؂ിൽ 
പരിധി നിലവിലിب, എؗാൽ അടു؋ ഉദാഹരണം ന്െറ ഫംഗ്ഷൻ പരിഗണിׯാം. മുതൽ 1 വെര x al x 
എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമെ׸بിൽ ൽ 0, പൂജّം ഒഴിെകയുت എبാ േപായിന്റുകളിലും ഇത് ഒؗാണ്, x-
അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട ഒരു തുറؗ വൃ؋ം വരയ്ുؗുׯ , ഇതാണ് മൂലّം ഒ്ؗ , പൂജّ؋ിന് 
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തുലّമായ ൽ ഇത് പൂജّമാണ്. അതിനാൽ ഇത് ന്െറ ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫാണ്, അതിനാൽ ഈ x- x 
സാഹചരّ؋ിൽ വീ؇ും അവേബാധജനّമായ അർ،ം ഉപേയാഗി്׺ ഈ ْഗാഫ് ഈ േപായിന്റ് സീേറാ 
േകാമ വൺ േപായിന്റിൽ തകർؗതായി നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഫംഗ്ഷൻ പൂജّ؋ിന്
തുലّമായ ൽ തുടർ׺യായി അب.  േല്ׯ അടുുׯേآാൾ ന്െറ യുെട പരിധി നി׹ൾ ഇവിെട x- x 0 x f 
കാണുകയാെണ׸ിൽ , ഇത് നിലവിലു؇്,  ന് തുലّമാണ്, എؗാൽ  എؗ ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം  ന് 1 0 0
തുലّമാണ്, ഇത് ന്െറ ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമب. പൂജّെ؋ സമീപിുؗുׯ, അതിനാൽ ന്െറ x f x-
ഫംഗ്ഷൻ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ൽ തുടർ׺യായി സംഭവിؗുׯിب , അതിനാൽ ഫംഗ് ഷന്െറ പരിധി x-
ഒരു ബിؕുവിൽ നിലവിലിب എؗ ര؇് ഉദാഹരണ׹ൾ ഞ׹ൾ ക؇ു , അതിനാൽ ആ ഘ؋؂ിൽ 
ഫംഗ്ഷൻ തുടർ׺യായി തുടരാൻ കഴിയിب, മെئാരു ഉദാഹരണമാണ് പരിധി. ഫംഗ്ഷൻ ആ ഘ؋؂ിൽ 
നിർവചി׺ിരിുؗുׯ, പേײ മൂലّം  ഫംഗ് ഷന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമب, അതിനാൽ ആ ഘ؋؂ിൽ e 
ഫംഗ് ഷൻ തുടർ׺യായി തുടരുؗിب, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ന്െറ ഈ ഉദാഹരണം േനാׯാം , ഇത് ന്െറ x x x 
ന്െറ തവണ ൈസൻ 1 ന്െറ ന് തുലّമാണ് , കാരണം ഞാൻ 1 ഇത് എഴുതുؗു ന് തുലّമായ 0 ന്x x by x x 
അർ،മിب, അതിനാൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമبാ؋ എؗതിന്െറ ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّമാണ് ഞാൻ x 
നിർവചി׺ത്, ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ന് നിർവചി׺ി؂ിب, അതിനാൽ ന് തുലّമായ 0 ന് ഞാൻ x x 
ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം നിർവചിുׯം   ആകും. അതിനാൽ ഇത് -ൽ  ആയ ഫംഗ് ഷനാണ്, കൂടാെത ഏത് 0 0 0
പൂജّമبാ؋ ന്െറ ഫംഗ് ഷൻ ന്െറ ൈസൻ -ന്െറ ന്െറ ഇര؂ിയും ആണ്, അതിനാൽ ഇവിെട x- x- 1 x-
നി׹ൾ്ׯ എ്ؓ പറയാൻ കഴിയും , പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ൽ എഫ് തുടർ׺യായി, ഈ x- 
സാഹചരّ؋ിൽ നി׹ളാെണ׸ിൽ  നി׹ൾ ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് ൈടംസ് ൈസനിന്െറ ْഗാഫ് x 
വരയ്ׯാൻ ْശമിുׯകയാെണ׸ിൽ അത് േപായിന്റ് 0 ന് സമീപം വരയ്ؗുׯത് വളെര ബുؑിമു؂ാണ്, 
കാരണം നി׹ൾ 0 യുെട അടുേׯ്؋ േപാകുേآാൾ ഈ ഫംഗ്ഷൻ ൈസൻ 1 ൈബ ആേؕാളനം x 
തുടരുؗു, അതിനാൽ ഇവിെട ഞാൻ അത് പറയാം  ْഗാഫ് വരയ്ׯാൻ ബുؑിമു؂ാണ്, അതിനാൽ ْഗാഫ് 
തകർേؗാ ഇبേയാ എ്ؗ കാണാൻ ബുؑിമു؂ാണ്, പേײ നി׹െള അനുവദിുׯക  നമു്ׯ 
കഴിയുെമ׸ിൽ പരിധി കണׯാׯാൻ ْശമിുׯക, പേײ നമു്ׯ പരിധിയുെട പരിധി കണׯാׯാൻ 
കഴിയുേമാ ന്െറ 0 േല്ׯ േപാകുؗത് ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ കണׯാׯാം, ഈ ഉദാഹരണം x x f 
ഞ׹ൾ മു്آ ക؇ി؂ു؇ാകാം , അതിനാൽ ഞാൻ എ׹െന പരിധി നിലനിൽുׯം അതിനാൽ നി׹ൾ x 
ന്െറ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ന്െറ എؓാെണ്ؗ േനാׯാം, ഇത് ന്െറ ന്െറ ന്െറ x x mod f x x x mod 
ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന് തുലّമാണ്, ഇത് തവണ ഒ്ؗ ന് തുലّവും x x x x mod mod x mod sin x 
ൈസൻ ഓഫ് നും തുലّമാണ്  ഇത് എبായ് േؚാഴും ൈമനസ് ഒؗിനും ഒؗിനും ഇടയിലാെണ്ؗ one by x 
നമുׯറിയാം , തീർ׺യായും പൂജّ؋ിന് തുലّമب, തീർ׺യായും ന് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ചിصം x x 
ഒ്ؗ നിർവചി׺ി؂ിب, എؗാൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമبാ؋ ഏത് നും യുെട ൈസൻ എേؚാഴും x y 
ഇടയിലാെണ്ؗ നമുׯറിയാം.  ൈമനസ് ഒ്ؗ, ഒ്ؗ, അതിനാൽ േമാഡ് ഇത് ഒؗിന് sin one by x 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ന്െറ ഇത് ന് തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവാണ് , തീർ׺യായും x sin 1 x mod x-
ഇത് നأൾ സൂآർ؉ മൂലّം എടുؗുׯതിനാലാണ് ഇത് കൂടുതൽ വലുത്  0 ന് തുലّമാണ്. ഇേؚാൾ mod 
നأൾ സാൻഡ് വി്׺ സിؑാؓം ക؇ു, അതിനാൽ ന്െറ പരിധി ന്െറ  േല്ׯ േപാകുؗത്  ആണ്.  x x 0 0 o 
ഇടത് വശെ؋ പരിധി്ׯ തുലّമാണ് , സാൻഡ് വി്׺ സിؑാؓം  േല്ׯ േപാകുേآാൾ  ന്െറ 0 x 0 x sin 1
പരിധി ഞ׹ൾ േമാഡ് എ്ؗ എഴുതുؗു , േല്ׯ േപാകുേآാൾ ഇത് 0 ന് തുലّമാണ് , x x sin 1 by x x 0 
ഇത് പരിധി സൂചിؚിുؗുׯ ന്െറ ഉം പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഫംഗ് ഷന്െറ പരിധി x x sin one by x 
0-ന്െറ എؗത് 0- ന് തുലّമാെണ്ؗ നിർവചി׺ിരിുؗുׯ , ഇത് 0-െന സമീപിുׯേآാൾ ന്െറ f x x-

ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ തുടർ׺യുെട നിർവചനം ْപകാരം അതിനാൽ ന്െറ f- f x 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ൽ തുടർ׺യായാണ്, അതിനാൽ ഈ ഉദാഹരണം ْപധാനമാണ്, കാരണം ഇവിെട x-
ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് വരയ്ുׯകയും തുടർ്ؗ -ന് തുലّമായ ൽ ഫംഗ് ഷൻ തുടർ׺യായുേ؇ാ എ്ؗ 0 x-
അനുമാനിുׯകയും െചؗുإത് ബുؑിമു؂ാണ്, പേײ ഫംഗ് ഷന്െറ പരിധി കണׯാؗുׯതിലൂെട -ൽ, 0
അത് -ന്െറ ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّ؋ിന് തുലّമാെണؗും അതിനാൽ ഫംഗ് ഷൻ പൂജّ؋ിൽ 0 f 
തുടർ׺യാെണؗും ഞ׹ൾ ക؇ു, അതിനാൽ  ഫംഗ് ഷൻ ആേണാ എ്ؗ ഊഹിׯാൻ അْത 
എളുؚമبാ؋ ചില ഫംഗ് ഷനുകളുെട കുറ്׺ ഉദാഹരണ׹ൾ നമു്ׯ പിؗീട് േനാׯാം. ഒരു ഘ؋؂ിൽ 
തുടർ׺യായി അെ׸بിൽ അെ׸بിലും എെؗ അനുവദിൂׯ  മുേؗാ؂് േപായി ഒരു ഫംഗ് ഷന്െറ 
വّതിരിװതയുت മെئാരു ആശയം ചർ׺ െചുإക, അതിനാൽ ന്െറ ഒരു യഥാർ، മൂലّമുت f x 
ഫംഗ് ഷൻ ആയിരിׯെ؂ , അതായത് ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണി യഥാർ، സംഖّയുെട ഒരു ഉപഗണമാണ് 
എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്, നأൾ ന്െറ എ്ؗ പറയുേآാൾ ഒരു യഥാർ، മൂലّമുت x f fx 
ഫംഗ് ഷനായിരിׯെ؂.  ന്െറ പരിധി ന്െറ ന്െറ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുകയാെണ׸ിൽ, ന് h f f x 
തുലّമായി വّതّാസെؚടു؋ാവുؗതാണ്, ഇത് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ൈമനസ് ന്െറ ന്െറ h h f f 
പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുകയാെണ׸ിൽ ഇത് നിലനിൽുؗുׯ, അതിനാൽ ന് എؗ ഫംഗ് ഷൻ ന് fx f x 
തുലّമായിരിׯണെമ്ؗ ْശؑിുׯക എؗത് ഒരു തുറؗ ഇടേവളയിൽ നിർവചിേׯ؇താണ്, കാരണംx 

ന്െറ ന്െറ ؛സ് ന്െറ ؛സ് ന്െറ ഒരു ؛സ് ൈമനസ് ന്െറ ഈ പരിധി െകാ؇് x f x f x f h f h 
ഹരി׺ാൽ ഈ പരിധി നിലനിൽׯണം എؗാണ്. ഇവിെട യുെട ഉ؇്, അതിനാൽ എؗത് ൽ a f f x-
നിർവചിׯെؚടണം, ഞ׹ൾ ؛സ് ന്െറ എഴുതുؗു , തുടർ്ؗ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ a h f h 
പരിധി എടുുؗുׯ, അതായത് േപാസിئീവ് അെ׸بിൽ െനഗئീവ് ആകാം എؗാണ്.  യഥാർ، സംഖّ h 
െചറുതായതിനാൽ ഫംഗ് ഷൻ ചിലതിൽ നിർവചിേׯ؇താണ്  ഇടേവള 
അ׹െനെയ׸ിൽ എനി്ׯ ഇവിെട ഉെ؇׸ിൽ അതിനടുتു؋ ഏെത׸ിലും ഇടേവളയിൽ ഫംഗ് ഷൻ a 
നിർവചിേׯ؇താണ്, അേؚാൾ മാْതേമ നമു്ׯ ഫംഗ് ഷന്െറ വّതിരിװതെയുׯറി്׺ സംസാരിׯാൻ 
കഴിയൂ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഞാൻ എഴുതിയ ഈ അനുപാതം എؓാെണ്ؗ വിശദീകരിׯാം.  ആണ്, h 
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നി׹ൾ ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഞാൻ ജّാമിതീയ വّാഖّാനം എഴുതെ؂, അതിനാൽ 
ഞാൻ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ വരയ്ׯെ؂ , ഈ േപായിന്റ ് ന്െറ തുലّമായി എടുׯാം, അതിനാൽ ഇത് a x a 
യുെട ആണ്, ഇേؚാൾ എനി്ׯ ഈ േപായിന്റ ്ഉ؇്.  ഞാൻ ഈ േപായിന്റിെന എ്ؗ വിളിുؗുׯ, f p 
അതിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ യുെട േകാമ ആണ് , കൂടാെത മെئാരു േപായിന്റ് േനാׯാം ؛സ് a f h 
ആണ് ഇവിെട ഞാൻ േപാസിئീവ് ആയി എടുുؗുׯ, പിെؗ ഇവിെട മെئാരു േപായിന്റ് ഉ؇്, h q 
അതിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ യുെട ؛സ് ഉം ഉം ആണ്  ؛സ് ആയതിനാൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ ഇത് a h f h 
ഒരു ؛സ് ന്െറ ആണ്, നി׹ൾ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ എؗീ േപായിന്റുമായി േചരുؗ ഈ h f p, q 
ൈലൻ െസഗ് െമന്റ ്ഞാൻ വരയ്ുׯകയും ഇവിെട ഒരു തിരحീന േരഖ വരയ്ുׯകയും 
െചുؗുإെവ׸ിൽ, ഈ ഭാഗം ഉം ഈ ലംബമായ ഭാഗം യുെട ഉം ആണ് ന്െറ ؛സ് ൈമനസ് h a f a h 
എഫ്, അതിനാൽ ഈ അനുപാതം ന്െറ ؛സ് ൈമനസ് ന്െറ അനുപാതം െകാ؇് ഇത് a- a h f- f h 
മെئാؗുമب  , എؗ ബിؕുׯളുമായി േചരുؗ േരഖയുെട ചരിവാണ്, അത് ന്െറ ന്െറ p a a , q 
േപായിന്റ് ؛സ് ആണ്, ആണ് ഇേؚാൾ 0-െന സമീപിുׯേآാൾ എؓാണ് സംഭവിؗുׯത്, a hf hf h 
അതിനാൽ ഇതാേണാ എ്ؗ നأൾ േചാദിׯണം. ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ പരിധി  േല്ׯ അടുുׯേآാൾ ഈ h 0
അനുപാതം നിലവിലുേ؇ാ ഇبേയാ ഈ ْഗാഫിൽ നി്ؗ സമീപിുׯേآാൾ 0 ഈ േപായിന്റ് h q 
സമീപിുؗുׯ , േല്ׯ േപാകുേآാൾ എؗ േപായിന്റ് േല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ, എؓാണ് h 0 p p 
സംഭവിؗുׯത് , അത് െസׯന്റ് ആണ് വْക؋ിൽ ഈ ബിؕുׯെള േയാജിؚിؗുׯ ൈലൻ 
െസഗ് െമന്റാണ് എؗിവ േചരുؗ ൈലൻ െസഗ് െമന്റ്,  എؗ േകാമ എؗ േപായിന്റിൽ p, q a f 
ടാൻെജന്റ് ൈലനിേല്ׯ അടുുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ മെئാരു ഡയْഗം വരയ്ׯെ؂, ഇവിെട ഈ 
േപായിന്റ് ഉ؇്, ഈ ടാൻെജന്റ് േരഖയു؇്.  ഈ ഈ ബിؕുവിേല്ׯ നീു׹കയും സമീപിുׯകയും p q 
െചുؗുإ െസׯന്റ് േരഖ ഈ ടാൻെജന്റ് േരഖെയ സമീപിുؗുׯ, െസׯന്റ് േരഖയുെട ചരിവ് p 
ടാൻെജന്റ് ൈലനിേല്ׯ അടുുؗുׯ, അതിനാൽ യുെട ഒരു ؛സ് ൈമനസ് യുെട പരിധി f h f h 
െകാ؇് ഹരിുׯക ഇതാണ് ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട ചരിവ് .  പരിധി നിലവിലു؇്  ശരിയാണ് , ഫംഗ്ഷൻ 
ഡിഫറൻഷّബിൾ ആെണ׸ിൽ , ന്െറ എؗത് ന് തുലّമാെണ׸ിൽ, ഞ׹ൾ ൈْപം െകാ؇്  x f x f 
സൂചിؚിുؗുׯ.  ഈ പരിധി നിലവിലുെ؇׸ിൽ, ഈ പരിധി ൈْപം ആയി നിർവചിׯെؚടുؗു , f a f 
ൈْപം െയ ന്െറ ന്െറ െഡറിേവئീവ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ ഒരു വല؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ a x f x 
ഈ പരിധി നിലവിലുെ؇׸ിൽ ഈ വّതّാസം േകാൈസനിന്െറ െഡറിേവئീവ് ആണ്. നിലവിലിب 
അേؚാൾ നأൾ പറയും വّതّാസം  േകാൈസനിന്െറ പരിധി ന്െറ ؛സ് ൈമനസ് ന്െറ ന്െറ f h f h 
പരിധി നിലവിലിെ׸بിൽ പിെؗ ന്െറ എؗത് ന് തുലّമായ ൽ വّതّാസമിب എ്ؗ നأൾ x f x x-
പറയും ഇേؚാൾ നമു്ׯ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം, അതിനാൽ ആദّം നമു്ׯ ഏئവും ലളിതമായ 
ഫംഗ്ഷൻ ൽ നി്ؗ േല്ׯ എടുׯാം , ഇവിെട ന്െറ رിരാ؋׸ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ r- r- f x ca 
നമു്ׯ എبാ നും ന്െറ ന്െറ رിരമായ ഫംഗ്ഷൻ േനാׯാം. ൽ ഇേؚാൾ ഇവിെട െല x- c- x- r- rf-
ഏെത׸ിലും യ് ്ׯ എؓാണ് യുെട ؛സ് ൈമനസ് ഇത് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, ഇത് a- f  a a h f, c c 
എبാ നും 0 ആണ്, അതിനാൽ ന്െറ ؛സ് ൈമനസ് ന്െറ പരിധി ന്െറ പരിധി പൂജّ؋ിന് h a a h f h 
തുലّമാണ്, കാരണം നّൂമേറئർ പൂജّമാണ് അതിനാൽ ആണ് യുെട എبാ ൈْപം എؗിവ f a a , f 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ رിരമായ ْപവർ؋ന؋ിന് എبായിടു؋ം െഡറിേവئീവ് 0 ആണ്, 
അടു؋ ഉദാഹരണം ന് തുലّമായ േനാׯാം, ഇേؚാൾ നമു്ׯ പരിധി വീ؇ും കണׯാׯാൻ x fx 
ْശമിׯാം, അതിനാൽ ൈْപം ഇത് തുലّമാണ് ന്െറ പൂജّം േല്ׯ േപാകുؗതിന്െറ പരിധി f a h f h 
െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ൈമനസ് ആണ്, ഇത് ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാണ്, ഇത് ന്െറ പൂജّം h f h a plus h f 
േല്ׯ േപാകുؗു, ؛സ് ആണ് ൈമനസ് എؗത് ആണ് ഇവിെട ഒരു ൈമനസ് റؐാുؗുׯ, a h f h a  
അതിനാൽ ഇത് ന് മുകളിൽ ന്െറ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗ പരിധി്ׯ തുലّമാണ്, കൂടാെത ന് h h h 
മുകളിലുت പൂജّമبാ؋ എؗത് ഒؗാണ്, അതിനാൽ ഈ പരിധി ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ h h fx
ന് തുലّമാണ് െഡറിേവئീവ് ൈْപം എبാവർുׯം തുലّമാണ് ൽ ശരി ഒ്ؗ കൂടി x f x x r 
കണׯാׯാൻ ْശമിׯാം ഞാൻ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് ന്െറ വിഭജനം x x x h f x 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഇേؚാൾ ചതുര؋ിന് തുലّമായ േനാׯാം പൂജّേ؋ാട് അടുുׯേآാൾ x fx h 
ഈ പരിധി നിലവിലുെ؇׸ിൽ, അത് ൈْപം ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ؛സ് സ്കٔയർ f x x h 
ൈമനസ് ചതുരം െകാ؇് ഹരി׺തിന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ നأൾ ؛സ് ചതുരം ചതുരമായി 2 x h x h x h
തവണ എ്ؗ എഴുതുؗു  ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ചതുരം െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ചതുരവും x h x h x x 
ചതുരവും റؐാുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ഞ׹ൾ എേؚാഴും എഴുതുؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമب, ഇത് h h 
ന്െറ ര؇് ؛സ് െകാ؇് ന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ഇത് ര؇് ؛സ് ന് തുലّമാണ് x h h x h x 
േപാകുേآാൾ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ഇത് ര؇് േല്ׯ േപാകുؗതായി നأൾ കാണുؗു, h x 
അതിനാൽ ൈْപം ന്െറ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗ ന്െറ പരിധി ന്െറ ؛സ് ൈമനസ് f x , x h x h h f 
ന്െറ ന്െറ 2 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ എെؗ അനുവദിൂׯ  ഒരു െനാേ؂ഷൻ കൂടി അവതരിؚിുׯക,x x 
അതിനാൽ ഈ ൈْപം െന ന്െറ ന്െറ െകാ؇് അെ׸بിൽ െകാ؇് െകാ؇് f x x f d dy dx 
സൂചിؚിുؗുׯ, ഇവിെട എؗത് ന്െറ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇതുവെര ലഭി׺ത് എ്ؗ y x f d 
എഴുതാം. ഫംഗ് ഷൻ പൂജّമാണ് ഫംഗ് ഷന്െറ തുലّമായ എؗത് ഒؗിന് തുലّമാണ് , കൂടാെത dx fx x x 
ചതുര؋ിന്െറ ന്െറ ഇത് ഇതുവെര 2 ന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു ഈ മൂ്ؗ d dx x 
െഡറിേവئീവുകളും നأൾ ഇേؚാൾ ക؇ി؂ു؇്  , ഉം ന്െറ ഉം ര؇് ഫംഗ്ഷനുകളാെണ്ؗ fx x g 
കരുതുക, അത് ൽ ന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ ؛സ് ഫംഗ് ഷൻ ന് തുലّമായ ൽ x- a fx gx a- x-
വّതّാസെؚ؂ിരിുؗുׯ, കൂടാെത നമു്ׯ എؗ െഡറിേവئീവ് എഴുതാം. എؗതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് d dx 

ൽ എഴുതാം , ഇത് ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ൽ ന്െറ x- fx- a dx- dx- dx- dx- x- x- x-
വّുൽؚؗം, ന്െറ ന്െറ െഡറിേവئീവ്.  ൈْപം അതിനാൽ നമു്ׯ െതളിവ് േനാׯാം, x- gx- g a 
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അതിനാൽ ؛സ് ന് തുലّമായ എഴുതാൻ അനുവദിുׯക , അേؚാൾ നി׹ൾ യിൽ വّതّാസംfx gx ux a 
കാണിׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ എؗതിന്െറ ؛സ് ൈമനസ് എ്ؗ u h u 
എഴുതുകയാെണ׸ിൽ, ഇത് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് തുലّമാണ് ന്െറ ؛സ് ؛സ് ന്െറ h f a h g a plus h
ന്െറ ആണ്, അത് ؛സ് ന്െറ ഈ ൈമനസ് എؗത് ന്െറ യുെട ആണ്, െകാ؇് u a h u a a plus g f h 
ഹരി׺ാൽ ഇത് ന്െറ ؛സ് ൈമനസ് എؗതിന്െറ ആെകു؋കയായി എഴുതാം.  യുെട ؛സ് f a h f a h 

െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ؛സ് ൈമനസ് ന്െറ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ g a h g a h h 
പൂജّമبാ؋ ഏത് നും നമു്ׯ ഇത് ഉ؇്, നമുׯറിയാവുؗത് അതാണ്  വലത് വശെ؋ പരിധി ര؇് h e 
പരിധികളും നിലവിലു؇്, അതിനാൽ  പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ന്െറ എؗ ؛സ് ൈമനസ് h h u h 

യുെട പരിധി ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാണ് ൈമനസ് ന്െറ ؛സ് പരിധി ന്െറ ؛സ് u h h f  a h g a h 
ൈമനസ് ന്െറ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് പരിധികളുെട ആെക നിയമമാണ് , എؗിവയുെട g a h fx, gx 
പരിധി ഏെത׸ിലും ഘ؋؂ിൽ നിലവിലുെ؇׸ിൽ പിെؗ തുകയുെട പരിധിയും  നിലവിലുتതും 
തുകയുെട പരിധിയും പരിധിയുെട ആെകു؋കയാണ്, അതാണ് ഞ׹ൾ ഉപേയാഗിؗുׯത് , ൈْപം u a
നിലവിലു؇് എؗത് ൈْപം ؛സ് ൈْപമിന് തുലّമാണ് എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമാണ് മെئാരു n f a g 
ْപധാന സ്ٔ؋, ഞാൻ എ്ؗ എഴുതുകയാെണ׸ിൽ യഥാർ، സംഖّയിെല ചില رിരാ׹׸ൾ്ׯ u x 

ന്െറ ചില رിരാ׸  സമയ׹ൾ്ׯ തുലّമാണ്. ഞ׹ൾ വീ؇ും എഴുതുؗത് എؗത് ഒരു ؛സ് എ്׺ x- u 
ൈമനസ് യു ൈബ എ ൈബ എ്׺ ആണ് , ഇത് എ ؛സ് എ്׺ ൈമനസ് സി ൈടംസ് എഫ് ന്െറ സി തവണ f 
ന് തുലّമാണ്  ഒരു െകാ؇് ഹരി׺ാൽ എനി്ׯ േകാമൺ എടുׯാം , തുടർ്ؗ എനി്؛ ׯസ് h c a h 
ൈമനസ് ന്െറ ഉ؇്, െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഈ പരിധി തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ f f h 
ഞാൻ ഇത് തവണ ആയി എഴുതാം.  ൈْപം പൂജّമായി മാറുؗതിനാൽ ൈْപം തവണ c f a h u a c f 
ൈْപം ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ര؇് ഫല׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ െപാതുവായി പറയാം , ന്െറ a x 

മട്׹ ആെണ׸ിൽ മട്׹ ൈْപം എؗിവ  ൈْപം നിലവിലുെ؇׸ിൽ, u c 1 fx c 2 g x , f ag a a 
യിെല ൈْപം മട്׹ ൈْപം ؛സ് മട്׹ ൈْപം ന് തുലّമാണ് , ഇത് മുآെ؋ ര؇് u c 1 f a c 2 g a 
ഗുണ׹െള സംേയാജിؚിؗുׯതാണ്, അതിനാൽ യുെട ൈْപം തുലّമായ നിയമْപകാരം a u 
തുലّമാെണ്ؗ നമുׯറിയാം.  ന്െറ ؛സ് െകാ؇് d to d to dx at x at x to a c of c one f x d dx

ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന് തുലّം ന് തുലّമാണ് , رിരമായ ഗുണിതം െകാ؇് ഇത് c dx x x x x a c
ഒരു തവണ ൈْപം ؛സ് ര؇് മട്׹ ആണ് മുآെ؋ ര؇് ഫല׹ളിൽ ൈْപം െചുإക, f a c g a 
അതിനാൽ ചില െഡറിേവئീവുകൾ കണׯാׯാൻ ഈ ഫലം ഉപേയാഗിׯാെമ്ؗ പറയാം, 
ഉദാഹരണ؋ിന് ചതുരْശ ൈമനസ് ന് തുലّമായ ؛സ് ടു എഫ് ൈْപം x thr- fx  ee x 
നിലവിലുെ؇׸ിൽ അത് മൂؗിൽ കണׯാുׯക, അതിനാൽ നമു്ׯ അറിയാവുؗത് , ന്െറ  x x 
ചതുര؋ിന്െറ െഡറിേവئീവിന്െറയും رിരാ؋׸ിന്െറ െഡറിേവئീവിന്െറയും െഡറിേവئീവ് 
നമുׯറിയാം, അതിനാൽ ന്െറ ന്െറ ര؇് ന്െറ ആണ്. رിരമായ ര؇ിന്െറ x dx dx xd by dx dx 
െഡറിേവئീവ് പൂജّമാണ്, സ്കٔയർ ൈമനസ് 3 ؛സ് 2 ന്െറ െഡറിേവئീവ് 2 ൈമനസിന് x x x 
തുലّമാണ്, ന്െറ െഡറിേവئീവിന്െറ മൂؗിര؂ിയും ؛സ് പൂജّവുമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ന്െറ x x f 
ൈْപം അبാെത മെئാؗുമب.  ഏെത׸ിലും എؗതിന് െഡറിേവئീവ് ൽ നിലവിലു؇്, ര؇് x x- x 
ൈമനസ് മൂ്ؗ ആണ് നൽകിയിരിؗുׯത് , അതിനാൽ ൈْപം മൂؗിൽ ؛ഗ് ഇൻ െചേإ؇തു؇്, f x 
സമം മൂؗിന് ര؇് തവണ മൂ്ؗ ൈമനസ് മൂ്ؗ ആണ്, അത് മൂ്ؗ വല؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ 
തുക റൂൾ ഉപേയാഗി്׺ േകാൺزന്റ് മൾ؂ിؚിൾ റൂൾ ലാ ഈ ഫംഗ് ഷനുകളുെട സംേയാജന؋ിന്െറ 
െഡറിേവئീവ് കണׯാׯാം, അവയിൽ ഓേരാؗിന്െറയും െഡറിേവئീവ് എനിׯറിയാെമ׸ിൽ, ഞ׹ൾ
ഇവിെട നിർ؋ാം, അടുױ ؋ാസിൽ ഞ׹ൾ കുറ്׺ േْപാؚർ؂ികൾ പഠിുׯം , തുടർ്ؗ കുറ്׺ 
ഫംഗ് ഷനുകളുെട െഡറിേവئീവ് കണׯാׯാം നؕി  നി׹ൾ നി׹ൾ 
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