
  [సంڶతం] ݟటࡍघ ङߕఉప ࡍవۨ ࠾ࡍల߯ ఆరవ మ ݋ߝ ङ޳࢑ ړߖࣃ छࣃ ߘबలࡏ గࣆޒफߕऒ ङߕఈ ఉప ,    ߘ సంߘߝ ࡹ ఇంతڕ
࠭ంߧۮ ޶ओ న ऱܿߘߝ ڴ సరళ సࠬకరހల వङ వసबల పࢲࡍए రం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ డߘޑ         , అంతࡎ ऱన ࢘ࡍయࡽࠋझ  
ప  ڕహరణ޳ఉ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖఉంܿంద ڴఉం݄   ఒక సࠬకరణం సరళం ڵ࡯ంకం కޑۅ ऱ࣒  x ޳ࡶ సࠪనం ړࣄ ޴ߝఅ ࠑ 
ప  ݡంࡓ ऱ࣒  ऴޓ ఐړ޶ సࠪనం అۮ ߖపओ ంݟ ఇకए డ ఉనऒ  అంతࡎ ऱన ࢘ࡍయࡽࠋझ  మ࠾ࡍ మ࢐ ࠾ࡍటߖऒ ంܽڔ x y x y 
ల వङހసరళ సࠬకర ۯంށగࡍబܽद     మనం పڒ సࠪనం ړߖ޳ంకం ఒకޑۅ వసबల ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ओߩటݦ  సరళ ఇ࢑ ݡ
సࠬకరࡱހ. బࣗళ ࢘ࡍయࡽࠋझ ऒߖఅ ࡱవࡱ࢑ న޴ం߰ ࡹޒఈ తరగ          ࠾ࡍమ  ࡱހబࣗళ సࠬకర ޜ   
సࠬకరހలߘ ఏకڒలంࡹ సంతృߧफపࡍ࢘   ࠭࠲ ࡮ۯࡍయࡽࠋझ షएࡍసం పڝ        ऒߕంܿڕߘంۧలࡍ ࠭  ݀  ప ऱ࣒  ऴޓ x y
ఈకछ పऱ࣒  ࠾ࡍమ ࢟ࠀ ܿ ࡽ  ݀ ఈకछ छ޳  ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ޓऴ ܿ ࡽ  x y t x yړߖ޳ఒక ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖ޳ఒక ࡌ
సࠪనం  ࡓంݡ సࠬకరހలߘ ఏకڒలంࡹ సంతృߧफ పరచంݟ, ఇ޴ అߖऒ  సమ࠻లࡹ ఉంܿం޴,  ఉ޳హరణࡓ  ڕంݡ x 
 ప ऱ࣒ ప  ڷࡱߕ ࠾ࡍసࠪనం  మ ڕ޶ఐ ݡ࠮  ऱ࣒  ఆࡏ అ޴ߝ పڕߘࣜ޴ సࠪనం అߖ  అڕߘం޳ం అܿవంܽ y x y 
ఇۨऐ ߘలހసࠬకర ݡంࡓ నటऱࡓ ,ޙ࠼ంݟంܽߗ ఏకڒలంࡹ సంతృߧफపۯࡍ మ࠾ࡍ ఉࡶ ࡹړߖవ࡮ۧ ߖ సओ షदంڴ x y 
ఉం޴   ఎం޶కం݄ ߘߝ ఈ సࠬకరణం 1 ࡅకए  ఎడమ ࢙࣋ށڷ ޜ2 ߘߩफ మన4 ڕ  ప ऱ࣒  6 వࣆफంߩ࢙ ݟڕ ߗڒ ޴న x y 
మనڕ లࣆࠚफంڒ 15  ޴బܽद     మనం 2  ప ऱ࣒  3 అړ5 ޴ߝ సࠪనం మ4 ࠾ࡍ  ప ऱ࣒  6 అړ10 ޴ߝ సࠪనం అߖ  x y x y 
పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ అ޴ సంతృߧफ ۮంద޶          ߯ సࠬకరހల వङ వసबڕ బࣗళ పࢲࡍए ందవ۪ऐ߰ ߘలࡌ  
ఉ޳హరణڕ ఒక సࠪనం ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ࡓంݡ  ప ऱ࣒ ప  ڷࡱߕ ޶ఐ ݡ࠮  ऱ࣒  ఆࡏ సࠪనం పړ޴ x y x y x y 
సࠪనం ࡓంݢ సంతృߧफ ۮం࠳ ࠼޳న࣒ ఐړ޶ సࠪనం ఉం޴  ఐړ޶ సࠪనం ڒబܽद ࡓంݡ  ప ऱ࣒   న࣒x y x y࠳ ݡ࠮ 
ప޴ పऱ࣒  పߘࣜ޴ సࠪనం ఐ࠳ ڷࡱߕ ޶న࣒ 5 ప ऱ࣒  3 ప ऱ࣒ న࣒ 20 ప࠳ 5  ऱ࣒  30 సࠪనం 10 సࠪనం 2 సࠪనం 1 x 4 x y 
ప  ݡంࡓ బܽदڒ 3 ࠑ ऱ࣒  ऴޓ ఈకछ పऱ࣒ ࡛ࠂ ܿ ࡽ  వߤ ఈకछ పऱ࣒ ݀ ߤఇ ࡛ࠂ ࠾ࡍమ ࢟ࠀ ܿ ࡽ झڡࣄ   ఇߤ వࠑ ߤ ऴޓ ఈకछ  x y ࡽ
ܿ ఎ݋࠼ పऱ࣒  ݀ ఈకछ फࣃ۫ ߖనగలమھߘక ߖݡ࠮ ݡంࡓ బܽद మనం ఒకܽڒ , ߤ݃ ࡽ ࠭  ࢐సफړߖ࢐ మనం అܿవంܽ 
సࠬకరణ వङ వసबڕ ఏ࢙ߕ పࢲࡍए త సంఖङࠫࡍప ߘలࡌ ల వङހబܽद సࠬకరڒ  ంచగల࠭ށగ ࡹ వసबߘ బܽद మనݡ࠮ ڕ 
ధङࣃ ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ߘలޔबࣄࡍన ప࠳ एࢲࡍఒక ప ڕమన ޳ࡶ  రం ఉండవ۪ऐ एࢲࡍబࣗళ ప ڕమన ޳ࡶ   ࡱࡌ
ఉండవ۪ऐ एࢲࡍఎܿవంܽ ప ڕమన ޳ࡶ  ర ऴపశऒ  ఉండ޶, ఎ࡯࠻ۯ ࡮  ఇۨऐ న సరళ సࠬకరހల వङ వసबڕ పࣄࡍबޒ 
ఏࠫ݇ ߖ ࠭࠲ర पࣃ࠼फ  ڴ࢑ధం ޴ంړఈ ऴ ߘలޔత పదमࡍ߄మ ఆࡹ࢑ తృకࠪ ࠾ࡍతృక మࠪ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭
వࡍ फంపܑࣃफ ࠭, సࠬకరހల వङ వసबࡱ ఒక ࡓ ऱܿ ఒకܽ  ప ऱ࣒  ఒకܽ ࡓంࡏࣃ ݡऱ ࡓంݡ  ప ऱ࣒  x x n xn  ޴ऱ ఉంܿంࡏࣃ 1 
సࠪన࠳న  ࡏࣃऱ  ప ऱ࣒ ऱ  పࡏࣃ  ऱ࣒ ऱ b 1 a 2 1 x 1 a 2 2 x 2 a 2 n xn b x 1ࡏࣃ సࠪనం  అం݄ 1 ړ2 ޴ߝऱ అࡏࣃ 
  ప ऱ࣒ ऱ  పࡏࣃ 2  ऱ࣒  మనం x 2 ann xn bn n ࡹలހసࠬకర ߖࡹ࢐ܽ ߖయ࡯ޘ   ࡱ޳ఇతర ప  ࡹ ޳ࡶ ޴ߝऱ అࡏࣃ  
ऒߕफࣆ۫ ࠭ అ࢑ ࠪతృక ࡐపంࡹ అܿవంܽ సࠬకరހల వङ వసबߘ మనం ۨࣇంచగలమߖ x one x two xn     
గమߖంచంھ ݟడनړ  ࡯ సࠪనం, ఇకए డ అ޴ߝ ऴࢗ  ࣒ڒక द࡛  b a n nx n ࠾ࡍసల ࠪతృక మࡏవ ࡽనलన࠱ݧ ఒక ޳ࡶ 
झࡽࠋయࡍ࢘ కएࡅ   ఒక ࢓ࡱߖ వࡏస మ࠾ࡍ అߩ࢙ ݟڕ ޴ߝ మࢁऱ అݡन వࡏసࡱ మ࠾ࡍ ఒక ࢓ࡱߖ వࡏస ޳ࡶ  b n 
ఒకܽ ߘంݟ ఒకܽ ࡓంݡ ఒకܽ ߘంࡓ ݟం1 ߤߕ ݡ వరࡏࣃ ڕऱ సࠪనం ߘంݟ వరڕna ann x 1 x 2 xn b 1 b 2 bn 
చకए ࡮ۧ   తफం వङ࠴ లހమనం  సరళ సࠬకర ڴ వసबߘ  ࠪతృక ࡐపంۨࣇ ࡹంచగల࠭,   అ޴ߝ ఏకవచనం ޴ߖڒ అߖa 
అڕߘం޳ం, అߩओ ऒߖࠪࡹ࢑ నࣄ۫ ࡹࡍమనం   మన ۨవ ,ࣆࡱޘ ڕమన ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ  గށంచవ۪ऐ .  తరగޒ 
ऒߖࠪࡹ࢑  బܽदڒ छ޳ ంచడంށڷ ڴ޶ం࠭ ړ࡯డनھ   బܽद     b x is b aڒ సࠪనం ړ మࡹ࢑  సࠪనం ޳ࡶ మࡹ࢑    ࡌ
ఏకవచనం ڒనటऱޙ࠼, సరళ సࠬకరހల వङ వసबڕ మనڕ ऴపޙङ క࠳న పࢲࡍए రం లࣆࠚफం޴,    ఉ޳హరణࡓ  ڕంݡ  ప ऱ࣒  x 
थ܉బܽद ࠪతృక సంڒ సࠪనం ړߖ޳న࣒ ఒక࠳ ݡ࠮ ޴ࠫߖఎ ޴ߝఅ ݡ࠮  న࣒ y x y࠳ ݡ࠮ ݡ࠮ ݡంࡓ ࡹలߕࠪ
ఒకܽ  ށڷ ޜంచబݟన޴  ఎ޴ࠫߖ ఒకܽړ సࠪనం,   ఇ޴ ఈ ࠪతృక ࡓం࠳ ݡ࠮ ݡ࠮ ݡన࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ xy
घࠫޛ న࣒࠳ ऒߕࣆ ޶ڒ సࠪనం ݡంڜన࣒ పద࠳ సࠪనం ޴   ޴ఉం ࡹంۧށగ ࡮మం  ఎࡹ࢑ బܽद ఒకڒ  ޶ڒ సࠪనం ړ
ओߩఇ ޴ߝమం అࡹ࢑ ࣆࡱޘ ڕమం మనࡹ࢑ घࡍటݟ ݡ ओߩఇ     ߖసࠪనం అ ړߖ߄బంߘన అݟంచబڵ࠙ ޜ ݋ߝ  తృకࠪ ݡ
కएࡅ  బܽदڒ న࣒ 1࠳ 3 3 2  అߘబంధం సࠪనం ڒబܽद  మనం ࡓం࢑ ݡకర प ࠮లڒలࣃࡏࠪ ߘफ ࠭ మ࢑ ࠾ࡍకర प a 
ۨ ంܽݟంࡓ ऒࣔ ऒߖ फࣃࡏࠪ  సࠪనం ݡంڜన࣒ 11 పద࠳ న࣒ 3 2 ࠬద࠳ న࣒ 3࠳ న࣒ 1࠳ మంࡹ࢑ బܽद ఒకڒ ࡱڒల࠮ .࠭
1 పదڜంݡ࠮ ݡ పదڜంݡ࠮ ݡ పదڜంݡ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡓంݡ పదڜంڒ ݡబܽद పదङ ం ޳छ  a in  b  1 3 11 ࡌ
छ޳ छ޳ 3 11 ࡌ छ޳ న࣒ 2࠳ ݟంߘ 11 ࡌ కࢗ  ڕవర 11 ࡌ द࡛ కएࡅ  ప 11 ࠑ సࠪనం 8 1 అం݄ 8 ڕߩ࢙ ݟڕ  ऱ࣒  b 11 ࠑ 3 
మ࠳ 11 ࠑ 24 ࠾ࡍన࣒ 2 ړ2 1 11 ࠑ సࠪనం  ڒబܽद మనం సࠬకరހల వङ వసबڕ ఒక ऴపޙङ క࠳న పࢲࡍए ऒߖࡌ    ߰ం࠭ޑ޶ 
, ఇߩओ క సమసङࡖమ  ߘߝ ݡ షएࡍప ߘ फࣃࡍ యङࠉ లࡹړ 2 ࠾ࡍమ ࡱమ߇ڿ లࡹړ 3 ࡱయߦऱ࡯ల ఉࡹړ 4 ,   ߘ ం    ధర 60 
ఇవछ ߖధర అ 2 ࡱయߦࡐ బݟంࡹړ  .޴ ఉ࡯ऱߦయࡹړ 4 ࡱల ߇ڿమࡱ మࡹړ 6 ࠾ࡍల ࠉయङ ం  90 ߦࡐయࡱ మ࠾ࡍ  
యङࠉ లࡹړ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ࢓ࡏల బࡹړ యల ధర 2ߦऱ࡯ల ఉࡹړ 6 ం   70 ߦࡐయࡱ  వङ ړ फగత ఖࡏऐ  ࠭࠲ కߘక ࡱ
సࠬకరހల వङ వసबࡓ ݡ࠮ ڷࡱߕ  ߘంࣃۨࣇ ڴݡफ खࠑݥ ంࠢޛ फ అర࢙࣋ށڷ ޜ ߖ 3 2 6 6 4 2 .࠭ సࠪనం,    ఇకए ړ డxyz

అࡹړ  ޴ߝ ఉ࡯ऱ ధర ߇ڿ ࡹړమ  ధర మ࠾ࡍ అࡹړ ޴ߝ ధర ధర, మనం ࡱ࢑వలݡ࠮  .࡯࢐ڝࣆࡱޘ ߘ x y,  z xyz 
సࠬకరࡱހ సంతృߧफ ۮంڒ ࠼޳బܽद మనం ߖࠪࡹ࢑ऒ  గށంۧࡅ   ࡯కए पࡌߖ  యకం ޳छ  న aݟంచబ܊࢑భ ࡌ
అߘబంړߖ߄ సࠪనం అߖ మనڕ ఇపओ కएࡅ ࠭࠲ బܽदڒ    ࣆࡱޘ ښܽ  అߘబంߖ߄ऒ  గࣃށफ ࠭ ఒకܽ ఒకܽ  4 ߘంݟ aa 
ఈకछ 6 ߤన࣒ 6  ఇ࠳ 3 ݟంߘ 2 ݟంߘ న࣒ 1࠳ సࠪనం 0 సࠪనం ڕ 2 ݟంߘ న࣒ 6࠳ 3 ఎ 1 3 ఈకछ 30 ܿ ࡽ  a 1 2 ܿ ࡽ
झڡࣄ న࣒࠳ ܿ ܿ ܿ ఈకछ ࡛ࠂ ܿ  న࣒ టछ࠳ ܿ ࡽ ంܾ ఎ ݀ వߤ ఈకछ ఈకछ 2 ߤన࣒ 2 ఇ࠳ 3 ܿ 3 ߤఇ ߤన࣒ వ࠳ ࡽ  ࡽ
న࣒ 5 ఎ 2 2 ఈకछ࠳  a 2 3 3 ړࡹ న࣒ 6࠳ 2 ړࡹ 4 ݟంߘ న࣒ 1࠳ సࠪనం 0 సࠪనం ړ 2 ݟంߘ న࣒ 6࠳ 3 ݟంߘ 4 ࡽ
సࠪనం పऱ࣒  10 సࠪనం ߘ ݡ࠮ంݟ ఆ࠳ ࡏన࣒ ࡓ ڷࡱߕంࡓ ݡంݡ సࠪనం పࡓ ݡ࠮ ޴ంݡ సࠪనం ࠳న࣒a 3 1 
ఒకܽ ߘంߘ 4 ݟం࠳ 6 ݟన࣒ 2 ߘం࠳  2 ݟన࣒ 20ړ సࠪనం మ࠾ࡍ ఒక 3 3  ߘ ڷࡱߕం࠳ ڷࡱߕ ݟన࣒ ऴړ݀  ܿ ޓ 
సࠪనం పऱ࣒ క߷ڒ బܽद మనంڒ ߤ݃  द࡛  లߘ ߰ం޴న తࡌछ త మనం ऴ࢐యవ۪ऐ కएࡅ   అߘబంధం  ߕࣆऒ  a ޶న࣒ ఐ࠳ 
పړ޴ సࠪనం 30 [సంڶతం] 0 ࠳న࣒ 20 ࠳న࣒ 20 10 10  ڒబܽद ߖࠪࡹ࢑ऒ  గށంచړߖݞ మనం ఒక ఇߩओ घࡍటݟ ݡ కएࡅ ݋ߝ  
घࡍటݟ ऒߖ޳ప ߝफ సࠪనం అ࣋ࡍ࢑సफ ࡹసࡏन వݡదܽ అ࠴ మనం ,   ޴ఉంܿం ࣄనవలھߘక ߖ ݋ߝ క߷ڒ ࢐ܽ  द࡛  ల࣋ށڷ ޜफ 
మనం ߰ంߘ   ޴޻ంݟ  ప ऱ࣒ ప  ݟంߘ   ऱ࣒ సࠪనం  ప ړ  న࣒࠳ ݟంߘ   ऱ࣒ 4 ړ ޴ߝన࣒  అ࠳   సࠪనం ړ  0 3 30 2 20 0 90 40 50
సࠪనం,  ఇߕࣆ ޴ऒ ओ߯࠭ [తంڶసం] న࣒ 5 10࠳ మం 0ࡹ࢑ బܽदڒ  యడం సమంజసంۯ గࣔరం࠙ ޜబܽद 50ڒ ޴ߖڒ   
ऒߕࣆ ऒߕࣆ  ڴంచڵ࠙ ޜࠢ࠻  ߖ޴ప ޴న࣒ ఇర࢙ ప࠳ న࣒ ఇర࢙࠳  ݟంߘ ݡ࠮ ޶సࠪనం ఒకܽ ఐ ړ޴ప ړన࣒ ఒకܽ࠳ 
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ఐߕࣆ ޶ऒ एࢲࡍల పހబܽद  సࠬకరڒ  ޶ఒకܽ ఐ ࠾ࡍమ ޶ఐ ޶ఐ ݡంࡓ న࣒࠳ ޶ఐ ݡంࡓ న࣒࠳  రం మన90 60 ڕ 
మڴ ࠾ࡍ ఇవछ బݟన ࢗ ࠉక द࡛ ऒߖࠪࡹ࢑ ޜ  छ޳ ంచడంށڷ  ందవ۪ऐ߰ ࡌ ఉతओ ߖ޵ ޴ߝఅ ޜߖ޵   బܽदڒ         . 70 ړफޒ xyz 
సࠪనం మ࠾ࡍ అ࠳  0 ޴న࣒ 9 ప ऱ࣒  14 ఈ࠳ 36 5 ܿ ࠹ܿ ܘన࣒ 28 ఈకछ న࣒ 24 ప࠳ 8 ܿ ࡽ ऱ࣒  18 ఈకछ న࣒ 6 ప࠳ ࡽ ऱ࣒  14 
ఈకछ యङࠉ     ࠾ࡍసࠪనం మ ڕయలߦࡐ ޴ࠫߖమ ధర ఎ߇ڿ సࠪనం ڕయలߦࡐ    ޶ऱ ధర ఐ࡯బܽद.   ఉڒ .8 ࡽ ం i  
ధర ఎߦࡐ ޴ࠫߖయలڕ సࠪనం  పంజరం  మࡖక సమసङ షएࡍప ߘ फࣃࡍ ࠭      మనం    ࡓండవ సంఖङ  దܽ࠴    ంۨށڷ ߘ
సంఖङ సంఖङ ݡ࠮ ޙߧ࡯క ޜ ల ࠴తफం ఆࡏ అޔ࢓ం޴  మనڕ ఏݡ వࣆफం޴ మࡓ  ࠭࠲  ࠾ࡍండవ మ࠮ ࠾ࡍడవ 
సంఖङ లݟܔ  ߘంۨ, ࠴ ߖߖ޳దܽ సంఖङ ࡓ 3 ڕ ऱܿ ࣋ݟܔफ,   మనڕ పߜऒ ంݡ࠮ ݡ సంఖङ లߘ కھߘంܿంڒ  ޴బܽद ߯ 
࢑వరణ మనݡ࠮ ڕ సࠬకరހలߘ ఇࣆफం࠴ ,޴దܽ޴  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ సࠪనం  ప ړ6  ऱ࣒  2 సࠪనం 7 3  ప ऱ࣒  x y z  x z x y 
 ప ऱ࣒ z  xyz ڴ޶మనం ࠭ం ڴ޶బܽद ࠭ంڒ సࠪనం ړ12 ࠾ࡍफ  6 7 మ࣋ށڷ ޜ  1 1 3 2 0 1 1 1 1 ޳ࡶ సࠪనం ړ12 
రߖ प࠼ం޴ۯ ఏࠫ݇ తۯ ڥߖయంߘ ݟం࠳ 0 ݟన࣒ 2 ࠳న࣒ 1 ߘం࠳ 1 ݟన࣒ 6 ప ऱ࣒  సࠪనం a 1 ڕ న࣒ 0࠳ 1 ݟంߘ 1 
న࣒ 2 ప࠳ ऱ࣒  5 ప ऱ࣒  1 సࠪనం 4ړ  సࠪనం ړ 0 ޶ڒ సࠪనం ڒ  ޶ڒబܽद మనం ࡹ࢑మం     ߖర प࠻తघ కం ޳छ  ࡌ
࢑భ܊ంచబݟన అߘబంړߖ߄ సࠪనం అړࡵ ߖए ంచవ۪ऐ క߷ڒ ࠭࠲ ڴ࡮పܽߘ࠭ బܽदڒ   द࡛  లߘ గࣃށफ ࠭, దయࣄۯ 
ऴړం޴ ఈܘ ఈకछ  న࣒ ݀ a 1 1 a one two is equal to five a one three is equal to one a 2 1࠳ ࡽ

మ࠾ࡍ ఈܘ ఈకछ పऱ࣒ ܿ ࡽ  2 ఎ 3 1 ఈకछ  ఎ 3 2 is equal to 0 a 2 2 is equal to minus 2 a  2 3 2 ܿ ࡽ
ఈకछ ఎ  ఈకछ ࠾ࡍన࣒  మ࠳ ܿ ࡽ న࣒  ܿ  ࠪङ࠳ ܿ ࡽ ऴܽڡझ  ߷ర࣋ࡌ  ࡹ ࠹फ ࡅకए  అݞण 1 ړ న࣒࠳ ݋ం࠼ 3 3 1 a 2 5
సࠪనం  1 0 ࠳న࣒ 2 2 2 ࠳న࣒ 1 ࠳న࣒ ఒకܽ ڒబܽद ࡹ࢑ ړߖ޵మం సࠪనం ߖ޵ऒ ऒߕࣆ ݡంࡓ న࣒࠳ फ࣋ڵ࠙ ޜڷࡱߕ   
एࢲࡍల పހబܽद సࠬకరڒ  న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ޶ఐ ݡంࡓ రం  ࡹ࢑మ ړ సࠪనం ఒకܽ ߘంݟ b 
ऒߕࣆ ݡంࡓ న࣒࠳ ݟంߘ ڷࡱߕ छ޳ फ 6 7 12  సࠪనం 1࣋ށڷ న࣒ 1࠳ న࣒ 1 1 2࠳ న࣒ 2࠳ ޶ఐ ݟంߘ ݡంࡓ   4 ࡌ
ప ړࡹ న࣒ 12࠳ ऱ࣒ ऒߜన࣒ ప࠳ న࣒ 14࠳ 30 24  ంݡ ఆࡏ కߧ࡯ ప޳ऒ ऒߜన࣒ ప࠳ ڷࡱ ంݡ ఒకܽړ సࠪనం  పߜऒ ం4  ړࡹݡ 
బܽद 3 సంఖङڒ  సࠪనం ړ2 1 3  8 ऒߕफࣆۨࣇ ߖఅ ߘߝ .2 ࠾ࡍమ 1 3 ࡱ  tࡏఉంۧ ࡹలހసࠬకర ߘవలࡱ࢑ ఈ ࡏࠬ  ߘ
మ࠾ࡍ ఈ    ݡ࠮ సࠬకరࡱހ  ఈ ࡱ࢑ ݡ࠮వలޜ సంతృߧफ ۮం޳యࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ షएࡍప ߖߖ޵ ,ࡏ  కࡖమ ۯంࡍ
ࠪరठం  ࢐ङ కరణ ߖయమం అࣃࡱߧ ߖफ ఇకए ,ࡏ డ ࡹ࢑  ࠭࠲మ ߖయࠪߖऒ  సओ షदంڴ గށంచ࠭, బࡔ࢘ ࠭࠲ ڴࡱ޶छ  ڴࡏ
గށంచడం ޳छ ల వङހసࠬకర ࡌ వసबߘ పࡍషए फࣃࡍ पࡌߖ  .࠭ యࡱڒ మߖ޳ ࠾ࡍ సࣔయంࡱ࢑  ࠭࠲ ޜవలߘ గࣃށफ ࠭   
, ఇۨऐ న సࠬకరހల వङ వసब  ھడनړ ࡯ సࠪనం అޙ࠼ అ޴ߝ ऴ࣒ڒ ఒకܽ అޙ࠼ ऴ࣒ڒ ఒకܽ అం݄ b a nnx n b n a 
ఏకవచనం ޴ߖڒ మ࠾ࡍ సࠪనం ߕࣆ  ޶ڒऒ ङࠪ ߤవ ࣒ڒऴ ړ द࡛ڒࢗ    ऴܽڡझ , ఇకए డ అߖऒ ऒߕࣆ ࡱవࡱ࢑   b ࠼ఉంܼ ڴࡱ
ऒߕࣆ ޴ߝబܽद అڒ కࢗ  द࡛ एࢲࡍప  ݡ࠮ ޙ࠼అ  ޴ߖڒ ఏకవచనం ࠾ࡍమ ޙక߱ڒ   ల b aހసࠬకర ݡ࠮ ࡱࡌ
పࢲࡍए ంచవ۪ऐށగ ڴ࢑ధం ޴ంړऴ  ߘలࡌ फࣃࡍఉదహ ޜంܽݟ࠮ ߘߝ , पࡌߖ ఒక ޴ߝబܽद అڒ  ݡ࠮  ߘ యړߖڒ d 
సࠪనం,   ఒకܽ అࡅ    ޴ߝకए కࢗ  ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴  द࡛ ࡎభ ޜ  फ ۯయడం ޳छ  ఒకܽ d a b d ޴న ࠪతృక, అ޴ం߰ ࡌ

రߖ पړߖ࠻ సࠪనం అ࢑޻ధంڴ  b 1 b 2 b 3 a 1 2 a 1 3 a 2 2 a 2 3 a three two a three d two  
ࠪऴޒక ࠪऴޒకߖ ߘర प࠼ంచంݟ అం݄ ࠭࠲ ࠪతృక a one b 1 a 1 3 a 2 1 b 2 a 2 3 a 3 1 b 3 a 3 3 
కएࡅ కࢗ ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ ండవࡓ  द࡛ छ޳  ࡎభ ࡌ फ ࠭ࣃۯ    మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంڴ  ऴ1 1   ߖޓ b d a 1 2 b 1 a 2 1 a 2 2

కएࡅ  घࡍటݟ  ओߩంۧ࠭ అށగ ڴ ݋ߝ ఈకछ ܘఈ ݡ b 2 a 3 1 a 3 2 b 3࠾ࡍఅం݄  ࠬద మ ߤఆ  ࡽ x d 1 dy d 2 d 
అړ3 ݟ ޴ߝ ఈకछ ओߩంచనߧࡐߖ ߘߝ ݟ   ࠾ࡍమ ݟ ࡽ ऒߕफࣆۯ ࠀࡍࢗ ߖߖ޳ ߘߝ ޜహరణ޳ఉ ޻అ ݡ  బܽद zڒ  ߘ

ధృ࢒కరణ 1ړ సࠪనం 1 1 1 0 2 3 1 1  ఈܘ ఈకछ ऒߜప 6 ܿ ࡽ ంݡ  అం݄ ݡ࠮ ఒకܽ ࡓంݡ అߖ సࠪ߄నం a in xyz 
࢐ङ ޴ߝబܽद    అڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ కరణ ߖయࠪߖऒ  ఉపڵࡆంۨ పࡍషए फࣃࡍ ࠭, అࡅ ޴ߝకए घࡍటݟ   d d a ܘఈ ړ ݋ంߜ
ఈకछ ఈకछ ߤవ ݟ ࡛ࠂ ܿ ࡽ घࡍటݟ ܿ ࡽ న࣒ 24 ప࠳ 7 ݟంߘ న࣒ 1࠳ న࣒ 2࠳ 0 ݟంߘ 6   1 12 2 0 7 1 1 6 ࠆఆ ݋ంߝ ऱ࣒  1 
న࣒ 7 ప࠳ న࣒ 12࠳ 7 ݟంߘ ऱ࣒  24 ప ऱ࣒ ऒߜప ࡽࠋయࡍ࢘ దܽ࠴ వࡱ࢑ బܽदڒ   సࠪనం ړ 12 7  ంݡ ࠬద ڷࡱߕ ఇߩओ    ݡ
घࡍటݟ  సࠪనం ړݡ࠮ కࢗ  ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ ండవࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ݋ంߝ द࡛  d 2   1 6 1 1 7 2 3 12 1 b 6 7 
మޜ12 ࠾ࡍ భࡎ फ ۯయడం ޳छ पࡌߖ ߖ޳ బܽदڒ .࠭ޑ޶మనం ߰ం ࡌ యకం 1 ߘం࠳ 7 ݟన࣒ 24 ࠳న࣒ 6 ߘం࠳ 1 ݟన࣒ 6 
 ప ऱ࣒ న࣒ 17 ప࠳ సࠪనం ړ న࣒ 20 1࠳ 12 ݟంߘ 1  ऱ࣒  yړߖ޳ఒక ڴ࢑ధం ޻అ  4 ࠑ వ 4ࡱ࢑ బܽदڒ సࠪనం ړ    న࣒ 9  4࠳ 30 
సࠪనం ݡ࠮ అࡅ 12 1 3 7 0 1 6 1 1  ޴ߝకए पࡌߖ  యړߖڒ సࠪనం, ࠮ ࠭࠲డవ ࢓ࡱߖ వࡏసߘ d  v 
ࡎభ ޜ द࡛ڒࢗ फ ࠭ࣃۯ             ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   అړ   ޴ߝ సࠪనం ڒబܽद అړ ࠑ  ޴ߝ సࠪనం ڒబܽद ړ సࠪనం  ڒబܽद 9 6 8 z 8 4 2
మనం ߖࠪࡹ࢑ऒ  సओ షदంڴ గށంచߖ ऴڒమ࡛ ߖయࠪߖऒ  ఉపڵࡆంۨ సࠬకరހల వङ వసबలߘ   మనం పࡍషए ऒߖంۨన   అࡍ  
సమసङ లߘ పࡍషए फࣃ۫ మనం ߖంచగలమࡍ ࠭. ఒక   ࠪతృక ఏకవచనం ޶ڒ మ࠾ࡍ అంڝ޶సం  ࡅకए  a e 
घࡍటݟ ऒߕࣆ ޴ߝఅ ݋ంߝ ऴపశऒ ߖڒ  ,  ఏకవచనం అޙ࠼ అߩओ కएࡅ బܽदڒ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ घࡍటݟ   బܽद    a aڒ 0 ݋ߝ

కएࡅ घࡍటݟ  a b , ߖ࢐ܽ ޴ంړమనం ఈ ऴ ޙ࠼సࠪనం అ ړబంధం 0ߘన అݟంచబށڷ ޜ   ࠾ࡍసࠪనం మ ړ0 ݋ߝ
ओߩఅ .࡯࠻ۯ ల వङހసࠬకర  ࠭࠲ ݡ వసबڕ బࣗళ పࢲࡍए కएࡅ ࠾ࡍఉంܼ࠭ మ ڵ࡯క ߘలࡌ पࡌߖ  యకం 0 b  
అޙ࠼ మށڷ ޜ  ࠾ࡍంచబݟన అߘబంధం 0ړ సࠪనం ڒక߱ޙ, పࢲࡍए दࢲదృ   ࢓ఉండ ࡱࡌ ంతం  ࡓంݡ  ప ऱ࣒ b ݡ࠮  x 

ఐ޶ మړڷࡱߕ ࠾ࡍ సࠪనం అߖ పࡍగށంచంݟ   ప ऱ࣒ ओߩసࠪనం. ఇ ړ 6   బܽद y x y  10 a 2 3 4 6ڒ సࠪనం ړ ݡ
కएࡅ घࡍటݟ  కएࡅ ࠭࠲ బܽदڒ  సࠪనం ړ0 ݋ߝ  అߘబంߖ߄ऒ फࣃށగ ړࡹ  ࠭ అం݄     ࡓంݡ ऴ࣒ڒ ݀ ࠪऴޒకࡱ a a b 

ఆ ఉమघ ࢑కర  .ࣆࡱޘ ڕమన ړߖݞంచށగ ߖݟ प ࠮లڒలߘ పరసओ రం ࠪࡏऐ ࢑కర ࠭࠲ ࠾ࡍమ ݟంڝ प ࠮లڒల ࡅకए  
ۨ ऒࣔ ऒߖ फࣃࡏࠪ  కएࡅ బܽद  ఈ ࠪతృకڒ  ࠭  అߘబంధం 6 ࠳న࣒ 3 ࠳న࣒ 4 2 మ࠾ࡍ మనం ࣋ށڷ ޜ10 5 ߖߖ޵फ మనڕ
న࣒ 20 ప࠳ న࣒ 30࠳ 30   ऱ࣒  20 సࠪనం 0 0  0ړ సࠪనం ڒబܽद ࡅకए घࡍటݟ  छ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍమ 0 ݋ంߝ  a b ࡌ
ऒߖ߄బంߘన అݟంచబށڷ  0 అߖ కھߘంܼ࠭,   ڒబܽद మనం ۫ࣄన ऱܿڴ  అనంత࠳న అߝక పࢲࡍए ऒߕఉ ࡱࡌ  ,࠼
అޙ࠼ మనڜ  ڕతफ ఉ޳హరణ ࡓంݡ  ప ऱ࣒ ప  ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ޶సࠪనం ఐ ݡ࠮  ऱ࣒  ఆࡏ సࠪనం  ߘంݟ x y x y 
పߘࣜ޴ వరڒ ڕబܽद ࡅకए घࡍటݟ  కࢗ  ࠾ࡍసࠪనం  మ ړ ݋ంߝ द࡛ కएࡅ ړࡹ   అߘబంధం   ࠳న࣒  ࠳న࣒ a 0 b a 6 3 4 
న࣒ 20 ప࠳ ࠾ࡍన࣒ 45 మ࠳ फ 30࣋ށڷ 15 ࠾ࡍసࠪనం 5 మ ړ    2 ऱ࣒  ࠭߯ओ ऒߕࣆ ఈ ޴ప ߘࣜ޴న࣒ ప࠳   ޶ڒ द࡛ڒࢗ 
పࠪࡍణం ࡓంݡ ऴ࣒ڒ వࡅ ߤకए ऒߕࣆ   ࠪతృక ڒ   , ޶ڒబܽद మనం ۫ࣄన ऱܿࡅ ڴకए घࡍటݟ   a ڴసࠪనం ݋ంߝ
ఉంܿం޴, అށڷ ޜ ޙ࠼ంచబݟన ߖ޳ అߘబంధం ߕࣆऒ బܽद ఈ సࠬకరణ వङڒ ޶ڒ  వసबڕ పࢲࡍए రం ړߖ޵ ޳ࡶ ޶ࡶ b
పࢲࡍए రం ޶ࡶ  ఇۨऐ న సࠬకరణ వङ వసब  అࣄबరంڴ ఉం޴ స޳࢑ ࡔङ घࡍటݟ ߘߝ ,ࡌ࡮बࡏ ङߕఉప ߕ ల߯ ݋ߝ  ߖށࢩల ऴࣃ
క ఇతర సమసङߝఅ ,   ߘంۧڵ࠭ లߘ పࡍషए ङߕన ఉపࣄۯ ߘߝ ࡹంచడంࡍ  ڕࠬ ࡱహరణ޳ఉ ࠾ࡍమ ࡱࣃ

Pru
tor
@
IIT
K
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