
 
घࡍటݟ ߯ ݋ంߜ  ఐదవ ఉపߕङ ङ޳࢑ ړߖࣃ छࣃ ߘबలࡏ గޒంచంݟ 
, ఈ ڒऱ࣒ ߘߝ ࡹ ࠪతృక ࡹ࢑మం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ङߕగత ఉప ߘߝ ߖఅ ߘޑݡ సం ۨవߦۮ ࡹࡍओ  ޙ࠼అ ,ߘ
ࠪతృక ࡹ࢑మం ࡍڷంۨ చࡍऐ ంచړߖݞ ࠭ంݟ  ޶ట࡛ ࠫ ߯ ݋ߝ  ఒక సమసङ షएࡍప ߘ फࣃࡍ .ߘ

కएࡅ  చޔరऴసం ఒక ږङ ړశ ړ న࣒ 1࠳ ࠗ फ ఒߘ ڴ࠲ంݟ శړ फ2 ړ ఒڴ࠲ శړ फ3 ړ ఒ࠳ ڴ࠲న࣒ 1  a aa a a a 
మ࠾ࡍ శړ फړ ఒڴ࠲ చޔరऴసం శړ फ2 ړ ఒڴ࠲ చదరߩ శړ फ3 ړ ఒڴ࠲  ࣋ए छ న࣒ 1 ఇకए࠳ ࡛ డ ఒڴ࠲ అ޴ߝa a a 
ङږ ړܾߖ࠿ ఒక ప ࠾ࡍమ ݋ࡐ ࠗ ऱ࣒  ఒڴ࠲ పऱ࣒  ఒڴ࠲ ࣋ए छ ऒߕࣆ ࡛  మనం ,ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړ
ࠪङ ऴܽڡझ ऒߖఅ ߖࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ డవ࠮ , फ࣋۫ ߖ   ړߖ࢐సफ࢐ ࡱڒల࠮ 
ఒక ږङ ࠗ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ అࡓ ߝంݡ పހࠪࡍల సమघ షߤ అࣃ۫ ߖफ ࠭.
  ఒకܽ శړ फݡ࠮ ړ ఒڴ࠲ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 మߘ ࠾ࡍంݟ శړ फ 3 ఒڴ࠲ ࣋ए छ  న࣒ 1 అܿవంܽ a a࠳ ࡛
పࣄࡍबޔలࡹ మనం ݟట࡛ ࠫ घࡍటݟ ݡంࡓ ߖ ݋ంߜ ऴ࢐యవచऐ ڴతफం࠴ ల ݋ߝ  ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕమన ߖ
ఖۨऐ తంڴ అࣃۯ ޻फ కएࡅ  ࠭ घࡍటݟ  ए࣋ ݋ంߝ छ కएࡅ ࡛ घࡍటݟ  ङږ సࠪనం ఒక ړ ݋ంߜ ࠗ పవ࡛ a aa a 
ఒڕ ڴ࠲ పవ࡛ 2 ఒڴ࠲ పవ࡛ 3 ఒڴ࠲ మ࠾ࡍ పవ࡛ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ పవ࡛ 2 ఒڴ࠲ ࣋ए छ  a a a a a ݟంߘ ࡛
పవ࡛ 3  ఒڴ࠲ చޔరऴసం ࠳న࣒ 

࣋ए छ ࡛ 1 శړ फړ ఒߘ ڴ࠲ంݟ శړ फ2 ړ ఒڴ࠲ మ1 ࠾ࡍ శړ फړ ఒڴ࠲ చޔరऴసం శړ फ2 ړ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ aa a a a a 
మ1 ࠾ࡍ.
కएࡅ న ࠪతృకࡷబܽद అసڒ  घࡍటݟ  రߖ ݋ߝ प࠻తघ కంڴ ऴ࢐యబݟం޴ ఈ ࠪతృక మࡓ ࠾ࡍండవ ࠪऴޒకAI 
కएࡅ घࡍటݟ  మధङ ݋ߝ  వङ ङޑ ऒߖࣃ  
మనం ఒక 1 మ2 ࠾ࡍ అ޳ࡱߧ ߖभ ం.
 ఇߩओ కएࡅ 1 ݡ घࡍటݟ  ऒߖހర߄ࣃ ఒక ݟంߘ సࡏదܽ వ࠴ फ మనం࣋۫ ߖߖ޳ ,సࠪనం ݋ߝ వ۪ऐڝࣆޓ   
మనం ఒڝࣆޓ ڴ࠲వ۪ऐ  రణం a߄ࣃ ڴ࠲పవ࡛ ఒ ݟంߘ సࡏండవ వࡓ  
మ࠮ ࠭࠲ ࠾ࡍడవ వࡏస ߘం߄ࣃ ݟరణ࠳న ఒڴ࠲ ࣋ए छ వ۪ऐڝࣆޓ ߖ ڕ ࡛ a ߘల޳బܽद మనం పڒ ,
ए࣋ ڴ࠲పవ࡛ ఒ ݟంߘ ݋ݞ ڴ࠲పవ࡛ ఒ ݟంߘ ݋ݞ ڕం݄, మనڕࣆޓ छ घࡍటݟ ߖ ࡛  a a ړࡹ ݋ంߝ
ओߩంܼ࠭ ఇڕࣆޓ ఒక ࣋ए ޴అ ݟంߘ ࡹసࡏదܽ వ࠴ ం݄ڕࣆޓ మనం ݡ छ ࡛ అޔ࢓ంߘߝ ,޴ ao aa 
 a a ޴ంޔ࢓అ 1 ړڴ࠲పవ࡛ 2 ఒ ݟంߘ ڴ࠲పవ࡛ ఒ ޴ం݄ అڕࣆޓ ړڴ࠲పవ࡛ ఒ ݟంߘ సࡏండవ వࡓ
మߘ ߘߝ ࠾ࡍంݟ పవ࡛ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ए࣋ ڴ࠲పవ࡛ ఒ ݟంߘ ޴స అࡏడవ వ࠮  ం݄ڕࣆޓ ړ ࡛ छ a 1 a a ړ ࡛
ܿ పవ࡛  ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ అޔ࢓ం޴ , ఇ޴ పవ࡛  ప ऱ࣒  ఒڴ࠲ పऱ࣒  ఒڴ࠲ ࣋ए छ 2.޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࡛ 1
 మ࠾ࡍ ఒకܽ పవ࡛ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ए࣋ ڴ࠲ఒ ݡంࡓ పవ࡛ ݟంߘ ࡛ छ ࡛ ఈ పࠪࡍణం ߕࣆऒ  బܽद a aڒ సࠪనం ړ
ఒకܽ ࡅకए घࡍటݟ  ఒక ࣋ए ݋ߝ छ ࡛ వࡅ ߤకए घࡍటݟ  a 2 ڴ࠲పవ࡛  ఒ ݟంߘ ڴ࠲సࠪనం, పవ࡛ ఒ ړ ݋ంߝ 1 a

పవ࡛ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ए࣋ ڴ࠲పవ࡛ 2 ఒ ݟంߘ ࡛ छ ࡛ ఇߩओ రߖ ߖంܽݟంࡓ ݡ प࠼ం޴ۯ to  a 
࣋ए छ ࡛ వړ ߤ పవ࡛ ఒߘ ڴ࠲ంݟ పవ࡛ ݀ ఒڴ࠲ వߘ ߤంݟ పవ࡛ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ పవ࡛ ݀ ఒڴ࠲ aa a a a a 

࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ  ఒకܽ ఇߩओ  matrix a 1 matrix a ޜݡ࠮ ࠹లڒ  ࠭࠲ फ࣋ۯ ڡۮ ߖ2 ࠾ࡍమనం మ ݡ
ऐࡏࠪ ߖ ࠹లڒ దܽ࠴ छ޳ వడంڝ ఒకܽ ఇకए ޴బܽद ఇڒ ందగల࠭߰ ݡంࡓ ݟంߘ మనం ఒకܽ ࡌ డڕ 
छࡌత ࠹లڒ ఈ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ త ࠴దܽ ڒలڴ ࠹ వࣆफం޴, ఈ ࡓంݟంܽࡏࠪ ߖऐ  ఈ ڕం݄, మనڕ
ࠪङ ऴܽڡझ  వࣆफం޴, ఆ߯ ڒల࠹ ఒకܽߖ పరసओ రం ࠪࡏऐ  , ࣆࡱޘ ڕమన ݡంࡓ ࠹లڒ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕ
మనం ࡓం࢓ࡱߖ ݡ వࡏసࡓ ޳ࡶ ࡱంݡ అݡन వࡏసలߘ పరసओ రం ࠪࡏऐ पࡌߖ ,ం݄ڕ యకం సంߪరप 
ओࡍࠪ ޒబܽद ऴపڒ ޴ంޔࡏࠪ फࡏڷ ߖ޳ ޙ࠼అ ,޴ఉంܿం ڼ࡮అ ࡹవࡱ࢑  फࡏڷ ڕ న࣒࠳ ݟంߘ కݟږ ޜݟ
 బܽद మనంڒ ޴ంޔࡏࠪ
ఒకܽ ߘంࡓ ݟంݡ ߰ం࠭ޑ޶ .
 ఒక  ࡅకए ࠫ ట࡛ݟ ܘంۯ ఇంట࡛ ݡంࡓ  కएࡅ  ࡱ ݋ంߜ న࣒  ࣋ए࠳  छ घࡍటݟ ࡛ 2 ړ ݋ంߜ 1 1
సࠪనం ࡓ ޳ࡶంࡅ ݡకए घࡍటݟ  घࡍటݟ ఒక ݋ంߝ కएࡅ బܽदڒ సࠪనం ړ ݋ంߝ घࡍటݟ   ఒక a ޴ߝఅ ݋ߝ
घࡍటݟ న࣒࠳ .సࠪనం ړ ݋ంߜ
 
घࡍటݟ ߖ޵  0 ݋ంߝ
ఏకవచన ࠪతృక అࡱߧ ߖవబޔݡం޴ అ࢑ ޻ధంڴ 
ऒߕࣆ पࡌߖ ߖڒ  యకం కڵ࡯న ࠪతృకߘ ఏకవచనం ߖڒ ࠪతృక అࣃࡱߧ ߖफ  ߖڒ పంߦ ࠾ࡍఏకవచనం మ ࡏ
࠙వన  ࠪతృక ࡅకए ङߪమ కంࡹ࢑  ܽం࡛࡮ڷ ࡹ ۃ ࠪङ ऴܽڡझ ఖङ࠭ ࡮ۧ   ,޴న࠳
 బܽदڒ

ఏకవచనం ߖڒ ࠪతృక అޙ࠼ మనం మࡖక ఏకవచనం ߖڒ ࠪతృకߘ కھߘనవ۪ऐ  ࢐సफړߖ࢐ అࡓ ࢑ంݢ a 
చޔరऴڒࣃర ࠪతృక, ఎం޶కం݄ మనం ߖ ࢐ܽర पࡏڒ߅࠻ల ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ  బܽद మనం ఇతరڒ ࠭
ࠪతృక ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ నऒޔݡ ओߩ  ݡ

అ޻ పࠪࡍణం޳ࡶ ࡹ అ޻ ऴకమం࣋ށڷ ޜ  ࡹफ ࣋ށڷ ޜफ ޳छ ओߩనݟంచబށڷ ࡌ b b ߝసࠪనం అ ݡ b a n 
ऴకమంࡍڷ ࡹ फంߩ ࠪతృకڕ సࠪనం, ఇకए డ మ࠾ࡍ ऴࣄڒంۃ ࠪऴޒకల ऴపశऒ  ఇۨऐ న ߖࠪࡹ࢑ऒ  a b n ah 
ఎ࡮ ߰ం࡯޳ ऴ࣒ڒ ࠪङ ऴܽڡझ  ఈ ఉపߕङ సంࡌߖ ࠭࠲ ࡹप యڒల సࣔయంߖࠪࡹ࢑ ޜऒ  కంߪङ ܽంۃ n n a 
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फࣃۯ కएࡅ ,࠭ घࡍటݟ  ऒߖࠪࡹ࢑ ࠭࠲ ޜసࣔయం ݋ంߜ   a 
గࣃށफ ࠭ మ࠾ࡍ ࠬ అందࡅ ڔࡍకए  అߘబంధంࣆ ޜపۨࡍతం ڒబܽद ఒక ఉమघ फࣃݟܔ ߖݟ ࠭.a 
 ఉపߕङ సం ࢑ ߖߖ޳ ࠭࠲వరంڴ చࡍऐ ంۧ࠭ , ړࡹ అݞण కएࡅ ޴ߝఅ ݋ం࠼ घࡍటݟ   a aߖసࠪనం అ ړ ݋ߝ
घࡍటݟ ߖ బܽदڒ , ࣆࡱޘ ڕࠪ णݞన ఒక అݟంచబڵ࠙ ޜ ݋ߝ ఈకछ ܘఈ ړ ݋ం࠼ ఎంܾܽ ࠪङ ࡽ ऴܽڡझ  a ID  
కएࡅ ఒక ࠪతృక ڴతర۪ ࠭࠲ బܽदڒ  ࠪతృక అߘబంధంڴ ఉߕऒ ࠭, అܿవంܽ సమ࠻ల అߘబంధం 
మࡅ ࠾ࡍకए पࡌߖ  యకం ࡍڷ फంڕߩ సࠪనం మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంࡅ ڴకए घࡍటݟ  కएࡅ ݋ంߜ  a a 
అߘబంధం ޜ a
ࡍڷ ݟంߘ సࠪనం ޜంచడంށڷ फంڕߩ సࠪనం ࡅకए  ఏకవచనం ߕࣆ ޴ߖڒऒ కएࡅ బܽदڒ ޴ߖڒ    a a 
రߖ पڒ߅࠻రం ޳छ అర ޴నݟంచబڵ࠙ ࡌ बవంతంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࢑ధంڴ మనం ఒక ࠪతృకߘ 
ప दܿڝగల࠭, అ࢑ ఒక ࠙ړߖڴ అߘబంధంڴ ఉనऒ  ఒక గߖޑށऒ .ంచగల࠭ڵ࠙ 
छࡌరం తڒణڷ ޳ࡶ   త ఇࡍڷ ޴ फంߘߩ ఇࣆफం޴ ఇߩओ ऴపశऒ ݡ  ఒక ࠪతృకࡓ ڕంࡱࠪࡹ࢑ ݡ ఉండవۧऐ  
అ޴ߝ సࠪ߄నం ఎంࣃ ڕ޶ధङ ం అޙ࠼ మࡅ ࠾ࡍకए బܽद b cb aڒ ݟంచంޒమߘఅ ߘలࠪࡹ࢑ ݡంࡓ 
ࡓ ऱࡏࣃ ऱܿ ࡍڷ फంڕߩ సࠪనం మ࠾ࡍ ఒక ࡏࣃऱ అࡓ ޴ߝ ऱܿ ࡍڷ फంڕߩ సࠪనం ڒబܽद b , b a c c a c 
ࡓ फ࣋ށڷ ޜ సࠪనం ڕతృకࠪ ߩफంࡍڷ ऱܿ ࡓ ऱܿ ࣋ށڷ ޜफ ࡏࣃऱ ࣋ށڷ ޜफ సࠪనం ړࠉ సࠪనం c b b c b a c
ఐݥంܾܽ ړࠉ సࠪనం ڒబܽद మనࣄ ڕ వࣆफం޴ అం݄ ړࠉ సࠪనం ޳ࡶ మࡗ ࠪటߦۮ ࡹओ లం݄ ࡅకए  a 
 ఒక a ڕమన ڴణంڷߘఅ ڕతృకࠪ ߖڒ ఏకవచనం ޒऴప ݦలవబߧ ߖసࠪనం అం݄ అ ࡱࠪࡹ࢑ ݡంࡓ
ऴపޙङ క ࡍڷ फంߩ ఉంܿందࣆߧ۫ ߖफం޴ మ࠾ࡍ మనం  ࠭࠲ ఆ 
ࡍڷ फంߩ ࠪతృకߘ గށంచగల࠭ ޳ࡶ మࡓ ࠾ࡍంݡ ऴࣄڒంۃ ࠪऴޒకڴࡱ ఉనऒ కएࡅ   మం a b n abࡹ࢑ 
ఏࠫܽ 
అߖߖ޳ߝ ఒక ఆసړ फకర࠳న ఫ࡯తం ࡅకए पࡌߖ  యకం ޳छ छ޳ ంచడం܊࢑భ ࡌ  ంۨన a߅సంబం ړ ࠾ࡍమ ࡌ
అߘబంధ ࠪతృకߘ గށంచడం ޳छ ࡍڷ ఆ ࡌ फంߩ ࠪతృకߘ కھߘనవ۪ऐ .

 ab a    ࠉࠉ మంࡹ࢑ फ࣋ށڷ ޜమంࡹ࢑ ࠉ ߖ
  ߖసࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑
మనࣆࡱޘ ڕ.
   

మ࠾ࡍ ఏకవచనం ߖڒ ࠪऴޒకࡱ అޙ࠼ మࡖక ఫ࡯తం ࡹ࢑మం, అߩओ కएࡅ ݡ  అߘబంధం a b ab ab 
ఉతओ కएࡅ , సࠪనం ڕफ ࠪతృకޒ  అߘబంధం ऴށڷ ޜ ࠆߪంచబޔݡం޴  సమࡱ࠻ b consi der ab b 
కएࡅ రంڒణڷ రడం ࠪతృకࠪ ڴబంధంߘఅ ݟంߘ  అߘబంధంޜ సࠪనం,  ޳छ ࡓ ంచడంށڷ ࡌ ऱܿ b b 
అߘబం߅తం ࡅకए  అߘబంధంށڷ ޜంచడం, ߘంݟ అߘబంధం అ޴ߝ అߘబంధంࡅ ړࡹకए  a b b b 
రߖ पړߖ࠻ సࠪనం అߖ ఇߩओ .ࣆࡱޘ ڕమన ݡ

కएࡅ पࡌߖ  యړߖڒ సࠪనం ࡅకए पࡌߖ  యړߖڒ   a b 
ࡍڷ నݟంచబށڷ फంށڷ ޜߩంచబݟన ࡅకए  అߘబంధంށڷ ޜంచబݟన a b 
కएࡅ రߖ  पړߖ࠻ సࠪనం.

కएࡅ  అߘబంధంށڷ ޜంచబݟన అࡍڷ ޴ߝ फంࡅ ڴߩకए पࡌߖ  యړߖڒ సࠪనం, ڒబܽद ఇ޴   ab ab ab a 
కएࡅ ݟంߘ पࡌߖ  యࡍڷ ړߖڒ फంڕߩ సࠪనం ڒబܽद ߘ ࠭࠲ంړ ݟ అߘబంధంڴ ఉనऒ b ab ab ړ  ab 
సࠪనం 

కएࡅ ݟంߘ బంధంߘఅ ݟంߘ  అߘబంధం సࠪనం., b a 
 ఒక ߘంࡅ ݟకए घࡍటݟ  ࡍڷ ߘ ݋ߝ फంߖ ڴߩర प࠼ంచړߖݞ, b 
छ޳ ంచడంށڷ ޜమంࡹ࢑ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ బܽदڒ కएࡅ ڕమన ࡌ  అߘబంధం అߘబంړߖ߄ సࠪనం  ab ab a
కएࡅ  b ߘ 

కएࡅ  అߘబంధంڴ గށంచܼړߖ ఒక ఉ޳హరణ ఇࣃफ కएࡅ ߘ  న࣒ 3 3 a a࠳ న࣒ 1 2 0 2࠳ మం 1ࡹ࢑ 
ओߩఇ ڷࡱߕ న࣒ 2࠳ కएࡅ ݡ घࡍటݟ   సࠪనం  a ړన࣒ 2࠳ ݟంߘ న࣒ 3࠳ న࣒࠳ ࡛ࠂ ܿ ݀ ܿ ߤవ ݋ంߝ
फࣃࡍ࢑సफ ڕవర 2 ݟంߘ 2 ݟంߘ న࣒ 3࠳ ݟంߘ న࣒ 1࠳ ߖ3 ߧ࡯క ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴ ߘߝ  న࣒ 6࠳ 8 ,ߘ
 ప ऱ࣒  సࠪనం ړ న࣒ 1࠳ న࣒ 3࠳ సࠪనం 2 ړ న࣒ 4࠳ 3 ݟంߘ 3 
కएࡅ దట࠴ బܽद మనంڒ ޶ڒ సࠪనం ړ0 ޴బܽद ఇڒ ޶ڒ బܽद ఏకవచనంڒ  అߘబంߖ߄ऒ  గށంచడం a a 
छ޳ ऒߖࠪࡹ࢑ ࡌ  గށంచవ۪ऐ  
మ࠳ ߖߖ޳ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ ఇߩओ पࡌߖ ߝఅ ݡ యకంڵ࠙ ޜంచడం ޳छ ऒߕࣆ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ఒక ࡌ  a 
 న࣒ 3࠳ న࣒࠳ 2 ݟంߘ 4 ݟంߘ  బܽद ఒకܽ సࠪనంڒ ڷࡱߕ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡంࡓ
న࣒  ఈకछ࠳  సࠪనం ڕన࣒  వర࠳ ݟంߘ క߷ڒ ఈ  ړ ࡽ द࡛ ఈకछ ړ  ఈకछ ړ ࡽࣟ  న࣒࠳ ࡽ పవ࡛2 ࡽ 8 6 2 a 1 2 1

 ప ऱ࣒   ఇ࠳  ߤన࣒ ࠳న࣒  ߘం࠳  ݟన࣒  ړ సࠪనం అߕࣆ ޴ߝऒ 1 ړ న࣒࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ړ 2 0 4 3 3 9 a 1 3
సࠪనం  ߘ ݡ࠮ంࡓ ݟం࠳ ݡన࣒ ఆڕࡏ సࠪనం ࡓంݡ ఒకܽ ࠳న࣒ 4 ࠳న࣒ 2 ࠳ ړࡹన࣒ 2 సࠪనం 0 a 

ఈకछ ఈకछ ܿ ܿ ޓన࣒ ऴ࠳ ߤవ ܿ ࡽ  న࣒ ఒకܽ పవ࡛ a 2 2࠳ సࠪనం ݡ࠮ ݡంࡓ ࠾ࡍన࣒ ݀ మ࠳ ࡽ
పऱ࣒ ݡంࡓ  ऴߖޓ ఒకܽ࣋ށڷ ޜफ ࠳న࣒ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࠳న࣒ ఒకܽ ݡ࠮ 
పऱ࣒ ݡంࡓ న࣒࠳ న࣒࠳ న࣒࠳  ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡ࠮ ڴ࢑ధం ޻ఒకܽ ఇ ݡ࠮ న࣒ ఒకܽ࠳ సࠪనం ݡ࠮ 
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ऒߕࣆ న࣒࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡంࡓ ݡ࠮ సࠪనం ఒక ړన࣒ ఒకܽ࠳  फࡏڷ ߗڒ ݡ࠮ న࣒࠳ బܽदڒ 
బܽद పڒ ޴ంޔࡏࠪ ऱ࣒  బܽद ఆ ࠪతృకڒ సࠪనం ړన࣒ 0 2࠳ సࠪనం ړ 2 ݡ࠮ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡ࠮ 
కएࡅ  ऴܼߤझ  ߱ छ޳ యడంࡌ ܘ 2 ړ  న࣒࠳  న࣒࠳  న࣒࠳  న࣒࠳  న࣒࠳  ޴फంࣆࠚల ڕమన ࡌ 9 6 0 2 1 1 3 2
సࠪనం ڒబܽद ࠳ ߖߖ޵న࣒ 1ڵ࠙ ޜంచడం ޳छ  న࣒ 2 0 1 9 2࠳ ޴బܽद అڒ మం సࠪనంࡹ࢑ ޻మనం ߰ం ࡌ
అం݄ ఆర ޓఐ ऴ  ݟంచంࡍక࢒ధృ ߖసࠪనమ ړߖࠪࡹ࢑ ऱࡏࣃ న࣒ 2 ఒక࠳ 1 ޴ంޔ࢓అ 6 ࠾ࡍన࣒ 3 మ࠳ न࡛  ऴޓ 
మࡹ࢑ ࠾ࡍమ ۪కए ࢐ङ సం ఒకڝ ࠬ ߘߝ ޴ఇ ݞږ  ऒߕफࣆ࢘࡯޴వ ڴమం࠻ ओߩఇ ߘ ऴపశऒ ݡ  a i3 
ఏࠫటం݄ 
రߖ మࡹ࢑ , पڒ߅࠻రం ఏࠫܽ అం݄ మనڕ ఒక ݟటࡍघ ओߩఉం݄ అ ݋ߝ కएࡅ మంࡹ࢑  ޴ంޔ࢓ఏࠫ అ ݡ  
घࡍటݟ ఒక ఇనछ ޴ߝఅ ݋ߝ ࡛झ ऐۯవ ړࡹమంࡹ࢑ బܽदڒ ,ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑   ړంܾܽݥఐ ޴
సࠪనం, ࡅకए घࡍటݟ  ओߩఇ ݋ంߝ కం݄ ఉతओ޶సࠪనం, ఎం ړߖ޳ఒక ݡ కएࡅ फޒ घࡍటݟ  घࡍటݟ ݋ߝ  i ݋ంߜ
కएࡅ  ఉతओ కएࡅ మంࡹ࢑ ړࡹ బܽदڒ సࠪనం ړफޒ రߖ  पڒ߅࠻రం ఒకړߖ޳ సࠪనం ࡹ࢑ ޳ࡶమం ࡅకए  a 
రߖ पڒ߅࠻రం ఒక߯ߖ޳ ఒక߯ߖ޳ సࠪనం, ڒబܽद మనڕ ఒక ߖర प࠻తघ కం ࣋࡯ޘफ, ߖ޳ పరసओ ర ࡹ࢑మ 
ఉ޳హరణ ࡅకए రߖ  प࠻తघ కం అޔ࢓ందߖ మనࣆࡱޘ ڕ.

అ0 0 0 1 ޴ߝ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ߤ࣌   మߤ࣌ ࡗ܋ ࠾ࡍ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ࣒ڒ న࣒࠳   సࠪనం మనం ఈ  a cos ڕ
ࠪతృక ࡅకए ऒߖࠪࡹ࢑   గށంۧڒ ࡯బܽद 
మనం ߖ޵ऒ  ఎڒ ࡯࠻ۯ ࡮బܽद మనం ࠴దట 
ङ߷ڝ ڡ द ߘ గࣃށफ ࠭   సࠪనం ࣒ڒ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ࣒ڒ న࣒࠳ ړࡹ औ࡮ఆ ߤ࣌ న࣒࠳   ఇߤ࣌ ߤ ors of aa 1 1
ఆ࡮औ ए࣋ ࣒ڒ న࣒࠳  छ ࡛ ఆ࡮औ ए࣋ ߤࣄ న࣒࠳  छ ࡛ ఆ࡮औ ࡓ సࠪనం ړన࣒ ఒకܽ࠳  ऱܿ ࠳న࣒ ࣒ڒ a 1 2 0 
ఆ࡮औ ऒߕࣆ న࣒࠳  औ࡮ఆ ߤ࣌ ऱࡏࣃ  ऒߕࣆ  ࡓ సࠪనం సࠪనం 0 ړ ऱܿ ࣌ߤ ఆ࡮औ ࡓ న࣒ 0࠳  ऱܿ a 1 3 cos 
ఆ࡮औ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ఒకܽ ݡంࡓ సࠪనం ړ ࡓ  ऱܿ ࠳న࣒ ࣒ڒ ఆ࡮औ ऒߕࣆ న࣒࠳  औ࡮ఆ ߤ࣌ ऱࡏࣃ  ऒߕࣆ   a ړ
సࠪనం ࡓంݡ సࠪనం ࠳న࣒ ࣒ڒ ఆ࡮औ ऒߕࣆ న࣒࠳ ݟంߘ  औ࡮ఆ ࣒ڒ న࣒࠳  a a ڴ࢑ధం ޻సࠪనం అ ڕ

సࠪనం ࠳న࣒ ఒకܽ పవ࡛ 2 ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ߤ࣌ 1 ړࡹ 3  औ࡮ఆ ߤࣄ న࣒࠳ న࣒ 0࠳   ఒక ݡ࠮ two three 
సࠪనం ߕࣆऒ औ࡮ఆ ړࡹ ߤࣄ  సࠪనం ړ औ࡮ఆ ࣒ڒ ߤఇ ࡗ܋ న࣒࠳   ఈܘ ఈకछ ऒߕࣆ ܿ ࡽ  a ݡంࡓ ݡ࠮ 
ఈకछ औ࡮ఆ ߤࣄ ߤఇ ߤవ ࠹݅ ߤన࣒ వ࠳ ܿ ࡽ ఈకछ ࡗ܋ న࣒࠳  औ࡮ఆ ߤࣄ న࣒࠳ ࡽ  మ࠾ࡍ ۨవరݡ࠮ ڴ ऴޓ
సࠪనం ࣌ߤ ఆ࡮औ ऒߕࣆ  औ࡮ఆ ࣒ڒ  సࠪనం ݡ࠮ ݡ࠮  औ࡮ఆ ࣒ڒ ړ1 ࡹࠫߖ  బܽद us 0 aڒ సࠪనం ޜ
కएࡅ  అߘబంధం ࠳న࣒ 1 0 0 0 ࠳న࣒ ࣒ڒ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ߤࣄ న࣒࠳  औ࡮ఆ ߤ࣌ న࣒࠳ ࡗ܋  औ࡮ఆ ࣒ڒ  బܽद aڒ 
కएࡅ  అߘబంధం 1 0 0 0 ࣒ڒ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ߤ࣌  औ࡮సࠪనం ఆ ړ0  औ࡮ఆ ࣒ڒ న࣒࠳   ࣒ڒ న࣒࠳ న࣒ 1 0 0 0࠳ 
ఆ࡮औ औ࡮ఆ ߤࣄ న࣒࠳  औ࡮ఆ ߤࣄ న࣒࠳ ࡗ܋  औ࡮ఆ ࣒ڒ   దܽ࠴ సࡏదܽ వ࠴ సࠪనం ڕసࡏదܽ వ࠴ 
వࡏస ࠳న࣒ ڕ సࠪనం ࠴దܽ వࡏస ࡓండవ ࢓ࡱߖ వࡏస ߕࣆऒ  ࢓ࡱߖ డవ࠮ సࡏదܽ వ࠴ సࠪనం ړ
వࡏస మࢁऱ ߕࣆऒ ऒߕࣆ సࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴ సࡏండవ వࡓ   ࢓ࡱߖ ండవࡓ సࡏन వݡండవ అࡓ సࠪనం ړ
వࡏస ࠳న࣒ ࣒ڒ ࣋ए छ ࡛ ఆ࡮औ ए࣋ ߤࣄ న࣒࠳  छ ࡛ ఆ࡮औ  మࡓ ࠾ࡍండవ వࡏస ࠮డవ ࢓ࡱߖ వࡏస ࠳న࣒ 
औ࡮ఆ ࣒ڒ औ࡮ఆ ߤࣄ   ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࣒ڒ  औ࡮ఆ ߤࣄ  ऒߕࣆ సࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴ సࡏడవ వ࠮   సࡏడవ వ࠮ 
औ࡮ఆ ࣒ڒ న࣒࠳ ࠹లڒ ޴ండవࡓ औ࡮ఆ ߤ࣌   ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࣒ڒ  औ࡮ఆ ߤ࣌   సࡏడవ వ࠮ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ
ए࣋ ߤ࣌ న࣒࠳ సࡏవ ࢓ࡱߖ డవ࠮ छ ࡛ ఆ࡮औ ए࣋ ࣒ڒ న࣒࠳  छ ࡛ ఆ࡮औ णݞబܽद ܿ అڒ సࠪనం ڕ  a ړ ݋ం࠼
సࠪనం ࠳న࣒ 1 0 0 0 ࠳న࣒ 1 0 0 0 ࠳న࣒ 1 అం݄ 
ఆర न࡛ కएࡅ   ఆర ޴ߝంܾܽ అݥన࣒  ఐ࠳  न࡛ కएࡅ   ࡍڷ  फంࡅ ߩకए घࡍటݟ  3 ࠭࠲ బܽदڒ ,సࠪనం ړ ݋ߝ 1 3 a 
కएࡅ ऒߖࠪࡹ࢑   ఒక ݟటࡍघ छ޳ ݋ߝ ऒߖ߄బంߘన అݟంచబ܊࢑భ ࡌ एړࡵ ݞږ  ంచవ۪ऐ .
 
औ࡮ఆ ࣒ڒ న࣒࠳ 0 0 ࡗ܋ ߤన࣒ వ࠳ औ࡮ఆ ߤࣄ న࣒࠳  औ࡮ఆ ߤࣄ న࣒࠳ 0  औ࡮ఆ ࣒ڒ ߘ  ޜ న࣒ 1࠳ ڴతफం࠴ 
औ࡮ఆ ࣒ڒ फ 1 0 0 0࣋ڵ࠙ औ࡮ఆ ߤ࣌   మߤ࣌ 0 ࠾ࡍ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ࣒ڒ న࣒࠳    మంࡹ࢑ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ڕ
ఇవछ బݟన ࠪతృక ࠬࡏ 
ఒక ఇనछ ࡛झ ऒߕంܿڕࡏڝ ߘߝ ߖంۧలࡍక࢒ధృ ߖసࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑  ంܾܽ ࠪङݥఐ ޴ߝఅ ߘ ऴܽڡझ  a ڕ 
సࠪనం, ߘߝ మࡖక ఉ޳హరణ ࣃۯफ  1 2 2 2 1 2 2 ݀ ߤతృక వࠪ , ߘ
సࠬకరߖހऒ  చޔరऴసం ࠳న࣒ 4ߘ సంతృߧफపࣆࡏफం޴.
  ఒక ࠳న࣒ ఐࡓ ޶ ऱܿ ݡ࠮ అړ ޴ߝ సࠪనం, ఇకए డ అ޴ߝ i o o 
ఆర न࡛  3 ऴࡅ 3 ࣒ڒకए  0 ࠪతృక ݞږ ߯న ఉనऒ  ࠪతృక ࡅకए ऒߖࠪࡹ࢑   కھߘనంݟ, అ2 2 2 1 2 2 2 1 ޴ߝ a 

फࣃࡱߧ ߖఅ ߖߖ޵ కߘసࠪనం క ړ a 1 1 2 2 2 1 ߖ సࠪనం 2 2 2 1 ړసࠪనం 1 2 2 2 1 ړࡹ రऴసంޔచ  ߘ a a 
బܽद ࣋एڒ సࠪనం ړ9 8 8 8 9 8 8 ݟంߘ फ 9 8࣋ށڷ ޜ1 2 2 2 छ  న࣒ 4s a 9 8 8 8 9 8 8 8 9࠳ న࣒ 4࠳ ࡛
ఆర ޴ߝఅ 5 0 0 0 5 0 0 0 0 5 ޴ߝऱ 1 2 2 2 1 2 2 2 1 అࡏࣃ न࡛ కएࡅ 3  ࡍڷ  फంߩ ࠪతృకࡓ 5 ڕ ऱܿ సࠪనం 
.
 a i ޶న࣒  ఐ࠳ ఒక ڷࡱߕ న࣒࠳ ߩబܽद ఒక చదరڒ సࠪనం ڕ޶ఐ ڷࡱߕ న࣒࠳ ߩబܽद ఒక చదరڒ 
అ޴ߝ ఆర न࡛  3 ऴࡅ 3 ࣒ڒకए  0 ࠪతృకڕ సࠪనం ڒబܽद ఒక చޔరऴసం ࠳న࣒ 4 ఐړ޶ సࠪనం ࠭ం޶ a i 
 a i ړߖࠪࡹ࢑ ړࡹ న࣒ 4࠳ ޳ࡶ అం݄ ڷࡱߕ న࣒࠳ ړࡹరऴసంޔమం ఒక చࡹ࢑ ంచడంށڷ ޜమంࡹ࢑
ఐࡓ ޶ ऱܿ సࠪనం  ࡍڷ फంߩ ࠪతృక ࡓ 5 ړߖࠪࡹ࢑ ऱܿ 
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సࠪనం ڒబܽद ࡹ࢑మం ࠳న࣒ 4 ࡓ ऱܿ ࡍڷ फంߩ ࠪతృక࣋ڵ࠙ ޜ5 ߘफ 1 2 2 2 1 2 2 2 2 1 ࠳న࣒ ߕࣆ ڷࡱߕऒ  
ऒߕࣆ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ڷࡱߕ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ޶ఐ ڷࡱߕ 
 ޴నݟంచబڵ࠙ ޜ޶ఐ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡంࡓ న࣒ 3 2 2࠳ 2 2 ݟంߘ న࣒ 3࠳
 ݡంࡓ ޶ఐ ݡంࡓ ޶ఐ ࠑ ݡ࠮ న࣒࠳ ޶ఐ ࠑ ݡంࡓ ޶ఐ ޶ఐ ݡంࡓ ޶ఐ ݡంࡓ ޶ఐ ݟంߘ ݡ࠮ న࣒࠳
ఐ࠳ ޶న࣒ ࡓ ݡ࠮ంݡ ఐ࠳ ޶న࣒ ݡ࠮ ఐ޶ ఐڒ ޶బܽद ఒకࡍࣃ ఒక ࠪతృక సࠬకరణం ఇ࡮ 
ఇవछ బݟంࣆ ࡮ۧ ࠭࠲ ޴లభంڴ ఇۨऐ న ࠪతృక ࡅకए యవ۪ऐۯ మ గణనࡹ࢑   

ऒߕంܿڕࡏڝ ߖంۧలࡍక࢒ధృ ړࡹ ࡏࠬ ࡍڷ ޴ߝసࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑ మం ఒకࡹ࢑ ఒక  ߘ फంڕߩ ai a a 
సࠪనం, ߘߝ ఈ ఉపߕङ ऒߖࣃ  ఒక గమघ फన ऴపశऒޘౖ కएࡅ ,ߘంۧڵ࠭  ޜ రߖ  प࠻తघ కం ఇవछ బݟనߩओ  a a  ,ݡ
కएࡅ  అߘబంధం ࡅకए రߖ  पڒ߅࠻రం ఏࠫܽ అ޴ߝ మనࣆࡱޘ ڕ .

కएࡅ  అߘబంధం ࡅకए पࡌߖ  యړߖڒ సࠪనం అߝ  a n 
ऴకమంࡅ ࡹకए ࡍڷ  फంߩ n 
కएࡅ पࡌߖ  యړߖڒ సࠪనం, 
ఇకए డ ऴࡅ ࣒ڒకए రߖ  पړߖ࠻ సࠪనం.a n n 
ࡍڷ  फంߩ అ޴ߝ ऴࡅ ࣒ڒకए  ऴకమం ࡅకए पࡌߖ  యకం ޳छ కएࡅ తफం࠴ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబށڷ ࡌ  n n 
రߖ पړߖ࠻ సࠪనం శړ फړ సࠪనం ڒబܽद ࡅకए రߖ  प࠻తघ కం ࡅకए  అߘబంధం ࡅకए రߖ  पړߖ࠻ n a a 
సࠪనం ߘంݟ శړ फڒ ړబܽद ࡅకए  అߘబంధం ࡅకए पࡌߖ  యకం శړ फ ࠳న࣒ 1࠴ ړతफం ࡅకए  a n n a n 
రߖ पړߖ࠻  సࠪనం, ڒబܽद ࡅకए  అߘబంధం ࡅకए రߖ  प࠻తघ కం శړ फ࠳ ړన࣒ 1 ࠴తफం శړ फ a a n n 
బܽद ఒక ࠪతృక ఇవछڒ   సࠪనం ڕ న࣒࠳ బݟం࠭࠲ ,޴ ఒక ࡹ࢑మ 1
पࡌߖ యకం ࡅకए पࡌߖ  యߖڒऒ  గށంచగల࠭ మ࠾ࡍ ఓښ ऒ࣋ కएࡅ బంధంߘల అޔࣕ రߖ  पڒ߅࠻రం ݞږ 
ఇకए ܌ࡗ ఈ ߘߝ డ ఆ߮ࣃफ ఖङ࠭ ߘߝ ࡹޒతరగ ࡍప޶త ߘ ంڴ సరళ వङ వసबలߘ పࡍషए  ࡹంచడంࡍ
రߖ पࡏڒ߅࠻ల ࡅకए ऒߖڜ   అߧऱښషߤ లߘޑߩ۫ ߘ.
  సࠬకరࡱހ ధనङ  ࡱ޳࢐
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