
 గత ఉపߕङ సంݟ ࡹటࡍघ ङߕలठవ ఉపߕ ల߯ ݋ߝ ङ޳࢑ ړߖࣃ छࣃ ߘबలࡏ గࣆޒफߕऒ  ޓऴ ࣒ڒऴ ݡ࠮ ࠭࠲ ,࠭
ࠪऴޒకల కంߪङ ܽంݟ ۃట࡛ ࠫ క సమసङߝల߯ అ ݋ంߜ లߘ పࡍషए అకए ޙ࠼ంۧ࠭, అࡍ డ అࠚవృ޴म 
ए࣋ ࣒ڒऴ ߘకతలޒښంࣃ నݟయబۯ छ ࡛ ࠪऴޒకల ڝసం ࢑ ݞږసफࡍంచవ۪ऐ  .n n 
 ࢑࢑ధ ހڝల ߘంࡌߖ ݟप యڒలߘ ప࡯ࢣࡍంచంݟ, ࠭ంڴ޶ ऴ܉ࠜޒల ऴߦంޑల ߘం޳۫ ݟभ ం   x 1 y 1 x 

మ࠼ߦ ࠾ࡍంటऱ ޳छ ఇవछ ࡌ బݟన ऴࠜޒజం ࢙ࢡలङ ం మ࠾ࡍ సగం 2 y 2 x 3 y 3 x 3 y 3 x 1 
న࣒  ప࠳ ݟంߘ ऱ࣒ న࣒  ప࠳ ړࡹ  ऱ࣒ ࡍఆڝ ࠪ ࠭࠲ ޴న࣒ ఇ࠳  न݋ߝ y 2 y 3 x 2 y 3 y 1 x3 in y1 y2 
ङ܉ న ऴపశऒࣄ۫ ࡹޒࠫ  ఏࠫటం݄  , ړం޴ ࠪऴޒకߘ ఒకܽ ఒకܽ ఒకܽ ఒకܽ ࡓంࡓ ݡంݡ మ࠾ࡍ x y x y x
పࡍగށంచంݟ.
ऒߕڕࣆޓ ߘంటऱ࠼ߦ ݡ࠮ ࠭࠲ అం݄ ࠭ࣃۯ బܽद మనం ఏࠫڒ ޓऴ ݡ࠮   ࠭, అ࠭࠲ ޙ࠼ y 
ऒߕڕࣆޓ ߖ ࠹లڒ ߩఅదన  ڴ ࠹లڒ దܽ࠴ ࠭ 1 1 1
రߖ ߖ޳ फ࣋࡯ߧ ߖట࡛ అݟ మనం ߘబܽद ఈ ࠪతృకڒ पڒ߅࠻రం ఏࠫܽ  ࡅకए  సࠪనం 1 ړࡹ a minant x 2

న࣒  ప࠳ ړࡹ న࣒ 1࠳ న࣒࠳ ऱ࣒  1 ఒక ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡓంݡ y 3 x 3 y 2 x 1 y 3 x 3 y 1 x y x y 
ఒకܽ ఇړ3 ޴ సࠪనం ࠳న࣒ ࠳న࣒  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  న࣒ x 2 y x 3 y 2 x 1 y 3 x 3 y 1 x 1 y 2 x 2࠳ 

సࠪనం ߘߝ ఇߩओ ఒక ఉమघ ݟంߘ ల޳ప ݡంࡓ ఈ ݡ  న࣒ yy x x y 2 y 3࠳ ఒకܽ ߘߝ ం݄ڕࣆޓ ߖݟ
 ప ऱ࣒  ߰ంߘޑ޶ ఈ ࡓంݡ ప޳ల ߘంߖ2 ݟ ఉమघ పऱ࣒ ݟంڝࣆޓ ڴݟ  i x x ݟంߘ ల޳ప ݡంࡓ న࡯ڵࠫ ߘߝ 
ऴڕࣆޓ ߖޓం݄ 
మనڕ ఇ޴ వࣆफంڒ ޴బܽद మనం ऴࠜޒజం ࢙࡮ࢡङ घࡏ߷ ంۨన߅సంబం ړߖ ऐ࡯߱ ޜ࡮ నటऱޙ࠼, ఆ ࢙ࢡలङ ం 1 
కएࡅ घࡍటݟ  .޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړߖڴస ࡹ ݋ంߝ

ऒߖڜ ޴ఇ ޳ࡶ  x 1 y 1 1 x 2 y 2 1 x 3 y 3 x 1 y 1 1 x 2 y 2 1 x 3 y 3  ࡹలڒసफߩ 
ఒకܽړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴  ఇߗڒ ޴ మనం ܉ऴగతफڴ ప࣋࡯ࢣࡍफ ఈ ࡓంࡱ࢑ ݡవ࢐ ࡱసफړߖ࢐ ఒ࡮ښ ఉߕऒ యߖ 
फࣃ۫ ࠭ ఎం޶కం݄ ఇకए డ మనం ࠴దܽ ڒలࡓ ߘ ࠹ండవ ࢓ࡱߖ వࡏసࡏࠪ ޜऐ ం݄  ఇకएڕ డ1 1 1 ڕ
వࣆफందߖ వࣆफందߖ మనࣆࡱޘ ڕ.x 1 x 2 x 2 
 ఆ తࡌछ త మనం ࡓండవ మ࠮ ࠾ࡍడవ ࢓ࡱߖ వࡏసలࡏࠪ ߘऐ ఇకए ߘߝ ం݄ڕ డ y one y two y 

ఇకए ࠾ࡍమ ߘޑ޶ం߰ ߖ డ ఒకߖߖ޳ ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ మనం అݡन వࡏసࡓ ߘంݡ వࡏసలߘ three
ऐࡏࠪ ऐࡏࠪ ߘసలࡏవ ࢓ࡱߖ ݡంࡓ ޳ࡶ ం݄ڕ घࡍటݟ , ం݄ڕ  ߖందޔ޶ం߰ ߘߩ࢙ లږޒऴప ݋ంߜ
మనࡓ  ࣆࡱޘ ڕంࡏࣃݡऱ ࡯࠻ۯझ  ఉంܿం޴, ۨవݟ ړࡍటࡍघ  ޜफࡏڷ ޻ఉం݄ అ ڴలంږޒऴప ݋ంߜ
ࠫ ట࡛ݟ సओ ࠭࠲ ,࠭ޑ޶ం߰ ߖ ݋ంߜ షदంڴ ఉనऒ  ऴߦంతం ڝసం సంߪరप ࡱ࢑వڕࣆޓ ߘంܼ࠭ 
ఎం޶కం݄ ࠪతృక ࢙ࢡలङ ం ऴపږޒలంڴ ఉండږడ޶ ఎం޶కం݄ ݟటࡍघ ऒߕࣆ ݋ంߜ లङࢡ࢙  ం అޙ࠼ ఏࠫ 
జޔڷࡏం࠼ߦ  ޴ం ऱܿ ߖ࡯ڝయ࡛ ڴ ఉం݄ ऴࠜޒజం ߕࣆऒ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߖܾࡍ࠻ߖ࡯ڜ పऀࡎంచړߖݞ  
߯న ߮ࡖए నऒ  ࢑ధంݟ ࠭࠲ ڴట࡛ ࠫ ంచవ۪ऐڵࡆఉప ߖ ݋ంߜ , ఉ޳హరణڕࠪڒ ڕ సࠪనం  ప ऱ࣒  a b cb b
సࠪనం,  ప ڕࠪڒ ऱ࣒  మࠪڒ ࠾ࡍ  ప ऱ࣒ ఒక   ప ࠭࠲ బܽदڒ య࡛ߖ࡯ڜ  సࠪనం ړ  ऱ࣒  వߤc a c c a b ab c 

 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ కएࡅ  घࡍటݟ  फࣃށగ ߖ ݋ߝ ࠭, ఇߩओ छ޳ యడంۯ  ݡ ప  ࡌ ऱ࣒   ఈ b c a one ca b c 3 c 3 c 2
घࡍటݟ సࠪనం a ړ 1 ݋ంߜ

 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  అࡅ 1 1 1 ޴ߝకए  a plus b c 1 ba b c 1 ca b c abc 1 1 1 
घࡍటݟ ఒక ప ࡹ ݋ంߝ ऱ࣒   ప ऱ࣒ బܽद మనం b cڒ ࠼ఉంܼ ࡮ښఒ ࡱసࡏవ ࢓ࡱߖ ݡంࡓ సࠪనం, అం݄  ఈ ړ  0
డవ۪ऐ۫ ߖܽ࢒  ఈ ࠉ ݡ࠮ం࢓޶లۯ ఏరओ  , ࠼ఉంܼ ڴ య࡛ߖ࡯ڝ ࡱ࢓޶ంࠉ ݡ࠮ ࡵజం వࠜޒన ऴݟ
లङࢡ࢙ ం ߕࣆऒ ఉం݄, ఆ߯ ఒక ప ڴ య࡛ߖऱ࡯ڜ ࡱ࢓޶ంࠉ  ࠪڒ  ࠾ࡍమ ࠉ ࠪڒ  ࠪڒ  ,సࠪనం ړ ऱ࣒ 0 0ࠉ  1 1

 ab.࠼ఉంܼ ڴ య࡛ߖ࡯ڝ మనం కం݄ ఇ࢑޶ఎం ,޴ంޔߩ۫ ߖసࠪనం అ ړ
 

కएࡅ రߖ  प࠳ ߖ ߖࡍڒ߅࠻న࣒ ࡓంޜݡ    భࡎ फ ۯయడం ޳छ  a 0 0 b 1 1 r 1 r 1 r 1 1 1 ړ0 ࡌ
సࠪనం, ఇߩओ ࡎభ ޜ న࣒࠳  ߖ  ݡ फ ۯయడం ޳छ घࡍటݟ ࡌ న࣒ r 3࠳ ݋ంߜ r 3 0 a b 1 0 b 1 1 1 
అޔ࢓ం޴  మన దగ ठర ݟటࡍघ ओߩఇ ࠉ న࣒࠳ ఒకܽ 1 0 ࠉ 0 1 ࠉ న࣒࠳ ఎ 0 ݋ంߜ  r 2 ݡ
छ޳ ంచడంࡍ࢑సफ ޜలకం࠮ సࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴ సࡏండవ వࡓ घࡍటݟ ۯంࠚల ڕమన ࡌ  ړన࣒ 1࠳ ݋ంߜ
పవ࡛ 1 ప ऱ࣒  2 ܿ 1 ఇߤ ఎ ఇߘदڴ ఉంܿం࠳ 1  ޴న࣒ ࠳ ࠉన࣒ 1 
న࣒  ప࠳ న࣒ 1࠳ సࠪనం ړࠉ న࣒࠳ ऱ࣒ छڒబܽद ఈڒ ࠉ  ऒߕࣆ   న࣒  ప࠳ ڕమన ۃంܽ ޜ ऱ࣒  ab ab b ړ0 
సࠪనం ޳ࡶ  ప ऱ࣒ క a b abࡖమ ޴సࠪనం, ఇ ړ 
ఉ޳హరణߘ ۫పమ࠭࠲ ߖ  అ࠭ڴݟ , ఇࡔ ޴ఖߘ కޔߩࡱనऒ ऒߖހంటऱ సࠬకర࠼ߦ   కھߘనړߖݞ 
घࡍటݟ घࡍటݟ ݋ంߜ .ݟంచంڵࡆఉప ߖޒపదम ݋ంߜ
झڡࣄ న࣒࠳ ࠪڒ ݡంࡓ ޴ߝఅ ڷࡱߕ ࠪڒ ݡంࡓ  ࡍఆڝ , సࠪనం ڕ  न܉ ݋ߝङ నऒڕమన ߯ޒࠫ थ܉  నం b 
కएࡅ ఖࡔ , ࣆࡱޘ ڕమన ݟంߘ  సࠬకరణం ࠳న࣒ ڷࡱߕ ࠬద ڷࡱߕ పऱ࣒  ఆࡏ  ప ऱ࣒  న࣒y x࠳ న࣒ 2࠳ 2 
న࣒ 4 ࠬద  ప࠳  ޴న࣒ 4 ࠬద 10 ఉంܿం࠳ ޳ࡶ 2 ऱ࣒ ప  10 ޳ࡶ 2  ऱ࣒  20 సࠪనం ࠳న࣒ ڷࡱߕ  ప ऱ࣒  y x x y 
పదࣔ޳ࡶ ࡏ ప޴  ప ऱ࣒ ప  ڷࡱߕ  ऱ࣒ ऒߕࣆ ڷࡱߕ  दࢲసࠪనం ఈ దృ ړ ంతంࡹ మనߗڒ ,ࣆࡱޘ ڕ x y 
ఇߩओ घࡍటݟ ߖߖ޳ ࠭࠲ ݡ फࣃۯ ంۨڵࡆఉప ݋ంߜ ࠭ మ࠾ࡍ మనڕ లࣆࠚफం޳۫ ޾ࡶ ޾भ ం అ޻ ఫ࡯తం 
కߘక ࠪڒ అ࠳ ޴ߝన࣒ ࡓంڷࡱߕ ࠪڒ ݡ మࡓ ࠾ࡍం࠳ ࠪڒ ݡన࣒ ఆࡏ కࡔ ߮࡯ఖ߯ ఏߕ޼ x y 
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వछߖఉండ ڴ࢓޶ంࠉ ంڒ ,ݟబܽद 
ऒߕࣆ ޴ߝన࣒ 6 ఒక అ࠳ న࣒ 2 4 1 2࠳ 1 ऒߕࣆ ޳ࡶ సࠪనం ړ  xy xy r ݋ݥ న࣒ 6 1 ఈ࠳ న࣒ 4 10 1 2࠳ 
వࣃ ߤब నంࡹ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓం࠳ 0 ޳ࡶ ݡన࣒ 4 10 0 2 ࠳న࣒ ࠳న࣒ 6 ࠳న࣒ 0ړ సࠪనం r r x y 1 xy 
అం݄ 2࠳ ߖన࣒ 3ޜ భࡎ फ ۯయడం ޳छ ऒߕࣆ ࡌ  సࠪనం.r r 2 r erminant ړ
 ఇߩओ కएࡅ కޒఈ ࠪऴ ݡ घࡍటݟ  సࠗ ࠪङ 2 ࠑ ఈ 2 ړߖ࢐సफ࢐ ޴ఏࠫܽ ఇ ݋ߝ ऴܽڡझ న࣒࠳ ݟంߘ న࣒ 4࠳ ޳ࡶ 
ప 24 ޳ࡶ న࣒࠳ 2 ݟంߘ న࣒ 10࠳ న࣒࠳ 6 ऱ࣒ న࣒ 20 ప࠳ 4  ऱ࣒  10 సࠪనం  ߘం10 ޳ࡶ 0 ݟ y x 0 y x x 
 ప ऱ࣒ ప  ڷࡱߕ  ऱ࣒ ऒߕࣆ ڷࡱߕ   y ࡏన࣒ ఆ࠳ ࠪڒ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ࠪڒ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ
నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ݟంߘ కएࡅ ఖࡔ   సࠬకరణం మ࠾ࡍ ఇ޴ మన వࡍ फంపܑࣄన తࡌछ త మనڕ 
లࠚంۨన అ޻ ఫ࡯తం ڝఆࡍ न܉ ݋ߝङ थ܉ࡍప ޒࠫ నం ڒబܽद ఈ ࢑ధంݞږ ڴ మనం ఇۨऐ న ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ 
నऒޔࢂࢗ ݞంڷ కएࡅ ఖࡔ   సࠬకరߖހऒ  గށంచవ۪ऐ   , ऴࠜޒజం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ࠳న࣒ 2 4 ࠪڒ a b 2 
ߖ࠿ ࠪڒ ࠾ࡍన࣒ 6 మ࠳ ࠪڒ ऱܿ అޙ࠼ మࡖక ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం 35 ޳ࡶ చదరߩ c 5 k 35 
ߖ࠿ ऱܿ అం݄ ఏࠫܽ  1 1 ࠳న࣒ 2 4 2 ࠳న࣒ 6 5 అం݄ 35ړ సࠪనం ࠳ 1 ޳ࡶన࣒ 2 4 1 2 ࠳న࣒ 6 ࡅకए  k 
घࡍటݟ घࡍటݟ ߖసࠪనం అ ړ ݋ంߜ छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߖ ݋ంߜ  ڕࠪ ߖందగలమ߰ ߘచనࡹమనం ఆ ࡌ
.ࣆࡱޘ

అړ70 ޴ߝ సࠪనం ࠳ 0 ޳ࡶన࣒ 4 10 1 2 ࠳న࣒ 6 ࡅకए घࡍటݟ   k k 5 1  ޴ߝఅ ޶ఒక ఐ ࠾ࡍమ ݋ߝ
खࠑݥ ڴ࢑ధం నࣄۯ ޶ం࠭ ڕఇంత ߘߝ .సࠪనం ړ
  
ऒߕࣆ ࡏన࣒ ఆ࠳ పऱ࣒  ݡ࠮   ఆࠑݥ ࡏख छ޳ యడంۯ ޴సࠪనం ఇ ړ  న࣒k r 3 r 3࠳ ޴फంࣆࠚల ڕమన ࡌ

ओߩసࠪనం, ఇ ړ మన దగ ݡ ठర  ࠪऴత࠲ ఉనऒ ం޶న ݟట࡛ ࠫ ऒޒऴపయ ړߖݞనھߘక ߖ ݋ంߜ फࣃ ࠭, ఇ޴ r 2 2 1
ऒߕࣆ రߖ గࡆߖ࢑ తరࡃ पࡍڒ߅࠻ అޔ࢓ం࠳  ޴న࣒ 1 ࡓ ऱܿ ړࡹߖ޵ మ࠳ ޳ࡶ ړࡹߖ޵ ࠾ࡍన࣒ 1 ߘంݟ 
ࡓ న࣒ 4࠳ ऱܿ  ప ऱ࣒  న࣒ 30 70 k࠳ న࣒ 24࠳ ړ న࣒ 4࠳ ݟంߘ న࣒ 1࠳ ޳ࡶ సࠪనం 70 ړ 10 ݟంߘ న࣒ 3࠳ 6 
ప ړ 4 ޳ࡶ ऱ࣒  24 ప ऱ࣒  ࠭߯ओ खࠑݥ సࠪనం ړ  సࠪనం k ړࡏఅం݄ పదࣔ ڷࡱߕ ޳ࡶ సࠪనం ړ
ङ޳࢑ ࡔసࠪనం అం݄ స ړڷࡱߕ ޴ߝఅ ޳ࡶ క߷ڒ ࠾ࡍన࣒ మ࠳  ࡱबࡏ द࡛ ओߩఇ ڕࠬ ߘల޳ప ߝఅ ࡱ   k ݡ
పࡍచయం ࣃۯफ కएࡅ కޒऴࠪ ࠭࠲ ,ߘ घࡍటݟ  घڴࣄ ߯ ߘ ݋ంߝ వङ ڴ ڔ फకࡍంۧ࠭ ڒబܽद  ߘంݟ a j 1 na 1 j
పవ࡛ 1 ప ړన࣒ 1࠳ ړన࣒ 1࠳ ݟంߘ ऱ࣒ ఇకए ړࡹ  డ అ޴ߝ   మڒ ࠾ࡍలߘ ࠹ j m 1 j m  1 j rho 1 j 
छࡌంۨన తڵలޛ త ࡅకए  ఉప ࠪऴޒక ࡅకए घࡍటݟ   a rho y ߕ࢓డ߰ ݞږ మనం ڴ࢑ధం ޻అ ݋ంߝ
࢑సफࡍంచడం ޳छ న࣒ 1߯ ఉనऒ࠳ ܘܒ ړࡹ ࡌ घڴࣄ  घڴࣄ న࠳సࠪన ڕ ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ߘ .mij 
  అ࢑޻ధంڒ ڴల࢑ ܿߦ ޜ ࠹సफࡍంచడం ޳छ ऒߖ޵ మనం ݞږ ࡌ యవ۪ऐۯ  ,  అޙ࠼ ࠭ఖङ  ޴న࠳
ఏࠫటం݄, అߝ పߖ޳ऒ छ޳ ంచడంށڷ ޜన࣒ 1࠳  ప  ࡌ ऱ࣒  శړ फړ  ప ऱ࣒  ఈ ࡹ అݡन aij i j i j mij ith 
వࡏస మڒ ࠾ࡍలޛ ߖ ࠹లڵంచడం ޳छ రߖ తృకࠪ ޻మనం ߰ం ࡌ पړߖ࠻ వࣆफం޴.j 
  

फࣃࡱߧ ߖన࡛ అ࠳ ంۨన߅సంబం ړߖڒల࠮ బܽद ఇۨऐڒ ,ࡏ న ࠪతృక ࡅకए రछߖ  చనం ࠭࠲  AIj 
వࡏస మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ వࡏసࡹ ఉనऒ న࡛ jth aij࠳ త߅ం݄, సంబంڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߖ లకం࠮  mij  

న࣒ 1 ࠪङ࠳ ࣒ڒన࣒ 1 ऴ࠳ ऴܽڡझ కएࡅ  घࡍటݟ   n n  ,݋ߝ
కएࡅ  అݡन వࡏస మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ వࡏసޛ ߘలڵంۨన తࡌछ త ߰ందబݟనࡅ ,޴కए  a ith jth a 

घࡍటݟ సం వङڝ ݋ߝ ڔ फకరణ ࡅకए  ࢑సफరణࡹ మనం  ࠳ ߖన࣒ ఒకܽށڷ ޜంۨ  ప ऱ࣒  శړ फࣃށڷ ړफ ࠭.AIj i j 
ఈ ࠴తफం ࢑షߖ࠻ऒ క߷ڝ ړ  द࡛  అࣃࡱߧ ߖफ mij AIj  ڕహరణ޳ఉ ,ࡏ

ࠪతృక ړ సࠪనం a a abcd 
కएࡅ బܽदڒ घࡍటݟ  a bc ޴దܽ࠴ ޴ߝఅ ړߖ޵ ,న࡛࠳ బܽदڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ ݭఅ ݋ంߝ m 1 1 a 
छࡌంۨన తڵలޛ త ఉప ࠪऴޒక ࡅకए రߖ  पࡍڒ߅࠻ అݡन వࡏస మ࠴ ࠾ࡍదܽ ࢓ࡱߖ వࡏస 1ړ సࠪనంdm 
2 
छࡌంۨన తڵలޛ ߘసࡏन వݡదܽ అ࠴ త ఉప ࠪऴޒక ࡅకए రߖ  पړߖ࠻ సࠪనం మࡓ ࠾ࡍండవ ࢓ࡱߖ 
వࡏస 

 సࠪనం ఒకܽ cm ڕݡంࡓ
छࡌంۨన తڵలޛ ߖ1 ࠹లڒ త ఉప ࠪऴޒక ࡅకए पࡌߖ  యړߖڒ సࠪనం మ࠾ࡍ అݡन వࡏస 2 సࠪనం  b 
మړ ࠾ࡍ సࠪన࠳న ࠪరठంࡹ మనం ߰ందగړ ޴ڼ࡯ సࠪనం అڒ ޙ࠼߷క द࡛ క߷ڒ ఏ࢑ ࡱ  द࡛ ఒకܽm 2 2 ࡱ  a 
ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ పవ࡛ ړ ఒకܽ పऱ࣒  ఒకܽ వߤ ఒకܽ ఇ   సࠪనం ࠳న࣒ ړ పవ࡛  ప ऱ࣒  m qual to da 1 2 1 1 2 
 కm 1 2 ca 2 1 b a 2 2 aߘసࠪనం క ړ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ޴ంޔ޶ం߰ ڴ࢑ధం ޻న࣒ అ࠳ సࠪనం ړࡹ
ఇࣾࣇ ޴घ  వङ ङޑ సం ࠳నࡏऱ మڒ ࠾ࡍ߷క द࡛  ల మధङ ,  a 1 1 a 1 2 a 1 3 a 2 1 a 2 two a two 

మघࠫ ߘߝ ޙ࠼నటऱ࠳సࠪన ړ ऒ࡯  ఒక ߄ࣃరణ ऴపశऒ  three a three one a three two a three 
అߘޑڷݡ ఎంߧక ࡅకए घࡍటݟ  ఒకܽ ఒకܽ పऱ࣒ ݡంࡓ ݋ంߝ  aa m two a two two in m two twoplus

అం݄ ࡓ ߖߖ޳ ߘߝండవ వࡏస࢑ ࡹసफࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ  a two three into m two three ,ߘ
ऒߕھߘక ࠭࠲ ߖదࡶڝࣆޓ ऴగతफ܉ ࡱޑښసం ߗڒ ࠭ ఇకए డ మనం పవ࡛ ݀ పऱ࣒  వړ ߤ ఇ ࠳న࣒ ఒకܽ అ࠼ 
ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇకए డ ࠳న࣒ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇకए డ ࠳న࣒ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇ޴ సࡕన 
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ఎంߧక ړࡹ ޶ڒ  ప ऱ࣒  అ޴ ఇకए డ ba 1 1 m 1 1 minus a 1 2 in m 2  1 a 1 3 in m 3 1 
నऒڕࣆ۫ ߘफࡏڷ ࡃࠓయۯ ऱܿ మనం ۫డవ۪ऐ కం݄ 1 ప޶ఎం ݟఉండం ڴలంږߘࣃ  ऱ࣒  1 ఇకए డ 
కం݄ 1 ప޶ఎం ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ऱ࣒  3 ఇ࠳ ݞږ ࢑న࣒ 1 శړ फړ ఒక సࡍ సంఖङ  ߗڒ ޴फంࣆۯ ڴఒకܽ ߖߖ޳ 
ఇకए డ అ޴ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంڒ ݡబܽद ࠳న࣒ ࡏڷफ ఉంߗڒ ޴ ఇకए డ సమసङ  ఉం޴ ఒక ࡓంڝ ݡ߷క द࡛  ݀ m 
ఒకܽށڷ ޜంచబޔݡం޴, ఇ޴ ఒకܽ ࡓంݡ అ࠼ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇݞږ ޴ తߩओ  ఎంߧక ߘం3 ݟ m ca 3 1 
ప 2 3 ݟంߘ 2 3 ݟంߘ న࣒࠳ 1 ऱ࣒  a 3 2 a 3 3  ݡ࠮ ݡ࠮ ړࡹ 
క߷ڒ ࠭࠲ ࡱ న࣒࠳ द࡛  లߘ ఉపࣆڵࡆफߕऒ फ ఇపओࡏڷ న࣒࠳ బܽदڒ ࠭ క߷ڝ ښܽ द࡛  ޴ంݟబڝࣆޓ ऴగతफ܉ ࡹ 
ओߩన࣒ త࠳ బܽद ఈڒ घࡍటݟ ڕࠪ ݞږ ޴బܽद ఇڒ  కएࡅ ߤఆపल ݋ంߜ  సࡕన ࡱ࢑వߘ ఇవछ  d 3 1 ޴ߝఅ ޶
ప 3 1 ݟంߘ ऱ࣒ పऱ࣒ ݡ࠮ ݡంࡓ ఒక  ړࡹ   a 2 3 ݡ࠮ ݡ࠮ ݡ࠮ 
ऒߕफࣆࡍ࢑సफ ంటࢗ నంబ࡛ 3 ࠹లڒ మనం ۫࣋फ మనం ߖఅ ݡ࠮ ݡ࠮ మߖ అర बం ڝࣆۯవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ऴపޒ 
పదం సంబం߅త ڒ߷క द࡛  లޜ తڵన ࢑ధంށڷ ڴంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఇ޴ సࡕన సࠪ߄నం ڒబܽद ߘߝ 
సࠪ߄నం ۮపओ ంݟ  ఎంߧక ఇߩओ भ޳ۯ చయంࡍప ߘతफ ࠙వనڜ ఒక ݡ ం , ߖߖ޵ ࠪङ ऴܽڡझ  s d ߤషߖ߸ݥ 
కएࡅ  అߘబంధం అߧ ߖలవబݦ ఒక ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ   అߘబంధం ࠪతృక ࡅకए  a AIj 
ऴܼߤझ  ߱ రछߖ ڴ ܘ ۨంచబޔݡం޴,  ఇకए డ అࡅ ޴ߝకए క߷ڝ  द࡛  aij aij 
, అం݄ 1ړ సࠪనం అ1 ޙ࠼ a a 1 2 a one three a two one a two a two three a three one

తࡌछ త ړ ఆߖڜߘ ఉనऒ  a three two a three , a ݡంࡓ ఒకܽ ఒకܽ ޴తృక ఇࠪ ࡎయޣ ࣒ڒऴ ݡ࠮ 
ఒకܽ ݡ࠮ ఎం޶కం݄ మనం ऴࣆ࢐फߕऒ ࠭.
 ఒక 2 1 ݡ࠮ ݡ࠮ ఉ޳హరణ ړ సࠪనం అޙ࠼ ఒకܽ a 2 2 a 2 3 a 3 1 a 3 2 a a abcd da 1 
బܽद ca 2 1 bڒ సࠪనం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ న࣒࠳ న࣒࠳ సࠪనం ړ 2 a 2 2 

కएࡅ  అߘబంధం ࠪతృక ࠳న࣒ ࠳న࣒ అం݄ ࢑కర प ࠮లࡱڒ పరసओ రం  ࠪరऐ బడ࠼ޑ a d c ba 
మ࠾ࡍ ఆ࢑ ࠆకర प ࠮లڒల ࡅకए  సంښతం ࠪరऐ బޔݡంڒ ޴బܽद 2 ऴ2 ࣒ڒ ࠪతృక ڝసం ࠭࠲ 
అߘబంߖ߄ऒ  ߰ం࠭ޑ޶.
ओߩఇ ڴ࢓ࡱࣆ  కएࡅ ݡ  సమ࠻ల అߘబంధం ࡅకए  ఉతओ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ फ ఏࠫܽޒ भ޳ۯ  ం మనڕ a a 
అం݄ ړ సࠪనం మࡅ ࠾ࡍకए  అߘబంధం ࠳న࣒ ࠳న࣒ ړ సࠪనం మߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍऒ  abcd a d c ba
ङࠪ ݀ ࣒ڒऴ ݡంࡓ ڕफ మన࣋ށڷ ऴܽڡझ  వࣆफం޴, ఇ࠳ ޴న࣒ ࠳న࣒  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  న࣒ ad bc ab ab cd cd࠳ 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒  ప ऱ࣒ కएࡅ ޴ߝఅ ݭ࠻  घࡍటݟ   కएࡅ ݋ంߜ घࡍటݟ  cb a 0 0 ޴సࠪనం, అం݄ ఇ ړ ݋ంߜ
࢑కర प ఎంऴܾలݟږ ޜన ࢑కర प ࠪతృక ,  ڒబܽद మన  ऴ࣒ڒ  ࠪङ ऴܽڡझ 2 ړ  2

అݟ ޴ߝటࡍघ फࣃ۫ ߖసࠪనం అ ړ ݋ంߝ ࠭.a in adjoint 
కएࡅ ݀ ࣒ڒऴ ݡంࡓ ణంࠪࡍప ޴ߝఅ ړࡹ ࡍڷ  फంߩ ࠪతృక , అ޴ߝ ऴ࣒ڒ అޙ࠼   a i a n n 
కएࡅ  అߘబంధం అࡅ ޴ߝకए घࡍటݟ   a a a , ޴ంܼ࠭, ఇھߘక ࠭࠲ ݞږ ߖసࠪనం అ ړ ݋ంߝ

పࠪࡍణం ऴࡅ ࣒ڒకए  n n 
ࡍڷ ఒక ړࡹ ړࡹతృకࠪ ߩफంࡍڷ फంߩ ࠪऴޒకڕ సࠪనం అ޳ۯ ࠀࡍࢗ ߘߝ ߖभ ం 3 ऴ3 ࣒ڒ ࠪతృక ࡅకए  a 
ఫ࡯తం 
కएࡅ ޴ߝబܽद అڒ  అߘబంధంړࡹ అ1 1 ޴ߝ p a p a 1 2 a 1 3 a 2 1 a 2 2 a 2 3 a 3 1 a 3 

అం݄ ఏࠫܽ 2 a 1 1 ړࡹ సࠪనం  3 3 ړ a 1 2 a 1 3 a 2 1 a 2 2 a 2 3 a 3 1 a 3 2 a 3 3 p 
ओߧۮ ߘߝ వࡱ࢑ న ऱܿڴ ఇ޴ ऴࡅ ړࡹޓకए घࡍటݟ   i a p ݦఉం ڴఒకܽ ࡹߖ޳ ఒక ޴ߝఅ  ,޴ంޔ࢓అ ݋ߝ
घࡍటݟ ऒߕంܿڕߘంۧలࡍక࢒ధృ ߖసࠪనం అ ړ ݋ߝ ࠭, ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  , 
మనం ޳۫ ߖभ ం.p one 
ऒߖ޵    ۫డంݟ, ఇ޴ ఒకܽڴ ఒకܽڴ ఒకܽڴ ఒకܽ ࡓంڴݡ ఒకܽ ࡓంڴݡ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఒకܽ ڴݡ࠮ 
ఒకܽ ڴݡ࠮ ఉంܿం޴ అߘ 1 1 ޴ߝం1 1 ݟ ప ऱ࣒ ప 2 1 ݟంߘ  ऱ࣒  p 1 1 a 1 2 a  1 3࠭࠲ ޴ఇ ,3 1 ړࡹ 

కएࡅ ओߩంۨనࡍ࢑సफ ࡹసࡏదܽ వ࠴  घࡍటݟ ݡ కएࡅ ݋ంߜ  వङ ڔ फకరణ అߖ మనڕ a 
 ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ
అ࢑ ޻ధంࡓ ڴంࡓ ݡంݡ మ࠾ࡍ ऴߖޓ p p 3 
రߖ प࠼ంڴ޴ۯ ఉంܿం޴.
 ࢑కర प ࠮లߕࣆ ࡱڒऒ  అߖ మనం ۫ߧంۧ࡯, 
फࣃࡍక࢒ధృ ޜ݀ ߤవ ߘߝ ప 1 2 ݟంߘ అం݄ ఒకܽ 1 ݀ ߤవ ݀ ߤబܽद వڒ ࠭ ऱ࣒ ప 2 2 ݟంߘ 2 1  ऱ࣒  ఎ p p p 
1 3 ఇߤ ఎ 2ړ సࠪనం  3 అߘ 1 1 ޴ߝం࠳ ݟన࣒ 1ړ 

కएࡅ  ݟంߘ   పవ࡛  ప ऱ࣒ घࡍటݟ   బంధం 1 2 a 1 3 a 3ߘఅ ڕమన ޴కం݄ ఇ޶సࠪనం ఎం ړ ݋ంߝ 3 3 2 1
 a 2 1 plus a 1 2 in minus 1 to power 2 plus 2 ړ2 2 ࠭࠲ కం݄޶ఎం ޴फంࣆవ ݟంߘ
సంబం߅ంۨన ࠼܉ ݭ࠻ంߖ ݋ గࣆށफߕऒ ࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ  మ1 1 ࠾ࡍ a 1 3 a 3 1 a 3 3 plus

పవ࡛ 2 ప ݟంߘ న࣒ 1࠳ ړࡹ ऱ࣒  3 ఎం޶కం݄ ߖ޵ ࠭࠲ऒ ऒߕफࣆۯ సంڝ 3 2   a 1 3 a 1 2 1 1 ޴బܽद ఇڒ ࠭
అޔ࢓ం޴ ఇߩओ भ޳ంపܑࡍ࢑సफ ߖߖ޳ మనం ݡ ం ఇ࠳ ޴న࣒ అޔ࢓ం1  ޴ ఎ 1 2 ఎ 3 3 ప ऱ࣒a 3 1 a 3 2 a 1 

ఎ 1 1 ఎ 1 3 ఎ 3 2 ప ऱ࣒  ఎ 1 2 ఎ 1 1 ఎ 3 3 ࠳న࣒ ఎ 1 2 ఎ 1 3 ఎ 3 1 ࠳న࣒ ఎ 1 3 ఎ 1 1 ఎ 3 2 ప ऱ࣒  ఎ 1  3 a 3 1 a
1 2 ఇߩओ నऒھߘమనం క ݡ भ޳۫ ߘబంధనలߖ  ం ࠳న࣒ ߘంݟ మ࠾ࡍ ఇ޴ పऱ࣒  a 1 1 a 1 a 1 a 3 3 
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फࣃۯ भ޶కܽ రڜߖ޳ఒక బܽद అ࢑ڒ  a 1 2 a 1 1 a 3 3 a  1 1 a 1 3 a 3 2 ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఇ ࠼
 న࣒ a 1 3 a one a three two a 1 3࠳ ޴ఇ ࠼ంܼڕࣆۯ भ޶కܽ రڜߖ޳ఒక ݞږ బܽद అ࢑ڒ న࣒࠳
a 3 a , minus a two a one three a three a.
ऒߕࣆ తफం࠴ బܽद ఈڒ ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ޜߖ޵ ݞږ ޴బܽद ఇڒ ఒకܽ ݡ࠮   ߘߝ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ

వڝ ݀ ߤసం ధృ࢒కࡍంۧߘ p 
, ఇతర ࢑కర प ࠮లڒల߯ పۯ ߖయడం ޳छ छ޳ ంచడంށగ ߘవలࡱ࢑ ࢐ܽ ࠾ࡍమ ࡌ మघࠫ ࡌ ऒ࡯  ࡏࠬ 
ఒߧओ ం۪࢐ڝలࣆۨࣇ ߘߝ ߖफߕऒ ऒߕࣆ ޴అ ,ߘ కएࡅ బܽदڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴ  ఉమघ  a a ޴ߝఅ ڴݟ
पࡌߖ యړߖڒ సࠪనం  ڷ࠭ ߘߝ ړࡹठࡏ స޳࢑ ࡔङ ఇకए ܌ࡗ ఈ ߘߝ ࡱबࡏ డ ఆߘڴ తޒ࢐ࡏ తరగߘߝ ࡹޒ a 
ࠪతృక ࡅకए ࠪ ంۨࡍڷ మࡹ࢑  ऱܼ డߘޑ మࡅ ߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍకए ऒߖڜ   లࣾހలߘޑߩ۫ ߘ మ࠾ࡍ 
షएࡍప ߘలހసరళ సࠬకర ࠹సदࣄ ంచవ۲ऐڵࡆఉప ࡮ఎ ߖߖ޳ మనం ࡹంచడంࡍ ङ޳࢑ ࡔస ߘޑߩ۫   ࡱबࡏ
ధనङ ڕࠬ  ࡱ޳࢐
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