
 കഴി؁ ര؇് ْപഭാഷണ׹ളിെല ഡിئർമിനന്റുകെളുׯറിتു׺ മൂؗാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ 
വിദّാർ،ികെള സٔാഗതം െചുإക , ഒരു ചതുര മാْടി٧عിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് എؓാെണ്ؗ ഞ׹ൾ 
നിർവചിു׺ , കൂടാെത  ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഒരു ഡിئർമിനന്റിന്െറ നിരവധി സവിേശഷതകൾ ഞ׹ൾ 
നിർവചി׺ി؂ു؇് അെ׸بിൽ ക؇ി؂ു؇്.  ഒറിജിനൽ മാْടി٧്ع ലളിതമാുׯകയും ഡിئർമിനന്റിന്െറ 
കണുׯകൂ؂ൽ എളുؚമാവുകയും െചؗുإ തര؋ിൽ നിരവധി െമْടി٧ുع കൾ ആ േْപാؚർ؂ികൾ 
ഉപേയാഗിؗുׯതിലൂെട   ഒരു ഉദാഹരണം പരിഗണിുׯക    . ഒരു വരിയിേലാ ഒരു നിരയിേലാ കൂടി 
വികസിؚി׺ാണ് തതٔം, എؗാൽ ഞ׹ൾ ഡിئർമിനന്റുകളുെട ചില ഗുണവിേശഷതകൾ 
ْപേയാജനെؚടുു؋ം, അതുവഴി നമു്ׯ ഇത് ലളിതമാׯാൻ കഴിയും, കാരണം ര؇് വരികൾ 
േചർؗുׯതിലൂെട ഞ׹ൾ ഡിئർമിനന്റിന്െറ മൂലّം മാئിب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അത് ഉപേയാഗിׯാൻ 
ْശമിുׯം.  േْപാؚർ؂ി ഇവിെട പറയുؗു, ഉദാഹരണ؋ിന് ഞാൻ വരി ഒ്ؗ , വരി ര؇് എؗിവയുെട 
സംْഗഹമായി വരി 1 മാുؗുئ, അതിനാൽ ഇത് നിർ؉യിുؗുׯ  എؗത് വരി ഒ്ؗ, വരി ര؇് എؗിവ a 
കൂ؂ിേ׺ർ؋ാൽ നിർ؉ായക؋ിന് തുലّമാണ്, ഒ്ؗ ؛സ് ചതുരം ؛സ് 1 ചതുരം ؛സ് വരി 2, x x x x 
അേത വരി മൂ്ؗ ആയി തുടരുؗു, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒ്ؗ ؛സ് ചതുരം ഒ്ؗ ഉെ؇്ؗ എനി്ׯ കാണാൻ x 
കഴിയും ആദّ വരിയിൽ ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് എؗാൽ മൂؗാമെ؋ വരിയിൽ നമു്ׯ ഉ؇് , xx x x 
നമു്ׯ ചതുരമു؇്, നമു്ׯ ഒ്ؗ ഉ؇്, അതിനാൽ ഞാൻ ആദّ വരിെയ ആദّെ؋ വരിയുെടയും x 
മൂؗാമെ؋ വരിയുെടയും ആെകു؋കയായി മാئിرാപി׺ാൽ എ്ؓ സംഭവിുׯം, തുടർ്ؗ യുെട a 
ഡിئർമിനന്റ് തുലّമാണ് 1 ؛സ് ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് ഇേؚാൾ ഈ 1 ؛സ് ؛സ് x x x x 
സ്കٔയറിേല്ׯ ഞാൻ ഇത് േചർുؗുׯ, ഈ 1 ؛സ് ؛സ് ചതുര؋ിേല്1 ׯ േചർുؗുׯ, മ്ئ വരികൾ x x 
അേതപടി തുടരുؗു, മാْടി٧عിൽ ആദّേ؋തിന്െറ എبാ ഘടക׹ളും ഞ׹ൾ കെ؇ുؗു؋  വരി ഒരു 
, സ് ചതുരം 1 1 1 ചതുരം 1 x x a x x x؛ സ് 6؛ ർമിനന്റ് 1ئസ് ചതുരമാണ്, അതിനാൽ യുെട ഡി؛ സ്؛

ചതുരം 1 എؗിവയുെട ഡിئർമിനന്റിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ നിരകളുമായി ബؖെؚ؂് xx 
വളെര സമാനമായ കാരّ׹ൾ െചുؗുإ േകാള؋ിന്െറ വّതّാസം ഉപേയാഗി്׺ േകാളം ഒ്ؗ 
മാئിرാപിുׯക  േകാളം ര؇്, അതിനാൽ നأൾ എഴുതുؗത് േകാളം ഒ്ؗ ഇേؚാൾ ഒ്ؗ ൈമനസ് e, c 

ര؇് ആണ് അതിനാൽ യുെട ഡിئർമിനന്റ് 1 ؛സ് ؛സ് ചതുര؋ിേല്ׯ തുലّമാണ്, കുറ׺തിന്c a x x 
േശഷം എനി്1 1 0 ׯ ചതുരം ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ചതുരം ചതുരْശ ഒ്ؗ ഇേؚാൾ ലഭിുׯം  x xx x x 
നأൾ എ്ؓ െചുإം േകാളം ര؇ിൽ നി്ؗ േകാളം മൂ്ؗ കുറയ്ുؗുׯ, 
അ׹െന െചᅃٝതിന് േശഷം യുെട ഡിئർമിനന്റ് 1 ؛സ് 6 ؛സ് ചതുര؋ിേല്0 ׯ ചതുരം ൈമനസ് a x x 

േല്1 ׯ ൈമനസ് ൈമനസ് ചതുരം ൈമനസ് 1 1 ന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ 1 x x 0 1 xx x 1 
കെ؇ുؗു؋ േന؂ം എെؓؗാൽ, ഇേؚാൾ ആദّ വരിയിൽ നമു്ׯ ര؇് പൂജّ׹ളും പൂജّമبാ؋ ഒരു 
ഘടകവും മാْതേമയുൂت, അതിനാൽ ഞാൻ ഇേؚാൾ അത് 1 വരിയിൽ കൂടി വികസിؚി׺ാൽ യുെട a 
ഡിئർമിനന്റ് 1 ؛സ് ؛സ് ന് തുലّമാണ്. 0 0 1 സ്കٔയർ ൈമനസ് 1 1 ൈമനസ് ന്െറ x x x xxx 
ഡിئർമിനന്റിേല്1 ׯ ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് 1 േല്1 ׯ ഈ ൈമനസ് 1 മട്׹ തുലّമാണ്, ഇത് xx x 
ചതുരْശ ൈമനസ് 1 മുഴുവൻ ചതുരം ൈമനസ് േല്1 ׯ ൈമനസ് മുഴുവൻ ചതുരവും 1 ؛സ് ؛സ് x x x x 
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് ഇേؚാൾ എനി്ׯ ര؇് പദ׹ളിൽ നിؗും ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ t  ake x 
സ്കٔയർ െപാതുവായതിനാൽ ഞാനിത് എഴുതെ؂ , ഇവിെട അവേശഷിؗുׯത് ؛സ് 1 സൂآർ؉ x 
ചതുരം ൈമനസ് എؗത് 1 ؛സ് ؛സ് ചതുര؋ിേല്ׯ ൈമനസ് 1 മുഴുവൻ ചതുര؋ിേല്ׯ x x x x 
തുലّമാണ്  എനി്ׯ സ്കٔയർ ؛സ് 6 ؛സ് വൺ നൽകുؗു, കാരണം ര؇് പദം വരും, അവിെട നി്ؗ x x 
ഒരു കുറയ്ുؗുׯ , ഇത് ൈമനസ് 1 േല്ׯ ചതുര؋ിേല്؛ ׯസ്  1 േല്ׯ തുലّമാണ്  എؗത് 1 x x x x 
ൈമനസ് 6 കّൂബ് പൂർ؉ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ْപാഥമിക വരി ഓؚേറഷനുകേളാ േകാളം 
ഓؚേറഷനുകേളാ െചؗുإതിലൂെട, ഒരു നിരെയ ര؇് നിരകൾ തأിലുت വّതّാസം അെ׸بിൽ ഒരു 
വരി ര؇് വരികളുെട ആെകു؋ക അെ׸بിൽ വّതّാസം െകാ؇് ഞ׹ൾ മാئിرാപിുؗുׯ. ഒരു 
ൈമനസ് കّൂബ് ഫുൾ സ്കٔയർ ശരിയാണ് ഉ؋രം ലഭിേׯ؇ കാരّം, അതിനാൽ , റൂ؂് ഇലവൻ ؛സ് x 
റൂ؂് 3 റൂ؂് 20 റൂ؂് 5 റൂ؂് 15 ؛സ് റൂ؂് 22 റൂ؂് 25 റൂ؂് 10 3 ؛സ് റൂ؂് 55 റൂ؂് 15 ന്െറ ഡിئർമിനന്റ് കെ؇؋ാൻ 
ഒരു സംഖّാ ْപٍ٠ം െചإെ؂. റൂ؂് 25 ഞ׹ൾׯറിയാം ഒരു മാْടി٧عിന്െറ ചില വരിേയാ ഉപ േകാളേമാ 
ഓേരാ മൂലകവും ര؇് അളവുകളുെട ആെകു؋കയായി എഴുതാൻ കഴിയുെമ׸ിൽ, ര؇് 
ഡിئർമിനന്റുകളുെട ആെകു؋കയുെട മുഴുവൻ ഡിئർമിനന്റും എഴുതാം, കാരണം ഇവിെട സ׸ലന 
ചിصം ഉتതിനാൽ നമു്ׯ അത് വിഭജിׯാെമ്ؗ ചിؓിׯാം. ര؇് ഭാഗ׹ളായി, പേײ നأൾ അൽؚം 
ْശؑിേׯ؇തു؇്, കാരണം റൂ؂് 11 ഉ؇്, റൂ؂് 22 ഉ؇് , റൂ؂് 55 ഉ؇്, ര؇ിനും റൂ؂് പതിെനാ്ؗ എؗ 
പദമുെ؇്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഇത് േവർതിരിؗുׯതിൽ ഞ׹ൾ 
യുװിസഹമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഞാൻ എഴുതാം യുെട ഡിئർമിനന്റ് എؗത് ആദّ മാْടി٧عിന് a 
തുലّമാണ്, റൂ؂് 11 റൂ؂് 22 റൂ؂് 55 ബാׯിയുت കാരّ׹ൾ ഒേര റൂ؂് 20 റൂ؂് 25 റൂ؂് 15 റൂ؂് 5 റൂ؂് 10 റൂ؂് 25 ഈ 
25 റൂ؂് 20 റൂ؂് 3. റൂ؂് 3 തവണ റൂ؂് ർമിനന്റ് ആണ്. റൂ؂്ئ15 , 3 എؗിവയുെട ഡി 3 റൂ؂് ർമിനന്റ് റൂ؂്ئസ് ഡി؛
15 ഉം റൂ؂് 5 റൂ؂് 10 ഉം റൂ؂് 25 ഉം ഇേؚാൾ എبാ മൂലക׹ൾുׯം റൂ؂് 11 ഉتതിനാൽ ആദّേ؋തിൽ 
എനി്ׯ റൂ؂് 11 എടുׯാം , കൂടാെത എനി്ׯ ഒരു മാْടി٧عിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് ലഭിുׯം. റൂ؂് 5 
െപാതുവായതിനാൽ എനി്ׯ അതിൽ നി്ؗ റൂ؂്  എടുׯാം , അതുേപാെല ഇവയ് െبׯാം റൂ؂്  േകാമൺ 5 5
ഉ؇് , എനി്ׯ അതിൽ നി്ؗ റൂ؂് 5 എടുׯാം, അതിനാൽ െനാേ؂ഷൻ ലളിതമാؗുׯതിന്, ഇേؚാൾ 
നിർ؉യിؗുׯ ര؇ിന്െറ വൺ ؛സ് ഡിئർമിനന്റിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് ആയി ഇത് എഴുതാം . റൂ؂് 11 റൂ؂് 5
റൂ؂് 5 എടു؋തിന് േശഷം ഒ്ؗ തുലّമാണ്, നമു്ׯ അവേശഷിؗുׯത് 1 റൂ؂് 2 റൂ؂് 5 2 റൂ؂് 5 റൂ؂് 3 ഉം 1 റൂ؂് 
2 റൂ؂് 5 ഉം ആണ്. ഇേؚാൾ ഈ മാْടി٧്ع േനാുׯേآാൾ ര؇് നിരകൾ ഒരുേപാെലയാെണ്ؗ നമു്ׯ 
അറിയാം ഡിئർമിനന്റ് പൂജّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഒؗിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, 
അതിനാൽ നമു്ׯ യുെട ഡിئർമിനന്റ് ഒരു ര؇ിന്െറ ഡിئർമിനന്റിന് തുലّമാണ്, ഇത് റൂ؂് മൂ്ؗ a 
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റൂ؂ിന്െറ ഡിئർമിനന്റിന് തുലّമാണ്, ഇത് റൂ؂് മൂ്ؗ റൂ؂് പതിന؀് റൂ؂് മൂ്ؗ റൂ؂് മൂ്ؗ റൂ؂ിേല്20 ׯ റൂ؂് 25
റൂ؂് 15 ഉം റൂ؂് 5 റൂ؂് 10 ഉം റൂ؂് 25 ഉം ഇേؚാൾ ഇത് േനാുׯേآാൾ നമു്ׯ കാണാം ആദّെ؋ േകാളം റൂ؂് 
അ؀ിൽ നി്ؗ നമു്ׯ റൂ؂് 3 െപാതുവായത് എടുׯാം, ര؇ാമെ؋ േകാള؋ിൽ നി്ؗ നമു്ׯ 
െപാതുവായി എടുׯാം േകാളം മൂ്ؗ, അതിനാൽ യുെട നിർ؉യം തുലّമാണ്  മൂ്ؗ റൂ؂് അ؀് a l 
മുതൽ റൂ؂് അ؀് വെര ഒരു റൂ؂് 5 റൂ؂് 3 2 റൂ؂് 5 റൂ؂് 3 ന്െറയും ഒരു റൂ؂് ര؇് റൂ؂് അ؀് എؗതിന്െറയും 
ഡിئർമിനന്റാׯി മാئാൻ, അതിനാൽ അതിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് ഒ്ؗ റൂ؂് അ؀് ആയി റൂ؂് അ؀് 
ൈമനസ് റൂ؂് 6 ആയി കണׯാׯാം, 
അ׹െന 5 ൈമനസ് റൂ؂് 6 ഈ ഉൽؚؗ؋ിേല്ׯ ൈമനസ് 2 ഈ ഉൽؚؗ؋ിേല്5 ׯ ൈമനസ് റൂ؂് 6 ؛സ്
1 ആയി റൂ؂് 15 ൈമനസ് റൂ؂് പതിന؀് ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈമനസ് ഒؗിൽ 
നി്ؗ അ؀് ൈമനസ് റൂ؂് ആറ് അവേശഷിുؗുׯ, റൂ؂് ആറ് ൈമനസ് അ؀്, അതിനാൽ 
നിർ؉യിؗുׯത്  എؗത് അ؀് റൂ؂് മൂ്ؗ മുതൽ റൂ؂് ആറ് ൈമനസ് അ؀് വെര തുലّമാണ്, a 
അതിനാൽ ഇത് െമാ؋؋ിലുت ഡിئർമിനന്റ് ഉദാഹരണ؋ിന്െറ ഉ؋രമാണ് 3 ഒരു ൈമനസ് ബി 
ൈമനസ് സി ടു എ ടു എ ടു ബി ബി ൈമനസ് സി ൈമനസ് എ മുതൽ ബി മുതൽ സി സിസി ൈമനസ് എ 
വെര  ൈമനസ് ബി നമു്ׯ ഡിئർമിനന്റ് കണׯാേׯ؇തു؇്, വരികൾ േചർ؋ാൽ എؓാണ് 
സംഭവിׯാൻ േപാകുؗത്, അതിനാൽ എെؗ ഒئയടി്ׯ ര؇് കാരّ׹ൾ െചإെ؂ ഒ്ؗ ഞാൻ െചᅃٝ r 
മുൻ ഉദാഹരണ؋ിൽ വൺ ؛സ് ആർ ടു ؛സ് ആർ ْതീയിേല്ׯ േപാകുؗു  ഇത് ര؇് r 
ഘ׹؂ളിലായാണ്  വരി ര؇് വരി ഒؗിേല്ׯ േചർു؋, തുടർ്ؗ വരി മൂ്ؗ വരി ഒؗിേല്ׯ േചർു؋, t 
പേײ ഇേؚാൾ ഞാൻ അത് ഒئയടി്ׯ െചإെ؂, അതിനാൽ ഞാൻ എؓാണ് െചؗുإത് ഞാൻ ഈ ര؇് 
വരികളും ആദّ വരിയിേല്ׯ േചർുؗുׯ, അേؚാൾ നമു്ׯ യുെട ഡിئർമിനന്റ് തുലّമായി ലഭിുׯം a 
ഞാൻ 2 ബിയും 2 സിയും േചർുׯേآാൾ എനി്ׯ ഒരു ؛സ് ബി  ؛സ് സി ലഭിുؗുׯ  ഒരു ൈമനസ് ൈബ 
എനി്ׯ വീ؇ും ؛സ് ബി ؛സ് സി ലഭിുؗുׯ , മ്ئ വരികൾ 
അ׹െന തെؗ തുടരുؗു , അതിനാൽ എനി്ׯ ലഭിؗുׯ ഘടന ഇതാണ് , േന؂ം എെؓؗാൽ, എനി്ׯ 
ഇേؚാൾ ആദّ വരിയിൽ നി്ؗ ഒരു ؛സ് ബി ؛സ് സി േകാമൺ എടുׯാം എؗതാണ് അതിനാൽ 
ഡിئർമിനന്റ് 1 1 1 2 ബിബി ൈമനസ് സി ൈമനസ് എ മുതൽ ബി 2 സി 2 സിസി ൈമനസ് എ ൈമനസ് ബി 
വെര ഒരു ؛സ് ബി ؛സ് സി്ׯ തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഞാൻ എؓാണ് െചؗുإത്, അത് എ׹െന 
െചإണെമ്ؗ ഞാൻ ലളിതമാׯാൻ ْശമിുׯം, അത് ഞാൻ കുറയ്ുׯം േകാളം ഒؗിൽ നി്ؗ മൂ്ؗ േകാളം 
അതിനാൽ ഒ്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ് മൂ്ؗ ആ ഓؚേറഷൻ െചᅃٝതിന് േശഷം എനി്ׯ യുെട c c c a 
ഡിئർമിനന്റ് ഒരു ؛സിന് തുലّമാണ്  ബി ؛സ് സി തവണ ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّം ര؇് ബി ൈമനസ് 
ര؇് ബി പൂജّം , ര؇് സി ൈമനസ് സി ൈമനസ് എ ؛സ് ബി െമാ؋؋ിൽ ؛സ് ബി ؛സ് സി ആകും മ്ئ 
േകാള׹ൾ അേതപടി തുടരും എؓാണ് േന؂ം ഇേؚാഴുت േന؂ം ഈ പദവും അനുബؖ ഉപ മാْടി٧ുع ം 
എടു്؋ മാْതേമ നമു്ׯ ഡിئർമിനന്റ് വികസിؚിׯാൻ കഴിയൂ, ഇതിൽ എؓാണ് സംഭവിؗുׯെതؗും 
ഇതിൽ എؓാണ് സംഭവിؗുׯെതؗും എനി്ׯ വിഷമിേׯ؇തിب, അതിനാൽ യുെട ഡിئർമിനന്റ് a 
ഒരു ؛സ് ബി ؛സ് സി്ׯ തുലّമാണ് , ഇത് മൂؗാമേ؋താെണ്ؗ ഇേؚാൾ ْശؑിുׯക. വരി ആദّ നിര 
അതിനാൽ ൈമനസ് 1 മുതൽ പവർ 3 ؛സ് 1 വെര ഇതിേല്؛ ׯസ് ബി ؛സ് സി ഈ മാْടി٧عിന്െറ a 
ഡിئർമിനന്റിേല്2 ׯ ബി ൈമനസ് ബി ൈമനസ് സി ൈമനസ് എ, ഇതിന് തുലّമാണ് ഇത് എനി്ׯ ഒരു 
 സ് സി؛ സ് ബി؛ ാ്ؗ എئമെ ׯസ് സി , ഇത് എനി്؛ സ് ബി؛ സ് സി നൽകുؗു  ഒ്ؗ എ؛ സ് ബി؛
നൽകും , ചിصം േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ ഉ؋രം ؛സ് ബി ؛സ് സി മുഴുവൻ കّൂബ് ആണ്, അതിനാൽ 
ഉ؋രം മെئാരു ഉദാഹരണമാണ് സ്കٔയർ സ്കٔയർ ന്െറ ഡിئർമിനന്റ് കെ؇ു؋ക ഒؚം xx yzyy zx 

സ്കٔയർ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയുؗതുേപാെല വരി ْപവർ؋ന׹ൾ കൂ؂ിേയാ കുറേ׺ാ െചᅃٝാൽ zz xy 
നമു്ׯ എെؓ׸ിലും ലഭിുׯം , 
അ׹െന നأൾ െചؗുإത് എؗത് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, പിെؗ യുെട rho 1 rho 1 rho 2 a 
ഡിئർമിനന്റ് എനി്ׯ ലഭിؗുׯതിന്െറ നിർ؉യ؋ിന് തുലّമാണ്  ൈമനസ് എനി്ׯ ഇവിെട x y 
ലഭിؗുׯത് സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ ആണ്, അത് ൈമനസ് യിൽ നി്ؗ ؛സ് ആയും x y x y x y 
എനി്ׯ ഇവിെട ലഭിؗുׯത് േല്ׯ ൈമനസ് ആയും ആണ്, മ്ئ വരികൾ അതുേപാെല തെؗ z y x 
തുടരും, നമു്ׯ എടുׯാെമ്ؗ ഇേؚാൾ കാണാം ൈമനസ് എؗത് ഒؗിൽ നി്ؗ സാധാരണമാണ്,x y rho 
അതിനാൽ യുെട ഡിئർമിനന്റ് ൈമനസ് െയ 1 ؛സ് ൈമനസ് ന്െറ ഡിئർമിനന്റിേല്ׯ a x y x y z 
തുലّമാണ്, കാരണം പദ؋ിന് ൈമനസ് ഉ؇ായിരുؗു, അതിനാൽ ൈമനസ് ചിصം ചതുരം y x yy zxzz
ചതുരം ഇേؚാൾ സമാനമായ രീതിയിൽ വരും  ഇേؚാൾ ഞാൻ വരി 2 ൽ നി്ؗ വരി 3 കുറയ്ുׯം . xy 
അതിനർ،ം വരി ര؇് ൈമനസ് മൂ്ؗ ഇേؚാൾ വരി ര؇ിേല്ׯ േപാകുؗു അതിനാൽ യുെട rho a 
ഡിئർമിനന്റ് 1 ؛സ് ൈമനസ് ൈമനസ് ൈമനസ് ന്െറ നിർ؉യ؋ിന് തുലّമാണ് x y zy zy z x 
ൈമനസ് േല്ׯ ൈമനസ് സ്കٔയർ അതിനാൽ ഡിئർമിനന്റ്  യുെട ഇേؚാൾ y . x z yzz xy a 
തുലّമാണ്, ഞാൻ വരി ര؇ിൽ നി്ؗ ൈമനസ് എടുുؗുׯ , നമു്؛ 1 ׯസ് ൈമനസ് ؛സ് y z x y z 1 y 

ൈമനസ് സ്കٔയർ മാْതേമ അവേശഷിൂتുؗുׯ, ഇേؚാൾ എ്ؓ െചുإം ഈ വരിയിൽ നി്ؗ z xzz xy 
ഈ വരി കുറയ്ുׯം, അത് എ്ؓ സംഭവിുׯം  ഇത് 0 ആുׯക, അത് ഈ ൈമനസ് ؛സ് ആുׯം, x z 
അതിനാൽ വീ؇ും െചؗുإത് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്  ൈമനസ് ൈമനസ് ഉം r 2 r 2 r 1 z 0 z xz x 

സ്കٔയർ ഉം ഇേؚാൾ ഈ വരിയിൽ നി്ؗ നമു്ׯ ൈമനസ് േകാമൺ എടുׯാം  0 1 1 zz xy z x zz 
സ്കٔയർ എؓാണ് ഈ ഡിئർമിനന്റ്, അതിനാൽ ഞാൻ ആദّം ഇത് ൈമനസ് ആയി ൈമനസ് xy x y y z
േല്ׯ ൈമനസ് േല്ׯ ൈമനസ് േല്ׯ യുെട ഡിئർമിനന്റിേല്ׯ എഴുതാം, ഈ മാْടി٧്ع z x z x b b 
ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ യുെട ഡിئർമിനന്റ് കണׯാׯാം .  ആദّ േകാളം ൈമനസ് സ്കٔയർ b xy z 
 സ് ൈമനസ് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്  ൈമനസ് സ്കٔയർ z x y y z x y z؛ ഒؗായി ആയി ׯസ് േല്؛
 ിന് x y z z xy z xz yz z؋സ് ചതുര؛ സ്؛ സ്؛ സ് ഇൻ എؗത് ൈമനസ് സ്കٔയർ؛ സ്؛ സ്؛
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തുലّമാണ് , ഇത് റؐാؗുׯത് ؛സ് ؛സ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ യുെട ഡിئർമിനന്റ് xy yz zx a x 
ൈമനസ് ആയി ൈമനസിേല്ׯ തുലّമാണ് േല്ׯ ൈമനസ് െന ؛സ് ؛സ് െകാ؇് y y z- z x- xy yz zx 
ഗുണി׺ാൽ, ഇതാണ് മെئാരു ْപശ് ന؋ിന് ഉ؋രം , ഒരു ചതുരവും ഒരു സ് കٔയർ ؛സ് abacabb 1 bccacbc
സ്കٔയർ ؛സ് വ؉ിന്െറ നിർ؉ായക ഘടകം എؓാണ്  ഒരു നിരയിൽ നിؗും അب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
ചില തْؓ׹ൾ െചുؗുإ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ ആദّ വരിെയ െകാ؇് ഗുണിുׯകയും അത് a 
പരിപാലിׯാൻ ഒ്ؗ െകാ؇് െകാ؇് ഹരിുׯകയും െചുإക, i a 
അ׹െന നിർ؉ായകം മാറാതിരിׯാൻ ര؇ാമെ؋ വരിെയ െകാ؇് ഗുണി്׺ അതിെന idi b 
ഹരിുׯക  കൂടാെത ഞാൻ മൂؗാമെ؋ വരിെയ െകാ؇് ഗുണിുׯകയും തുടർ്ؗ വീ؇ും b c c  
െകാ؇് ഹരിുׯകയും െചുؗുإ.  ഒരു ചതുരം ചതുരം ര؇ാം നിരെയ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ s 1 ba c b 
മൂؗാം നിരയും െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ മൂؗാം നിരയും നമു്ׯ ലഭിؗുׯ േന؂ം എെؓؗാൽ, ഇേؚാൾ c 
നമു്ׯ ആദّ േകാള؋ിൽ നി്ؗ എؗ േകാമൺ എടുׯാം, ര؇ാമെ؋ േകാള؋ിൽ നി്ؗ േകാമൺ b c 
എടുׯാം.  അതിനാൽ , യുെട ഡിئർമിനന്റ്, െയ ഈ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ  തുലّമാണ്. a abc abc abc, 

എؗിവ റؐാׯെؚടുؗതിനാൽ അൽؚം െമ׺െؚر ؂ാനം, അതിനാൽ യുെട ഡിئർമിനന്റ് ഒരു abc a 
ചതുരവും ഒؗിന്െറ നിർ؉ായകവും ഒരു ചതുരം ഒരു ചതുരം ചതുരവും ചതുരവും ؛സ് ഒരു b b b 
സ്കٔയർ ചതുരം ചതുരം ചതുരവും ؛സ് ഒ്ؗ എؗതും ഞ׹ൾ ഇേؚാഴും കെ؇ുؗു؋ . നമു്ׯ c c c 
ര؇് നിരകളുെട ആെകു؋കയായി വിഭജിׯാം, ര؇് മൂലക׹ളുെട ആെകു؋കയായി വിഭജിׯാം, 
അതിനാൽ നമു്ׯ അത് ലളിതമാׯാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ നأൾ എؓാണ് െചേإ؇ത്, ഞാൻ വരി 
2-ഉം വരി 3- ഉം വരി 1-െനാؚം േചർുׯം, അതിനാൽ ആണ്  നും നും നും തുലّമായത്, r  1 r 2 r 3 r 1 

എؗത് ഒരു സമചതുരവും സ് കٔയറും സ് കٔയർ ؛സ് വ؉ും നമു്ׯ നിർ؉ായകമായി നൽകും. മ്ئa b c 
വരികൾ അേതപടി തുടരുؗു, േന؂ം എെؓؗാൽ, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു ചതുരവും ബി സ് കٔയർ ؛സ് സി 
സ് കٔയറും കൂടാെത ആദّെ؋ വരിയുെട െപാതുവായ ഒ്ؗ എടുׯാം, അതിനാൽ യുെട ഡിئർമിനന്റ്a 
ഒരു സ് കٔയർ ؛സ് ബി സ് കٔയർ ؛സ് സി സ് കٔയർ ؛സ് ആണ്  ആׯി  ബി സ്കٔയർ ബി 1 1 1 1
സ്കٔയർ ؛സ് വൺ ബി സ്കٔയർ സി സ്കٔയർ സി സ്കٔയർ സി സ്കٔയർ ؛സ് വൺ ഇേؚാൾ നമു്ׯ 
േകാളം ഒؗിൽ നി്ؗ േകാളം മൂ്ؗ കുറയ്ׯാം , കൂടാെത േകാളം ര؇ിന് േകാളം മൂ്ؗ എؗ േകാളം 
കുറയ്ׯാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ര؇് ഒേര സമയം െചുؗുإ.  സമയം ഒ്ؗ സി ഒ്ؗ ൈമനസ് സി ْതീ c 
ലും സി ര؇് സി ര؇് ൈമനസ് സി ْതീ ലും േപാകുؗു അതിനാൽ ഈ ര؇് ഓؚേറഷനുകളും െചᅃٝതിന് 
േശഷം നമു്ׯ യുെട ഡിئർമിനന്റ് ലഭിുؗുׯ, ഒരു ചതുരവും ബി സ്കٔയർ ؛സ് സി സ്കٔയർ ؛സ് a 
ഒ്ؗ ഇേؚാൾ ഈ ഐ ഡിئർമിനന്റിേല്ׯ തുലّമാണ്  ഞാൻ ഇതിൽ നി്ؗ കുറയ്ുؗുׯ  അതിനാൽ 0 
ബി സ്കٔയർ ൈമനസ് ബി സ്കٔയർ 0 സി സ്കٔയർ ൈമനസ് സി സ്കٔയർ ؛സ് 1 എؗത് ൈമനസ് 1 ന് 
തുലّമാണ്. ഇേؚാൾ ഞാൻ ഈ േകാള؋ിൽ നി്ؗ ഈ േകാളം കുറയ്ുׯകയാണ്, അതിനാൽ ഇത് 0 1 
ൈമനസ് 1 ആണ് , നമു്1 ׯ ബി സ്കٔയർ സി സ്കٔയർ ؛സ് ആയി അവേശഷിുؗുׯ  ഒ്ؗ ഇത് നുأെട 
ജീവിതെ؋ വളെര ലളിതമാുؗുׯ, കാരണം 1 3 മൂലകം ഒഴിെകയുت ആദّ വരി മുഴുവൻ 0 ആണ്, 
അതിനാൽ ഈ ഡിئർമിനന്റ് കണׯാׯിയാൽ ഡിئർമിനന്റ് ഉപേയാഗിׯാം , ഇത് വളെര ലളിതമാണ് , 
അതിനാൽ ഈ ഡിئർമിനന്റ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ യുെട ഡിئർമിനന്റ് ഒؗിന് തുലّമാണ് a 
കൂടാെത ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് ബി സ്കٔയർ ؛സ് സി സ്കٔയർ എؗ ഉ؋രം ഇേؚാൾ ഒരു രസകരമായ 
ْപٍ٠ം ഞാൻ െചإെ؂ , യുെട ഡിئർമിനന്റ് ؛സ് 1 ؛സ് 1 ؛സ് 1 ؛സ് 1 ؛സ് 1 , a nnpnncnn n p n n cn n 
 രമാെണ്ؗ n pn n cn׸സ് 2  എؗത് ഭയ؛ സ് 2؛ സ് 2؛ സ് 2؛ തുലّമാണ്  2 ׯസ് എؗിവയ്്؛
േതാؗുؗു, പേײ ഇത് എ׹െന ലളിതമാׯണെമ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, കാരണം എبാ നും npn n 
ഫാക് േടാറിയൽ ന് തുലّമാെണؗും എبാ നും  ന് തുലّമാെണؗും ഞ׹ൾׯറിയാം, n ncn n 1
അതിനാൽ ഞാൻ അതിെന ؛സ് ؛സ് ഫാക് േടാറിയൽ ؛സ് a matrix wil nn 1 n 2 n n 1 
ഫാക് േടാറിയൽ ؛സ്  ഫാക് േടാറിയൽ ,  എ്ؗ എഴുതിയാൽ എനി്ׯ ലളിതമായി േതാؗുؗു. n 2 1 1 1
ര؇ാമെ؋ േകാളം േനാׯിയാൽ നമു്ׯ െപാതുവായ എെؓ׸ിലും എടുׯാേമാ?  അതിനാൽ അവയിൽ
നമു്ׯ ര؇ാമെ؋ നിരയിൽ നി്ؗ ഫാക് േടാറിയൽ എടുׯാം , അതിനാൽ യുെട ഡിئർമിനന്റ് n a n 
ഫാക് േടാറിയൽ സമയ؋ിന് തുലّമാണ്, ഫാക് േടാറിയലിൽ നി്ؗ ഫാക് േടാറിയൽ എടു؋തിന് n n 
േശഷം ؛സ് ടു ന്െറ ഡിئർമിനന്റ് ؛സ് വൺ ഫാക് േടാറിയൽ നമു്؛ ׯസ് വൺ ലഭിുؗുׯ , n n n n 
 സ് ടു n n n؛ സ് വൺ؛ ׯതിന് േശഷം നമു്؋സ് ടു ഫാക് േടാറിയലിൽ നി്ؗ ഫാക് േടാറിയൽ എടു؛
ആയി ലഭിുׯം , തീർ׺യായും മൂؗാമെ؋ േകാളം അേതപടി തുടരുؗു, അത് 1 1 1 ആണ്. ഇേؚാൾ നأൾ
െചؗുإത് െസׯന്റ് കുറയ്ുׯം.  മൂؗാമെ؋ വരിയിൽ നിؗുت വരി, അതിനാൽ എؗത് r 3 r 3 
ൈമനസ്  ന് തുലّമാണ്, ആ നിർ؉യം യുെട നിർ؉യം തുലّമാണ് ഫാക് േടാറിയൽ r 2 a n n 1 1 n 
 വരി n ؋വരിയിൽ നി്ؗ ര؇ാമെ ؋ഇേؚാൾ ഞാൻ മൂؗാമെ ,ുؗുׯതുലّമാ ׯസ് വ؉ിേല്؛ സ് 1؛
കുറയ്ുؗുׯ ഒ്ؗ എനി്؛ ׯസ് വ؉ിെന ؛സിേല്ׯ ലഭിുׯം  ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ, അത് ؛സ് n n n 
വൺ ഫുൾ ചതുരം ഒؗാׯി ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ 1 ൽ നി്ؗ 1 കുറയ്ؗുׯതുേപാെല ഞ׹ൾ അതിെന 
കൂടുതൽ ലളിതമാുؗുׯ, നമു്0 ׯ ലഭിുؗുׯ, ഇേؚാൾ നമു്ׯ അത് കൂടുതൽ ലളിതമാുؗുׯ, നأൾ 
െചؗുإത് കൂടുതൽ ലളിതമാׯിയാൽ , വരി ര؇ിൽ നി്ؗ വരി 1 കുറയ്ുؗുׯ, അതിനാൽ വരി ര؇് 
മാئിرാപിؗുׯത് ര؇ിന് തുലّമാണ് നമു്ׯ ലഭിؗുׯ ൈമനസ് േറാ വൺ യുെട ഡിئർമിനന്റ്rho a 
തുലّമാണ് ഫാക് േടാറിയൽ ആയി ؛സ്  സൂآർ؉ ചതുര പൂജّം, അതിനാൽ n n 1 1 1 n 0 1 n 1
ഇേؚാൾ മൂؗാമെ؋ നിരയിലൂെട വികസിؚി׺ാൽ നമു്ׯ ഒരു വിْശമം മാْതേമയുൂت , അതിനാൽ a 
യുെട ഡിئർമിനന്റ് തുലّമാണ്  ഫാക് േടാറിയൽ ൈമനസ്  േല്ׯ പവർ  ؛സ്  ആׯി ؛സ് n 1 1 3 n 1 
ഫുൾ സ് കٔയർ ൈമനസ് എؗത് ഫാക് േടാറിയൽ സ് കٔയർ ؛സ് ؛സ് യ് ്ׯ തുലّമാണ് , n n n n y 
അതിനാൽ തുലّമാേണാ എ്ؗ നി׹ൾ رിരീകരിׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯെവ്ؗ കരുതുക. ര؇് n 
ആയതിനാൽ, എؗത് ര؇് ഫാക് േടാറിയലിന് തുലّമാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, ഒ്ؗ മൂ്ؗ ഫാക് േടാറിയൽa 
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മൂ്ؗ ഒ്ؗ നാല് ഫാക് േടാറിയൽ നാല് ഒ്ؗ അതിനാൽ യുെട ഡിئർമിനന്റ്  ന്െറ a 2 2 1 3 6 1 4 24 1
ഡിئർമിനന്റിന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ യുെട ഡിئർമിനന്റ് 2 2 1 ന് തുലّമാണ് 3 6 1 1 18 0 തി a r 3 
ആുׯേآാൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ൈമനസ് ആണ് . 2 2 1 1 1 4 0 1 18 പൂജّ؋ിന്െറ r 3 r 2 
ഡിئർമിനന്റിന് തുലّമാണ് , ഇത് ര؇് ആുׯേآാൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ r r r 
ഇേؚാൾ തുലّമാണ് ഈ മൂؗാം നിരയിലൂെട ഞാൻ വിപുലീകരിുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ യുെട a 
ഡിئർമിനന്റ് മാْതേമ ലഭി1 ,ൂׯ മുതൽ 18 വെര ൈമനസ് നാല് എؗത് പതിനാലിന് തുലّമാണ്.  n 
എؗത് ര؇് തുലّമാണ്   ഉപേയാഗി്׺ ഉ؋രം 2 ന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ رിരീകരിുؗുׯ, n 
അതിനാൽ ഇത് ന്െറ ْകമമാئവും േഫാർമുലയുെട സംേയാജനവും ഉت ْപതّ؋ײിൽ n n 
സ׸ീർ؉മായ മാْടി٧عിന്െറ നിർ؉യം നൽകുؗു, ഒؚം ْഫ؇് സ് ഉتിെല േഫാർമുല ok n 
സംേയാജിؚി്׺ ഞാൻ ഇ്ؗ ഇവിെട നിർുؗു؋ , ഈ ױാസിൽ ഞ׹ൾ നിരവധി ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിു׺. 
എ׹െന ൈകകാരّം െചإണെമ്ؗ നി׹െള മനشിലാׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ വിശٔസിുؗുׯ 
ഡിئർമിനന്റുകളുെട കണുׯകൂ؂ൽ അടുױ ؋ാസുകളിൽ ലളിതമാؗുׯ ഡിئർമിനന്റുകളുെട 
കണുׯകൂ؂ൽ ചില ഉചിതമായ വരി , േകാളം ْപവർ؋ന׹ൾ നട؋ിെׯാ؇് ഡിئർമിനന്റുകൾ 
ക؂ൂّآിംഗ് െചؗുإതിെല ْപٍ٠ം   , വിُീٝർ؉؋ിന്െറ കണുׯകൂ؂ലുമായി ബؖെؚ؂് 
ഡിئർമിനന്റിന്െറ ചില സവിേശഷതകൾ ഞാൻ പരിേശാധിുׯം.  ഒരു ْതിേകാണം കൂടാെത ഞാൻ 
ൈമേനഴ് സ് േകാഫാക് േടഴ് സ് അഡ് േജായ് ൻഡ് മാْടിക് സ് മുതലായവെയ കുറിു׺ം സ് കٔയർ 
െമْടിക് സിന്െറ ഡിئർമിനന്റുകളുമായി ബؖെؚ؂് സംസാരിുׯം ശരി വിദّാർ،ികൾ്ׯ വളെര നؕി 
നി׹ൾ്ׯ 
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