
 
ङߕదܽ ఉప࠴ సంݟ ࡹటࡍघ झ݋ంߜ  ߯ ङߕండవ ఉపࡓ  ङ޳࢑ ړߖࣃ छࣃ ߘबలࡏ గޒంۧ࠭ మ࠾ࡍ చޔరऴస 
ࠪతృక ڝసం ߖర प࠻తघ కం ఏࠫ݇ ߖ ࠭࠲రछ ۨంۧ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ఉపߕङ సంߖڜ ࡹऒ  లࣾހలߘ 
ప߅ࢬࡍంۧ࠭ మݟ ࠭࠲ ࠾ࡍటࡍघ కएࡅ ݋ంߜ  మߖࡍऒ  లࣾހలߘ ప࡯ࢣࡍంచడం ڜనࣃڵࣃफ ࠭ మ࠾ࡍ 
పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ फࣃ ࠭.
ऒߖڜ ం݄ڕफం۪ࡏڷ ࡹڷࡱߕ फࣄఆ ࡏࠬ    సమసङ  a ݡంࡓ ఒక ݡంࡓ అం݄ ఒకܽ ఒకܽ ,࠭ࣃ۫ మనం ࡱ
a 3 3 b ka 1 1 ޙ࠼అ ޙ࠼అ 2 ݡ࠮ ఒకܽ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ݡంࡓ ݡంࡓ ఒకܽ ݡంࡓ ఒక ݡ࠮
ka 1 2 ka 1 3 a 2 1 a 2 2 a 2 3 a 3 1 a 3 2 a 3 3 
ओߩసࠪనం అ ړ కएࡅ ݡ घࡍటݟ  ࡓ ݋ంߝ ऱܿ ߖర पړߖ࠻ సࠪనం ఇ޴ మనం b k 
గత తరగޒ ऴపశऒ కएࡅ  నࣄ۫ ࡹ  అߖऒ पࡌߖ ޴అ ޙݟంచబށڷ ޜ  ࡱڒల࠮  యకం߯ ఎ࡮ ऴప࠙వం a k
 ࡹఇతర ࠪటల ޳ࡶ ޴ంޔߩ۫
కएࡅ న࠳సࠪన ړక 2 2 2 ڒ క 1 3 క 2 1 2 1 ڒ 1 1 ڒ రߖ  पయకం ఏࠫܽ  3 ڒ 1 3 ڒ ऴڒ ݀ ޓ ऴޓ ऴޓ ఏࠫ b 
కएࡅ ఈ ࠪతృక  ޴ంޜࠓڒ ऒߖ޵ మనం ߩంڵ࠭  పङࡐࣃ ࡮ۧ   పదम࢑ ࡹޒసफࡍంపܑ࣋फ, మనߖ ڕర पڒ߅࠻రం 
 3 2 ڒ ړࡹ 1 3 ڒ న࣒࠳ 3 3 ڒ ړࡹ 1 2 ڒ ړࡹ 2 1 ڒ న࣒࠳ 2 3 ڒ ړࡹ 3 2 ڒ న࣒࠳ 3 3 ڒ ړࡹ 2 2 ڒ ړࡹ 1 1 ڒ
 ప ऱ࣒ ऒߖ޳ప ޒమనం ऴప 1 3 ڒ ړࡹ 2 2 ڒ న࣒࠳ 2 3 ڒ ړࡹ 1 2 ڒ ړࡹ 3 1 ڒ   ప࣋࡯ࢣࡍफ ఇ޴ ఏࠫܽ 
ఇకए ݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ࣆښ ݡ࠮ డ ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ ఇకए డ ఒకܽ ࡓం޳ࡶ ݡ࠮  ݡ మࡗ ࠪటࡹ 
ओߦۮ లం݄, మనం ږङ వ۪ऐڝࣆޓ ߖరణం అ߄ࣃ ߖ ࠗ  , ఆ߯ ߖ޳ ߘߝऒ  మࢁऱ ऴ࢐యడం ޶ࡶ, ఇ޴ k a 
కएࡅ घࡍటݟ  కएࡅ ݋ߝ  వङ ڔ फకరణڕ సࠪనం అࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ కएࡅ బܽदڒ ,ࡏ घࡍటݟ  ङږ ݋ߝ ࠗ b k 
సమ࠻లߖ ߘర प࠼ంచړߖݞ సࠪనం ࡅకए  అߖऒ a k ࣒ڒऴ ޙݟంచబށڷ ޜ ڴరణం߄ࣃ ࡱڒల࠮  a n 
ࠪతృక అޙ࠼ మ࠾ࡍ అߖऒ కएࡅ తफ ࠪతృకڜ , ޙ࠼ంۨనటऱށڷ ޜ న࠳बరࣄ ߘలڒల࠮  घࡍటݟ  k݋ంߝ b 
శړ फ ړ అޔ࢓ం޴  ࠪతృక ࡅకए ओߩఉం݄ అ ࡮ښఒ ࡱసࡏవ ࢓ࡱߖ ޳ࡶ ࡱసࡏन వݡఅ ݡంࡓ  n ݡ k a 
రߖ प࠼ంచబޔݡం޴ ࠪతృక ࡅకए  అసంక࡯ओ తం ߕࣆऒ  స࠴ ,ࡔదట 
ఇړ ޴ సࠪనమߖ పࡍగࣃށफ a abcabcxyz ߖ޳ ఉం݄ ࡮ښఒ ࡱసࡏन వݡఅ ݡంࡓ బܽद ࠪతృకڒ  ߘ
घࡍటݟ ऒߕࣆ ݋ంߜ  అޔߩ۫ ߖంڒ ޴బܽद ࠴ ߖߖ޳దܽ వࡏస࢑ ࡹసफࡍంపܑ޳भ ం ڒబܽद అ޴ ఒక అޔ࢓ం޴  

 న࣒ bz cy࠳
న࣒  ప࠳ ړࡹ న࣒࠳ ऱ࣒ న࣒ b az cx c ay minus bx abz acy abz࠳ న࣒࠳ ޴ఇ ࣆࡱޘ ڕࠪ ޴ఇ ړࡹ 
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  dcx acy 
ओߩఇ ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳ भ޳۫ ߘబంధనలߖ మనం ݡ ం ప ऱ࣒ झߧన࣒ ఎ࠳  కܽ bcxڜߖ޳ఒక అ࢑ ߤ࡮ abz 
ర޶भ ࣃۯफ న࣒  ప࠳ ࠾ࡍమ ࡏంܼڕࣆۯ भ޶ర ࡏకߟࡍఒక ࡏ࢐ న࣒࠳ ࠼ ऱ࣒  plus acy acy bcx bcx 
ఒకߟࡍకࡏ ర޶भ ڕࣆۯంܼڒ ࡏబܽद ఫ࡯తం ࢥనङ ంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ړࡵ ߖߖ޳ ࠭࠲ए ంచړߖݞ 
࠭ం޶ ఫ࡯తం ࠪ࡯ޘ ڕయߗڒ ,޶ ఒకݡރߩߖ ࡏࠬ ࡍࣃ మࡓ ࡏࠬ ࠾ࡍంݡ వࡏసలߘ ۫డవ۪ऐ  
ࠪతృక ఒ࡮ښ ఉంܼ޳ࡶ ࠼ ࠪతృక ࡅకए ओߩఅ ࠼ఉంܼ ࡮ښఒ ࡱసࡏవ ࢓ࡱߖ ݡంࡓ   కޒఆ ࠪऴ ݡ
కएࡅ రߖ  पߕࣆ ࡍڒ߅࠻ऒ  అޔ࢓ంߘߝ ,޴ అݡन వࡏస࢑ ߘసफࡍంచడం ޳छ  ޴అ ߗڒ ,ߘంۧߧ۫ ߖߖ޳ ࡌ
రߖ प࠼ంࡅ  ࣆࡱޘ ڕࠪ ޴ۯకए  ۩మ అ޴ߝ ऴܼߤझ  ߱ కएࡅ ܘ ࠫ ట࡛ݟ   బܽद మనం aڒ సࠪనం ޜ ݋ߝ
ࠪతృక ࡓం࢓ࡱߖ ݡ వࡏసల ऴܼߤझ  ߱  ڴ࢑ధం ښఒ ࡱసࡏవ ࢓ࡱߖ ండవࡓ ࠾ࡍదܽ మ࠴ ం݄ڕࣆޓ ߖ ܘ
ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఆ సందరग ంݟ ߖ޳ ݞږ ࡹటࡍघ ऒߕࣆ ݋ంߝ  ऴߦపࡎ द అ࠼ ఉంܿందߖ 
అڕߘం޳ం ࠪతృక ఇవछ బݟం޴ మࡓ ࠭࠲ ࠾ࡍంݡ అݡन వࡏసࡓ ޳ࡶ ࡱం࢓ࡱߖ ݡ వࡏసలߘ a  
ࠪరऐ డం ޳छ తफ ࠪङڜ ࡌ ऴܽڡझ ओߩఅ ,࠭ޑ޶ం߰ ߖ  కएࡅ ݡ  b b 
घࡍటݟ కएࡅ ݋ంߝ घࡍటݟ న࣒࠳   फ aࡏڷ ޙ࠼అ , ޴ఉంܿం ڼ࡮వ అࡱ࢑ సࠪనం, అం݄ ړ ݋ంߜ
घࡍటݟ ߖ޳ ࠾ࡍమ ߖߖ޳ ߘߝ ߖందޔࡏࠪ  abcdefgh k.ߘంܼڕࣆޓ ړࡹగణࡍప ߖ ݋ంߜ

న࣒  ప࠳ ړࡹ న࣒࠳ న࣒࠳ ړࡹ ऱ࣒  a ek fh b dk fg c dh  ޙ࠼సࠪనం, అ ړߖ޵ ޳న࣒ ఉ࠳ ݟంߘ 
రऐࠪ ߘసలࡏन వݡఅ ݡంࡓ డం ޳छ घࡍߖ ߖ ࡌ फࣃ ం ڒబܽद మనం ࠴దܽ మ࠮ ࠾ࡍడవ వࡏసలߘ b 
ओߩబܽद ఇڒ ం޳ంڕࣆޓ  ޴ఉంܿం ڼ࡮స అࡏండవ వࡓ సࡏन వݡఅ  ޴ంޔ࢓అ ޴దܽ࠴ సࡏడవ వ࠮ ݡ
మ࠾ࡍ ఇకए డ ࡅ ࠭࠲కए కएࡅ ߘసࡏन వݡదܽ అ࠴   బܽद a b bڒ ࠭ޑ޶ం߰ ڴసࡏడవ వ࠮ 
కएࡅ घࡍటݟ  న࣒  ప࠳ ݟంߘ న࣒࠳ న࣒࠳ ړ ݋ంߝ ऱ࣒  సࠪనం g ec bf h dc af k b minus ae ړ 
ఇߩओ  న޴మనం ߰ం ݡ

కएࡅ घࡍటݟ  కएࡅ ݋ంߝ  వङ ڔ फకరణ࡯߱ ޜऐ भ޳۫  ం మ࠾ࡍ ఇߩओ झߤ࣌ ݡ  తం a gecښల సంږߘࣃ ړ 
ఉందߖ ప޳࡯ࢣࡍभ ం, ఇకए డ ߜ ߖ ߘߝగܽ࢟ ࡏڷफޜ ߰ంߘ޳ ऴపږޒల ࡏڷफޜ వࣆफం޴ ఇకए డ ڕߕ gc gbf 
వۨऐ ం޴ మ࠾ࡍ ధߕతघ క సంښతంޜ వࣃफ  gb gbf hdc޴फంࣆవ ࣄ࡯న࣒ క࠳ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ కం݄޶ఎం ࠼
ఎం޶కం݄ ऴపږޒల సంښతం ధߕతघ క సంښతంޜ వࣆफంږߘࣃ ޴ల సంښతంޜ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ hdc hdc 

ऴపږޒల ࡏڷफޜ వࣆफం޴ ఆ߯ ఇకए డ ږߘࣃల ࡏڷफޜ వࣆफంߗڒ ޴  ఇకए డ ఇ޴ ऴపږޒల aahf kdb 
సంښతం మښ ࠾ࡍ 
మښ ࠾ࡍ ऴపږޒల సంښతంޜ వࣆफం޴ మښ ࠾ࡍ ఇకए డ ږߘࣃల సంښతంޜ వࣆफం޴ 
ऒߖబܽद అڒ ఉంۨన ڼ࡮అ ߘబంధనలߖ  ऱܿ మనం ۫ࣃफ ࠭, అޙ࠼ 
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అߖऒ వ࡛झࡍ తంښబంధనల సంߖ  ఇకए  ޙ࠼ల భయం అږߘࣃ ޴అ , ޴ంݟయబۯ  డ అ޴ ऴపږޒలంڴ 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ అ޴ ऴపږޒలంڴ ఉం݄ అ޴ ఇకए డ ږߘࣃలంޔࡏࠪ ڴం޳ࡶ ޴ ఇతర ࠪటࡹऱ  
ओߦۮ లం݄ , ࡅకए घࡍటݟ  కएࡅ फࣄన ఆ࠳తߧࡐߖ ݋ߝ घࡍటݟ  కएࡅ ݋ంߜ  b ߖసࠪనం అ ڕ న࣒࠳ 
పओۮ వ۪ऐ  ఏݟ ݡటࡍघ కएࡅ  ߤ  ۩మ అࡅ ޴ߝకए पࡌߖ  యړߖڒ సࠪనం, ࡓ ߖߖ޳ం࣒ڒ ݡ ݀ ab bi 
ࠪङ ऴܽڡझ फࣃߧ۫ సంڝ ݀ ࣒ڒऴ ݡంࡓ ܌࣌ ࠾ࡍమ ڴࡏߝ ߘߝ ߘޑߩ۫ ڴࡏߝ సంڝ   a b ࠾ࡍమ ߘ
ऒߕफࣆۨࣇ ߘߝ ߖంۧలࡍక࢒ధృ ڴ࢑ధం ޻సం అڝ కలޒऴࠪ ޓऴ ࣒ڒऴ ݡ࠮ ࡏࠬ a abcd ړ ޴ߝఅ  ߘ
సࠪనం 
మړ ࠾ࡍ సࠪనం  ڒబܽद ࡅకए घࡍటݟ  కएࡅ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ న࣒࠳ ݭఅ ݋ߝ  b mnpq a bc b 
घࡍటݟ ओߩసࠪనం ఇ ړ న࣒࠳ ݋ంߝ ఉతओ ݡ फ ࠪతృక  పޒ ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  mq np ab am bpan bqcm dpcn 

घࡍటݟ ߖ޳ బܽदڒ సࠪనం  ప ݋ంߜ ऱ࣒   ప ऱ࣒ ङږ  న࣒  ప࠳ ࠗ ऱ࣒  ఒక ప ऱ࣒  dq m bp  in cn d cm dp bq ړࡹ 
సࠪనం  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  am cn bpcn amdq bpdq 
ݭన࣒ అం࠳ న࣒࠳  న࣒ ancm p bcmq࠳
నࣄۯ भ޶ర ߘబంధనలߖ ݡంࡓ ఈ ࠭࠲ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ऱܿ ۫ࣃफ ࠭ మనం ఇߩओ కएࡅ ݡ  bdpq b 
घࡍటݟ కएࡅ ݋ంߝ घࡍటݟ   भ޳࡯ࢣࡍప ߖ ݋ంߝ ం.

ప  ࡹ ऱ࣒    p adnp bc 
ఇߩओ కएࡅ మనం ݡ घࡍటݟ  ऐ࡯߱ ߘబంధనలߖ న޴ం߰ ڴ ݋ߝ भ޳۫  ం, మనڕ  ఉం޴ ab admq admq 
న࣒  ప࠳ న࣒࠳ న࣒࠳ న࣒࠳ ऱ࣒   ప ऱ࣒  మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన పࡱ޳ bcmq bcmq adnp adnp bcnp bcnp amcn 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ర޶भ ۯయߖݞऒ  మనం ۫డవ۪ऐ .ancm 
 ఒకڜߖ޳కܽ ڒబܽद మనࡅ ڕకए पࡌߖ  యకం ab 

మ࠾ࡍ ఆࣄफ ఎࡅ ޴ࠫߖకए घࡍటݟ  ల ఉతओ ݋ంߝ  ఒక࢘ళ a b ,࠭ޑ޶ం߰ ߖసࠪనం అ ړफޒ
మన వࡏస ࡅకए  అߖऒ  ఎంऴܾలࡓ ߘంݡ పހࠪࡍల ࠴తफంڴ ऴ࢐యగޙڵ࡯ అߩओ కएࡅ ݡ  a a 
రߖ पߖࡍڒ߅࠻ ऴ࢐యవ۪ऐ  
घࡍటݟ ݡంࡓ ప  ,ڴతफం࠴ ల ݋ంߜ ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ a kb m c ndefxyz  ߘంܼڕࣆޓ ړࡹగణࡍప ߖసࠪనం అ ړ 
వङ ڴతफం࠴ లހࠪࡍప ݡంࡓ ࡱڒల࠮ ߖࡹసࡏదܽ వ࠴ , ڔ फకࡍంచబݟందࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ  ޒऴప ࡹ࢐ܽ , ࠭
ఒకए ܽ మనం ߖర प࠼ం޴ۯ  అ޴ߝ మࡅ ࠾ࡍకए घࡍటݟ   సࠪనం   a abcdefxyz kmndefxyz ړ ݋ంߜ

కएࡅ కएࡅ ࡹసࡏదܽ వ࠴   a a 
घࡍటݟ న࣒  ప࠳ కం݄޶సࠪనం ఎం ݋ంߜ ऱ࣒ घࡍటݟ ݟంߘ  ప ړ ݋ంߝ ऱ࣒   ప ऱ࣒  efyz b m dfxz c n 

ఆڔݥ ࠆझ घࡍటݟ ߖ న࣒࠳ బܽद మనంڒ సࠪనం ړ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ ݋ߝ    ప ऱ࣒  determinant efyz b dfxz cߖ 
ఆࠆ  ప ऱ࣒  determinant dexy k efyz m dfxz n determinant dexy ࠆఆ ߖ న࣒࠳ ݟంߘ న࣒࠳ ړࡹ 

घࡍటݟ ߖ घࡍటݟ ߖ ړߖ܉ߖ ޴దܽ࠴ ࠾ࡍమ ړࡹ ݋ంߜ పओۮ ڴలభంࣆ మనం ߖఅ ݋ంߜ గలం abcdefxyz 
మ࠾ࡍ ఇߖ ޴ kmndefx 
రߖ प࠼ం޴ۯ  .
  ࠪతృక ࡅకए घࡍటݟ  घࡍటݟ ݡంࡓ ݋ంߝ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴతफం࠴ ల ݋ߝ , ఇߩओ ऒߖڜ ߘߝ ݡ  సమసङ లߘ a 
फࣃۯ ए࣋ ߖߖ޳ఒక ,ߘ छ ࡛ వࠉݟ ߤ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ఒక ࣄࣄ ࣋ए छ  ࡹసࡏదܽ వ࠴ ߖߖ޳ ࠭࠲ ,ݟనంھߘక ڴ ࡛
࢑సफࣃࡍफ కएࡅ బܽदڒ ࠭ घࡍటݟ  ए࣋ ࣄࠉ సࠪనం ړ1 ݋ߝ छ ए࣋ ࠉࣄ న࣒࠳ ࡛ छ ए࣋ ࣄ ߤన࣒ ఎ ఇ࠳ ࡛ छ  న࣒a࠳ ࡛
ए࣋ ࠉ छ ए࣋ ࣄ ࡛ छ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒక ࣋ए छ దܽ ట࡛घ࠴ ߘߝ  ړࡹ ࡛  ం݄ bc cڕࣆޓ ߤమڒ ݟంߘ 
 న࣒ b c bc c b a c࠳ ړࡹ న࣒࠳ న࣒࠳ ړࡹ ޴ం݄ అڕࣆޓ ڴ ߤమڒ ߖ ݋ࠉ న࣒࠳ ߘߝ ,న࣒ సࠪనం࠳

ప  ړࡹ ऱ࣒ ప ړ  ऱ࣒  సࠪనం b c b c minus b ړ 
న࣒  ప࠳ ऱ࣒ న࣒  ప࠳  ऱ࣒  ఒక చޔరऴసం ࠳న࣒ ړ సࠪనం ߘ ߖ޵ంڒ ݟమڕࣆޓ ߤం޳ం bc ac ab ab c b c 

c b a a b a c b b minus a in c minus a ړࡹ న࣒࠳ సࠪనం ړ న࣒࠳ ړࡹ న࣒࠳ న࣒࠳ ړࡹ బܽदڒ
కएࡅ ఈ ࠪతృక ޴బܽद అڒ ऴ࢐యగల࠭ ڴన࣒ ఎ࠳ ࣄ ݟంߘ ࣄ న࣒࠳ ࠉ ڴࠉ న࣒࠳ ߖߖ޳ ࠭࠲  
రߖ पڒ߅࠻రం కߘక  
ࠪऴޒకࡹ వࡏసߘ వࡏస మ࠾ࡍ వࡏస ࠴తफంޜ భࡎ फ ࣋ۯफ మࡖక ఆࣄफߖ అߝछ भ޳ࢳ ం.ith ith jth 
घࡍటݟ   दࢲదృ ޶రࠪ ݋ంߜ ంߖޑऒ  పࡍగణڕࣆޓ ړࡹం݄ ړ సࠪనం అߖ పࡍగށంచంݟ a   abcmnpxyz b 
అ࠴ ޴ߝదܽ వࡏస మࡓ ࠾ࡍండవ వࡏస ޑ࠴फ  rho rho 1 rho 2 ࠾ࡍమ ߖ1 ߘߝ సࠪనం అం݄ ړߖ
ࡎభ ޜతफం࠴ फ ࣆۯफߕऒ ओߩఅం݄ ఇ ߘ పऱ࣒ ޴ߝఅ ݡ సࠪనం  ప ړ  ऱ࣒   ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ ఇతర అݡन b mb nc p 
వࡏసߝڴ ࡱ ఉంܼ࠼  అ޴ߝ మ࠾ࡍ i t mnp xyz 
అߩओ ڙ ݡ ऱ࠹࠼ ఏࠫటం݄ , ࡅకए घࡍటݟ  రߖ ఒక ڕ޶ఎం ݋ంߝ पړߖ࠻ సࠪనం, b 
ఎం޶కం݄ ఆࣄफ ڒరణంڴ అݡन వࡏస ࠮లڒలࡓ ߘంݡ వङ ڔ फకరణల ࠴తफంڴ వङ ڔ फకࡍంచగߘߝ ,ޙڵ࡯ 
घࡍటݟ घࡍటݟ ݡంࡓ ߘ ݋ంߜ కएࡅ బܽदڒ ߘऴ࢐యగల ڴతफం࠴ ల ݋ంߝ पࡌߖ  యకం ړߖ܉ߖ b abcmnpxyz 
కएࡅ घࡍటݟ  ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ ݋ంߝ  మ࠾ࡍ ఈ ఇతర ࠙ڴల ࡅకए घࡍటݟ    ఈ ࠪతృక mnpmnpxyz ݋ంߝ
కएࡅ  ప ऱ࣒ घࡍటݟ  కएࡅ ݋ంߝ घࡍటݟ  0 ࡱసࡏन వݡఅ ݡంࡓ కం݄޶సࠪనం, ఎం ړ ޴సࠪనం, ఇ ړ ݋ంߜ
ఒ࡮ښ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࡅకए రߖ  पړߖ࠻ సࠪనం b 

एڕం ఎۮంڜ వ ߄ࣃరނకరణ అݡन వࡏస మߖڜ ࠾ࡍऒ ࡎభ ޜసࡏవ ࡱ࠻న సమ࠳बరࣄ  फ aa ith jth 
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కएࡅ ,ޙݟయబۯ రߖ  प࠻తघ కం ࡅకए రߖ  पړߖ࠻ సࠪనం ޳ࡶ ఒక ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  b a b kmb knc 
kpmnpxyz  ޙ࠼సࠪనం అ ړ

అߩओ కएࡅ ݡ घࡍటݟ  ఒక ప ޴ఇ ݋ߝ ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   b mkmb knc 
కएࡅ घࡍటݟ న࠳జߖ  కएࡅ  సࠪనం ړ ݋ంߜ पࡌߖ  యకం kpmnpxyz abcmnpxyz 

 ప ऱ࣒ కएࡅ  घࡍటݟ  ఒక ప ޴ߝఅ ݋ంߜ ऱ࣒ కएࡅ  घࡍటݟ   సࠪనం kmknkpmnpxyz   ړ ݋ంߜ
, అߖऒ ऒߖڒంࡌबࣄ మనం ,ޙݟంచబށڷ ޜంకంࡌबࣄ ښఒ ࡱڒల࠮  వ۪ऐڝࣆޓ   ऱ kࡏࣃ ߖߖ޳ బܽद మనంڒ 

ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ   మ࠾ࡍ ఇ޴  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߖర प࠻తघ కం  అࡅ ޴ߝకए घࡍటݟ  mnpmnpxyz ړ ݋ంߜ 0 b a 
సࠪనం, ఇߩओ ऒߖڜࡍమనం మ ݡ  సమసङ లߘ ఒక ړࡹ  ప ऱ࣒  bca b c 
ఒక ڒङ ఒక ప ړࡹ ఒక ࠾ࡍమ ړࡹ ࠗ ऱ࣒  అ޴ߝ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ కएࡅ   c abc b 1 bc ab ac 1 cabc ba 
घࡍటݟ .సࠪనం ړ ݋ంߝ

 ప ऱ࣒  ఇߩओ  స  1 abca abࡏन వݡక అࡖమ ࠾ࡍస మࡏन వݡఆ అ ߘసࡏन వݡఒక అ ,ߘంۧߧ۫ ߘߝ ݡ
ࡎభ ޜతफం࠴ फ ࣋ۯफ అࡌߖ ޴प యకతߘ ࠪరऐ పओۮ ంۨ మనం ఏࠫࡍڷ సలࡏन వݡకం݄ అ޶ఎం ,޶ గల࠵ అ޻ 
࢑ధంڴ మనం ࢓ࡱߖ వࡏసల ࡍڷంۨ ۮ ݞږపओ గల࠭  ఒక ࡍߖ भషद ࢓ࡱߖ వࡏసߘ ఆ ڒల࠹ మ࠾ࡍ మࡖక 
ࡎభ ޜతफం࠴ సࡏవ ࢓ࡱߖ फ ࣄۯనటऱޙ࠼, అݟ ޴టࡍघ రऐࠪ ߘ ݋ంߜ రߖ గࡆఉప ߘߝ బܽदڒ ޶ प࠻తघ కం 1 
అߖ ऴ࢐యగలߘ ఇߩओ ప  3 ࠹లڒ ߖ2 ࠹లڒ ߘߝ ݡ ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߕफࣆݟܔ ߖ  bc bc ab ac ݡంࡓ ߤషࡔఆప ߘ c 
ఇߩओ పऱ࣒ ݡంࡓ ݡ పऱ࣒ ݡంࡓ ࠹లڒ ݡ࠮ ࠹లڒ ݟంచంࠫࣾ ࠹లڒ ݡ࠮   c c ޴ంޔ࢓అ ݡ࠮ ࠹లڒ 
ప  ޴బܽद ఒక ఇڒ ऱ࣒   ప ऱ࣒  వߤ అࠗ ఇ݋   ప ऱ࣒  ఇ޴ ఇߩओ भ޳۫ ߘలڒల࠮ ఈ ݡ ం ca ca bc ba ab ca cbcb 
ఇ޴  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ఇ޴  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ ఇݞږ ޴  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  డవ ab ac bc ab ac bc ab ac bc࠮ బܽदڒ 
ऒߖఅ ߖࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ ऒߕޔݡంచబށڷ ࡱڒల࠮  ࠫ ట࡛ݟ బܽदڒ ంకంࡌबࣄ ޻అ  ࠼ ప  ߖ ݋ంߜ ऱ࣒  ab bc 
 ప ऱ࣒ फࣃڵࡆఉప ߘ  ࠭ , ఆ ڒరߖڒऒ  మనం ڕࣆޓం݄ అ1 1 1 ޴ ఆ߯ 1 1 1.ca bc ca ab 
 మ࠾ࡍ ఈ ࠪతృక ࡅకए రߖ  पڒ߅࠻రం ఏࠫܽ ఎం޶కం݄ ࡓ ړߖ޵ంࡐࣃ ݡపङ  ࡱసࡏవ ࢓ࡱߖ 
ఉనऒ ం޶న ߖ ߖ޳ర पߕࣆ ࡍڒ߅࠻ऒ  ఇࡓ ޴ంࡐࣃ ݡపङ  తృకࠪ ࡱబܽद అసڒ ޴ఉం ڵ࡯క ߘసలࡏవ ࢓ࡱߖ 
ऒߕࣆ కएࡅ  घࡍటݟ  ओߩఇ ݋ంߝ క సమసङࡖమనం మ ݡ షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ండవ x y zx yzࡓ ࠪڒ 2 
లకం  ప࠮ ऱ࣒   ప ऱ࣒  ݀ మ࠮ ࠾ࡍడవ వࡏస  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  2 మనం ఈ ࠪతృక ࡅకए  y z xy zx z x y 
घࡍటݟ फࣃۯ ఏࠫ ߘదܽ దశ࠴ మనం ,࡯ంۧށగ ߘ ݋ߝ ࠭, ࠭ంڒ ڴ޶లࡓ ࠹ంڒ ߖݡల࠹ ఒకܽړ 
క࠭ޑߩࡱ ఒకܽ ఒకܽ పऱ࣒ నऒޔ޶ఆ߯ మనం ߰ం ,޴ంޔ࢓అ ݡంࡓ   ࠪతృక ࡓంݡ  ప ऱ࣒  c c c x x y 
అޔ࢓ం޴ పऱ࣒  ݀ zxy 
݀  పऱ࣒   ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ݀ ఇߤ  ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ  పऱ࣒   ప ऱ࣒  ݀ ఇߩओ  మనం x y zy z x yx zx z x y ݡ
ప 1 ࠹లڒ ߖ1 ࠹లڒ ऱ࣒ ࡎభ ޜతफం࠴ 3 ࠹లڒ 2 ࠹లڒ  फ ࣃۯफ ࠭.
 అߩओ నऒޔ޶మనం ߰ం ݡ ప   ݡంࡓ ޴ ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  ݀ x y zxy 
ఇ޴ ݀  ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ݀ ఇߤ మ࠾ࡍ ݀  పऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  x y zy z x y x z yxz x 
 ప ऱ࣒  ݀ ఇߩओ ऒߖఅ ࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴ మనం ݡ డవ۪ऐ۫ ߘలڒల࠮    ఒ࡮ښ ఉంܼڒ ࠼బܽद ߘߝ y 
ऒߖ޳ ప  ݡంࡓ బܽदڒ ߘయగలޓ  ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  ݀ ఒకݟ ߖߖ޳టࡍघ  ఒక x y z ڴ ݋ంߝ

 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ݀ xyy z 
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ݀ ఇڜ ޴ంత ړ ऱషदంڴ ఉంڒ ޴బܽद మనం ఏࠫ ࣃۯफ ओߩఇ ࠵ ࡎభ ݡ फ ࣃۯफ  न xxyz x yݡండవ అࡓ ࠭

వࡏస࠳ ࡹన࣒ ఒక ࡓ ऱܿ ࠴దܽ వࡏసࡹ ఇߩओ ऒߕఉ ڵ࡯క ࠭࠲ ݡ ࠭  ఒక అݡन వࡏసࣄ ߘबర࠳న e 
సమ࠻లޜ మࡖక అݡन వࡏస మࡍߖ ࠾ࡍ भషद అݡन వࡏసޜ భࡎ फ ࣋ۯफ అݟ ޴టࡍघ రऐࠪ ߘ ݋ంߜ ߘߝ బܽदڒ ޶
ఏࠫ ࣆۯफߕऒ ࡎభ ޜऱ 1ࡏࣃ న࣒ 1࠳ ޜస 2ࡏन వݡఅ ߖస 2ࡏవ ߘߝ బܽदڒ ߘ फ ࣆۯफߕऒ ओߩఅ ߘ  మనం rho ݡ
ఏࠫ ߰ంߕޔ޶ऒ घࡍటݟ ߖ޳ ࠭ ప  1 ݋ంߜ ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ झࡏڝ 2  కएࡅ   2 xy 0 y z x 0 1 xz x y 
छ޳ ప  ޴ంޔݡంచబށڷ ࡌ ऱ࣒   ప ऱ࣒  అ޴ ఇߩओ అకए ݡ డ ߘంݟ వࣆफంڒ ޴బܽद ࠳ ߖన࣒ ޜ x y z , r3 r3 r1
భࡎ फ ۯయంݟ ݟటࡍघ ప  ݟంߘ  ݋ంߜ ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ घࡍటݟ   సࠪనం, 2 ړ ݋ంߝ x y z 1 xy 0 x y z 0
ఇߩओ స 3 0 0  పࡏन వݡఅ ߖ1 ߘߝ ݡ ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߕफࣆ࢘ࣄޓ ݟంߘ  ओߩఇ ߘ ऒߖ޵ ࡏࠬ ݡ  గమ࣋ߖफ rho x y z 
ఇ޴ ऴڒ܉ࠜޒర ࠪతృక మ࠭࠲ ࠾ࡍ ऴڒ܉ࠜޒర ࠪతృక ࡅకए घࡍటݟ  ओߩఇ ݋ంߝ ࢑కర ݡ प ࠮లڒల 
కएࡅ  ఉతओ ओߩఇ ,ݟంڝࣆࡱޘ ߖफ అޒ ࢑కర ఈ ݡ प ࠮లࡱڒ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ  పऱ࣒   ప ऱ࣒  బܽद x y z x y zڒ 
࢐ܽ ఉతओ फ  పޒ ऱ࣒   ప ऱ࣒ రऴసం  పޔతफం చ࠴  ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  తफం x y z x y y z࠴ బܽदڒ  ޴ంޔݡంచబށڷ 
రߖ पړࡹ ࡍڒ߅࠻  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ङږ తफం࠴  ࠗ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߖߖ޳ ࠭࠲ సओ షदంڴ i  s 2 x y z 
࢑సफࡍంచࡶదߖ సࠪ߄నం ࣆܾߠ, ఎం޶కం݄ ߖబంధన࡮ۧ ࡱ ߰డڴ࢓ ఉߕऒ ఉనऒ ڴ࢓డ߰ ࡮ۧ బܽदڒ ࠼
వङ ڔ फకరణࡱ ఉߕऒ फޑ࠴ ల޳ప ݡ࠮ బܽद మనం ఈڒ ࠼ ऒߖ  మݡ࠮ ࡗ ప޳ల࣋ށڷ ޜफ  ڒబܽद ఇ޴ 
గణనపరంޔࡱ߮ ڴం޴, అޙ࠼ ఇࠫޛ ޴घ  ࡹޒగత తరగ ࠭࠲ ,࠭ࣃۯ మనం ఏࠫ ߗڒ ,޴ంޔ࢓అ ࡱ޳ప ޴
घࡍటݟ ڴऴప࠙వవంతం ࡮ۧ ࡹޒఈ తరగ ࠾ࡍమ ߘలހక లࣾߝన అߧ۫  న࠳లభࣆ ࡮ۧ ߘ ݋ంߜ
ࠪరठంࡹ గށంచړߖݞ ఉపڵࡆంۧ࠭.
खࠑݥ ޴ࠫߖఎ ݡ࠮ ޶అర࢙ ఐ ݡఏ ݡంࡓ   ఐ޶ మ࠾ࡍ ఐࠫޛ ޶घ కएࡅ ࡏఎనࠢ ఆ ޴ घࡍటݟ   ݋ంߝ
ఏࠫܽ అړ ࡮ۧ ޴ߝ ऱషदంڴ ఉంߗڒ ޴ అߘߝ ޶ڒ ޴ ఈ ࡓం࢓ࡱߖ ݡ వࡏసలߘ ۫డంݟ మߘߝ ࠾ࡍ 
ంచవ۲ऐ޴ం߰ࡐ ࡮ఎ ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ డవ࠮ फࣃ۫  ఇకए 65 ޴అ ߘ డ మన7 ڕ ఉߕऒ ఇకए  ࠾ࡍమ ࠼ డ 
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అ2 ޴ అߖ మనߘ 7 ,ࣆࡱޘ ڕం63 ړ 9 ݟ ప ऱ࣒  2 అం݄ 65 అ࢑ ޻ధంߘ 8 ڴం9 ݟ ప ऱ࣒  3 ఈకछ ప 72 ܿ ࡽ ऱ࣒  3 
ఈకछ ప 9 ߤఇ 9 ࠾ࡍమ 75 ܿ ࡽ ऱ࣒  5 ఈకछ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ 86 ܿ ࡽ  ఇ࡮ ऴ࢐యవ۪ऐ .
ప 7 ݟంߘ 9 7 2  ऱ࣒ ప 8 ݟంߘ 9 8 3 2  ऱ࣒  3 ఐࠫޛ ޶घ घࠫޛ ޴ घࠫޛ ݟంߘ ޴ పऱ࣒ ޴  ఐ޶ వర࢓ࡱߖ ڕ వࡏస 
వङ ڴతफం࠴ లڒల࠮ ݡంࡓ ڔ फకࡍంచబݟనం޶న ߖߖ޳ ߘߝ ऴ࢐యగలࡓ ,ߘంࡌߖ ݡप యڒల ࠴తफం ࡓంݡ 
घࡍటݟ घࠫޛ ݡసࠪనం ఏ ڕ ݋ߝ घࠫޛ ޴ࠫߖఎ ݡ࠮ ݡఏ ݟంߘ ޴ 9 9 5ߧ࡯క ړ ݟంߘ  ޴ࠫߖఎ ݟంߘ ޴ 9
2 7 2 3 8 3 ఐࠫޛ ޶घ ऒߕఉ ࡮ښఒ ࡱసࡏవ ࢓ࡱߖ ݡంࡓ ړߖ޵ ޶ఐ ޴ ऒߕࣆ ڕమన ޴బܽद ఇڒ ࠼  ޴फంࣆఇ ߖ
మ࠾ࡍ ఇڒ ޴లڒ 3 ࠹లࡓ 9 ړ2 ࠹ ऱܿ ఎڕए వ మ࠾ࡍ  అంۯ޶త ݟటࡍघ  ߘߝ అం݄ ݟంచంڵࡆఉప ݋ంߜ
కएࡅ 9 9 5 8 8 3 7 7 2 ޴ం݄ అڕࣆޓ ߖ9 घࡍటݟ   ڵ࡯క ߘసలࡏవ ࢓ࡱߖ ݡంࡓ ޻అ ޴క ఇߘక ࠾ࡍమ ݋ߝ
ఉంద࠭࠲ ߖ కھߘంܼ࠭ ڒబܽद ࣒ࡍए घࡍటݟ  ऒߕࣆ ݞږ ݋ంߜ ङ޳࢑ ࡔనం స߄బܽद సࠪڒ  ࡍ ब ߘߝ ఆߘڴ  
ఇకए డ ఈ ܌ࡗ ఈ తరగݟ ࠭࠲ ࡹޒటࡍघ కएࡅ ల ݋ంߜ  అߝక లࣾހలߘ ప࡯ࢣࡍంۧ࠭ మ࠾ࡍ తޒ࢐ࡏ 
తరగݟ ࡹޒటࡍघ కएࡅ ݋ంߜ  గణనࣆ ߘలభతరం ࣄۯన ఆ లࣾހలߘ ఉపڵࡆంۨ ࠭࠲ అߝక సమసङ లߘ 
పࡍషए  ంۧ࠭ࡍ
మߘߝ ࠾ࡍ మߖڜࡍऒ  సమసङ లࣃ۫ ߘफ फࡿࢗ ڕ޶ం࠭ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ घࡍటݟ ߘ झ݋ంߜ  ࠙వన ࠭ఖङ ంڴ 
࢐ङ కరణ ߖయమం మ࠾ࡍ సࠬకరހల పࢲࡍए రం ࠴దࡷన࢑ ధనङ  ڕࠬ ࡱ޳࢐

Pru
tor
@
IIT
K




