
 िनधाŊरकांवरील दुस̴या ʩाƥानात िवȨाȚाōचे ˢागत आहे पिहʞा लेƁरमȯे आʉी ˍेअर मॅिटŌ ƛसाठी िनधाŊरक ʉणजे काय ते 
पįरभािषत केले आहे आिण आʉी या ʩाƥानात काही गुणधमŊ तपासले आहेत आʉी िनधाŊरकाǉा आणखी गुणधमाōचे परीƗण करणे 
सुŝ ठेवू आिण सोडवǻाचा Ůयȉ कŝ.
  काही सम˟ा जर तुʉाला गुणधमŊ चार मȯे आठवत असतील तर आʉी पािहले आहे की जर एक एक एक एक दोन एक तीन तीन a 
दोन एक दोन दोन दोन तीन आिण तीन एक तीन 2 ए 3 3 असेल तर असेल तर b 

तर चा िनधाŊरक ǉा गुिणले ka 1 1 ka 1 2 ka 1 3 a 2 1 a 2 2 a 2 3 a 3 1 a 3 2 a 3 3 b a k 
िनधाŊरक हे आपण 
शेवटǉा वगŊ Ůʲात पािहले आहे.

चे सवŊ घटक ने गुणले तर ȑाचा िनधाŊरकावर कसा पįरणाम होतो िकंवा दुस̴या शɨांत   a  k 
चा िनधाŊरक काय आहे जो आहे  3 का 3 1 का तीन दोन का तीन b ka 1 1 ka 1 2 ka 1 3 ka 2 1 ka 2 2 ka 2 

तीन काय होणार आहे या मॅिटŌ ƛचा टिमŊनंट जर आपण ȑाच Ůकारे िवˑाįरत केला तर आपʞाला मȯे मȯे ka 1 1 ka 2 2 
वजा मȯे वजा मȯे मȯे वापरता येईल.ka 3 3 ka 2 3 ka 3 2 ka 1 2 ka 2 1 ka 3 3 

 
वजा मȯे अिधक मȯे मȯे वजा मȯे हे काय आहे ka 3 1 ka 2 3 ka 1 3 ka 2 1 ka 3 2 ka 2 2 kaa 3 1 
जर आपण Ůȑेक पदावर तीन केस आहेत एक दोन तीन येथे एक दोन तीन येथे एक दोन  तीन िकंवा दुस̴ या शɨात आपण Ɛूब ला k 
कॉमन समजू शकतो आिण मग मला जे िमळाले ते मी पुɎा िलिहत नाही, तुʉी पहात आहात की हे ǉा िनधाŊरकाǉा a 
अिभʩƅीसारखे आहे ʉणून चा िनधाŊरक घन गुणांǉा िनधाŊरकाǉा समान आहे.b k 

जर चे सवŊ घटक सामाɊतः  ने गुणाकार केले तर हा Ţॉस मॅिटŌ ƛ असेल आिण जर सवŊ घटक İ̾थर ने गुणले  a a k a n k 
असतील तर नवीन मॅिटŌ ƛ चा िनधाŊरक ǉा घात ǉा िनधाŊरकामȯे असेल.b k n k 
 

जर मॅिटŌ ƛǉा दोन पंƅी िकंवा ˑंभ एकसारखे असतील तर िनधाŊर मॅिटŌ ƛचा शूɊ आहे ठीक आहे , मी Ůथम हे सȑािपतa inant 
करतो की ǉा बरोबरीचे आहे, a abcabcxyz 
 ȑामुळे मॅिटŌ ƛ असे आहे की दोन ओळी एकसारƥा आहेत हे दशŊवेल की ȑाचा िनधाŊरक शूɊ आहे, चला पिहʞा रांगेत िवˑाįरत 
कŝ या  इन वजा वजा मȯे वजा अिधक मȯे वजा हे आʉाला मािहत आहे की हे वजा bz cy b az cx c ay bx abz acy
वजा अिधक अिधक वजा बरोबर आहे आता आपण अिधक वजा एİɛलॉन या अटी पाš ते एकमेकांना abz dcx acy bcx abz 
रȞ करतात अिधक वजा ते एकमेकांना रȞ करतात आिण वजा अिधक ते एकमेकांना रȞ करतात ʉणून acy acy bcx bcx 
िनकाल शूɊ आहे कारण आʉाला िनकालाची गणना करǻापूवŎ आʉाला मािहत नʬते परंतु एकदा तुʉी तǒ आहात आिण तुʉी पाš 
शकता की ǉा दोन ओळी मॅिटŌ ƛ एकसारखे आहेत िकंवा मॅिटŌ ƛचे दोन ˑंभ एकसारखे आहेत तर ȑा मॅिटŌ ƛचा िनधाŊरक शूɊ a 
होणार आहे , मी पंƅीचा िवˑार कŝन दाखवला आहे 
परंतु आʉाला ते िनधाŊरक मािहत आहे  ची ही टŌ ाɌपोजǉा िनधाŊरक सारखीच असते ʉणून जर आपण मॅिटŌ ƛचे दोन a ant 
कॉलʈचे टŌ ाɌपोज घेतले तर पिहला आिण दुसरा कॉलम समान असेल आिण ȑा बाबतीत ȑाचा िनधाŊरक देखील शूɊ गुणधमŊ असेल 
सहा समजा आहे.a a 
  मॅिटŌ ƛ िदले आिण दोन पंƅी िकंवा दोन ˑंभांची अदलाबदल कŝन एक नवीन मॅिटŌ ƛ िमळवतो मग चा िनधाŊरक ǉा b b a 
िनधाŊरकाǉा वजा बरोबर असतो ʉणजे मूʞ समान राहील परंतु िचɎ बदलेल मी ȑाला आिण ȑाचे िनधाŊरक abcdefgh k 
समजावून सांगू.
 बरोबर आहे इंटू वजा वजा मȯे वजा अिधक मȯे वजा उदा.a ek fh b dk fg c dh 
 याकडे परत येऊ पण दोन ओळीचंी अदलाबदल कŝन बनवू या आपण पिहली आिण ितसरी रांग घेऊ ʉणजे ितसरी रांग आता b 
पिहली होईल  पंƅी दुसरी पंƅी जशी आहे तशीच राहते आिण येथे आपʞाला ची ितसरी पंƅी ʉणून ची पिहली पंƅी िमळते b a 
ʉणून चा िनधाŊरक मȯे वजा वजा मȯे वजा अिधक मȯे आहे उणे आता आपण नुकȑाच b g ec bf h dc af k b ae 
िमळवलेʞा िनधाŊरकाǉा अिभʩƅीशी तुलना कŝया आिण आता िवǒान चे सकाराȏक िचɎ आहे याचा िवचार कŝ या येथे gec 
मला नकाराȏक िचɎासह िमळते नकाराȏक िचɎासह येते येथे मला िमळते आिण सकाराȏक िचɎासह येतात gc gbf gb gbf 
कारण वजा आिण वजा होतो ɘस नकाराȏक िचɎासह येतो सकाराȏक िचɎासह येतो hdc hdc 

सकाराȏक िचɎासह येतो आिण नकाराȏक िचɎासह येतो आिण नंतर येथे सकाराȏक िचɎासह येतो परंतु  a hf aahf kdb 
येथे हे नकाराȏक िचɎ आहे आिण kae 
आिण येथे नकाराȏक िचɎासह येतात आिण येथे सकाराȏक िचɎासह येतात अशा Ůकारे आपण पाहतो की सवŊ संǒा kae kae 
कायम ठेवʞा गेʞा आहेत परंतु 
सवŊ संǒांचे िचɎ उलट केले गेले आहे जर ते सकाराȏक भीती असेल तर  येथे ते ऋण आहे आिण जर ते येथे नकाराȏक असेल तर ते येथे
सकाराȏक होते िकंवा दुस̴ या शɨात आपण असे ʉणू शकतो की चा िनधाŊरक b 
िसȠ केलेʞा मालमȅेǉा िनधाŊरकाǉा िनधाŊरकाǉा वजा सात िनधाŊरक आहे.

ची मंुगी ǉा िनधाŊरक बरोबर   ab a 
ǉा िनधाŊरकाǉा बरोबर आहे ते थेट दोन कॉस दोन मॅिटŌ ƛसाठी दाखवा मी ते थेट आिण आकाराǉा दोन Ţॉस दोन साठी bi a b 

दाखवतो आिण मी सुचिवतो की तुʉी 
तीन Ţॉस तीन मॅिटŌ ƛसाठी ȑाच Ůकारे सȑािपत करा ǉा a abcd 
समान आहे आिण ǉा बरोबर आहे  ʉणून चा िनधाŊरक वजा ǉा बरोबरीचा आहे आिण चा िनधाŊरक b mnpq a ad bc b mq 
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वजा ǉा बरोबर आहे आता उȋादन मॅिटŌ ƛ अिधक अिधक अिधक अिधक आहे ʉणून np ab am bpan bqcm dpcn dq 
ȑाचे िनधाŊरक समान आहे अिधक मȯे अिधक घन अिधक मȯे अिधक बरोबर अिधक m bp cn d cm dp an bq am cn 

अिधक अिधक bpcn amdq bpdq 
वजा वजा वजा ancm andp bcmq 
वजा आपण पाहतो की या दोन संǒा आिण शɨ आपण पाš शकतो.bdpq 
  आता चा िनधाŊरक ǉा   िनधाŊरकाचा िवचार कŝ.a b 

मȯे अिधक   p adnp bc 
आता आपण चा ab 
िनधाŊरक ʉणून िमळवलेʞा संǒांची तुलना 
कŝया आमǉाकडे आहे वजा वजा वजा वजा अिधक अिधक admq admqadmq bcmq bcmq adnp adnp bcnp bcnp
आिण आपण पाš शकतो की उवŊįरत संǒा आिण वजा कŝ शकतात.amcn ancel 
 एकमेकांना ʉणून आʉाला चा िनधाŊरक िमळतो आिण गुणधमŊ आठǉा िनधाŊरकांǉा गुणाकाराइतके समान आहे जर ab a b 
आपʞा ǉा पंƅीǉा सवŊ नोदंी दोन Ůमाणांची बेरीज ʉणून िलिहता येतील तर चा िनधाŊरक िलिहता येईल.a a 
 
दोन िनधाŊरकांची बेरीज ʉणून मी हे एक अिधक अिधक अिधक ǉा बरोबरीचे आहे हे समजावून सांगू.a kb m c ndefxyz 
  
आʉी पाहतो की पिहʞा पंƅीचे घटक दोन Ůमाणांची बेरीज ʉणून ʩƅ केले गेले आहेत ȑापैकी Ůȑेकाचा आʉी िनधाŊरक दावा 
करतो .

हे ǉा िनधाŊरकाǉा बरोबरीचे आहे आिण ǉा िनधाŊरकाǉा बरोबरीचे  आहे जेʬा आपण ते   a abcdefxyz kmndefxyz t 
ǉा बाजूने िवˑृत करतो तेʬा हे पाहणे खूप सोपे आहे  तो ची पिहली पंƅी आहे कारण चा िनधाŊरक एक अिधक ǉा a a k 
िनधाŊरकात वजा अिधक ǉा िनधाŊरकामȯे अिधक अिधक ǉा िनधाŊरकामȯे समान आहे आपण efyz b m dfxz c n dexy 

वजा ǉा िनधाŊरकामȯे िलš शकतो  चा िनधाŊरक मȯे वजा ǉा efyz b a dfxz plus c dexy plus k efyz m 
िनधाŊरकात वजा ǉा िनधाŊरकामȯे आिण आपण सहज ʉणू शकतो की पिहला एबीसीडीएफएƛआयझेडचा dfxz n dexy 
िनधाŊरक आहे अिधक हा चा िनधाŊरक आहे  मॅिटŌ ƛ चा िनधाŊरक दोन िनधाŊरकांची बेरीज ʉणून िलिहता येईल आता kmndefxyz a 
मला काही सम˟ा कŝ Ȩा 
एकाचा िनधाŊरक वगŊ एक चौरस आिण एक चौरस ʉणून आपण db cc 
पिहʞा रांगेत िवˑृत करतो ʉणून चा िनधाŊरक 1 ǉा बरोबरीचा आहे मȯे वगŊ वजा वगŊ वजा मȯे वगŊ वजा वगŊ a bc cb a c b 

वगŊ वजा वगŊ अिधक एक वगŊ मȯे उणे समान आहे जर मी पिहʞा टमŊमधून सामाɊ घेतला तर तो मȯे उणे c b c b bc bc c 
वजा मȯे वजा मȯे अिधक अिधक वगŊ वजा मȯे उणे समान आहे जर मी उणे िबट सामाɊ b a c b c b a c b c b c 

घेतला तर वजा अिधक वजा अिधक चौरस आहे वजा मȯे मी यातून सामाɊ घेऊ ʉणजे मȯे bc ac ab ab a c b c c b 
वजा वजा मȯे वजा समान वजा मȯे वजा मȯे वजा Ǜाला आपण एक वजा मȯे वजा मȯे a a b a c b b a c a b b c 

वजा असे िलš शकतो जेणेकŜन या मॅिटŌ ƛचा िनधाŊरक असा दुसरा गुणधमŊ शोधूया जर c a 
मॅिटŌ ƛमȯे पंƅी आिण ǉा बेरजेने बदलली असेल तर  इल Ōː ेशन बदलत नाही ith th row jth row determinant a 

हे पिहʞा पंƅीǉा आिण दुस̴या पंƅीǉा बेरीजǉा बरोबरीचे आहे याचा अथŊ मी is equal to abcmnpxyz   let b 
ला आिण ǉा बेरजेने बदलत आहे याचा अथŊ आता बरोबर एक अिधक आहे.rho 1 rho 1 rho 2 b 

अिधक अिधक आिण इतर पंƅी समान राहतील आिण आहे  mb nc p i  t mnp xyz 
तर दावा आहे की चा िनधाŊरक का िनधाŊरक सारखा आहे कारण जर पंƅी घटक दोन अिभʩƅीचंी बेरीज ʉणून ʩƅ केले जाऊb a 
शकतात तर मी िनधाŊरक दोन िनधाŊरकांची बेरीज ʉणून िलš शकतो.

 ȑामुळे चा िनधाŊरक हे चा िनधाŊरक आिण या इतर घटकांचा िनधाŊरक हा या मॅिटŌ ƛǉा अिधक b abcmnpxyz  mnpmnpxyz 
िनधाŊरकाǉा िनधाŊरकाǉा बरोबरीचा आहे जो 0 ǉा समान आहे कारण दोन पंƅी चे िनधाŊरक समान आहेत थोडे अिधक b aa 
सामाɊीकरण जर पंƅीǉा जागी पंƅी अिधक काही İ̾थर वेळा पंƅी असेल तर चा िनधाŊरक देखील ǉा ith ith jth b a 
िनधाŊरकाǉा समान असेल िकंवा चा िनधाŊरक अिधक अिधक अिधक बरोबर असेल  b kmb knc kpmnpxyz 
तर चा िनधाŊरक असेल ǉा िनधाŊरकाǉा समान हा अिधक अिधक अिधक b a mkmb knc kpmnpxyz  
चा खरा िनधाŊरक आहे  चा िनधाŊरक अिधक चा िनधाŊरक हे अिधकǉा िनधाŊरकाǉा बरोबरीचे आहेabcmnpxyz kmknkpmnpxyz 
  हे 
आपʞाला मािहत आहे की जर सवŊ घटकांना समान İ̾थरांकाने गुणले तर आपण İ̾थरांक काढू शकतो ʉणून आपण ȑाला गुिणले k 

असे िलš शकतो  आिण हे 0 होते ʉणून िनधाŊरक  हा ǉा िनधाŊरकाǉा समान आहे आता आपण आणखी काही mnpmnpxyz b a 
सम˟ा कŝया एक चा िनधाŊरक bca b 
मȯे अिधक एक मȯे अिधक मȯे अिधक अिधक अिधक ǉा c c cab c a abc a b 1 bc ab ac 1 cabc ba 
िनधाŊरकाǉा समान आहे.

अिधक आता मी दाखवले आहे की जर एक पंƅी ȑा पंƅीची बेरीज आिण दुसरी पंƅी बदलली तर ती िनधाŊरक  1 abca ab 
बदलत नाही कारण आपण पंƅीबȞल जे ʉणू शकतो ȑाच Ůकारे आपण ˑंभांबȞल देखील ʉणू शकतो.
  जर एक िविशʼ ˑंभ ȑा ˑंभाǉा बेरीजने आिण दुसरा ˑंभ बदलला असेल तर तो िनधाŊरक बदलत नाही ʉणून मी िलš शकतो की 
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िनधाŊरक 1 वापरतो.
 

आता मी ˑंभ 2 मȯे ˑंभ 3 अिधक अिधक जोडत आहे ऑपरेशन दोन आता दोन अिधक तीन ˑंभ bc bc ab ac c c c 
Ɨमˢ ˑंभ तीन झाले ˑंभ दोन अिधक ˑंभ तीन ʉणून एक ते अिधक अिधक एक आहे  ca ca bc ba ab it ab plus 

आहे तो आहे आता आपण हे घटक पाšया ते आहे ते आहे ca cbcb ab plus ac plus bc ab plus ac plus bc 
आिण हे देखील आहेab plus ac plus bc 
 ȑामुळे ितस̴या ˑंभातील सवŊ घटकांचा गुणाकार केला जात आहे.
  समान İ̾थरांक ʉणून वापरा िनधाŊरक हा अिधक अिधक आहे जर आपण तो घटक काढला तर 1 1 1 ab bc ca bc ca ab 
नंतर 1 1 1 उरतो.
 आिण या मॅिटŌ ƛचा िनधाŊरक काय आहे कारण ȑाचे दोन समान ˑंभ आहेत कारण ȑाचा िनधाŊरक शूɊ आहे यात दोन समान ˑंभ 
आहेत ʉणून मूळ मॅिटŌ ƛ शूɊाचा िनधाŊरक आता आणखी एक सम˟ा सोडवूया अिधक अिधक 2 ˢʙिवराम दुसरा x y zx yz 
घटक अिधक अिधक दोन आहे आिण ितसरी पंƅी आहे अिधक अिधक 2 आपʞाला या मॅिटŌ ƛǉा y z xy zx z x y 
िनधाŊरकाची गणना करायची आहे आपण Ůथम चरण काय कŝ आपण Ůथम ˑंभ दोन मȯे ˑंभ एक मȯे जोडतो एक एक c c 
अिधक दोन नंतर आपʞाला जे मॅिटŌ ƛ िमळत आहे ते दोन अिधक होईल अिधक दोन c x x y zxy 
दोन अिधक अिधक दोन अिधक अिधक दोन मȯे अिधक आिण अिधक अिधक दोन आता आपणx y zy z x yx zx z x y 
ˑंभ 1 ला ˑंभ 1 अिधक ˑंभ 2 ˑंभ 3 ǉा बेरजेने बदलतो.
 मग आपʞाला जे िमळत आहे ते दोन आहे  अिधक दोन अिधक दोन x y zxy 
ते दोन अिधक दोन अिधक दोन अिधक अिधक दोन मȯे आिण दोन अिधक दोन अिधक दोन अिधकx y zy z x y x z yxz 

अिधक दोन आता आपण पिहʞा ˑंभात सवŊ घटक पाš शकतो.x y 
  समान आहेत ʉणून मी ते बाहेर काढू शकतो ʉणून दोन अिधक दोन अिधक दोन हे एक एक एक x y z 

अिधक अिधक दोन xyy z 
अिधक अिधक दोन ǉा िनधाŊरकात समान आहे हे अȨाप काहीसे İƑʼ आहे ʉणून आता आपण काय कŝ ते बदलू xxyz x y 

पिहʞा रांगेǉा एक पट वजा असलेली दुसरी पंƅी आȅाच आपʞाकडे आहे  दाखवले की जर एका पंƅीǉा जागी दुसरी पंƅी e 
आिण ती िविशʼ पंƅी İ̾थर असेल तर ती िनधाŊरक बदलत नाही ʉणून मी काय करत आहे मी पंƅी 2 ǉा जागी पंƅी 2 अिधक वजा 1 
गुणा घेत आहे तर मग आपʞाला काय िमळत आहे ȑाचा िनधाŊरक समान आहे 1 अिधक अिधक rho 1 xy 0 y z x 0 1 xz
अिधक अिधक 2 अथाŊतच 2 ने अिधक अिधक ने गुणाकार केला आहे कारण ते ितथून येत आहे आता ला वजा x y x y z r3 r3 

ने बदला r1 
ʉणून आपʞाला काय िमळत आहे  िनधाŊरक 1 अिधक अिधक ǉा िनधाŊरकाǉा 2 मȯे अिधक अिधक xy 0 x y z 0 x y z
बरोबर आहे आता मी 3 0 0 अिधक अिधक मधून वजा करत आहे आता जर तुʉी पािहले तर हे िũकोणी मॅिटŌ ƛ x y z rho 1 
आहे आिण आʉी िũकोणी मॅिटŌ ƛचा िनधाŊरक कणŊ घटकांचा गुणाकार आहे हे जाणून ƽा आता हे कणŊ घटक अिधक अिधक x y z 
आिण अिधक अिधक आहेत ʉणून ȑांचे गुणाकार अिधक अिधक संपूणŊ वगŊ अिधक अिधक अिधक ने x y z x y z x y y 
गुणाकार केला आहे ʉणून एकूण िनधाŊरक मȯे अिधक अिधक संपूणŊ घन असेल ʉणजे उȅराची सूचना आहे z i  s 2 x y z 
की आʉी ते ˙ʼपणे िवˑाįरत केले नाही कारण अटी खूप लांब आहेत तेही लांब अिभʩƅी आहेत ʉणून जर आपण या तीन पदांची 
बेरीज आणखी तीन संǒांनी गुणाकार केली तर 
 ȑामुळे हे नऊ पदांचे असणार आहे हे संगणकीय̊̽Ǩा ˛ोट होईल पण आʉी काय केले आʉी अनेक गुणधमŊ वापरले आहेत जे 
आʉी शेवटǉा वगाŊत दाखवले आहेत आिण या वगाŊने अितशय Ůभावीपणे िनधाŊरकाची अगदी सोɗा पȠतीने गणना केली आहे, 
आता मी एक संƥाȏक उदाहरण घेऊ.
 दोन सात साठ पाच तीन आठ पंचाहȅर आिण पाच नऊ आठ सहा चा िनधाŊरक काय आहे हे वरवर पाहता खूप İƑʼ आहे पण मी हे 
दोन ˑंभ पाहणार नाही आिण ितसरा ˑंभ कसा िनमाŊण कŝ शकतो ते पाहणार आहे तो 65 आहे इथे आपʞाकडे 7 आहे आिण  येथे 2 
आहे हे आपʞाला मािहत आहे की 7 ते 9 63 अिधक 2 समान आहे 65 ȑाचŮमाणे 8 ते 9 अिधक 3 बरोबर 72 अिधक 3 बरोबर 75 
आिण 9 मȯे 9 अिधक 5 बरोबर 86 आहे ʉणून आपण ते असे िलš शकतो.
 2 7 9 ते 7 अिधक 2 3 8 9 ते 8 अिधक 3 पाच नऊ नऊ ते नऊ अिधक पाच कारण ˑंभ दोन घटकांची बेरीज ʉणून ʩƅ केला जातो 
ʉणून मी ते िलš शकतो कारण दोन िनधाŊरकांची बेरीज दोनǉा िनधाŊरकांǉा बरोबरीची आहे सात नऊ मȯे सात तीन आठ नऊ मȯे 
आठ 5 9 9 मȯे 9 अिधक 2 7 2 3 8 3 पाच नऊ पाच यात दोन ˑंभ एकसारखे आहेत ʉणून हे आपʞाला शूɊ देईल आिण या ˑंभात
3 हा ˑंभ 2 ǉा 9 पट आहे आिण  ʉणून िनधाŊरक वापरा जर मी 9 काढले तर तो 2 7 7 3 8 8 5 9 9 चा िनधाŊरक आहे आिण ʉणून 
आपʞाला आढळेल की ȑाचे दोन ˑंभ समान आहेत ʉणून जोखीम िनधाŊरक देखील शूɊ आहे ʉणून उȅर ठीक आहे िवȨाथŎ मी 
थांबतो  आज येथे या वगाŊत आपण िनधाŊरकांǉा अनेक गुणधमाōचे परीƗण केले आहे आिण ȑा गुणधमाōचा वापर कŝन अनेक सम˟ा 
सोडवʞा आहेत Ǜामुळे 
पुढील वगाŊत िनधाŊरकांची गणना सोपी झाली आहे, मला आणखी काही सम˟ा िदसतील आिण मी पुढे जाईन.
 िनधाŊरकांची संकʙना िवशेषत: ʩाकरणाचे िनयम आिण समीकरणे सोडवणे इȑादी.
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