
෮ದಲ ಉಪක౲ ಸದย౵  ലಟ෦ბචಂഡ ಗಳ ಀคൡ ಎರಡඡ ಉಪක౲ ಸಃౙ  เർ౲ ൮ბಗಳඝ౬  ๬౷ ಗൟ๯൤౨ ೕๅ, කโ ಚದರ 
෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ಡ ඛ൏ბಯಕ ಏචಂൿ ฿౲ ಌ౲ ඛ๭ං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಈ ಉಪක౲ ಸದย౵  කโ ಃಲโ ಞಣಲౘಣಗಳඝ౬  ತඛಒ ෥ലං౪ ೕๅ 
ಮൡ౨  කโ ඛ൏ბಯಕದ ກ೉౞ ನ ಞಣಲౘಣಗಳඝ౬  ಪค๏ೕย๯โದඝ౬  ෨ಂൿವค๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ಃಲโ ಸಮ๲౲ ಗಳඝ౬  
ಪคಹคಸฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๯൤౨ ೕๅ ಆ๭౨  කಲౙ ರย౵  ඛಮಡ චನඪದ౪ ฉ කโ ඣೕലං౪ ೕๅ ಒಂൿ ๆึ ಒಂൿ ಒಂൿ ಎರഴ ಒಂൿ a 
෩ฆ ಒಂൿ ಎರഴ ಒಂൿ ಎರഴ ಎರഴ ෩ฆ ಮൡ౨  ෩ฆ ಒಂൿ ෩ฆ ಒಂൿ ෩ฆ 2 ಆಜದ౪ ฉ a 3 3 b 
ಆಜದ౪ ฉ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං. 1 1 ඦತರ ಯ ka ka 1 2 ka 1 3 a 2 1 a 2 2 a 2 3 a 3 1 a 3 2 a 3 3 b 
ඛඋბರಕโ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ෇ค ඛಧბค๯ತ౨ ං ಇದඝ౬  කโ ಕึದ ವಗბದ ಪ౳ ๔౬ ಯย౵  ඣೕലං౪ ೕๅ ಯ k k a a 
ಎม౵  ಅಂಶಗಳඝ౬  ඣಂൽಡ ಞ൐ಸมಞತ౨ ං ಅൿ ຂಡ ඛ൏ბಯಕ ෬ว ಪค൏ಮ ෈ೕฆತ౨ ං ಅಥ฿ ෎ฉ คೕൟಯย౵  k 
ຂำโർದฉ ಯ ඛ൏ბಯಕ ෴โൿ ಡ b ka 1 1 ka 1 2 ka 1 3 ka 2 1 ka 2 2 ka 2 3 ka 3 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං  ಕ ෩ฆ ಎರഴ ౽ ෩ฆ ෩ฆ ಈ ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ನ ඛඋბರಕ ಏකಗยං ಎಂ්ದඝ౬  කโ ಅඃ 1
คೕൟಯย౵  เಸ౨ ค๭ದฉ ನಮಡ ಬಳಃಯ ඛඋბರಕ ෭ನ๺ ౽ 2 3 ಒಳಡ ౽ 3 2 ෭ನ๺k a 1 1 in ka 2 2 in k a 3 3 
౽ 1 2 ಒಳಡ ౽ 2 1 ಒಳಡ ౽ 3 3 ෭ನ๺ ౽ 3 1 ಒಳಡ ౽ 2 3 ೯൤ಡ ౽ 1 3 ಒಳಡ ౽ 2 1 ಒಳಡ ౽ 3 2 ෭ನ๺ ౽ 2 2 ಇಂഡ 
౽ 3 1 කโ ಪ౳ ൟ ಪದವඝ౬  ඣೕലದฉ ಇൿ ෩ฆ ಪ౳ ಕರಣಗำ ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ ಇย౵  ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ ಇย౵  
ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ ಅಥ฿ ෎ฉ คೕൟಯย౵  ຂำโർದฉ කโ ౲ಁ ෕ ಅඝ౬  ๬෥ನ౲  ಎಂൿ ൤ಡൿಆಳ౶ ಬ๾ൿ k 
ಮൡ౨  ඦತರ කඝ ಏඝ ಪഷ෷൤౨ ೕච කඝ ಅದඝ౬  ಮ൤౨  ಬฉ෷ൟ౨ ಲ౵ , ಇൿ ನ ඛ൏ბಯಕದ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ฀൤෻ ಇං a 
ಎಂൿ ඛೕโ ඣೕഴൟ౨ ೕค
इसिलए ದ ಎม౵  ಅಂಶಗಳඝ౬  ๬෥ನ౲ ฿ಜ ෵ಂದ ಞ൐๭ದฉ ಯ ඛ൏ბಯಕโ ಘನ ಸಮಯಃౙ  a k a k 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං. ಮൡ౨  ಎม౵  ಅಂಶಗಳඝ౬  ๭౩ ರ฿ದ ෵ಂದ ಞ൐๭ದฉ , ຄಸ ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ಯ ඛ൏ბಯಕโ ಡ k b k 
ಪವฑ ಡ ಒಂൿ ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ನ ಎರഴ ๬ฤಗำ ಅಥ฿ ౽ಲෳ ಗำ ಒಂඃ ಆಜದ౪ ฉ ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ನ ඛ൏ბಯಕโ n 
๒ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ං ಸค කඝ ಇದඝ౬  ෮ದฤ ಪค๏ೕย๯൤౨ ೕච ಡ ಸ෥ನ฿ಜං ಎಂൿ ಪคಗ൐๭a abc abcxyz 
इसिलए ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ಎರഴ ๬ฤಗำ ಒಂඃ ಆಜฆโದคಂದ ಅದರ ඛ൏ბಯಕ ๒ನ౲  ಎಂൿ ൧ೕค๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ಇൿ ෮ದಲ 
๬ยನ ಉದ౪ ౙಁ
इसिलए ෭ನ๺ ෭ನ๺ ಆಜ ಒಂൿ ෭ನ๺ ೯൤ಡ ಡ ෭ನ๺ ಆಜฆತ౨ ං, ಇൿ ෭ನ๺ bz cy b z cx c ay bx ab z 

෭ನ๺ ೯൤ಡ ೯൤ಡ ෭ನ๺ ಡ ಸಮ ಎಂൿ ನಮಡ ൟัൽං කโ ඛಯಮಗำ ಮൡ౨  acy abz dcx acy bcx abz 
෭ನ๺ ಎඪ౺ มඨ ಅඝ౬  ඣೕഺೕಣ ಅವฆ ಪರಸ౭ ರ ರൿ౪ ತั๯൞౨ ฉ ೯൤ಡ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಎ๭ ಅವฆ ಪರಸ౭ ರ cy 
ರൿ౪ ತั๯൞౨ ฉ ಮൡ౨  ෭ನ๺ ಮൡ౨  ಅವฆ ಪರಸ౭ ರ ರൿ౪ ತั๯൞౨ ฉbcx bcx 
इसिलए ಫย൞ಂಶโ ๒ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ං, ಏಃಂದฉ කโ ಅದඝ౬  ว౽ౙ ೈರ ෥ഴವ ෮ದฤ ಫย൞ಂಶโ ನಮಡ ൟัൽರยಲ౵  
ಆದฉ ಒ෫౱  ඛೕโ ಪคಣತฃಜದ౪ ฉ ಮൡ౨  ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ನ ಎರഴ ๬ฤಗำ ಒಂඃ ಆಜฆತ౨ ๅ ಅಥ฿ ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ನ ಎರഴ 
౽ಲෳ ಗำ ಒಂඃ ಆಜฆತ౨ ๅ ಎಂൿ ඛೕโ ඣೕಡಬ๾ൿ ඦತರ ಆ ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ನ ඛ൏ბಯಕโ ๒ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ං ಎಂൿ 
කඝ ๬ಲඝ౬  เಸ౨ ค๯ವ ෩ಲಕ ൧ೕค๭ං౪ ೕච ಆದฉ ಅൿ ඛ൏ბಯಕ฿ಜං ಎಂൿ ನಮಡ ൟัൽං ಎಂ්ൿ ಒಂൿ a 
ഓ౳ ඨ౺  ඲ೕ๺ ನ ലಟ෦ბචಂഡ ඦ൤෻ ಇฆತ౨ ං,
इसिलए කโ ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ನ ಎರഴ ౽ಲෳ ಗಳ ഓ౳ ඨ౺  ඲ೕ๺ ಅඝ౬  ൤ಡൿಆಂಡฉ ෮ದಲ ಮൡ౨  ಎರಡචಯ ౽ಲෳ ಒಂඃ 
ಆಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಆ ๸ದಭბದย౵  ಅದರ ඛ൏ბಯಕโ ๒ನ౲  ಆ๭౨ ෴ಜฆತ౨ ං ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ ඛೕಡมಜං ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  a 
ಮൡ౨  කโ ຄಸ ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ෈ ಅඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಎರഴ ๬ฤಗำ ಅಥ฿ ಎರഴ ౽ಲෳ ಗಳඝ౬  ಪರಸ౭ ರ 
ಬದม෵๯โൿ ඦತರ ಯ ඛ൏ბಯಕโ ಯ ඛ൏ბಯಕದ ෭ನ๺ ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං, ಅൿ ෰ಲ౲ โ ಒಂඃ b a 
ಆಜฆತ౨ ං ಆದฉ ೉ກ౬ ෷ ಬದมಞತ౨ ං ಅದඝ౬  ಎಂൿ ಪคಗ൐๭ ಮൡ౨  ಅದರ ඛ൏ბಯಕโ ಡ abc defgh k a ek 
෭ನ๺ ෭ನ๺ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಡ ෭ನ๺ ೯൤ಡ ಡ ෭ನ๺ ಡ ๼ಂൟฆಞತ౨ ං ಆದฉ කโ fh b dk fg c dh e g 
ಎರഴ ๬ฤಗಳඝ౬  ಬದม෵๯ವ ෩ಲಕ ಅඝ౬  ඛ෦ბ๵ೕಣ, කโ ෮ದಲ ಮൡ౨  ෩ರඡ ๬ಲඝ౬  b 
൤ಡൿಆ ౶ู ೕಣ
इसिलए ෩ರඡ ๬ฤ ಈಗ ෮ದಲ ๬ฤ ಆಞತ౨ ං ಎರಡඡ ๬ฤ ๻ಡ෻ ಉัൽං ಮൡ౨  ಇย౵  කโ ನ ෮ದಲ a 
๬ಲඝ౬  ಯ ෩ರඡ ๬มಜ ಪഷ෷൤౨ ೕๅb 
इसिलए ಯ ඛ൏ბಯಕโ ಡ ෭ನ๺ ෭ನ๺ ಡ ෭ನ๺ ಪ౵ ๺ ಡ ෭ನ๺ ಡ b g ec bf h dc af k b ae 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං . කโ ಈಗ๣ౣ ೕ ಪഷൿಆಂലං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಈಗ කโ ๴ඨ౺  ೧ಇ๭ ಧකತ౱ ಕ ೉ກ౬ ಯඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ 
ಎಂൿ ಪคಗ൐๵ೕಣ ಇย౵  කඝ ೧ ๭ චಡഔํ ೉ກ౬ ෽ಂൽಡ ೧෈ಎෆ ಬฆತ౨ ං ಇย౵  ೧෈ ಋ൏ತ౱ ಕ ೉ກ౬ ෽ಂൽಡ ಬฆತ౨ ං
ಮൡ౨  ೧෈ಎෆ ಧකತ౱ ಕ ೉ກ౬ ෽ಂൽಡ ಬฆತ౨ ං ಏಃಂದฉ ෭ನ๺ ಮൡ౨  ෭ನ๺ ಪ౵ ๺ ಎೖ ല๭ ಆಞತ౨ ං ಋ൏ತ౱ ಕ 
೉ກ౬ ෴ಜ ಬฆತ౨ ං ಒಂൿ ೯൤ಡ ಬฆತ౨ ං ๭ഔํ ೉ກ౬ ෷ ಧකತ౱ ಕ ೉ກ౬ ෽ಂൽಡ ಬฆತ౨ ං ಮൡ౨  hd c po hf aahf 
ಋ൏ತ౱ ಕ ೉ກ౬ ෽ಂൽಡ ಬฆತ౨ ං ಮൡ౨  ඦತರ ಇย౵  ಧකತ౱ ಕ ೉ກ౬ ෽ಂൽಡ ಬฆತ౨ ං ಆದฉ ಇย౵  ಅൿ ಋ൏ತ౱ ಕ kdb 
೉ກ౬  ಮൡ౨  ಄ ಮൡ౨  ಄ ಇย౵  ಋ൏ತ౱ ಕ ೉ກ౬ ෽ಂൽಡ ಬฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಄ ಇย౵  ಧකತ౱ ಕ ೉ກ౬ ෽ಂൽಡ ಬฆತ౨ ං ๼ೕಡ ಎม౵
ಪದಗಳඝ౬  ಉั๭ಆಂലฆโದඝ౬  කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಆದฉ ಎม౵  ಪದಗಳ ೉ກ౬ ෷ ವ౲ ൟคಕ౨ ฿ಜං, ಅಂದฉ ಅൿ 
ಸ౽ฃತ౱ ಕ ಭಯ฿ಜದ౪ ฉ ಅൿ ಇย౵  ನ౽ฃತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಇย౵  ಅൿ ನ౽ฃತ౱ ಕ฿ಜದ౪ ฉ ಅൿ ಇย౵  
ಧකತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං ಅಥ฿ ෎ฉ คೕൟಯย౵  ຂำโർದฉ කโ ඛಧბคಸಬ๾ൿ ಎಂ්ൿ ๬෈ೕ൞ದ ಆ๭౨ ಯ b 
ඛ൏ბಯಕದ ෭ನ๺ ಡ ಸ෥ನ฿ಜං ನ ಏำ ඛ൏ბಯಕಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜං ಯ ലಟ෦ბඦഡ ಡ ಸ෥ನ฿ಜං ab bi 
ಎರഴ ౽๺ ಎರഴ ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ಡ ඡರ฿ಜ ಅದඝ౬  ൧ೕค๯ කඝ ಅದඝ౬  ಎ ಮൡ౨  ෈ ಛತ౳ ದ ಎರഴ ಅಡ౥  ಎರಡಃౙ  ඡರ฿ಜ 
൧ೕค๯൤౨ ೕච ಮൡ౨  කඝ ๰೉๯൤౨ ೕච ඛೕโ ෩ฆ ಅಡ౥  ෩ฆ ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ಗัಡ ಒಂඃ คೕൟಯย౵  ಪค๏ೕยಸฤ a abcd 
ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ංb mnpq 
इसिलए ಯ ඛ൏ბಯಕโ ಆി ෭ನ๺ ಡ ​​ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಯ ඛ൏ბಯಕโ ෭ನ๺ ಡ a bc b mq np 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಈಗ ಉತ౭ ನ౬  ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ೯൤ಡ ಮൡ౨  ೯൤ಡ ೯൤ಡ ಪ౵ ๺ ab am bp bq cm dpcn 
dq
इसिलए ಅದರ ඛ൏ბಯಕโ ೯൤ಡ ಡ ಪ౵ ๺ ౲ಁ ෕ ෭ನ๺ ಪ౵ ๺ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ರൿ౪ ತั๭ m bp cn d cm dp 
ಮൡ౨  ಈಗ කโ ಯ ඛ൏ბಯಕ ಅಂಶವඝ౬  ෭ನ๺ ಡ ​​ಸ෥ನๅಂൿ ಪคಗ൐๵ೕಣ ෭ನ๺ ಡ b ad bc mq np 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ෭ನ๺ ෭ನ๺ ಮൡ౨  ನย౵  ಈಗ කโ ಪഷದ ಪದಗಳඝ౬  කโ admq bcmq adnp p bc ab 
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ඛಧბค๯൤౨ ೕๅ ಎಂൿ ຄೕย๵ೕಣ කโ ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ෭ನ๺ ෭ನ๺ ෭ನ๺ admq admqadmq bcmq bcm q 
෭ನ๺ ೯൤ಡ ೯൤ಡ ಮൡ౨  ಉัದ ಪದಗำ ಮൡ౨  ෭ನ๺ ಅඝ౬  ಅโ ಪರಸ౭ ರ adnp adnp bcnp b cnp a mcn ancm 

ರൿ౪ ತั๯ತ౨ ๅ ಎಂൿ කโ ඣೕಡಬ๾ൿ
इसिलए කโ ನ ඛඋბರಕವඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಉತ౭ ನ౬ ඈ൤෻ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಆ๭౨ ಯ ಎಂಟඝ౬  ab a b 
ඛಧბค๯ವ ಅಂಶಗำ ನ ನಮ౱  ๬ยನ ಎม౵  ನ෩ൿಗಳඝ౬  ಎರഴ ಪ౳ ෥ಣಗಳ ෮ತ౨ ฿ಜ ಬฉಯಬ๾ർದฉ , ಯ a a 
ඛ൏ბಯಕವඝ౬  ಎರഴ ඛ൏ბಯಕಗಳ ෮ತ౨ ฿ಜ ಬฉಯಬ๾ൿ , ಪ౵ ๺ ಡ ಸ෥ನ฿ಜං ಎಂൿ කඝ เವค๯൤౨ ೕච . a k 

೯൤ಡ ೯൤ಡ ಎಂൿ කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ෮ದಲ ๬ยನ ಅಂಶಗಳඝ౬  ಎರഴ ಪ౳ ෥ಣಗಳ ෮ತ౨ ฿ಜ b mc n defxyz 
ವ౲ ಕ౨ ಪലಸมಜං, ಅโಗಳย౵  ಪ౳ ൟ෽ಂ඀ ನ ඛ൏ბಯಕโ ಮൡ౨  ನ ലಟ෦ბඦഡ ಡ a abc defxyz kmndefxyz 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಎಂൿ කโ ಪ౳ ൟඩൽ๯൤౨ ೕๅ . ಏಃಂದฉ ಯ ඛ൏ბಯಕโ ෭ನ๺ ෈ ಪ౵ ๺ ಡ ലಟ෦ბඦഡa efyz m 
ಆෆ ಮൡ౨  ಪ౵ ๺ ಅඝ౬  ಯ ലಟ෦ბචಂഡ ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං. ಪ౵ ๺ ಯ ലಟ෦ბඦഡ ಆಜ dfxz c n dexy dexy k 

෭ನ๺ ඛಂದ ෭ನ๺ ඛಂದ ಯ ലಟ෦ბඦഡ ಆಜ ಮൡ౨  ෮ದಲචಯൿ ฿ಸ౨ ವ฿ಜ efyz m dfxz n dexy abc 
ನ ඛ൏ბಯಕ฿ಜං ಮൡ౨  ಇൿ ನ ඛ൏ბಯಕ฿ಜං ಎಂൿ කโ ๯ಲಭ฿ಜ ຂಳಬ๾ൿ . defxyz kmn defxyz 

෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ಎ ಅඝ౬  ಎರഴ ലಟ෦ბචಂഡ ಗಳ ෮ತ౨ ฿ಜ ಬฉಯಬ๾ൿ ಈಗ කඝ ಒಂದರ ലಟ෦ბඦഡ ಅඝ౬  ಚದರ 
ಒಂൿ ല෈ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಮൡ౨  ಒಂൿ ๭๭ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಎಂൿ ಉഴ๼ലಯฤ ಃಲโ ಸಮ๲౲ ಗಳඝ౬  ෥ഴ൤౨ ೕච
इसिलए කโ ಅದඝ౬  ෮ದಲ ๬ยನย౵  เಸ౨ ค๯൤౨ ೕๅ
इसिलए ಯ ඛ൏ბಯಕโ 1 ಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ๲ౙ ౷ ೕฑ ෭ನ๺ ๲ౙ ౷ ೕฑ ෭ನ๺ ಡ ๲ౙ ౷ ೕฑ ෭ನ๺ ๲ౙ ౷ ೕฑ a bc cb a c b 

๲ౙ ౷ ೕฑ ෭ನ๺ ๲ౙ ౷ ೕฑ ೯൤ಡ ಡ ಒಂൿ ವಗბโ ෭ನ๺ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං කඝ ෭ನ๺ ෈ഡ ಅඝ౬  c b c c b c 
๬෥ನ౲  ෭ನ๺ ೯൤ಡ ෭ನ๺ ಪ౵ ๺ ಒಂൿ ವಗბโ ෭ನ๺ ಡ ಸಮකಜದ౪ ฉ ෭ನ๺ ಆಜ ಡ bc ac ab ab c b c b c 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං. ಇದคಂದ ಅඝ౬  ಅඝ౬  ൤ಡൿಆ ౶ู ೕಣ ෭ನ๺ ෭ನ๺ ಡ ෭ನ๺ ಡ c c b a a b a 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ෭ನ๺ ಡ ෭ನ๺ ෭ನ๺ ಇದඝ౬  කโ ෭ನ๺ ಆಜ ಆಜ ෭ನ๺ ಡ c b b a in c a b b b c c 
෭ನ๺ ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿa 
इसिलए ಈ ෥౲ ഔ౳ ಕ౺ ౬  ඛ൏ბಯಕ฿ಜං කโ ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ನย౵  ๬ಲඝ౬  ๬ฤ ಮൡ౨  ๬ฤಗಳ ෮ತ౨ ൽಂದ ith ith jth 
ಬದม෵๭ದฉ ಮ൧౨ ಂൿ ಆ๭౨ ಯඝ౬  ಅච౷ ೕ๞๭ ඦತರ ඛ൏ბಯಕโ เವರൕಯඝ౬  ಬದม෵๯โൽಲ౵  a abc mnpxyz
ಡ ಸ෥ನ฿ಜං ಎಂൿ ಪคಗ൐๭ ಎಂ්ൿ ෮ದಲ ๬ฤ ಮൡ౨  ಎರಡඡ ๬ยನ ෮ತ౨ ಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං කඝ b rho 
1 ಅඝ౬  ಮൡ౨  ರ ෮ತ౨ අಂൽಡ ಬದม෵๯ൟ౨ ං౪ ೕච ಅಂದฉ ಈಗ ಎಂ්ൿ ಒಂൿ ಪ౵ ๺ ೯൤ಡ rho 1 rho 2 b mb nc 
೯൤ಡ ಮൡ౨  ಇತರ ๬ฤಗำ ಉัൽๅ ಅඃ ಇൿ ಮൡ౨  ಆಜದ౪ ฉ , ಯ ඛ൏ბಯಕ ಅಂಶโ ಏಃ ಎಂ්ದಃౙ  p mnp xyz b 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං, ಏಃಂದฉ ๬ฤ ಅಂಶಗಳඝ౬  ಎರഴ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಗಳ ෮ತ౨ ฿ಜ ವ౲ ಕ౨ ಪലಸಬ๾ർದฉ කඝ 
ඛ൏ბಯಕವඝ౬  ಎರഴ ඛ൏ბಯಕಗಳ ෮ತ౨ ฿ಜ ಬฉಯಬ๾ൿ
इसिलए ಯ ඛ൏ბಯಕವඝ౬  ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ನ ඛ൏ბಯಕ ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ ೯൤ಡ ಈ ಇತರ ಘಟಕಗಳ b abcmnpxyz 
ඛ൏ბಯಕ ಈ ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ನ ಪ౵ ๺ ലಟ෦ბචಂഡ ನ ലಟ෦ბචಂഡ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං, ಇൿ  ಃౙ  mnpmnpxyz 0
ಸಮකಜฆತ౨ ං ಏಃಂದฉ ಎರഴ ๬ฤಗำ ಒಂඃ ലಟ෦ბඦഡ ಆಜฆโದคಂದ ಯ ඛ൏ბಯಕಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං b 

๬ಲඝ౬  ๬ฤ ಮൡ౨  ಃಲโ ๭౩ ರ ಸಮಯಗำ ๬ฤಗัಂದ ಬದม෵๭ದฉ ಸ౷ ಲ౭  ກೋ౞  ๬෥ඛ౲ ೕಕರಣದ ith ith jth 
ඦತರ ಯ ඛ൏ბಯಕโ ಯ ඛ൏ბಯಕಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಅಥ฿ ಒಂൿ ಪ౵ ๺ ೯൤ಡ ೯൤ಡ b a b kmb knc 

ಡ ಸ෥ನ฿ಜದ౪ ฉ ඦತರ ඛಧბค๯ತ౨ ං ಎಂ්ൿ ಯ ඛ൏ბಯಕಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜං, ಇൿ ಒಂൿ ಪ౵ ๺ kpmnpxyz b a 
೯൤ಡ ೯൤ಡ ನ ඛ൏ბಯಕ ಅಂಶ฿ಜං. ಎม౵  ಅಂಶಗಳඝ౬  ಒಂඃ ๭౩ ฃಂಕൽಂದ ಞ൐๭ದฉ mkmb knc kp mnpxyz 

කโ ๭౩ ರವඝ౬  ൤ಡൿಆಳ౶ ಬ๾ൿ
इसिलए කโ ಅದඝ౬  ෇ค ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ ಮൡ౨  ಇൿ 0 ಆಞತ౨ ංk mnpmnpxyz 
इसिलए ಯ ඛ൏ბಯಕโ ಯ ඛ൏ბಯಕಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං, ಈಗ කโ ඛ൏ბಯಕವඝ౬  ಉഴ๼ലಯฤ ಇඞ౬  b a 
ಃಲโ ಸಮ๲౲ ಗಳඝ౬  ෥ഺೕಣ . ಒಂൿ ඛಂದ ೯൤ಡ ಒಂൿ ౽౲ ෕ ಆಜ ೯൤ಡ ಒಂൿ ಡ ಪ౵ ๺ bca b c c abc   a b 1 

೯൤ಡ ೯൤ಡ ೯൤ಡ ಯ ඛ൏ბಯಕಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං, ಈಗ කඝ ಒಂൿ bc ab ac 1 cabc ba 1 abca ab 
๬ಲඝ౬  ෮ತ౨ ൽಂದ ಬದม෵๭ದฉ ಎಂൿ ൧ೕค๭ං౪ ೕච ಆ ๬ฤ ಮൡ౨  ಇඣ౬ ಂൿ ๬ยನ ඦತರ ಅൿ ඛ൏ბಯಕವඝ౬  
ಬದม෵๯โൽಲ౵  ಏಃಂದฉ ๬ฤಗಳ ಬಡ౛  කโ ಏඝ ຂಳಬ๾ൿ ಎಂಬ ౽ರಣൽಂದ කโ ౽ಲෳ ಗಳ ಬಡ౛  ಅඃ 
คೕൟಯย౵  ຂಳಬ๾ൿ ಒಂൿ ඛൽბಷౣ  ౽ಲෳ ಅඝ౬  ಆ ౽ಲෳ ನ ෮ತ౨  ಮൡ౨  ಇඣ౬ ಂൿ ౽ಲෳ ඛಂದ ಬದม෵๭ದฉ 
කโ ຂಳಬ๾ൿ ലಟ෦ბචಂഡ ಅඝ౬  ಬದม෵๯โൽಲ౵
इसिलए කඝ ലಟ෦ბචಂഡ ಅඝ౬  1 ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ ಈಗ කඝ ౽ಲෳ 2 ಡ ౽ಲෳ 3 ೯൤ಡ ಪ౵ ๺ BC bc ab ac 
ಅඝ౬  ๳ค๯ൟ౨ ං౪ ೕච ౽෴ბಚರൕ෷ ಎರഴ ಈಗ ಎರഴ ೯൤ಡ ෩ฆ ౽ಲෳ ౘ෦๭ ౽ಲෳ ෩ฆ ౽ಲෳ c c c 
ಎರഴ ೯൤ಡ ౽ಲෳ ಆಞತ౨ ං ෩ฆ
इसिलए ಒಂൿ ಇൿ ೯൤ಡ ೯൤ಡ ෇ ಒඨ ಇൿ ಪ౵ ๺ ಇൿ ಆಜං ಈಗ ಈ ಅಂಶಗಳඝ౬  ca ca bc ab ab ca cbcb 
ඣೕഺೕಣ ಇൿ ಪ౵ ๺ ಪ౵ ๺ ಇൿ ಪ౵ ๺ ಪ౵ ๺ ಆಜං ಮൡ౨  ಇൿ ಪ౵ ๺ ಪ౵ ๺ ಆಜංab a c bc ab ac bc ab ac bc 
इसिलए ෩ರඡ ౽ಲෳ ನ ಎม౵  ಅಂಶಗಳඝ౬  ಞ൐ಸมಞൟ౨ ං ಅඃ ๭౩ ฃಂಕൽಂದ ലಟ෦ბචಂഡ ಅඝ౬  ಬಳ๭ ಪ౵ ๺ ab bc 
೯൤ಡ ಎಂൿ කโ ಆ ಅಂಶವඝ౬  ൤ಡൿಆಂಡฉ ಆಜൿ౪   ಆಜฆತ౨ ං. ಮൡ౨  ಈ ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ನc a 1 1 1 bc ca ab 1 1 1
ඛ൏ბಯಕ ෴โൿ ಏಃಂದฉ ಇൿ ಎರഴ ಒಂඃ ౽ಲෳ ಗಳඝ౬  ຄಂൽฆโದคಂದ ಅದರ ඛ൏ბಯಕ ๵ච౬ ෷ ಎರഴ 
ಒಂඃ ౽ಲෳ ಗಳඝ౬  ຄಂൽฆโದคಂದ ෩ಲ ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ๒ನ౲ ದ ඛ൏ბಯಕโ ಈಗ ಮ൧౨ ಂൿ ಸಮ๲౲ ಯඝ౬  
ಪคಹค๵ೕಣ ಪ౵ ๺ ೯൤ಡ 2 ಅಲ౭ เฃಮ ಎರಡඡ ಅಂಶโ ಪ౵ ๺ ೯൤ಡ ಎರഴ ಮൡ౨  ෩ರඡ x y zx y z y z x y 
๬ฤ ಪ౵ ๺ ಪ౵ ๺ කโ ಈ ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ನ ലಟ෦ბඦഡ ಅඝ౬  ว౽ౙ ೈರ ෥ಡ෎౽ಜං කโ ງತ  කโ zxz x 2 y 1
෮ದฤ ౽ಲෳ ಎರಡඝ౬  ౽ಲ෫౛  ๳ค๯൤౨ ೕๅ ಒಂൿ ๭ ಒಂൿ ๭ ಒಂൿ ಪ౵ ๺ ๭ ഗ ಆಞತ౨ ං ඦತರ කโ ಪഷ෷ൟ౨ ฆವ 
෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ಎರഴ ಪ౵ ๺ ಆಞತ౨ ං ೯൤ಡ ಎರഴ ಎರഴ ಪ౵ ๺ ೯൤ಡ ಎರഴ ಪ౵ ๺ ೯൤ಡ ಎರഴ x x y zxy x y zy z x 

ಪ౵ ๺ ಮൡ౨  ಪ౵ ๺ ನಮಡ ಎರഴ ಈಗ කโ ౽ಲෳ 1 ಅඝ౬  ౽ಲෳ 1 ೯൤ಡ ౽ಲෳ 2 ౽ಲෳ 3 ರ y x zx z x pl y 
෮ತ౨ ൽಂದ ಬದม෵๯൤౨ ೕๅ. ඦತರ කโ ಅದඝ౬  ಪഷ෷ൟ౨ ฆโൿ ಎರഴ ೯൤ಡ ಎರഴ ೯൤ಡ ಎರഴ ಇൿx y zxy 
ಎರഴ ೯൤ಡ ಎರഴ ೯൤ಡ ಎರഴ ಪ౵ ๺ ಪ౵ ๺ ഖ ಇඨ ಮൡ౨  ಎರഴ ಪ౵ ๺ ಎರഴ ೯൤ಡ ಎರഴ x y zy z x y x z 

೯൤ಡ ಪ౵ ๺ ಎರഴ ಈಗ කโ ෮ದಲ ౽ಲෳ ನย౵  ಎม౵  ಅಂಶಗำ ಒಂඃ ಆಜฆโದඝ౬  කโ ඣೕಡಬ๾ൿyxz x y 
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इसिलए කඝ ಅದඝ౬  ൤ಡൿಆಳ౶ ಬ๾ൿ
इसिलए ಎರഴ ೯൤ಡ ಎರഴ ೯൤ಡ ಎರഴ ಅඝ౬  ඛಧბคಸಬ๾ൿ x y z one one one x y y plus z plus two 

೯൤ಡ ಇൿ ಇඞ౬  ಸ౷ ಲ౭  ಜഔಲ฿ಜංxxyz x plus two y 
इसिलए කโ ಈಗ ಎರಡඡ ๬ಲඝ౬  ෮ದಲ ๬ยನ ෭ನ๺ ಒಂൿ ෇ค ෮ದಲ ๬ยඛಂದ ಬದม෵๯൤౨ ೕๅ ಎಂൿ කโ 
൧ೕค๭ං౪ ೕๅ ๭౩ ರ ಸಮಯൽಂದ ಮ൧౨ ಂൿ ๬ฤ ಮൡ౨  ඛൽბಷౣ  ๬ฤ ඦತರ ಅൿ ඛ൏ბಯಕವඝ౬  ಬದม෵๯โൽಲ౵
इसिलए කඝ ಏඝ ෥ഴൟ౨ ං౪ ೕච කඝ ๬ฤ 2 ಅඝ౬  ๬ฤ 2 ೯൤ಡ 1 ෇ค ඣಂൽಡ ಬದม෵๯ൟ౨ ං౪ ೕච ඦತರ rho 1 
කโ ಪഷ෷ൟ౨ ฆโದඝ౬  ಅದರ ඛ൏ბಯಕโ 1 ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ೯൤ಡ ಪ౵ ๺ ೯൤ಡ xy 0 y z x 0 1 xz x 2 y
ಅඝ౬  ಸಹಜ฿ಜ 2 คಂದ ೯൤ಡ ೯൤ಡ ಡ ಞ൐๭, ಅൿ ಈಗ ಅඝ౬  ಬದม෵๭ ෭ನ๺ ඣಂൽಡ කโ x y z r3 r3 r1 
ಏನඝ౬  ಪഷ෷ൟ౨ ං౪ ೕๅ
इसिलए ඛ൏ბಯಕโ 2 ಡ ಪ౵ ๺ ೯൤ಡ ೯൤ಡ ೯൤ಡ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං, ಈಗ කඝ x y z 1 xy 0 x y z 0 rho 1 
ಅඝ౬  ๬ฤ 3 0 0 ೯൤ಡ ඛಂದ ಕึ෷ൟ౨ ං౪ ೕච ಇൿ ൟ౳ ಆೕನ ෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ಎಂൿ ඛೕโ ಗಮඛ๯ൟ౨ ೕค ಮൡ౨  ൟ౳ ಆೕನ x y z 
෥౲ ഔ౳ ಋ౺  ನ ඛ൏ბಯಕโ ಕ൐ೕბಯ ಅಂಶಗಳ ಉತ౭ ನ౬ ฿ಜං ಎಂൿ ನಮಡ ൟัൽං ಈಗ ಈ ಕ൐ೕბಯ ಅಂಶಗำ ಪ౵ ๺ x y 
ಪ౵ ๺ ಮൡ౨  ಪ౵ ๺ ಪ౵ ๺ z x y z
इसिलए ಅโಗಳ ಉತ౭ ನ౬ โ ಪ౵ ๺ ಪ౵ ๺ ಆಜං ೓ಕವඝ౬  ಪ౵ ๺ ೯൤ಡ ೯൤ಡ ඛಂದ ಞ൐ಸมಞತ౨ ංx y z x y y z 
इसिलए ಒഓౣ ฉ ඛ൏ბಯಕโ 2 ಆಜ ಪ౵ ๺ ೯൤ಡ ๸තಣბ ಘನ฿ಜฆತ౨ ංx y z 
इसिलए කโ ಅದඝ౬  ಸ౭ ಷౣ ฿ಜ เಸ౨ คಸยಲ౵  ಎಂಬ ಉತ౨ ರ ๰ಚච෴ಜං ಏಃಂದฉ ಪದಗำ ಬಹಳ ಉದ౪ ฿ಜං ಬಹಳ 
ಉದ౪ ฿ದ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಗำ ಅย౵  කโ ಈ ෩ฆ ಪದಗಳ ෮ತ౨ ವඝ౬  ಇඣ౬ ಂൿ ෩ฆ ಪದಗูಂൽಡ ಞ൐๭ದฉ ಇൿ 
ಒಂಬൡ౨  ಪದಗะಜರยං ಅൿ ಉත౲ ചಶನฯ ಆಜ ๵౮ ೕಟತำ౶ ತ౨ ං ಆದฉ කโ ಏඝ ෥ലං౪ ೕๅ ಎಂ්ದඝ౬  කโ ಕึದ
ವಗბ ಮൡ౨  ಈ ವಗბದย౵  ൧ೕค๭ದ ಅඡಕ ಞಣಲౘಣಗಳඝ౬  ว౽ౙ ೈರ ෥ಡฤ ಬಹಳ ಪค൏ಮ౽ค෴ಜ ಬಳ๭ං౪ ೕๅ. 
ಬಹಳ ಸರಳ฿ದ ඛඋბರಕ ಎರഴ ಏำ ಅರವ൤౨ ೖൿ ෩ฆ ಎಂഖ ಎಪ౭ ൤౨ ೖൿ ಮൡ౨  ಐൿ ಒಂಬൡ౨  ಎಂಬ൞౨ ರರ ඛ൏ბಯಕ 
ಅಂಶ ෴โൿ ಎಂൿ ಈಗ කඝ ಒಂൿ ๸ಌ౲ ತ౱ ಕ ಉർಹರൕಯඝ౬  ൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕච, ಆದฉ ಇൿ ൡಂ෇ ಜഔಲ฿ಜං 
ಆದฉ කඝ ಈ ಎರഴ ౽ಲෳ ಗಳඝ౬  ඣೕഴ൤౨ ೕච ಮൡ౨  කඝ ෩ರඡ ౽ಲෳ ಅඝ౬  ຂಡ ರ೉ಸಬ๾ൿ ಎಂൿ 
ඣೕഴ൤౨ ೕච ಇൿ 65 ಇย౵  කโ 7 ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಇย౵  ಇൿ 2 ಆಜං ಎಂൿ ನಮಡ ൟัൽං 7 คಂದ 9 63 ಪ౵ ๺ 2 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං 65 ಡ ಸ෥ನ฿ಜ 8 คಂದ 9 ಪ౵ ๺ 3 72 ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ೯൤ಡ 3 75 ಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  9 ಡ 9
ಪ౵ ๺ 5 ಆಜං 86 ಡ ಸಮ
इसिलए කโ ಅದඝ౬  2 7 9 ಡ 7 ಪ౵ ๺ 2 3 8 9 ಡ 8 ಡ 3 ಐൿ ಒಂಬൡ౨  ಒಂಬൡ౨  ಒಂಬൡ౨  ಒಂಬൡ౨  ಪ౵ ๺ ಐൿ ಎಂൿ 
ಬฉಯಬ๾ൿ ಏಃಂದฉ ౽ಲෳ ಅඝ౬  ಎರഴ ಅಂಶಗಳ ෮ತ౨ ฿ಜ ವ౲ ಕ౨ ಪല๯โದคಂದ කඝ ಅದඝ౬  ಎರಡರ ෮ತ౨ ฿ಜ 
ಬฉಯಬ๾ൿ ലಟ෦ბචಂഡ ಗำ ಎರഴ ಏำ ಒಂಬൟ౨ ඛಂದ ಏำ ෩ฆ ಎಂഖ ಒಂಬತ౨ ฌಳಡ ಎಂഖ  ಡ  ೯൤ಡ 5 9 9 9 2

 ಐൿ ಒಂಬൡ౨  ಐൿ ಇൿ ಎರഴ ౽ಲෳ ಗಳඝ౬  ಒಂඃ คೕൟಯർ౪ ಜං7 2 3 8 3
इसिलए ಇൿ ನಮಡ ๒ನ౲ ವඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං ಮൡ౨  ಇൿ ౽ಲෳ 3 ಅඝ౬  ຄಂൽං ౽ಲෳ 2 ಃౙ  9 ಪഖౣ  ກೋ౞  ಮൡ౨
इसिलए ലಟ෦ბචಂഡ ಅඝ౬  කඝ 9 ಅඝ౬  ൤ಡൿಆಂಡฉ ಅൿ 2 7 7 3 8 8 5 9 9 ಮൡ౨  ಅย౵  ඛ൏ბಯಕ฿ಜං ಇൿ ಒಂඃ 
ಎರഴ ౽ಲෳ ಗಳඝ౬  ຄಂൽං ಎಂൿ කโ ಉഴಆำ౶ ൤౨ ೕๅ
इसिलए ಅඩಯದ ඛ൏ბಯಕใ ๒ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ං
इसिलए ಉತ౨ ರ ಸค เർ౲ ൮ბ කඝ ಇಂൿ ಇย౵ ಡ ඛย౵ ๯൤౨ ೕච ಈ ತರಗൟಯย౵  කโ ಹಲ฿ฆ ඛ൏ბಯಕ ಞಣಲౘಣಗಳඝ౬  
ಪค๏ೕย๭ං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಆ ಞಣಲౘಣಗಳඝ౬  ಬಳ๭ಆಂഴ කโ ಹಲ฿ฆ ಸಮ๲౲ ಗಳඝ౬  ಪคಹค๭ං౪ ೕๅ ෨ಂൽನ 
ತರಗൟಯย౵  ലಟ෦ბචಂഡ ಸರಳ฿ದ ว౽ౙ ೈರ කඝ ಇඞ౬  ಃಲโ ಸಮ๲౲ ಗಳඝ౬  ඣೕഴ൤౨ ೕච ಮൡ౨  කඝ ඛ൏ბಯಕ 
ಅಂಶಗಳ ಪคಕಲ౭ ච෽ಂൽಡ ෨ಂൿವค෷൤౨ ೕච, เ๕ಷ฿ಜ ฿౲ ಕರಣದ ඛಯಮ ಮൡ౨  ಸ෦ೕಕರಣಗಳ ಪค๻ರ 
ಇ൞౲ ൽಗัಡ ಧನ౲ ฿ದಗำ 

Pru
tor
@
IIT
K




