
 ഡിئർമിനന്റുകെളുׯറിتു׺ ആദّ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ വിദّാർ،ികെള സٔാഗതം െചുؗുإ , 
ഐഐടി േപാളിന്െറ മുൻ ْപഭാഷണ׹ളിെല െമْടിക് സുകൾ നി׹ൾെبׯാവർുׯം 
പരിചിതമാെണ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ െമْടിക് സിെന വളെര വിശദമായി ചർ׺ 
െചᅃٝി؂ു؇്, അതിനാൽ ഒരു മാْടി٧്ع യഥാർ، അെ׸بിൽ സ׸ീർ؉ സംഖّകളുെട 
ചതുരാകൃതിയിലുت ഒരു േْശണിയാെണ്ؗ നി׹ൾׯറിയാെമ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗു. ഒരു മാْടിക് സ് a 
ആെണ׸ിൽ, ഞ׹ൾ അതിെന മുതൽ എ്ؗ പറ؁ുെകാ؇് a 1 1 a 1 2 a 1 na 2 1 a 2 2 a 2 n 
സൂചിؚിുؗുׯ, അതായത് അതിനാൽ മാْടി٧عിന്െറ ْകമം ആണ്. am 1 am 2 amn , m cross n m 
വരികൾ ഉ؇് , നിരകളിൽ എؗത് നിരയുെട رാനتു؋ മൂലകെ؋ AIj ith row jth 
സൂചിؚിുؗുׯ , എؗത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, എؗത് ഒؗിൽ നി്ؗ എؗതിന് തുലّമാണ്, aiji mj n 
ഓേരാ ഉം ഒരു യഥാർ، അെ׸بിൽ സ׸ീർ؉ സംഖّയാണ് . നി׹ൾ്ׯ മാْടി٧്ع സ׸ലന AIj 
വّവകലന ഗുണനവും ഇത് ഓർأയിെ׸بിൽ ْടാൻസ്േപാസ് െചإലും അറിയാം,  
ഡിئർമിനന്റുകെളുׯറിتു׺ ഈ ْപഭാഷണ പരآരയ്ׯായി ഒരു മാْടി٧عിൽ ഈ ْപവർ؋ന׹ൾ 
എ׹െന നട؋ാെമ്ؗ ഇത് പരിَരٕിുׯക. ഇതും ആ പحാ؋ല؋ിൽ ഓേരാ സ് കٔയർ െമْടിക് സിനും 
അനുേയാജّമായ ഡിئർമിനന്റ് എ്ؗ വിളിؗുׯത് ഞാൻ ആരംഭിുׯം, അതിെന ഡിئർമിനന്റ് എ്ؗ 
വിളിؗുׯ ഒരു സംഖّ ഞ׹ൾ ബؖെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ സ്കٔയർ മാْടി٧്ع എؓാണ് ഒരു സ്കٔയർ 
മാْടി٧്ع , അതിൽ വരികളുെട എ؉ം സംഖّയ്്ׯ തുലّമാണ്.  എؗത് 1 മുതൽ നും എؗത് 1 AIji n j 
നും നും തുലّമായതിനാൽ നിരകളുെട അെ׸بിൽ ഒരു ചതുര മാْടി٧്ع സൂചിؚിׯാം, അതായത് n 
െമْടി٧عിന്െറ വരികളുെട എ؉വും നിരകളുെട എ؉വും തുലّമാണ് , 
അ׹െനെയ׸ിൽ ഞ׹ൾ അതിെന ചതുര മാْടി٧്ع എ്ؗ വിളി1 .ുؗുׯ േْകാസ് 1 എؗ 
ْകമ؋ിലാെണ׸ിൽ ഡിئർമിനന്റ് എ׹െന നിർവചിׯെؚടുؗു, അതായത് ഒരു വരിയും ഒരു a 
നിരയും മാْതേമ ഉൂت എ׸ിൽ رിരാ׸ം പറയൂ ആെണ׸ിൽ അതിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് ആണ് a a a a 
ആെണ׸ിൽ 2 േْകാസ് ര؇് ആണ്, അവിെട 2 വരികളും 2 ഉ؇്  േകാള׹ൾ അേؚാൾ നമു്ׯ a one one 

എ്ؗ എഴുതാം , അതിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് നأൾ സൂചിؚിേׯ؇ത് 1 1 a one two a two one a two two 
േല്2 2 ׯ ൈമനസ് എؗാണ്. ഡയയുെട ഉൽؚؗ؋ിന്െറ വّതّാസം  േഗാണൽ a 2 1 to a 1 2 
മൂലക׹ളും ഓഫ ്ഡയഗണൽ മൂലക׹ളുെട ഗുണനവും ഉദാഹരണ؋ിന് ന് തുലّമാണ്, a 1 2 3 4 
പിെؗ യുെട ഡിئർമിനന്റ് ഒؗിൽ നി്ؗ നാലിൽ നി്ؗ മൂؗിേല്ׯ ര؇ിേല്ׯ തുലّമാണ്, നാല് a 
ൈമനസ് 6 , ൈമനസ് 2 ന് തുലّമാണ് മെئാരു ഉദാഹരണം തുലّമാണ് ഒരു ؛സ് ബിസി ؛സ് ബിസി a 
ൈമനസ് ബാ ൈമനസ് ബി , ഇതാണ് മാْടി٧്ع എ׸ിൽ ഇവ നാല് വّതُّ ٝസ്െകയിലറുകളാണ്, പിെؗ a 
യുെട ഡിئർമിനന്റ് തുലّമാണ് ؛സ് ബി , ൈമനസ് ബി ൈമനസ് സി ؛സ് ബി , സി ൈമനസ് ബി 
എؗിവയ്്ׯ തുലّമാണ്. സ്കٔയർ ൈമനസ് സി സ്കٔയർ ൈമനസ് ബി സ്കٔയർ ഒരു ചതുരം ൈമനസ് 
സി സ്കٔയർ ഒരു മൂؗാം ഉദാഹരണം എ േകാസ് തീئ ൈസൻ തീئ ൈമനസ് സിൻ തീئ േകാസ് തീئയ്്ׯ 
തുലّമാണ് ചില അനിയْؓിതമായ തീئയ്്ׯ പിെؗ യുെട ഡിئർമിനന്റ് േകാസ് സ്കٔയർ തീئ a 
ൈമനസ് ൈസൻ തീئയ്്ׯ തുലّമാണ് ൈമനസ് സിന് തീئയിേല്ׯ േകാസ് സ് കٔയർ തീئയും ൈസൻ 
സ് കٔയർ തീئയും തുലّമാണ് , ര؇് േْകാസ്  ഉت അവസാനെ؋ ഒരു ഉദാഹരണ؋ിന് തുലّമാണ് 2 a 1 
2 2 4 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ, യുെട ഡിئർമിനന്റ് 1 മുതൽ 4 ൈമനസ് 2 വെര  2 ആണ്  ര؇് േْകാസ് ടു a 
െമْടി٧ുع കളുെട ഡിئർമിനന്റ് അറിയുേآാൾ 4 ൈമനസ് 4 ന് തുലّമാണ് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ 
ഉയർؗ ഓർഡർ െമْടി٧ുع കൾׯായി ഡിئർമിനന്റ് വികസിؚിׯാം, ഉദാഹരണ؋ിന് ഇേؚാൾ 
പരിഗണിുׯക 3 േْകാസ് 3 മാْടി٧്ع അതായത് 3 േകാള׹ളും മൂ്ؗ വരികളും ഉ؇്, അതിനാൽ 
അനുവദിുׯക  a be a one one a one two a one three a 2 1 a 2 2 a 2 3 or 3 1 a 3 2 a 3 3 
ഈ സാഹചരّ؋ിൽ യുെട ഡിئർമിനന്റ് തുലّമാണ്, അത് ആദّ വരി്ׯ ചുുئം വികസിؚിുׯം, a 
അതിനാൽ ഞാൻ 1 ആയി കണׯാ1  ുؗുׯ , ഇത് ഈ സബ് മാْടി٧عിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് െകാ؇് 
ഗുണിׯണം, അത് ഒരു 2 2 ൈമനസ് ആണ് , ഞാൻ ഇേؚാൾ ഞാൻ a 2 3 a 3 2 a 3 3 a 1 2 
വിപുലീകരിുׯകയാെണ്ؗ പറ؁തുേപാെല ആദّ വരി ര؇ാമെ؋ േകാളം എؗ പദം 
എടുുׯകയാണ്. മാْടി٧عിന്െറ ആദّ വരിയിെല ഡിئർമിനന്റ് , ഇത് ഉപ െമْടി٧്ع െകാ؇് ഗുണിുׯം, ഇത് 
നമു്ׯ ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ തിരി׺റിയാൻ കഴിയും, ഞാൻ 1 2 എടുؗുׯതിനാൽ ഞാൻ ഇത് 
പരിഗണിׯിب , ഈ േകാളം പരിഗണിׯിب, അതിനാൽ അവേശഷിؗുׯത് ഈ സബ് മാْടി٧്ع ആണ് a  

അതിനാൽ ൈമനസ് ഒരു 2 1 2 1 a 2 3 a 3 1 and a 3 3 a 1 2 wil  l a 2 three a three one a 
ഈ സബ് മാْടി٧്ع ഡിئർമിനന്റ് കൂടാെത ഇേؚാൾ ഒരു േമാഡ് ഘടകം മാْതേമ three three 

േശഷിൂتുؗുׯ , അത് 1 3 ആയതിനാൽ ആദّേ؋ത് ഇبാതാׯിയ േശഷം നമു്ׯ ലഭിؗുׯ സബ് 
െമْടി٧عിന്െറ 1 3 മട്׹ ഡിئർമിനന്റ് വരിയും മൂؗാമെ؋ നിരയും അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ
കാണാൻ കഴിയുؗത് ഒരു 2 1 ആണ്, അത് ഇേؚാൾ എനി്1 1 ׯ തവണ ആയി a 2 2 a 3 1 a 3 2 a 2 2 
3 3 ൈമനസ് ആയി വികസിؚിׯാൻ കഴിയും  2 എ 2 3 ൈമനസ് എ 2 എ 1 2 ഇൻ ടു എ ടു വൺ ഇൻ ْതീ a 3 
ْതീ ൈമനസ് എ ടു ْതീ ഇൻ ْതീ വൺ ؛സ് വൺ ْതീ ഇൻ ടു വൺ ഇൻ ْതീ ടു ൈമനസ് എ ടു ടു ടു ْതീ വൺ  
കൂടുതൽ എനി്ׯ ഇത് ഒ്ؗ ഒ്ؗ ര؇് 2 എ 3 3 ൈമനസ് എ 1 1 എ 3 2 എ 2 3 ൈമനസ് എ 1 2 എ 2 1 എ 3 3 
 .സ് എ 1 3 എ 2 ആണ്  1 ൈമനസ് അതിനാൽ a 3 2 a 1 3 a 2 2 to a 3 1؛ സ് എ 1 2 എ 2 3 എ 3 1؛
ഇത് 3 മാْടി٧عിന്െറ നിർ؉ായകമാണ് cos 3 aple a is equal to one two three 4 5 6 3 1 2. 
അതിനാൽ എؓാണ് സംഭവിׯാൻ േപാകുؗത് ഡിئർമിനന്റ് അതായത് 1 എؗത് ഈ സബ് a 1 1, 
മാْടി٧عിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ 5 മുതൽ 2 ൈമനസ് 6 േല്1 ׯ ൈമനസ് 2 ആയി  a 1 2 
ആണ് 2 2 ഈ സബ് മാْടി٧عിന്െറ ഡിئർമിനന്റിേല്4 ׯ േല്2 ׯ ൈമനസ് 3 േല്؛ 6 ׯസ് ഇത് 3 ആണ് 
അതിനാൽ 3 തവണ 4 േല്1 ׯ ൈമനസ് മൂؗിൽ നി്ؗ അ؀് എؗത് ഒരു തവണ പ്؋ ൈമനസ് ആറ് 
ൈമനസ് ര؇് തവണ എ؂് ൈമനസ് പതിെന؛ ؂്സ് 3 ന് തുലّമാണ്  തവണ 4 ൈമനസ് 15 തുലّമാണ് 4 ؛സ്
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20 ൈമനസ് 33 എؗത് 24 ൈമനസ് 33 ൈമനസ് 9 ന് തുലّമാണ് , ഈ 3 േْകാസ് 3 മാْടി٧عിന്െറ 
നിർ؉ായകമാണ് ഈ ױാസിെല മുئ പല െമْടി٧ുع കളും ഞ׹ൾ മتുئവർׯായി ക؂ൂّآിംഗ് െചإാൻ 
ْശമിുׯം , പേײ ആദّം എെؗ അനുവദിൂׯ  കുറ്׺ േപായിന്റുകൾ സൂചിؚിുׯക ഒ്ؗ   വരിയിൽ 
നി്ؗ പദ׹ൾ എടു്؋ ഒരു ഉപ െമْടി٧عിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് െകാ؇് ഗുണി്׺ ചിصം ؛സ് അെ׸بിൽ 
ൈമനസ് ഇ؂ുെകാ؇് ഞാൻ ഡിئർമിനന്റ് കണׯാׯിയത് നി׹ൾ ക؇ത് േപാെല ഒ്ؗ വരിയിൽ 
മാْതം വികസിؚിേׯ؇ത് ആവശّമാേണാ?  അതിനാൽ േഫാർമുല സٔാഭാവികമായ േചാദّം നി׹ൾ 
എبായ്േؚാഴും ആദّ വരിയിലൂെട േപാേക؇തുേ؇ാ എؗതാണ് ഉ؋രം , വാُവٝ؋ിൽ നമു്ׯ അത് 
ഏത് വരിയിേലാ ഏത് േകാള؋ിേലാ കൂടി വികസിؚിׯാം, എؗാൽ ചിലതിൽ നി׹ൾ ക؇ത് േപാെല 
ശരിയായ ഉപ െമْടി٧ുع ം ചിصവും തിരെ؁ടുؗുׯതിൽ ഞ׹ൾ ْശؑിേׯ؇തു؇് ചില പദ׹ളിൽ 
നأൾ ؛സ് ചിصം ഇടുؗ പദ׹ൾ ൈമനസ് ചിصം ഇടുؗു , അത് എ׹െന നിർ؉യിׯാം എؗ 
ആശയം താെഴ പറയും േപാെലയാണ്, നأൾ  ആം വരിയിലൂെട വികസിുׯകയാെണ׸ിൽ , യുെട a 
ഡിئർമിനന്റ് തുലّമാണ്, ന്െറ ഡിئർമിനന്റ് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ എഴുതാൻ അനുവദിുׯക  ഒരു AI 1 
സബ് മാْടി٧്ع ഞാൻ അതിെന എ്ؗ വിളിׯെ؂ , പവർ ؛സ് 1 ؛സ് ൈമനസ് 1 മുതൽ പവർ ؛സ് mi 1 i i 

േല്ׯ ൈമനസ് 1 എؗ ഒരു ചിصം ഉ؇ാകും, അത് വരിയുെട ര؇ാമെ؋ ഘടകമായ സബ് 2 AI 2 
മാْടി٧്ع ഡിئർമിനന്റ് െകാ؇് ഗുണിുؗുׯ  സബ് മാْടി٧്ع എؗത് യഥാർ، െമْടി٧عിൽ mi 2 , mi 2 
നി്ؗ വരിയും ര؇ാമെ؋ േകാളവും ഇبാതാؗുׯതിലൂെട ലഭിുؗുׯ , അവസാനം നأൾ സബ് ith 
മാْടി٧്ع ന്െറ പവർ ؛സ് െനയ്ൻ ഡിئർമിനന്റിേല്ׯ ൈമനസ് 1 എഴുതും. മാْടി٧عിന്െറ min- i th 
വരിയും നിരയും ഇبാതാؗുׯതിലൂെട ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഏത് വരിയിൽ വിപുലീകരിുؗുׯ nth 
എؗതിെന ആْശയി്׺ ഓേരാ േപായിന്റിലും സൂْതവാകّം വّװമാകും, ഞ׹ൾ അനുബؖ ഉപ 
െമْടിക് സുകൾ എടുׯണം , അവ നിബؖനകൾ െകാ؇് ഗുണിׯണം. അതിന്െറ അടയാളം നأൾ 
ഇേؚാൾ വികസിؗുׯ മൂലക؋ിന്െറ വരി നآറും േകാളം നآറും അനുസരി׺ായിരിുׯം 
നിർ؉യിുׯക , അത് ൈമനസ് 1 മുതൽ പവർ ؛സ് 1 വെര ആകും, ൈമനസ് 1 മുതൽ ؛സ് വെര i i j 

ന്െറ ഗുണന؋ിന്െറ ലײണമാണ് െകാ؇് ഗുണിؗുׯത്, അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് AIj mij 
ചിْതീകരിׯാം, അേത മാْടി٧്ع ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ നാല് അ؀് ആറ് മൂ്ؗ ഒ്ؗ ര؇് പരിഗണിുׯക , ഞ׹ൾ 

യുെട ഡിئർമിനന്റ് ൈമനസ് ഒآതിന് തുലّമായി വികസിؚി്׺ കണׯാുؗുׯ ആദّ വരി നമു്ׯ a 
ആദّെ؋ നിരയിൽ കൂടി വികസിؚിׯാം, അതിനാൽ യുെട ഡിئർമിനന്റ് ഒؗിന് തുലّമാണ് , അ؀് a 
െകാ؇് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആറ് ആׯി ൈമനസ് 1 മുതൽ പവർ 2 , 1 എؗിവെയ െകാ؇് elem 
ഗുണി׺ാൽ ഗുണിുׯക  ര؇ാമെ؋ വരിയും ആദّ നിരയും ഇبാതാؗുׯതിലൂെട ലഭി׺ ent 4 , 
സബ് മാْടി٧عിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ, ഇത് ര؇ിൽ നി്ؗ ര؇് ൈമനസ് മൂ്ؗ ആയി 
ഒؗായി ؛സ് ൈമനസ് 1 ആകും, ഈ മൂലക؋ിന്െറ ശװിയിൽ ഇത് മൂؗാം നിരയിെല ആദّ നിര 
മൂലകമാണ്.  3 ؛സ് 1 െന 3 െകാ؇് 2 ആׯി 6 ൈമനസ് 3 ആയി 5 ഗുണി׺ാൽ 1 തവണ 10 ൈമനസ് 6 
ൈമനസ് 4 തവണ 4 ൈമനസ് 3 ؛സ് 3 തവണ 12 ൈമനസ് 15   തുലّമാണ്  സമം 4 ൈമനസ് 4 ൈമനസ് 
ഒآത് ൈമനസ് ഒآതിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഞാൻ മൂؗാമെ؋ േകാള؋ിലൂെട വിപുലീകരിׯെ؂, 
നമു്ׯ ഒരു ര؇് മൂ്ؗ നാല് 5 6 3 1 2 തുലّമാണ് , ഞ׹ൾ മൂؗാം നിരയിലൂെട വികസിുؗുׯ അതിനാൽ 

യുെട ഡിئർമിനന്റ് തുലّമാണ് ൈമനസ് 1 മുതൽ പവർ വെരയുت ആദّ വരി മൂؗാം നിര ഒ്ؗ ؛സ് a 
ْതീ ഈ സബ് മാْടി٧عിന്െറ ഡിئർമിനന്റിേല്ׯ നാലിൽ നി്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ് മൂ്ؗ മുതൽ 5 വെര ؛സ് 
ൈമനസ് 1 മുതൽ പവർ 2-ആം വരിയിേലുׯം 3-ാം നിരയിേലുׯം ഈ ഘടകം 6 ആണ് , ഞാൻ അതിെന 
ഗുണിുׯകയാണ് ടിയുെട ഡിئർമിനന്റ്  അവന്െറ സബ് മാْടി٧്ع ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ ഒ്ؗ അതിനാൽ അത് 
ഒരു േഡാ؂് ഒ്ؗ ൈമനസ് ْതീ േഡാ؂് ര؇് ؛സ് ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ പവർ മൂؗാം നിര മൂؗാം നിര വെര 
ആയിരിുׯം ആ ഘടകം ര؇് എؗത് ഒരു േഡാ؂് അ؀് ൈമനസ് 2 േഡാ؂് 4 െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഇതിന് 
തുലّമാണ് 1  4 ൈമനസ് 15 ഇത് ൈമനസ് 6 േല്1 ׯ ൈമനസ് 6 ؛സ് 2 േല്5 ׯ ൈമനസ് 8 എؗത് ൈമനസ് 
പതിെനാؗിന് തുലّമാണ്, ײമിׯണം, എനി്ׯ ഇവിെട മൂ്ؗ മൂലകം നഷ് ടമായി, അതിനാൽ ഇത് മൂ്ؗ 
െകാ؇് ഗുണിׯണം അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് മുؚ؋ി മൂ്ؗ ആയിരിുׯം ഇത് ൈമനസ് ആണ്  5 
ൈമനസ് 6 ആയതിനാൽ ഇത് 30 ആണ് , ഇത് ൈമനസ് 3 ആയി 2 ആണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് ആറ് 
ൈമനസ് ഒآതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ വّതُّ ٝവരികളും വّതُّ ٝേകാള׹ളും ഉപേയാഗി്׺ 
വിപുലീകരിؗുׯതിലൂെട നമു്ׯ ഒേര ഉ؋രം ലഭിുؗുׯെവ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും. െപാതുവായ
മാْടി٧്ع പരിഗണിുׯക , ْതീ ൈബ ْതീ മാْടി٧്ع എؗത് 1 1 a a 1 2 a 1 3 a 2 1 a two two a two 

എؗതിന് തുലّമാണ്.  ഒരു 3 3three a three one a three two and three three a 1 1 int  oa 2 2 
ൈമനസ് േല്2 3 ׯ ൈമനസ് േല്1 2 ׯ േല്3 3 ׯ ൈമനസ് േല്؛ 1 3 ׯസ് a 2 3 a 1 2 a 2 3 a 1 3 
േല്1 2 ׯ േല്2 3 ׯ ൈമനസ് േല്1 3 ׯ. ഇത് ഒരു 1 1 ൈമനസ് a 2 2 a 2 2 a 3 3 a 1 1 a 2 3 a 3 2 
ൈമനസ് ؛സ് കൂടാെത a 1 2 a 2 1 a 3 3 a 1 2 a two three a three one a one three a 2 1 a 3

വരി 3 ലൂെട വികസിുׯേآാൾ നമു്ׯ യുെട ഡിئർമിനന്റ് ഉ؇്, 3 1 2 minus a 1 3 a 2 2 a 3 1 a 
ആയി 1 2 ൈമനസ് ആയി .  ര؇് ര؇് ൈമനസ് ഒരു മൂ്ؗ ര؇് ഒؗിേല്ׯ ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ a 2 3 a 1 3 
ൈമനസ് എ 1 3 എ 2 1 ؛സ് എ 3 3 ഇൻ എ 1 1 എ 2 2 ൈമനസ് എ 1 2 ഇൻ എ 2 1 ഇത് 1 2 എ 2 ന് തുലّമാണ്  3 a
3 1 minus a 1 3 a 2 2 a 3 1 minus a 1 1 a 2 3 a 3 2 plus a 1 3 a 2 1 a 3 2 plus a 1 1 a 2

ഇേؚാൾ ഈ ര؇് വിപുലീകരണ׹ളും താരതമّം െചᅃٝാൽ 2 a 3 3 minus a 1 2 a 2  1 a 3 3 
നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് കൂടാെത ഒ്ؗ ഒ്ؗ ര؇് ര؇് മൂ്ؗ മൂ്ؗ ഇവിെടയും നമു്؛ ׯസ് a11 a22 a33 
ൈമനസ് ഇവിെടയും ഉ؇് ൈമനസ് പിെؗ നമു്ׯ ൈമനസ് a11 a23 a32 a 1 1 a 2 3 a 3 2 a 1 2 a 

ഇവിെടയും നമു്ׯ ൈമനസ് ഉ؇് അടു؋ േടം കൂടി 2 1 a 3 3 a 1 2 a 2 1 a 3 3 a 1 2 a 2 3 a 
ഒ്ؗ ഇവിെടയും നമു്؛ ׯസ് വൺ ടു , ടു ْതീ , ْതീ ഒ്ؗ ؛സ് ഒരു മൂ്ؗ , ര؇് ഒ്ؗ , മൂ്ؗ ര؇് ഉ؇്, three  

ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു 1 3 എ 2 1 എ 3 2 ൈമനസ് എ 1 3 എ 2 2 എ 3 1 ഉ؇് , ഞ׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ഉ؇്  a one three
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എؗതിനാൽ ഞ׹ൾ അതിെന വരി ഒؗിൽ കൂടി വികസിؚിؗുׯതിനുപകരംa two to a three one 
3 വരിയിൽ കൂടി  വികസിؚി׺ി؂ുെ؇׸ിൽ നി׹ളുെട േബാധّ؋ിന് ഞ׹ൾ്ׯ അേത ഉ؋രം 
ലഭിുׯം, ഞാൻ ഇേؚാൾ ര؇ാമെ؋ േകാള؋ിൽ കൂടി വികസിؚിׯാം  ഒ്ؗ, ര؇് , ഒ്ؗ മൂ്ؗ , ര؇് ഒ്ؗ
എ 2 2 എ 2 3 എ 3 1 എ 3 2 എ 3 3, അതിനാൽ ര؇ാമെ؋ േകാളം വികസിؗുׯതിന്െറ നിർ؉യം 
ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് ആണ്. ര؇് ഒ്ؗ ؛സ് ടു മൂ്ؗ ആണ്, അത് ഒئ സംഖّയാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ 
മുതൽ പവർ മൂ്ؗ എؗത് ൈമനസ് ൈമനസിന് തുലّമാണ്, ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് ആׯി ര؇് ഒ്ؗ മൂ്ؗ 
മൂ്ؗ ൈമനസ് മൂ്ؗ ഒ്ؗ ഇൻ ഒരു ടു ْതീ ؛സ് േല്1 1 ׯ ൈമനസ് a 2 2 a 3 3 a one three a three 

ൈമനസ് കാരണം ഞാൻ ഇേؚാൾ ഒരു ْതീ ടു ഉപേയാഗിؗുׯത് ഒരു one a 3 2 to a 1 1 to a 2 3, 
വൺ എ ടു ഡിئർമിനന്റ് ആണ്  മൂ്ؗ ൈമനസ് എ ഒ്ؗ ْതീ എ 2 1 അത് വികസിുׯേآാൾ നമു്ׯ 
ൈമനസ് എ 1 ടു എ ടു വൺ എ ْതീ ْതീ ؛സ് എ വൺ ടു എ ടു ْതീ എ 3 1 ؛സ് എ 1 1 എ 2 2 എ 3 3 ൈമനസ് 
എ 1 3 എ 2  2 ആദّ വരിയിൽ a 3 1 minus a 1 1 a 2 3 a 3 2 plus a 1 3 a 2 1 a 3 2  
വികസിؚി്׺ നമു്ׯ ലഭി׺ ഫല׹ളുമായി ഒ്ؗ ഒ്ؗ ര؇് എ്ؗ താരതമّം െചإാം. മൂ്ؗ മൂ്ؗ ഇവിെടയും
നമു്ׯ ഒ്ؗ ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ മൂ്ؗ ൈമനസ് ഒരു ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ മൂ്ؗ ര؇് ൈമനസ് എ 1 1 എ 2 3 എ 3 2 
ൈമനസ് എ 1 2 എ 2 1 എ 3 3 ൈമനസ് എ 1 2 a 2 1 a 3 3 plus a 1 2 a 2 3 a 3 1 plus a 1 2 a two 
three a three one plus a one three a two one a three two plus a one three a two one a 

ഒടുവിൽ ൈമനസ് ൈമനസ് ഇ׹െന നأൾ three two , a  1 3 a 2 2 a 3 1 a 1 3 a 2 to a 3 1 
കാണുؗു ഞ׹ൾ ആദّെ؋ വരിയിേലാ മൂؗാമെ؋ വരിയിേലാ ര؇ാമെ؋ നിരയിേലാ 
വികസിؚി׺േؚാൾ , ഏെത׸ിലും െപാതുവായ മാْടിക് സിന് സമാനമായ ഉ؋രം ഞ׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം, 
ഇത് ഒരു െതളിവب, എؗാൽ നി׹ൾ ഇത് വരി  അെ׸بിൽ േകാളം  എؗിവയ് െׯാؚം 2 1
വിപുലീകരിׯേണാ എ്ؗ സമാനമായ രീതിയിൽ നി׹ൾ്ׯ പരിേശാധിׯാൻ കഴിയും. േകാളം 3 
നി׹ൾ്ׯ ഒേര പദْപേയാഗം ലഭിുׯം, അതിനാൽ യുെട ഡിئർമിനന്റ് അതിന്െറ a 
വിപുലീകരണ؋ിനായി ഞ׹ൾ പരിഗണി׺ത് ഏത് നിരേയാ നിരേയാ പരിഗണിׯാെത തെؗ 
ആയിരിുׯം, വിപുലീകരണ േഫാർമുല നി׹ൾ ഓർׯണെമ്ؗ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ  ഉചിതമായ സബ്
മാْടി٧عിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് െകാ؇് അതിെന ഗുണി്׺ ഗുണിׯണം, ആം മൂലകമാെണ׸ിൽ, ij-
പരിഗണനയിെല ഘടകം പരിഗണി്׺ നأൾ ചിصം ശരിയായി ഇടണം, അത് ന്െറ പവർ ഐ ؛സ് ij-
എؗതിന്െറ ൈമനസ് ഒؗായിരിുׯം. തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ വിപുലീകരിുׯേآാൾ അതിന് ഡിئർമിനന്റ് j 
ലഭിുׯം, മ്ئ വരികളിേലാ മ്ئ നിരകളിേലാ വികസിؚിു׺െകാ؇് ഇത് رിരീകരിׯാൻ ഞാൻ 
നിർേؐശിുؗുׯ, ഇേؚാൾ ഡിئർമിനന്റ് േْപാؚർ؂ിന്െറ ചില സവിേശഷതകൾ നമു്ׯ പരّേവײണം 
െചإാം യുെട ഒരു ഡിئർമിനന്റ്  േْകാസ്  ന്െറ ْടാൻസ് േപാസ്  ഡിئർമിനന്റിനു തുലّമാണ്, a 2 2 e 
നമു്ׯ പരിഗണിׯാം എ്ؗ  നമു്ׯ എളുؚ؋ിൽ പരിേശാധിׯാം ആഡ് ൈമനസ് ബിസി abcd 
ആകെ؂, അത് ഒؗുതെؗയാണ് , ْതീ ൈബ ْതീ മാْടിക് സ് എؗത് ഒ്ؗ ഒ്ؗ, ര؇്, ഒരു മൂ്ؗ, ര؇്, ര؇് , a 
ര؇്, ْതീ , മൂ്ؗ, ഒരു മൂ്ؗ  എ എؗതിന് തുലّമാണ്.   അതിനാൽ ഒരു ْടാൻസ് േപാസ് 2 3 3 1 1 a 1 2 a 1 

എؗതിന് തുലّമാണ് 3 a two one a two a two three a three one a three two a three three th 
എഴുതുؗതിലൂെട നമു്ׯ ഒരു മാْടിക് സിന്െറ ْടാൻസ് േപാസ് ലഭിുׯെമ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം.  row ith 

േകാളം ആയതിനാൽ ആദّ നിര ര؇ാം നിരയായി മാറുؗു, ര؇ാമെ؋ നിര ര؇ാം നിരയും മൂؗാം നിര
മൂؗാം നിരയും ആയി മാറുؗു, അതിനാൽ ഒരു ْടാൻസ് േപാസിന്െറ നിർ؉യം എؓാണ്, നമു്ׯ വീ؇ും 
ആദّ വരിയിൽ കൂടി വികസിؚിׯാം, അതിനാൽ ഇത് ര؇് ര؇് േഡാ؂ുകൾ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ 1 1 
ആണ്.  മൂ്ؗ മൂ്ؗ ൈമനസ് ഒരു മൂ്ؗ ര؇് ഒരു ടٔി  മൂ്ؗ ൈമനസ് ഇേؚാൾ ഞാൻ ആദّ വരിയിൽ o 
വികസിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് 2 1 െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ 1 2 മുതൽ 3 3 ൈമനസ് േല്؛ 2 3 ׯസ് a 1 3 a 3 
1 െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ 1 2 ആׯി 2 3 ൈമനസ് 2-ൽ 1 3 എؗത് ഇേؚാൾ വികസിؚി׺ാൽ നമു്ׯ ഒരു 1a 2  

ൈമനസ് ലഭിുׯം 1 a 2 2 a 3 3 a 1 1 a 3 2 a 2 3 minus a 2 1 a 1 2 a 3 3 plus a 2 1 a 1 3 
ഇത് നമു്ׯ ലഭി׺ ഫല׹ളുമായി a 3 2 plus a 3 1 a 1 2 a 2 3 minus a 3 1 a 2 2 a 1 3 

താരതമّം  െചإാം  ആദّ നിരയിൽ ഇത് വിപുലീകരി׺േؚാൾ നമു്ׯ ലഭി׺ത് ഇതാണ്  ൈമനസ് ഒരു 
ഒ്ؗ, മൂ്ؗ, ര؇് , ര؇് മൂ്ؗ ൈമനസ്, ഒ്ؗ, ര؇്, മൂ്ؗ, മൂ്ؗ ൈമനസ് ,  ഒ്ؗ അതിനാൽ ഈ പദം ഈ 
പദ؋ിന് തുലّമാണ്, കൂടാെത ഒ്ؗ മൂ്ؗ ര؇് ഒ്ؗ എ  മൂ്ؗ ര؇് ഒരു മൂ്ؗ, ര؇്, മൂ്ؗ ര؇് , ൈമനസ് 
ഒ്ؗ മൂ്ؗ , ര؇്, മൂ്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ്, ഒ്ؗ മൂ്ؗ, ര؇്, ര؇് മൂ്ؗ ഒ്ؗ, അതിനാൽ നിബؖനകൾ ഒേര 
ചി؋صിന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ യുെട ഡിئർമിനന്റ്  ഒരു ْടാൻസ് േപാസിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് a 
േപാെല തെؗ ഇത് ഒരു േْപാؚർ؂ി ആണ് ര؇് ഒരു ഡയഗണൽ മാْടിക് സിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് ര؇് 
അതിന്െറ ഡയഗണൽ മൂലക׹ളുെട ഉൽؚؗമാണ് ഈ േْപാؚർ؂ി എبാ േْകാസ് ചതുര n n 
െമْടിക് സിനും ശരിയാണ്, എؗാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട െചؗുإത് മൂ്ؗ േْകാസ് മൂേؗാ രേ؇ാ ആണ്  ര؇് 
േْകാസ് േْകാസ് ര؇് അതിനാൽ നമു്ׯ പരിഗണിׯാം എؗത് ഒ്ؗ ഒ്ؗ ര؇് ര؇് മൂ്ؗ മൂ്ؗ a 
എؗതിന് തുലّമാണ് , മ്ئ മൂലക׹െളبാം പൂജّമാണ്, കാരണം ഇത് ഒരു മാْടി٧്ع ആയതിനാൽ അത് 
ആദّ വരിയിൽ കൂടി വികസിؚിׯണെമ׸ിൽ അത് ഒരു ആയിരിുׯം  1 1 ഒരു 2 2 െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ 3 
3 ൈമനസ് 0 ൈമനസ് 0 മട്׹ ഈ ഡിئർമിനന്റ് ഞാൻ എഴുതുؗിب, കാരണം ഇത് പൂജّവും 0 മട്׹ ഈ 
ഡിئർമിനന്റും െകാ؇് ഗുണിׯാൻ േപാകുؗു, അത് വീ؇ും ഞാൻ എഴുതുؗിب, കാരണം ഇത് b 
ഗുണി׺തിനാൽ ഞാൻ എഴുതുؗിب അതിനാൽ ഈ പദെമبാം അْപതّײമാകുؗത് ഒരു 1 1 y 0 a 2 2 

ആണ്, a 3 3 
അ׹െന ഒരു ഡയഗണൽ മാْടി٧്ع ആെണ׸ിൽ അതിന്െറ നിർ؉യം അതിന്െറ ഡയഗണൽ a 
മൂലക׹ളുെട ഗുണ؋ിന്െറ ഗുണനമായിരിുׯം 3 ഒരു ْതിേകാണ മാْടി٧عിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് 
ഉൽؚؗമാണ് അതിന്െറ ഡയഗണൽ മൂലക׹ളുെട ഉദാഹരണം പരിഗണിുׯക എؗത് ഒരു 1 1 a a 1 2

ന് തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ യുെട ഡിئർമിനന്റ് നأൾ ആദّെ؋ a 1 3 0 a 2 2 a 2 3 0 0 a 3 3 a 
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േകാള؋ിൽ കൂടി വികസിുׯകയാെണ׸ിൽ ന് തുലّമാണ്  ഒരു 2 2 ൈമനസ് 0 മട്׹ ഒരു a 1 1 a 3 3 
2 3 ൈമനസ് 0 മട്׹ ഈ ഡിئർമിനന്റിേല്ׯ ഞാൻ എഴുതുؗിب, കാരണം ഇത് 0 െകാ؇് 
ഗുണി׺തിനാൽ ഇത് 0 മട്׹ ഈ ഡിئർമിനന്റാണ്, പേײ അതാണ് െമئീരിയൽ, കാരണം ഇത് 0 െകാ؇് 
ഗുണിׯെؚടുؗു, അതിനാൽ നأൾ  അവേശഷിؗുׯത് ഒരു 1 1 , ര؇്, മൂ്ؗ മൂ്ؗ, അതിനാൽ നമു്ׯ 
ഏെത׸ിലും ഡയഗണൽ അെ׸بിൽ ْതിേകാണ മാْടി٧്ع നൽകുേآാൾ , ആദّ വരിേയാ ആദّ നിരേയാ 
ഉപേയാഗി്׺ വികസിؚി്׺ ഡിئർമിനന്റ് കണׯാׯാൻ നമു്ׯ ബുؑിമുേ؂؇ിവരിب , ഞ׹ൾ അത് 
േനാുׯം, ഞ׹ൾ മനشിലാുׯം അത് ഒരു ആയതിനാൽ  േകാണീയ മാْടി٧്ع അതിന്െറ ഡിئർമിനന്റ്TR 
ഒരു വരിയിേലാ നിരയിേലാ ഉت ഓേരാ മൂലകവും എؗ رിരാ׸ം െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ, ഡയഗണൽ k 
മൂലക׹ളുെട േْപാؚർ؂ി നാലിന്െറ ഗുണനമായിരിുׯം അതിന്െറ ഡിئർമിനന്റ്.    1.  1 കാ ഒ്ؗ ര؇് 
കാ ഒ്ؗ ْതീ ര؇് ഒ്ؗ ര؇് ര؇് മൂ്ؗ മൂ്ؗ ഒ്ؗ മൂ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ മൂ്ؗ പിെؗ ബി യുെട ഡിئർമിനന്റ് െക 
വൺ ക വൺ വൺ ഇൻ ടു ടു ടു ْതീ ൈമനസ് എ 2 3 എ 3 2 ൈമനസ് ക 1 2 ഇൻ എ 2 1 എ 3 3 ൈമനസ് എ 3 1 
എ 2 3 ؛സ് െക തവണ എ വൺ ْതീ ഗുണി׺ാൽ ര؇് ഒ്ؗ മൂ്ؗ ര؇് ൈമനസ് ര؇് ര؇് മൂ്ؗ ഒ്ؗ 
എؗി׹െന മൂ്ؗ പദ׹ളും ഒരു െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ എؗത് െപാതുവായതാെണ׸ിൽ എനി്ׯ k k 
ലഭിؗുׯത് അടിرാനപരമായി ഒ്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ് എ ടു ആണ്  ഒരു മൂ്ؗ ര؇് ൈമനസ് ഒരു t hree 
ഒ്ؗ ര؇ിേല്ׯ ര؇് ഒ്ؗ മൂ്ؗ ൈമനസ് ഒരു മൂ്ؗ ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ ؛സ് ഒരു മൂ്ؗ ഒരു ര؇് ഒ്ؗ മൂ്ؗ ര؇്
ൈമനസ് ഒരു ര؇് ര؇് മൂ്ؗ ഒ്ؗ , ഇത് ഒരു നിർ؉യം അبാെത മെئാؗുമب അതിനാൽ ഇത് ഒരു ശരി 
സുഹൃׯു؋െള നിർ؉യിؗുׯ െക സമയമാണ് , അടുױ ؋ാസിൽ ഞാൻ ഇ്ؗ ഇവിെട നിർുؗു؋, 
ഞാൻ കുറ്׺ േْപാؚർ؂ികൾ കൂടി പരّേവײണം െചുإം , ഡിئർമിനന്റുകളുമായി ചില ْപٍ׹٠ൾ കൂടി 
പരിഹരിׯാൻ ْശമിുׯം നؕി നി׹ൾ്ׯ 
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