
 िनधाŊरकांवरील या ʩाƥानात आपले ˢागत आहे िजथे आपण सम˟ा सोडिवǻावर लƗ कŐ िūत कŝ या ʩाƥानांǉा मािलकेत 
िनधाŊरकांशी संबंिधत अनेक संकʙना आʉी पािहʞा आहेत Ǜात िनधाŊरक पįरभािषत करǻापासून ते कोठे येतात ते पाहत आहोत 
आिण िनधाŊरकांचा िवलोम शोधǻात कशी मदत होते हे तपासत आहे.

समीकरणे सोडवǻाची Ůणाली आिण ȑाŮमाणे अथाŊतच ȑा संकʙनाȏक आह ʩाƥानांमधून आʉी काही   matrixes ah 
सम˟ा उदाहरणांǉा ŝपात देखील पािहʞा आहेत परंतु आʉाला या ʩाƥानासाठी काय करायचे होते ते सम˟ांवर लƗ कŐ िūत 
करायचे होते.
  अथाŊत संकʙनांचे संकʙनाȏक Ťाउंिडंग सम˟ांचे िनराकरण करǻासाठी महȕाचे आहे , जे एकाच वेळी िदले जाते कधीकधी 
सम˟ा सोडवǻामुळे संकʙनांǉा आपʞा आकलनात भर पडते आिण एका अथाŊने संकʙना समजून घेणे आिण सम˟ा सोडवणे या 
दोहोचंा हा चŢीय ˢŝप आहे.
 संकʙना पुɎा समजून घेणे जे आपʞाला सामŤीशी खरोखर पįरिचत करते ʉणून जर मी हे थोडेसे काढले तर  Ťािफक आिण ʉणा की
या संकʙना सम˟ा सोडवǻासाठी महȇाǉा आहेत परंतु आपण सामाɊत: पूरकपणे काय पाहणार आहोत ते ʉणजे जेʬा आपण 
सम˟ा सोडवतो तेʬा सम˟ा सोडवǻामुळे देखील आपʞा संकʙना समजून घेǻास आिण िवकिसत होǻास मदत होते
 ȑामुळे संकʙना समजून घेणे आिण सम˟ा सोडवणे यामधील हा एकंदर अिभŮाय आहे जो खरोखर मदत करतो.
 आमची सामŤीची एकंदरीत पकड आहे ʉणून या ʩाƥानात आʉी सम˟ा सोडवणारी िविशʼ उदाहरणे एक-एक कŝन बघू आिण 
सम˟ा सोडवणे आिण संकʙना समजून घेणे या दोɎी गोʼी एकमेकांशी कसे जातात हे पाहǻाचा Ůयȉ कŝ.
 सम˟ा Ůȑेक पायरीवर आपण काय कŝ शकतो आपʞा शƐता काय आहेत फƅ सामाɊत: सम˟ांबȞल चचाŊ करत आहोत, तर 
आपण सुŜवात कŝया ʉणून पिहली सम˟ा उदाहरण एक अशी पįरİ̾थती आहे िजथे आपʞाला िविशʼ िनधाŊरक ० ǉा बरोबरीचे 
असʞाचे दशŊवायचे आहे.
 ʉणून आʉी दाखवू इİǅतो जेʬा आपʞाकडे िनधाŊरक 1 1 1 आिण गुणा अिधक गुणा अिधक चŢीय bccaab b cb c a 
पȠतीने असतो गुिणले अिधक ʉणून आपण हे दाखवू इİǅतो की हे शूɊ बरोबर आहे ठीक आहे तर आपण हे कसे चांगले c a b 
कŝ शकतो अथाŊत िनधाŊरकाचे मूʞमापन करǻाचा थेट मागŊ कोणता आहे आिण नंतर दाखवा की ठीक आहे ते खरोखर शूɊावर जाते.
 काही गुणधमŊ पाहǻाचा Ůयȉ करा आिण पįरİ̾थती सुलभ करǻासाठी आपण ते वापŝ शकतो की नाही ते पहा, ʉणजे खरं तर ते 
अƗर आहे जे आपण करणार आहोत आिण ितथे आपʞाला जे िदसत आहे ते ठीक आहे जर तुʉी पिहला ˑंभ पािहला तर तो आहे  सवŊ 
एकदा दुस̴या रकाɊात आिण ितसरा एक ʉणजे अिधक अिधक अिधक असे um bc ca ab ok ab acbc baca cb ok 
अिभʩƅी आहेत ʉणून जेʬा आपण याचा िवचार केला तेʬा आपण ʉणू शकतो की आपण दुस̴या आिण ितस̴या ˑंभांची बेरीज OK 
केʞास सवŊ पंƅीसंाठी आपʞाला समान अिभʩƅी िमळते चला ते िलš या कदािचत हे सोपे करǻाचा मागŊ Ůदान करेल ʉणून आपण
ȑा डाʩा बाजूला 
िलšया जे आपण फƅ लƗात घेत होतो ते ʉणजे हे सवŊ 1 आहेत मग हे आहे आिण हे मला कŝ Ȩा  ते िवˑृत करा आिण bccaab 
ठीक आहे ʉणा  िकंवा आहे फƅ चŢीय Ţम राखǻासाठी अिधक आिण अिधक is ab plus ac ca ah bc ab ca bc
सवŊ ठीक आहे ʉणून आता आपण पाहतो की जर आपण या ˑंभाची आिण या ˑंभाची बेरीज िवचारात घेतली तर आपʞाला ab 
अिधक अिधक िमळेल.ca bc 
 की इथे देखील आपʞाला अिधक अिधक िमळेल आिण ȑाचŮमाणे येथे अिधक अिधक िमळेल तर आपण ab bc c ab bc ca 
ते कŝया आिण आपली एकूण समजूत आहे की आपण अिधक दोन ʉणणार आहोत आिण िनधाŊरकांǉा ah c 3 c 3 c 
गुणधमाōवŝन आपʞाला मािहती आहे.
 की हे अिवभाǛांचे मूʞ बदलत नाही ʉणून एक एक एक bccaab 
मग येथे आपʞाकडे अिधक अिधक अिधक अिधक आिण अिधक पृʿभाग आहेab bc caab bc ca ab bc ca 
 ȑामुळे या ˑंभातील सवŊ पंƅी एकसारƥा आहेत िकंबŠना आपण हे घटक काढू शकतो.
  संपूणŊ अिभʩƅी आिण फƅ एक एक सोडा ʉणून िनधाŊरकाची संबंिधत गुणधमŊ दशŊिवते की हे अिधक अिधक असे ab bc ca 
िलिहले जाऊ शकते आिण िनधाŊरक एक एक एक bccaab 
आिण पुɎा एक एक एक सवŊ बरोबर आहे ʉणून आʉी लƗणीयपणे केले आहे  िनधाŊरक अिधक संकुिचत अह या अटी सोɗा कŝन 
आिण नंतर आता काय चांगले आहे ते तुलनेने सरळ पुढे आहे याचा अथŊ मला काय ʉणायचे आहे याचा अथŊ असा आहे की आता 
आपʞाकडे आिण असे दोन ˑंभ आहेत जे एकसारखे आहेत आिणc1 c3 
 ȑामुळे 
िनधाŊरकाǉा गुणधमाŊनुसार आʉी लƗात घेतो की िनधाŊरक मूʞ शूɊ आहे जे आʉाला दाखवायचे होते ʉणून हे अिधक ab bc 
अिधक गुिणले 0 ǉा बरोबरीचे आहे आिण ते 0 का आहे कारण एक आिण तीन एकसारखे आहेत आिण आʉाला हे ca c c 
दाखवायचे होते  आʉाला ते बरोबर दाखवायचे होते
 ȑामुळे येथे जे िनरीƗण केले जाऊ शकते ते ʉणजे अथाŊतच आʉी िनधाŊरकाचा िवˑार कŝ शकतो परंतु जसे आʉी या गुणधमाōचा 
अɷास करǻाचे उिȞʼ पूवŎ सांिगतले होते तेच आता ठीक आहे असे ʉणायचे आहे की आʉी िनधाŊरकांचे मूʞांकन सोपे कŝ शकतो 
का ?  हे अिधक पȠतशीरपणे ते अिधक कायŊƗम बनवते आिण ʉणून आपण या उदाहरणात ˙ʼ केलेʞा पुढील पुनरŊचनाȪारे आपण 
पाš शकतो की आपण िनधाŊरकांची काही ओळख िसȠ कŝ शकतो जसे की आपण आता उम  बिघतले आहे
 ȑामुळे तुʉाला हे मािहत आहे की हे एक Ůासंिगकता Ůदान करते िकंवा गुणधमाōचा अɷास करǻासाठी उपयुƅता Ůदान करते जे 
आʉी पािहले की आʉी या उदाहरणाबȞल आणखी काय ʉणू शकतो ʉणून हे एक उदाहरण देते आʉी काही इतर उदाहरणे पाš 
शकतो बरोबर ʉणून आपण िनधाŊरकांचे गुणधमŊ कसे पाहǻाचा Ůयȉ कŝ शकतो याची काही इतर उदाहरणे पाš आिण पुढील 
उदाहरणासाठी मूʞमापन सुलभ करǻाचा Ůयȉ कŝ या, आपण खालील ओळख उदाहरण 2 पाš या िजथे आपʞाला खालील 
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िनधाŊरक 1 दशŊवायचे आहे.
हे एक वजा वजा वजा ǉा बरोबरीचे आहे. 1 1  abcbccaab bb cc a 

 हा िनधाŊरक या तीन संǒांचे उȋादन आहे हे आʉाला दाखवायचे आहे, ʉणून आपण ȑाबȞल कसे जायचे ते अथाŊतच आपण िनधाŊरकाचे 
मूʞमापन कŝ शकतो की नाही हे पाहणे येथे लƙ आहे.
 काही गुणधमŊ वापŝन ओळख दाखिवणे अिधक कायŊƗम बनवणार आहे
 ȑामुळे येथे डावीकडे 

आहे लƗात ठेवा की या ˑंभात तीन आहेत 1 1 1 abcbccaab 
 ȑामुळे आपण या दुस̴या पंƅीला पिहʞा पंƅीने वजा करǻाचा िवचार कŝ शकतो आिण ही एक शूɊाने बदलू शकतो कारण 
आपʞाला मािहत आहे की या पंƅीǉा ऑपरेशɌ जसे की दोन दोन वजा वन वर गेʞाने िनधाŊरकाचे मूʞ बदलणार नाही तरr r r 
काय होते जेʬा आपण असे करतो की आपʞाला 1 

िमळतेabc 
 ȑामुळे पिहली पंƅी न बदललेली असते दुसरी पंƅी 0 उणे वजा होतेb aca bc 
 ȑामुळे येथे ही गुणधमŊ वापरǻाचा फायदा होतो की पंƅीवर अशा Ůकारǉा ऑपरेशɌ केʞाने ȑाचे मूʞ बदलत नाही िनधाŊरक असा
आहे की आपण ही नोदं येथे एक वŝन शूɊावर बदलली आहे ȑाचŮमाणे आपण ितस̴ या पंƅीसाठी  ला तीन वजा वन वर r 3 r r 
असे कŝ शकतो ʉणून आपʞाकडे एक उणे 1 0 वजा वजा आिण उणे वजा आहे  ʉणून तेथे आʉी c ac a ab bcab bc 
असे केले आहे की आʉी या दोन ऑपरेशɌचा वापर केला आहे जे आʉाला मालमȅेȪारे मािहत आहे की िनधाŊरकाचे मूʞ बदलणार 
नाही आʉी हा ˑंभ 1 1 1 ते 1 0 0 केला आहे आिण फायदा असा आहे की  जर तुʉी या िनधाŊरकाचा िवˑार कŝ इİǅत असाल तर 
आʉी या ˑंभासह िवˑाįरत कŝ शकतो आिण नंतर आʉी फƅ या लहान 2 बाय 2 िनधाŊरकाचा िनधाŊरक घेऊ , अथाŊतच आʉी 
लƗात ƽा की हा उणे आहे आिण नंतर येथे उणे आिण पुɎा आपण घेऊ शकतो.b a ca bc ab 
 वजा एक सामाɊ कारण दोɎी अटीमंȯे आहेc 
 ȑामुळे िवˑार करǻाआधी आʉी संभाʩपणे आणखी एक मालमȅा वापŝ शकतो ती मालमȅा काय आहे मला हे िनधाŊरक पुɎा िलš
Ȩा आिण आʉी ȑावर एक नजर टाकू शकू ʉणून हा िनधाŊरक 1 0 0 वजा वजा होता.ab ac abcca 
  वजा बीसीएबी वजा बीसी लƗात ƽा की हे Ůमाण उणे गुिणले वजा असे िलिहले जाऊ शकते आिण हे वजा येथे सारखेचc b a b a 
आहे ȑाचŮमाणे हे Ůमाण वेळा िकंवा ȑाऐवजी उणे गुणा उणे असे िलिहले जाऊ शकते आिण लƗात ठेवा की हे  Ůमाण हे b b c a 
आताǉा गुणधमाŊŮमाणेच आहे जे आपण 
िनधाŊरकाचे मूʞ न बदलता या पंƅीमधून ही नोदं काढू शकतो, आपण हे उणे गुिणले 1 वजा असे िलš शकतो b a abc 0 1 c 
आिण आपण कŝ शकतो  या पंƅीसाठी असेच करा हे Ůमाण दोɎीमधून वजा काढा ʉणजे आमǉाकडे या वेळा वजा c a c 
गुणाकार एक िनधाŊरक आहे जेथे शेवटची पंƅी 0 1 आिण वजा आहेb 
 ȑामुळे आता आपʞाकडे 2 बाय 2 िनधाŊरक आहेत.
  या पंƅीǉा बाजूने आपण कधी िवˑाįरत होतो याचे मूʞमापन करǻासाठी कारण आपण दोन गुणधमाōचा वापर केला आहे Ǜामȯे 
आपʞाला पिहʞा ̾थानावर हे दोन शूɊ िमळाले आहेत.
  िनधाŊरकाचे मूʞ बदला ʉणजे जर शेवटी उणे वजा आिण हे दोन बाय दोन िनधाŊरक सोडले तर Ǜाचे मूʞमापन एकतर थेटv ac a 
वजा वजा वजा कŝन िकंवा इतर पȠतीȪंारे केले जाऊ शकते जसे की थेट ʩाƥा येथे b c v.
  वजा वजा आिण उणे वजा वजा ʉणजे अिधक वजा वजा आिण वजा व वजाac a b c cb ac a 
 ȑामुळे ते वजा अिधक बनतेb c 
 ȑामुळे ते समिमतीय बनवǻासाठी आपण हे वजा ʉणून िलš शकतोb 
 ȑामुळे आपण वजा िचɎ घेऊ  येथून बाहेर आिण ते वजा िचɎ येथे या संǒेमȯे जाऊ शकते ʉणून हे उणे गुिणले उणे आहेb c c a 
जे आपʞाला उजʩा बाजूǉा संदभाŊत दाखवायचे आहे ʉणून आता मुƥतः  यावर आधाįरत ऑपरेशɌǉा ŢमाȪारे  दोन गुणधमŊ जेथे 
आपण येथे बदललेʞा नोदंी 0 ने घेतʞा आहेत आिण दुसरी ही İ̾थर संǒा घेऊन आपण हे दाखवू शकलो आहोत की डाʩा हाताची बाजू
उजʩा बाजूǉा समान आहे
 ȑामुळे हे उदाहरण पूणŊ होते ʉणून आता आपण पाš.
 दुसरे उदाहरण आिण येथे िदलेले हे उदाहरण मनोरंजक आहे कारण पुɎा ते एका िविशʼ िनधाŊरकाचे मूʞांकन असलेʞा Ɨेũासारƥा 
भौिमतीय Ůमाणाशी संबंिधत आहे,
 ȑामुळे हे खरेतर समɋय भूिमतीमȯे ȑाǉा अिभʩƅीǉा संदभाŊत िलिहलेʞा िũकोणाǉा Ɨेũाशी संबंिधत आहे.
 
िशरोिबंदू असे िदलेले आहेत आिण आʉाला Ɨेũाचे सूũ मािहत आहे मी ते लवकरच िलिहतो परंतुx 1 y 1 x 2 y 2 x 3 y 3 
आʉी हे दशŊवू इİǅतो की ते काही िविशʼ मूʞमापन करǻासारखेच नाही.
  िनधाŊरक ʉणून मी ते िलšन ठेवतो आिण नंतर आपण ȑा िनधाŊरकाचे मूʞमापन कसे कŝ शकतो ते पाš शकतो ʉणून येथे उदाहरण 
खालील आहे आिण आिण वर िशरोिबंदू असलेʞा िũकोणाचे Ɨेũफळ अȯाŊ इतके आहे um x 1 y 1 x 2 y 2 x 3 y 3 x
एक दोन वजा तीन अिधक वजा अिधक वजा y y x 2 y 3 y 1 x 3 y 1 y 2.
 दशŊवा की ही अिभʩƅी िनधाŊरक अधाŊ एक दोन तीन एक दोन तीन एक यांचे मूʞमापन कŝन िमळवता येते  एकx x x y y y 
ʉणजे दुस̴ या शɨात आपʞाला हे दाखवायचे आहे की िũकोणाǉा िशरोिबंदंूǉा िनदőशांकांǉा संदभाŊत िलिहलेली अिभʩƅी या 
िनधाŊरकाǉा संदभाŊत ʩƅ केली जाऊ शकते िजथे पिहʞा ओळीत पिहले िशरोिबंदू आिण ȑानंतर 1 आहे आिण असेच इतर पंƅीसंाठी
आिण अथाŊतच आपण ƗेũाबȞल बोलत आहोत ʉणून आपण केवळ िनधाŊरकाचे सकाराȏक मूʞ घेǻाची काळजी घेतली पािहजे , जरी 
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आपण आधी चचाŊ केली होती तरीही आपण आमǉा हेतंूसाठी िचɎाचे काही भौिमितक अथŊ देखील देऊ शकतो.
  फƅ िचकट  हे जमŊनǉा िनरपेƗ मूʞापयōत आहे ʉणून ती अिभʩƅी लƗात घेऊन आʉी हे दाखवू इİǅतो की हे दोघे समान k 
मूʞ घेतात ʉणून आधी आपण िनधाŊरकापासून सुŜवात कŝ आिण ते वरील अिभʩƅीǉा समान आहे की नाही हे दाखवǻाचा Ůयȉ 
कŝ .
  उजवीकडे िकंवा नाही तर दुस̴ या शɨात आपण दाखवू ʉणून आपʞाला दाखवावे लागेल की अधाŊ गुणा x 1 x 2 x 3 y 1 y

हा ितथून उȥवलेʞा Ɨेũाǉा अिभʩƅीǉा समान आहे जो अधाŊ आहे.2 y 3 1 1 1 
वजा अिधक वजा एक अिधक तीन एक वजा दोन तर बघूया तर डावीकडून सुŜवात  x 1 y 2 y 3 x 2 y 3 y x y y 

कŝ ʉणजे हा अधाŊ ने गुणाकार केलेला िनधाŊरक आहे बरोबर तर हा आणखी एक x 1 x 2 x 3 y 1 y 2 y 3 1 1 1 
िनधाŊरक आहे Ǜाचा एक ˑंभ सवŊच आहे.
 
आपण हे कसे हाताळू शकतो जसे आपण आधी काय कŝ शकतो ते ʉणजे आपण शेवटची पंƅी आिण दुसरी पंƅी देखील वजा कŝ 
शकतो.
  पिहली पंƅी ʉणजे ˑंभ शेवटचे ˑंभ आिण शेवटǉा ˑंभात ȑापैकी फƅ एक आहे एक आहे आिण बाकी शूɊ आहेत मला ch 
काय ʉणायचे आहे मला काय ʉणायचे आहे ते मी येथे िलš दे की मला असे ʉणायचे आहे की दोन दोन वजा एक आिण r r r r 
तीन बरोबर वजा होतो आिण आʉी  हे जाणून ƽा की या ऑपरेशɌसह गुणधमŊ असा आहे की िनधाŊरक मूʞ r 3 r 3 r 1 
बदलत नाही ʉणून आपण हे वजा एक ʉणून िलš शकतो ʉणून दोन वजा एक दोन वजा एक x 1 y 1 1 r 2 r x x y y 
आिण एक वजा एक शूɊ समान आहे  शेवटǉा पंƅीसह ʉणून तीन वजा एक तीन वजा एक ʉणा आिण नंतर x x y y n 
िनधाŊरकाचा िवˑार करǻासाठी हा एक नैसिगŊक ˑंभ आहे कारण तो फƅ या दोन संǒांचा एक उȋादन आहे कारण ते सह घटक 
ʉणून िनधाŊरक आहे  ही एंटŌ ी 0 उरलेली आहे.
 ʉणून ती अधाŊ वजा वजा वजा वजा आहे ठीक आहे आिण या उȋादनाची वेळ x 2 x 1 x 3 x 1 y 2 y 1 y 3 y 1 
वजा आहे ʉणून हे अधाŊ वजा वजा वजा आहे वजा वजा आिण आपʞाला जे दाखवायचे x2 x1 y3 y1 x 3 x 1 y 2 y 1 
आहे ते असे आहे की ते बेरजेǉा संदभाŊत आहे Ǜात सामाɊ आहे ʉणून Ȩा  ची ʬॅʞूज वाढवतो ʉणजे आपʞाकडे x x x 2 y 
3 वजा वजा वजा वजा वजा अिधक वजा आहे.y 1 x 1 y 3 y 1 x 3 y 2 y 1 x 1 y 2 y 1 

 ȑामुळे चा गुणांक असेल  दोन वजा एक वजा तीन अिधक एक ʉणून हे रȞ करतील ʉणजे हे अधाŊ एक x 1 y y y y y x y 
दोन वजा अिधक वजा आिण नंतर फƅ तेथे िचɎ बदलून अिधक वजा  आिण हेच y 3 x 2 y 3 y 1 x 3 y 1 y 2 
आʉाला पुɎा दाखवायचे आहे ʉणून हे एक उदाहरण आहे िजथे आपण िनधाŊरकांचे थेट मूʞमापन कŝ शकतो परंतु आपण येथे काय 
करत आहोत ते असे आहे की आपण काही गुणधमाōचा वापर करत आहोत जे Ůामुƥाने काही घटक कमी कŝन मूʞमापन सुलभ 
करǻासाठी करत आहोत.
  मॅिटŌ ƛचे Ǜाǉा िनधाŊरकाचे आपण शूɊावर मूʞमापन करत आहोत
 ȑामुळे ते एक सोपे िनधाŊरक मूʞमापन आहे ठीक आहे, ʉणून ही काही उदाहरणे होती जी आपण पािहली आता आपण एक तुलनेने 
कठीण उदाहरण पाš आिण आपण ते दोन Ůकारे पाš या एक ठीक आहे आपण कसे कŝ  िदलेʞा संदभाŊत सम˟ा सोडवा आिण 
ȑाकडे अिधक सामाɊपणे पहा आपण पाहत असलेʞा िनधाŊरक गुणधमाōचा वापर कŝन आपण ȑाकडे अिधक सामाɊ पȠतीने कसे 
पाš शकतो याचे िकमान रेखाटन करा ,
 ȑामुळे ही सम˟ा जी 
मुƥ सम˟ेमȯे िदसून आली आहे, ʉणून मला ते िलš Ȩा आिण मी ते कसे ते पाš.
  ȑाचे िनराकरण करǻासाठी येथे उदाहरण खालीलŮमाणे आहे ʉणून हे मुƥ सम˟ेवर आधाįरत आहे सम˟ा अशी आहे की जर हे 
अʚा आिण बीटा शूɊ नसतील आिण आʉी चे फंƕन पįरभािषत करतो जे अʚा पॉवर अिधक बीटा पॉवर आिण  खालील n n n 
िनधाŊरक 3 1 अिधक अिधक अिधक अिधक अिधक ʉणून हे दशŊवतात ʉणजे f 1 1 f 2 1 f 1 1 f 2 1 f 3 f 3 
जेʬा तुʉी बरोबर 3 लावता आिण हा अʚा अिधक बीटा घन आहे ʉणून ते जे पॉɗुलेट करत आहेत  या मॅिटŌ ƛǉा नोदंी एक n q 
अिधक दोन एक अिधक तीन आिण एक अिधक चार आह जर हे गुिणले एक वजा अʚा ˍेअर एक वजा बीटा ˍेअर f f f k 
आिण अʚा वजा बीटा ˍेअर असेल तर जर तसे असेल तर काय आहे? चे मूʞ आिण पयाŊय असे आहेत की ते 1 दुसरा आहे k cho 
बफŊ  ʉणजे ते उणे 1 आहे ितसरी िनवड ʉणजे अʚा टाइʈ बीटा आहे आिण चौथी पसंती आहे की ती 1 बाय अʚा बीटा आहे ʉणून 
ही सम˟ा  मधील आहे हा Ůʲ Ţमांक 65 2014 पेपर एक पुˑक ई जे  वेब मािहती Ůʲपिũका 2014 डॉट एचटीएम आह या वेबसाईट 
वŝन ते ऍƛेस केले गेले आहे   आिण िवशेषत: ती पीडीएफ फाइल िझरो िसƛ 0 4 2 0 1 4 ई डॉट पीडीएफ आहे
 ȑामुळे हे आह आहे.
  पेपर ʉणून ही मुƥ सम˟ा आहे ʉणून ही एक सामाɊ सम˟ा आहे जी आता िदली आहे, अथाŊतच सम˟ा लƗात घेतʞास ȑाचे 
िनराकरण करǻाचे अनेक मागŊ आहेत अहो आपण काही मागŊ पाš या जे शोधǻाचा Ůयȉ करǻासाठी उपयुƅ ठŝ शकतात.
 यापैकी पिहʞा मȯे चे मूʞ आपण काय कŝ शकतो हे आपण ʉणू शकतो ठीक आहे शेवटी आपʞाला चे मूʞ ah k ah k 
शोधायचे आहे
 ȑामुळे कदािचत आपण काय कŝ शकतो फƅ अʚा आिण बीटा ची काही मूʞे िनयुƅ करणे आिण ती येते की नाही ते पहा.
  वर िकंवा नाही ʉणून तो एक मागŊ आहे जरी तो नसला तरी सवाŊत पूणŊ मागŊ असू शकतो तो एक उपाय देऊ शकतो दुसरीकडे आपण जे 
कŝ शकतो ते ʉणजे ठीक आहे आता हे अिधक सामाɊ पȠतीने सोडवǻाचा Ůयȉ कŝया आिण अिभʩƅीसह येऊ आिण नंतर k 
चे मूʞ शोधू या कायŊƗमतेने आʉी आशा करतो की िनधाŊरक अहाचे मूʞ कायŊƗमतेने समोर येǻास सƗम होǻासाठी नſीच 
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कोणीही ȑाचा थेट िवˑार कŝ शकतो परंतु आʉी ते अʚा बीटा आिण अʚा मायनस बीटाǉा संदभाŊत कसे ʩƅ कŝ शकतो 
कारण ते उजʩा बाजूला आहे  आह
 ȑामुळे आपण याकडे कोणȑा मागाōनी पाš शकतो ते आपण ते कसे सोडवू शकतो ते पाš या Ůथम एक ̊ʼीकोन ʉणजे फƅ अʚा 
आिण बीटाची काही मूʞे वापरणे जे सोयीˋर आहेत आिण जे चे ūुत मूʞ शोधǻात मदत करेल.k 
  आिण मग िनधाŊरकांǉा गुणधमाōचा वापर कŝन आपण ते अिधक सामाɊ पȠतशीर पȠतीने कसे कŝ शकतो ते िकमान रेखाटन 
करǻाचा Ůयȉ कŝ, तर आपण Ůथम मागाŊने अʚाची मूʞे सेट कशी कŝ शकतो ते पाš या.
  आिण बीटा ʉणून िवशेषतः  आʉी कŝ शकतो  अʚा वजा एक आहे आिण बीटा ही दोन मूʞांǉा बरोबरीची िनवडली आहे जसेay 
की ते एक 1 ǉा जवळ आहेत ते अिधक कायŊƗम मूʞमापन करतात ʉणून ते 3 हे िनधाŊरक काय आहे ते मी 1 अिधक अिधकf 1 1 

पुɎा िलš.f 2 
 आिण ते असे  तुʉाला एक समिमत मॅिटŌ ƛ िदसले
 ȑामुळे तुʉाला ȑा सवाōचे फƅ अधő मूʞमापन करǻाची गरज नाही आिण कणŊ एक अिधक तीन एक अिधक चार बरोबर f f 
असावा, ʉणून आपण ते सवŊसाधारणपणे अʚा आिण बीटाससाठी िलš आिण नंतर आʉी बदलू.
  ती ʬॅʞू ʉणजे ही तीन एक अिधक अʚा ˍेअर अिधक बीटा ˍेअर आहे माफ करा मला वाटते की हे 1 असावे, मग हे फƅ 1 
अिधक अʚा अिधक बीटा आहे आिण हे 1 अिधक अʚा चौरस अिधक बीटा चौरस आहे ठीक आहे हे 1 अिधक अʚा अिधक बीटा 1 
आहे  अिधक अʚा ˍेअर अिधक बीटा ˍेअर 1 अिधक अʚा Ɛूब अिधक बीटा Ɛूब 1 अिधक अʚा ˍेअर अिधक बीटा ˍेअर
1 अिधक अʚा Ɛूब अिधक बीटा Ɛूब आिण शेवटी 1 अिधक अʚा 4 अिधक बीटा 4 आपʞाला मािहत आहे की हे सवŊ घातांक 
आहेत आिण नंतर कसे िवˑाįरत करायचे याची कʙना करत आहात हे िनधाŊरक िपढीमȯे  ते सोपे करते की नाही ते पहा, तरीही हे l 
करणे सवाŊत सोपी गोʼ असू शकत नाही, चला आपण अʚा समान 1 वजा 1 आिण बीटा 2 ǉा बरोबरीने ठेवूया मग आपʞाला काय 
िमळेल आपण हे 3 1 अिधक अʚा िमळवू शकता
 ȑामुळे अʚा अिधक एक शूɊ आहे.
  फƅ बीटा दोन आिण नंतर येथे अʚा ˍेअर एक एक अिधक एक दोन अिधक बीटा चौरस चार ʉणजे सहा ʉणजे हे दोन येथे एक 
समिमत मॅिटŌ ƛ हे एक देखील सहा आहे आिण सहा देखील आहे आʉी आधीच मूʞांकन केले आहे या एक अिधक अʚा घन देखील 
आहे  शूɊ कारण अʚा Ɛूब वजा एक बीटा Ɛूब आहे माũ आठ आहे
 ȑामुळे येथे 8 आहे आिण नंतर पुɎा अʚा पॉवर 4 आहे
 ȑामुळे हे 1 1 2 2 अिधक 2 पॉवर 4 आहे 16 ʉणजे 18 सवŊ ठीक आहे
 ȑामुळे आपʞाला िमळणारा िनधाŊरक आहे  जर आपण ही मूʞे सेट केली तर um 
आपण आता हे िवˑाįरत कŝ शकतो जेणेकŝन आपण काही गुणधमŊ वापŝन ते सुलभ करǻाचा Ůयȉ कŝ शकू िकंवा आपण ते थेट
कŝ शकू जेणेकŝन आपण ते सोडवू शकू या िविशʼ Ůकरणात आपण ते फƅ या पंƅीबȞल िवˑृत कŝ.
  हे 3 ते 6 गुिणले 18 वजा 64 आहे कारण ते  8 गुिणले 8 वजा 2 2 वेळा 18 आहे 36 वजा 48 अिधक 6 गुिणले 16 वजा 36 ʉणजे 6 
गुिणले 18 8 4 तर 108 वजा 64.
 36 वजा 48 वजा 12 ʉणजे हे अिधक 24 आिण 16 वजा 20 आहे  120 तर हे 3 गुिणले 44 अिधक 24 वजा 120 आहे.
 तर हे 3 गुिणले 44 ŮȑƗात 1 32 आहे.
 अिधक चोवीस वजा एक वीस ʉणजे चोवीस वर बारा आहे
 ȑामुळे हे छȅीस असे मूʞमापन करते आता आपण उजʩा हाताकडे पाš.
  बाजूची अिभʩƅी जी गुिणले 1 वजा अʚा ˍेअर 1 वजा बीटा ˍेअर अʚा वजा बीटा ˍेअर होती आिण अʚा वजा 1 बीटा 2k 
असताना ȑाचे मूʞ काय होते.
 हे चे 2 ˍेअर वजा 1 ˍेअर आिण अʚा मायनस बीटा होतेk 
 ȑामुळे वजा 3 ˍेअर 2 चौरस 4 गुिणले 1 गुिणले 36 माफ करा 4 गुिणले 9 जे 36 आहे
 ȑामुळे हे मȯे 4 मȯे 1 मȯे 9 ʉणजे 36 आहेk k 
 ȑामुळे डाʩा हाताची बाजू 36 आिण उजवी बाजू 36 आहेk 36 k 
 ȑामुळे हे एकũ होईल  असे सुचवा की समान 1 आहे जो पिहला पयाŊय आहे ʉणून अʚा आिण बीटाची िविशʼ मूʞे वापŝन k k 
समान आहे  अथाŊतच चे मूʞ काय आहे हे दाखवǻाचा हा एक सामाɊ मागŊ नाही, ȑासाठी आपʞाला सवŊसाधारणपणे k ah 
िनधाŊरक सोडवावे लागतील परंतु आपʞाला फƅ मȯे शोधायचे आहे हे लƗात घेता ओके ʉणǻाचा एक ūुत मागŊ ʉणून  kn 
सवŊसाधारणपणे असे िदसते की ते सवŊ अʚा आिण बीटा 1 साठी धरले पािहजे 1 मȯे िवʷासाची झेप असू शकते आिण फƅ चे मूʞk 
िनिʮतपणे अिधक पȠतशीरपणे तपासǻाचा Ůयȉ करा की आपण ते कसे करतो ते आपण आता पाš या
 ȑामुळे आपʞाला काय करायचे आहे हे सांगणे आवʴक आहे  ठीक आहे, आʉाला 
[संगीत ] समानता 3 1 अिधक अʚा अिधक बीटा 1 अिधक अʚा ˍेअर अिधक बीटा ˍेअर 1 अिधक अʚा अिधक बीटा 1 अिधक
अʚा ˍेअर अिधक बीटा ˍेअर 1 अिधक अʚा Ɛू अिधक बीटा Ɛूब 1 अिधक अʚा ˍेअर अिधक बीटा 1 अिधक अʚा 
ˍेअर अिधक बीटा  ˍेअर 1 अिधक अʚा Ɛू अिधक बीटा Ɛूब 1 अिधक अʚा पॉवर 4 अिधक बीटा पॉवर 4 आिण हे आपण 
ʉणतो वजा अʚा ˍेअर 1 वजा बीटा ˍेअर आिण अʚा वजा बीटा ˍेअर, तर आपण हे कसे कŝ, तर आपण कसे शोधू k 1 k 
इथून इतƐा Ůभावीपणे आपʞाला या संपूणŊ िनधाŊरकाचे मूʞमापन करावे लागेल  ही एक मालमȅा ʉणून तुʉी अह िलš शकता जर 
तुʉी िनधाŊरकाǉा पंƅी दोन पदांǉा बेरजेने दशŊवू शकत असाल तर तुʉी ȑा दोन िनधाŊरकांची बेरीज ʉणून संपूणŊ िनधाŊरक िलš 
शकता अह मला वाटते की ही एक अशी मालमȅा आहे Ǜामȯे Ɨमता आहे  सम˟ा सोपी करǻासाठी आपʞाला अथाŊतच ȑाकडे 
पहावे लागेल आिण आह कदािचत आपण ते कसे करायचे याचे ˋेच कŝ आिण ते सोडवǻाचा सामाɊ मागŊ तपासू आिण येथे एक गोʼ 
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लƗात घेतली जाऊ शकते ती ʉणजे ही तीन जी पिहली आहे  पंƅीǉा पिहʞा ˑंभाची नोदं एक अिधक एक अिधक एक अशी िलिहली 
जाऊ शकते आिण हे दोन अʚा पॉवर शूɊ आिण बीटा पॉवर शूɊ ʉणून घेतले जाऊ शकतात, ʉणून खरं तर ते शूɊ ǉा एक ah 
अिधक सारखे आहे आिण ʉणून आʉाला Ůȑेक घटकाचे िवघटन करणे आवडते.f 
  तीन संǒा ʉणून आपण िनधाŊरकाचा िवˑार कसा कŝ या गुणधमाŊचा वापर करणे कसे शƐ आहे ते आपण Ůयȉ कŝ या , तर डावी 
बाजू काय आहे ते पाš या
 ȑामुळे आपʞा मनात िवचार आहे की आपʞाला फƅ िनधाŊरक 1 अिधक वाढवायचा आहे  अʚा ˍेअर अिधक ˍेअर b  eta 
हे पंƅीनुसार करेल असे वाटेल की तेथे बरेच पयाŊय आहेत परंतु ȑा पयाŊयांचा पुढे िवचार केʞावर आपʞा लƗात येते की ȑापैकी 
अनेकांचे मूʞमापन शूɊावर होते
 ȑामुळे अथाŊतच ते सोडवǻाचा हा सवाŊत इʼतम मागŊ असू शकत नाही परंतु िनिʮतपणे असे िदसते.
  हे करǻाचा एक चांगला मागŊ आहे, मग फƅ िनधाŊरकाचे थेट मूʞमापन करत आहे की आʉाला ही अʚा पॉवर 4 कशी िमळेल 4 
ʉणजे मला खाũी आहे की ते देखील रȞ करतील कारण अʚा पॉवर नाही कारण तुʉाला अʚा आिण बीटासची उǄ मूʞे अिभʩƅी
मािहत आहे पण ते कसे करायचे?  आपण ते तुलनेने ढगाळ कŝया
 ȑामुळे आता आपण याचा िवˑार कŝ या पिहʞा पंƅीǉा नोदंी िवभािजत कŝन िमळवलेʞा तीन िनधाŊरकांची बेरीज आपण बदलू 
शकतो, ʉणजे आपʞाला हे एक 1 1 आहे आिण नंतर ȑाच पंƅी येथे आहेत
 ȑामुळे या  समान पंƅी आिण दुसरी एक अʚा अʚा ˍेअर आिण नंतर समान पंƅी अिधक 1 बीटा बीटा ˍेअर आिण नंतर ȑाच 
पंƅी उजवीकडे ʉणून मग आपण एक िनधाŊरक तीन िनधाŊरकांǉा बेरजेने बदलला आहे आता कʙना आहे या गुणधमाōना n  ow 
या तीन िनधाŊरकांǉा दुस̴या रांगेत लागू करा ʉणजे Ůȑेक िनधाŊरकाला आणखी तीन शƐता आहेत असे तुमǉाकडे असेल, 
ȑामुळे ते खूप वाटते कारण नंतर ȑा Ůȑेकासाठी आणखी तीन जोडणी करावी लागतील परंतु जर आपण फƅ  एक पाऊल पुढे टाका 
की आपण हे पाहणार आहोत की यातील अनेक िनधाŊरक 0 चे मूʞमापन करतात आिण कारण ȑांǉा पंƅी एकसारƥा असतात, 
ʉणून आपण यापैकी फƅ पिहली 1 1 1 आिण नंतर दुसरी पंƅी पािहʞास काय येते ते पाš या  येथे दुसरी पंƅी 1 अिधक अʚा 
अिधक बीटा 1 अिधक अʚा ˍेअर अिधक बीटा ˍेअर आह वन अिधक अʚा Ɛूब अिधक बीटा Ɛूब ओके आहे आिण जर आपण 
पािहले की आपण या तीन िनधाŊरकांमȯे िवˑृत करǻाचा िवचार केला तर ितसरी रांग राहते  आधी काय होते, जर तुʉी हे एक एक केले 
आिण मग आʉी ʉणतो की पिहले 1 1 1 होणार आहे आिण जे काही येथे आहे ते अʚा अʚा ˍेअर अʚा सह 1 1 1 आिण जे q 
काही येथे आहे आिण शेवटचे एक आहे 1 1 बीटा बीटा ˍेअर बीटा Ɛूब आिण इथे जे काही आहे ते तुʉी पाहत आहात ʉणून आʉाला 
यातील िभɄ पयाŊय पाहǻाची खरोखर गरज नाही कारण हे आधीच 0 का आहे कारण या दोन ओळी एकसारƥा आहेत ʉणून आʉाला 
आता येथे पाहǻाची गरज नाही.
 अथाŊत या दोघांसाठी आपʞाला अजून एक पाऊल पुढे जायचे आहे कारण ȑांची ितसरी पंƅी 1 अिधक अʚा ˍेअर अिधक बीटा 
ˍेअर 1 अिधक अʚा Ɛूब अिधक बीटा Ɛूब 1 अिधक अʚा पॉवर 4 अिधक बीटा पॉवर 4 ठीक आहे पण पुɎा तीन शƐतांपैकी  
की आपण येथे पुɎा पाहणार आहोत ȑापैकी बरेच शूɊ होतील का कारण जर तुʉी फƅ एक एक एक अʚा अʚा चौरस अʚा 
Ɛूब पािहला आिण फƅ पिहली संǒा एक 1 1 पािहली तर ती पिहʞा पंƅी सारखीच आहे.
  हा घटक िनधाŊरक येथे 1 1 1 अʚा अʚा ˍेअर अʚा Ɛूब 1 1 1 शूɊ होणार आहे मग आपण दुसरा पाš आिण तो देखील 
शूɊावर जाणार आहे कारण आपʞाकडे एक एक एक अʚा अʚा चौरस अʚा Ɛूब आहे नंतर अʚा ˍेअर  अʚा Ɛूब अʚा 
पॉवर चार Ůभावीपणे या दोन पंƅी सारƥाच आहेत कारण आपण अʚा काढू शकता येथे एक अʚा अʚा ˍेअर असेल आपण येथे
अʚा ˍेअर काढू शकतो आिण तो देखील एक अʚा अʚा ˍेअर असेल
 ȑामुळे ही एक एक एक असेल अʚा अʚा ˍेअर आिण येथे एक अʚा काढणे आिण तेथे एक अʚा अʚा ˍेअर एक l 
ˍेअर ˍेअर काढणे असेल तर हे दोन समान आहेत ʉणून हे देखील 0 आहे.
 ʉणून आपʞाजवळ फƅ 1 1 1 अʚा अʚा ˍेअर अʚा िशʟक राहील  Ɛूब बीटा ˍेअर बीटा Ɛूब बीटा पॉवर फोर 
आतापयōत आपʞाकडे फƅ एक िनधाŊरक िशʟक आहे जो शूɊ नाही ȑाचŮमाणे जेʬा आपण येथे कŝ तेʬा आपʞाजवळ फƅ 
एक िनधाŊरक िशʟक राहील कारण या 1 1 1 ǉा िवˑाराशी संबंिधत अटी रȞ केʞा जातील  कारण ही पंƅी सारखीच असेल जर 
आपण फƅ या बीटापैकी शेवटचे पािहले तर ते देखील रȞ होईल
 ȑामुळे आपʞाजवळ फƅ एक िनधाŊरक असेल 1 1 1 बीटा बीटा चौरस बीटा Ɛूब आिण नंतर कडे अʚा ˍेअर अʚा w  e 
Ɛूब अʚा पॉवर 4 असणार आहे.

 ȑामुळे िनधाŊरकांची ही शाखा िमळिवǻासाठी आपʞाकडे जे काही िशʟक आहे ȑा अनेक शƐतांपैकी फƅ हा िनधाŊरक असेल 
आिण हा िनधाŊरक ȑाचŮमाणे परत जाईल आपण येथे काय पािहले आहे
 ȑामुळे येथे आपʞाला फƅ दोन िनधाŊरक िमळाले आहेत मग आपण येथे पाš की आपʞाला आणखी दोन िनधाŊरक िमळतील आिण 
येथे आणखी दोन िनधाŊरक िमळतील
 ȑामुळे एकूणच आपʞाला फƅ सहा िनधाŊरक िमळतील आिण मला ते िलš Ȩा ʉणजे ते िनधाŊरक जात आहेत खालील असणे ʉणजे 
सोपे केʞावर आिण 
अनेक िनधाŊरक शूɊ आहेत हे लƗात घेतʞावर आपʞाजवळ खालील सहा िशʟक आहेत आिण ते आहेत 1 1 1 अʚा अʚा ˍेअर
अʚा Ɛूब बीटा ˍेअर बीटा Ɛूब बीटा पॉवर 4 अिधक 1 1 1 बीटा बीटा ˍेअर बीटा Ɛूब अʚा ˍेअर अʚा Ɛूब अʚा पॉवर 

 अिधक  अʚा अʚा ˍेअर जो िनधाŊरकांǉा दुस̴ या संचामधून येतो ʉणून  बीटा ˍेअर बीटा Ɛूब बीटा पॉवर  अिधक 4 1 1 1 1 4
1 अʚा अʚा  ˍेअर बीटा बीटा ˍेअर बीटा Ɛूब 1 1 1 अिधक आिण हे िवघटनाǉा ितस̴या वŝन येत आहे जे आʉी केले होते 1 
1 1 अʚा ˍेअर अʚा Ɛूब अʚा पॉवर 4 अिधक 1 बीटा बीटा ˍेअर अʚा ˍेअर अʚा ˍेअर अʚा Ɛूब एक एक तर हे 
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आहेत  ˙ʼतेसाठी आपʞाला Ǜा सहा िनधाŊरकांचे मूʞमापन करायचे आहे ते आपण या सहा िनधाŊरकांपैकी Ůȑेकाकडे पाš आिण ते 
सामाɊ घटकापयōत कसे कमी करतात ते पाš या, तर आपण पिहला िनधाŊरक िलš या 1 1 1 अʚा अʚा ˍेअर अʚा Ɛूब बीटा  
ˍेअर बीटा Ɛूब बीटा पॉवर फोर ʉणून जर तुʉाला इथे लƗात आले की दुस̴ या ओळीत अʚा हा शɨ काढला जाऊ शकतो तर हे 
िनधाŊरक अहाǉा मालमȅेचे शोषण करत आहे आिण शेवटǉा ओळीत Ůȑेकातून बीटा ˍेअर हा शɨ काढला जाऊ शकतो.
  अटी तर मग आपʞाजवळ 1 1 1 1 अʚा अʚा ˍेअर 1 बीटा बीटा ˍेअर िशʟक आहे ʉणून हा घटक आहे आिण हा िनधाŊरक 
आहे हा पिहʞा िनधाŊरकासाठी आहे आपण दुसरा िनधाŊरक पाš या  होता 1 1 1 बीटा बीटा ˍेअर बीटा Ɛूब अʚा ˍेअर अʚा 
Ɛूब अʚा पॉवर 4
 ȑामुळे येथे पुɎा बीटा हा शɨ दुस̴या रांगेतून काढला जाऊ शकतो आिण पिहʞा रांगेतून अʚा ˍेअर हा शɨ ितस̴या रांगेला माफ 
करा
 ȑामुळे हा अʚा ˍेअर बीटा 1 आहे 1 1 1 बीटा बीटा ˍेअर 1 अʚा अʚा ˍेअर लƗात येते की या िनधाŊरक आिण हा िनधाŊरक 
यांǉातील फरक हा शेवटǉा दोन ओळीचंा Ţम आहे आिण
 ȑामुळे खरं तर आपण या पंƅीचंी अदलाबदल कŝ शकतो परंतु गुणधमाŊवŝन आपʞाला मािहती आहे की आपण वजा िचɎ देऊ.
 बाहेŝन अʚा ˍेअर बीटा 1 1 1 1 अʚा अʚा ˍेअर 1 बीटा बीटा ˍेअर ʉणून हा घटक आहे आिण हा िनधाŊरक आहे 
ȑाचŮमाणे आपण इतर सवŊ िनधाŊरकांना एक एक कŝन पाš शकतो जे आपण केले पािहजे आिण सामाɊ घटक काढून टाकू.
 तर ितसरा 1 
अʚा अʚा ˍेअर 1 1 1 बीटा ˍेअर बीटा Ɛूब बीटा पॉवर 4 आिण येथे आपण शेवटǉा ओळीतून बीटा ˍेअर काढू शकतो 
ʉणजे बीटा ˍेअर आिण नंतर 1 अʚा अʚा ˍेअर 1 1 1 1 बी  टा बीटा ˍेअर आता या िनधाŊरकामȯे जर आपण या दोन पंƅीचंी
अदलाबदल केली Ǜामुळे िनधाŊरकाǉा बाहेरील बाजूस वजा िचɎ िनमाŊण होईल, तर आपण जे शोधत आहोत ते आपʞाला िमळेल या 
घटकाचे उȋादन 
आिण नंतर िनधाŊरक ȑाचŮमाणे पुढे जाईल.
  चौथा िनधाŊरक जो एक अʚा अʚा ˍेअर बीटा बीटा ˍेअर बीटा Ɛूब एक एक आहे आʉी येथून एक फॅƃर बीटा काढू शकतो 
ʉणून हा बीटा एक अʚा अʚा ˍेअर एक बीटा बीटा ˍेअर वन वन एक आहे आिण आता हा कॉमन फॅƃर िमळवǻासाठी येथे 
आपʞाला आवʴक आहे शेवटी शेवटची पंƅी अगदी वरǉा बाजूला हलवा ʉणजे एका अथाŊने ती दोन पंƅीची अदलाबदल आहे एक 
ितस̴ यापासून दुस̴यापयōत आिण नंतर ती दुस̴यापासून पिहʞापयōत सरकली तर यापैकी Ůȑेकाला वजा िचɎ आिण ȑा उणेचा गुणाकार
िमळेल  िचɎ हे अिधक िचɎ आहे
 ȑामुळे आपʞाला बीटा 1 1 1 1 अʚा अʚा ˍेअर 1 बीटा बीटा ˍेअर िमळेल येथे पुɎा एक घटक आहे आिण एक िनधाŊरक आहे 
ʉणून हा चौथा मॅिटŌ ƛ होता आता आपण पाचवा मॅिटŌ ƛ पाš जो मी  एक बीटा बीटा ˍेअर 1 1 1 अʚा ˍेअर अʚा Ɛूब s 
अʚा पॉवर 4 ʉणून हे अʚा ˍेअर शेवटǉा ओळीतून काढून टाकत आहे 1 बीटा बीटा ˍेअर 1 1 1 1 अʚा अʚा ˍेअर आिण
आपʞाला काय करǻाची आवʴकता आहे  येथे पूवŎŮमाणेच आहे की या दोन अनुŢिमक पंƅीǉा अदलाबदलीचा वापर कŝन 
पिहली पंƅी शेवटǉा ̾थानावर हलवायची आहे Ǜापैकी Ůȑेक एक वजा िचɎ देते
 ȑामुळे एकूणच तो अिधक अʚा ˍेअर 1 1 1 1 अʚा अʚा ˍेअर 1 बीटा बीटा ˍेअर आहे आिण शेवटी  सहावा िनधाŊरक 1 
बीटा बीटा ˍेअर अʚा अʚा ˍेअर अʚा Ɛूब 1 1 1 जो अʚा गुणा 1 बीटा बीटा ˍेअर 1 अʚा अʚा ˍेअर 1 1 1 ǉा 
बरोबरीचा आहे आिण येथे आपʞाला या दोन ओळीचंी अदलाबदल करावी लागेल Ǜामुळे वजा िचɎ िमळेल.

अʚा अʚा ˍेअर दुसरी पंƅी राहते िजथे तो एक बीटा बीटा ˍेअर आहे ʉणून अशा Ůकारे आपण  alpha 1 1 1 1 
पाचʩा आिण सहाʩा िनधाŊरकाचा घटक गुणाकार मȯे कमी केला आहे जे िनधाŊरक घटक िभɄ आहेत परंतु िनधाŊरक समान आहे आिण 
ʉणून आपण चरण पूणŊ करǻासाठी सवŊ घटक एकũ कŝ शकतो
 ȑामुळे आपʞाला अʚा बीटा ˍेअर वजा अʚा ˍेअर बीटा वजा बीटा ˍेअर अिधक बीटा अिधक अʚा ˍेअर वजा अʚा 
सामाɊ िनधाŊरक एक एक एक अʚा अʚा चौरस एक बीटा बीटा ˍेअर ठीक आहे आिण आह फƅ एकतर थेट िवˑार वापŝन 
िकंवा यापैकी काही गुणधमŊ वापŝन आपण काय शोधू शकतो ते पूणŊ करǻासाठी हा िनधाŊरक या संपूणŊ घटकािशवाय कशाचेही 
मूʞमापन करत नाही जेणेकŝन हे अʚा बीटा ˍेअर वजा अʚा ˍेअर बीटा वजा बीटा ˍेअर बरोबर असेल  मी येथे फƅ अʚा 
ˍेअर िलšन देतो Ůथम अिधक बीटा वजा अʚा आिण तेथे दोनची शƅी असेल कारण हा िनधाŊरक देखील समान घटक देतो हे तपासले
जाऊ शकते आिण नंतर बीटा मायनस हा शɨ लƗात घेऊन आपण हे आणखी सोपे कŝ शकतो.
 
अʚा हा यापैकी अनेक संǒांमधून सामाɊ ʉणून घेतला जाऊ शकतो ʉणून ही संǒा या संǒा आिण ही संǒा बीटा वजा अʚा अिधक 
बीटा वजा अʚा ˍेअर ʉणून तेथे एक पैज आहे  एक वजा अʚा ˍेअर आिण अʚा बीटा वजा बीटा वजा अʚा ɘस वन आिण हे 
देखील 
एक वजा अʚा ˍेअर आिण 1 वजा बीटा ˍेअरमȯे फॅƃराइज केले जाऊ शकते
 ȑामुळे एकूणच हे 1 वजा अʚा ˍेअर 1 वजा बीटा ˍेअर आिण अʚा मायनस बीटा ˍेअर असे िलिहले जाऊ शकते  कारण 
ˍेअįरंगने िचɎ बदलत नाही आिण या पाय̴या कशा येतात हे समजून घेǻास मदत केली पािहजे , ʉणून आʉी या गोʼीबंȞल एकंदर 
˙ʼता िमळिवǻासाठी पाय̴यांचा िवˑार केला आहे अहो आʉी येथे कशावर जोर देतो ते ʉणजे या पंƅी ऑपरेशɌमुळे आʉाला 
अंमलबजावणी सुलभ करǻात मदत झाली आहे.
  िनधाŊरक पण मूळ कʙना सारखीच आहे जी आʉी मूʞमापन सोपी करǻाचा Ůयȉ करǻासाठी िनधाŊरकांǉा या गुणधमाōचा वापर 
करत आहोत Ǜामुळे आʉाला अह सम˟ा सोडवता येतात जी पिहʞा ̊ʼीƗेपात तुलनेने अवघड वाटतात
 ȑामुळे या िविशʼ Ůकरणात आʉाला जी सम˟ा आली होती  हे सोडवायचे होते आिण हे पाहताना हे ˙ʼ होऊ शकत नाही की कोणते 
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गुणधमŊ कुठे वापरायचे ते कुठे वापरायचे आहे  आʉी हे दोन मागŊ ˙ʼ केले आहेत ǛाȪारे आʉी याला संबोिधत कŝ शकतो हे 
िनिʮतपणे इतर मागŊ देखील आहेत ते दोघेही ते चे मूʞ एकाǉा बरोबरीने देतात आिणk v 
 ȑामुळे यासारƥा तुलनेने गंुतागंुतीǉा सम˟ेकडे पाहǻाचे उिȞʼ ʉणजे साधे िबİʒंग ɰॉक कसे ˙ʼ होते.
 Ǜा सम˟ांबाबत आʉी आधी Ůयȉ केला आहे ȑा सम˟ांमुळे आʉाला या सम˟ा कशा हाताळायǉा यािवषयी काही अंत Ŋ̊ʼी Ȩा, 
ʉणून आʉी या गुणधमाŊचा वापर कसा कŝ शकतो या िवषयाचा सारांश देǻासाठी आʉी िनधाŊरकांǉा इतर पैलंूचा अɷास केला आहे.
  िनधाŊरक मला वाटते की सम˟ा सोडवणे महȕाचे आहे आʉी घेतलेʞा ʩाƥानांǉा मािलकेȪारे आʉी संकʙना सादर ah 
करǻाचा Ůयȉ केला आहे आिण िवशेषत: या ʩाƥानात सम˟ा सोडवǻासाठी आʉी Ůामुƥाने उिȞʼासह सम˟ा सोडवǻावर लƗ 
कŐ िūत करतो.
 ते आपʞा संकʙना ̊ढ करतील 
आिण अथाŊतच आपʞाला सम˟ांचे िनराकरण करǻासाठी संकʙना मािहत असणे आवʴक आहे परंतु हा एक फीडबॅक लूप आहे 
िजथे आपण संकʙना लागू कŝ शकतो सम˟ा ȑाच वेळी सम˟ांचे िनराकरण केʞाने ȑामȯे काही अंत Ŋ̊ʼी िमळते ती िवˑृत करते 
ती आणखी एक ˑर जोडते आʉी समजून घेǻाचा Ůयȉ करत असलेʞा संकʙनांचे काही कौतुक जोडते ʉणून िवशेषतः  हे 
िनधाŊरकांबȞल आहे Ǜावर आʉी या सम˟ा सोडवǻाǉा सũावर लƗ कŐ िūत केले आहे आिण
 ȑामुळे एकिũतपणे  या संकʙना आिण सम˟ा आिण खरंच ʩाƥानांǉा एकंदर 
मािलकेतून Ůेरक उदाहरणांपासून ते गुणधमŊ िकंवा िनधाŊरक ते मॅिटŌ ƛ ʩुǿम घेऊन समीकरणे सोडवǻाǉा पȠतीपंयōतǉा 
ʩाƥेपासून सुŜवात कŝन आʉी िनधाŊरकांचे महȇ सांगू इİǅतो.
 तसेच आʉाला अनेक पįरİ̾थतीमंȯे िनधाŊरकांबȞलची आमची समज लागू करǻासाठी साधने सुसǍ करा 
ȑामुळे या ʩाƥानाकडे तसेच आʉी केलेʞा ʩाƥानांǉा मािलकेसाठी तुʉी लƗ िदʞाबȞल मी तुमचा आभारी आहे.
 

Pru
tor
@
IIT
K




