
സമവാകّ׹ളുെട ലീനിയർ സിزം പരിഹരിؗുׯതിൽ ഡിئർമിനന്റുകളുെട പ്׸ 
പഠിؗുׯതിെനുׯറിتു׺ ഈ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, അതിനാൽ നأൾ ഇ്ؗ സംസാരിׯാൻ 
േപാകുؗ വിഷയം സമവാകّ׹ളുെട ലീനിയർ സിزം പരിഹരിؗുׯതാണ്, അതിനാൽ കഴി؁ മൂ്ؗ 
ْപഭാഷണ׹ളിൽ ഞ׹ൾ ഡിئർമിനന്റുകളുെട വّതُّ ٝവശ׹ൾ എവിെട നി്ؗ തുട׹ി. അവ 
ഉയർؗുവരാം, അതിനാൽ ْപേചാദനാ؎കമായ ഉദാഹരണ׹ളിെലാ്ؗ യഥാർ،؋ിൽ 
സമവാകّ׹ളുെട സമവാകّ׹ളുെട ലീനിയർ സിزം േസാൾവിംഗ് സിزം ആയിരുؗു, അേؚാൾ 
അവയ്്ׯ ഒരു ജّാമിതീയ വّാഖّാനം എ׹െന ഉെ؇ؗും ഞ׹ൾ ക؇ു, പിെؗ ഞ׹ൾ ഒരു 
ഡിئർമിനന്റ് നിർവചിു׺, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിെല ആദّ ْപഭാഷണ؋ിൽ 
അതായിരുؗു എبാം. ഡിئർമിനന്റ് മൂലّ׹ൾ കാരّײമമായി കണׯാׯാൻ സഹായിؗുׯ ചില 
േْപാؚർ؂ികളിൽ ഡിئർമിനന്റുകളുെട ഒരു ْപേയാഗം ഞ׹ൾ ക؇ു സമവാകّ׹ളുെട ലീനിയർ 
സിزം പരിഹരിׯാൻ അവ എ׹െന സഹായിുؗുׯെവ്ؗ ഞ׹ൾ േനാുؗുׯ, അതിനാൽ ആശയം 
വീ؇ും േനെര മുേؗാ؂് േപാകുകയും അത് സാമാനّവൽׯരിؗുׯ ഒؗാണ്. നأൾ സാധാരണയായി 
കാണുؗ ലളിതമായ സമവാകّ׹ൾ 3 ന് തുലّമായ 2 േപാെലയുت സമവാകّ׹ൾ കാണാം, കൂടാെത x 
ഒؗിലധികം സമവാകّ׹ൾ ഉتേؚാൾ േവരിയബിൾ പരിഹരിׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, x 
നമു്ׯ ഒؗിലധികം അ׾ാത׹ളായ അെ׸بിൽ എؗിവ ഉെ؇്ؗ കരുതുക . x, y xy, z 
െപാതുവായ സമവാകّ׹ളിൽ, ഈ ْപാതിനിധّ׹െള ഒരു മാْടി٧്ع ْപാതിനിധّമാׯി മാؗുئത് n 
എ׹െനെയ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു, അതിനാൽ നമു്ׯ ന് തുലّമായ ഒരു െപാതു സമവാകّ േകാടാലി b 
എഴുതാം, അവിെട െപാതു ന്െറ ചതുര മാْടി٧്ع ആെണ׸ിൽ സാധാരണയായി അ׾ാതരും a n n n 
ഏെത׸ിലും സമവാകّ׹ളും ഉെ؇׸ിൽ തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ അത് പരിഹരിׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, ah 
അതിനാൽ ഈ ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാൻ നമു്ׯ ഡിئർമിനന്റുകൾ എ׹െന ഉപേയാഗിׯാെമ്ؗ േനാׯാൻ 
േപാകുؗു, കൂടാെത ഞ׹ൾ കാണുؗത് എ׹െന ആഹ് ഡിئർമിനന്റുകൾ അെ׸بിൽ അനുബؖ 
മാْടി٧്ع ഡിئർമിനന്റുകൾ കണׯാؗുׯത് ഒരു വّവر നൽകും ഒരു പരിഹാരമുേ؇ാ അേതാ 
പരിഹാര׹ൾ ഇേب അെ׸بിൽ നിരവധി പരിഹാര׹ൾ ശരിയാേണാ എؗറിയാൻ, അതാണ് ഞ׹ളുെട 
ലّײം, അ׹െന എഴുതുക, ന് തുലّമായ േകാടാലി േപാെലയുت സമവാകّ׹ൾ നമു്ׯ മു്آ b 
േനരി؂ി؂ു؇ാകാം, അവിെട ചില സ്െകലാർ യും ആയിരിׯാം. ഉം ഉം ഒരു a b a s calar x 
അ׾ാതമാണ്, അത് പരിഹരിേׯ؇തു؇്, അത് പരിഹരിേׯ؇തു؇്, ഇവെയبാം സ്െകയിലർ 
മൂലّ׹ളായതിനാൽ , പൂജّ؋ിന് തുലّമെ׸بിൽ, എؗത് ഇേؚാൾ നമു്ׯ ശരി എ്ؗ പറയാം. a x 
നമു്ׯ ര؇് അ׾ാതമായ േകാടാലിയിൽ സമവാകّം പറയാം ؛സ് എؗതിന് തുലّമായ m , cx d n, 
ഇേؚാൾ ഉം യും അ׾ാതമാണ്, അതിനാൽ ര؇് അ׾ാത׹ളും ര؇് സമവാകّ׹ളും ഉ؇്, x y 
ഇതിന്െറ പരിഹാര׹ൾ എ׹െന കെ؇ു؋ം, നമു്ׯ എഴുതാം എ്ؗ അറിയാം ഇത് ഒരു മാْടി٧്ع 
ْപാതിനിധّ؋ിൽ അവിെട തുടർ്ؗ എؗിവയു؇്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു മാْടി٧عിന്െറ abcd, x y, m, n 
പ്׸ വഹിുؗുׯ, ഇത് ഒരു അ׾ാത െവക്ئർ ആണ്, അതിനാൽ െനാേ؂ഷൻ 
ആശയുׯഴؚ؋ിലാؗുׯത് ഒഴിവാׯാൻ ഇത് െവക്ئർ ആെണ്ؗ നമു്ׯ പറയാം ബാർ അതിനാൽ x 
ഈ ഒരു സ്െകയിലറാണ്, ഇെതാരു െവക് ടറാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു െവക് ئർ വലത് x 
ദٔിമാനമാെണؗും ഇവയും അറിയെؚടുؗ رിരാ׹׸ളാെണؗും ഒരു കുറി്ؚ നൽകെ؂, ഇത് ഇേؚാൾ 
അറിയെؚടുؗു . സമവാകّവും അറിയാം, പേײ അ׾ാതമാണ്, അതിനാൽ ഒരു ന് തുലّമായ x kn 
ഒരു സമയ؋ിന്െറ ഈ ْപാതിനിധّം സٔؓം മൂലّം മൂലധനം ന് തുലّമാെണ്ؗ വിളിׯാം, അതിനാൽ b 
നമു്ׯ ഇവിെട ന്െറ മൂലّം എ׹െന ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ൈഡമൻഷണലിൽ നأൾ x 
കാണുؗ അേത സാമാനّവൽׯരണമാണ് ഇത് ദٔിമാന؋ിലും െപാതുെവ നമു്ׯ ഒരു സാഹചരّം 
ഉ؇ാകാം. അളവുകൾ അ׹െന നأൾ എ׹െനയാണ് ഈ സമവാകّ׹ളുെട ഈ ലീനിയർ സിزം n 
ഓഫ് സമവാകّ׹ൾ പരിഹരിുׯക , ഇതിൽ ഡിئർമിനന്റുകളുെട പ്׸ എؓാണ്, അതാണ് ഈ 
ْപഭാഷണ؋ിന്െറ ലّײം, അതിനാൽ നി׹ൾ എ׹െന ഡിئർമിനന്റുകൾ ഉപേയാഗിുؗുׯ, ഈ 
സമവാകّ׹ൾ എ׹െന പരിഹരിׯാം? അവയുെട അُിٝതٔേമാ പരിഹാരേമാ പരിേശാധിׯാനുت 
വّവرകൾ ഉتതിനാൽ ഞ׹ൾ അനുബؖ ആശയ׹ൾ േനാുׯം, കൂടാെത ഇവിെടയുت ചില 
ْപശ് ന׹ളും േനാׯാം, അതിനാൽ മുآെ؋ ഉദാഹരണം തുടരാൻ, ഞ׹ൾ്ׯ എؗതിന് m, n 
തുലّമായ തവണ േപാെലയുت ഒ്ؗ ഉ؇് . ഇെതാരു അ׾ാത െവക് ടറാെണ്ؗ ഞ׹ൾ abct xy 
പറ؁ു ഇത് ശരിയാണ്, ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ പറ؁തുേപാെല ലّײം വലത് എ׹െന x x 
പരിഹരിׯാെമ്ؗ കെ؇ു؋ക എؗതാണ് , അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഒരിׯൽ ഉപേയാഗിׯാൻ േപാകുؗ 
െനാേ؂ഷെനുׯറിتു׺ ഒരു േപായിന്റ ്മാْതമാണ് േകാൻസ് ഞ׹ൾ പറയാൻ േപാകുؗ സؕർഭം 
വّװമാണ് സ്െകയിലർ െകാ؇് ആശയുׯഴؚ؋ിലാകാതിരിׯാൻ ന് പകരം എؗത് x x x 
സാധാരണ െനാേ؂ഷൻ ഉപേയാഗി്׺ മാئാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഉചിതമായ സؕർഭ؋ിൽ െവക്ئർ 
മൂലّെ؋ സൂചിؚിׯാൻ ഞ׹ൾ ഉപേയാഗിുؗുׯ, എؗിരുؗാലും ആശയുׯഴؚം ഒഴിവാׯാൻ x x 
അ؇ർ ബാറിെനാؚം ഉപേയാഗിׯാൻ ഞ׹ൾ ْശؑിׯാൻ ْശമിുׯം ശരി അ׹െന ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇത്
ഒരു ദٔിമാന ആഹ് സി؋زിന്െറ ഒരു ഉദാഹരണമാണ്, അതായത് ര؇് അ׾ാത׹ൾ ഉ؇്, ര؇് 
സമവാകّ׹ൾ ഉ؇്, ആ സൂآർ؉തയ്ׯായി നമു്ׯ ഒരു ْതിമാന സമവാകّ׹ൾ എഴുതാം, തുടർ്ؗ 
അനുബؖ അളവുകൾ മൂ്ؗ ْപകാരം നിർവചിׯാം. മൂ്ؗ ഉദാഹരണം ഒരു ْതിമാന ഉദാഹരണം ْതിമാന 
ഉദാഹരണം ശരി, അതിനാൽ ഇവിെട ഞ׹ൾ മൂ്ؗ സമവാകّ׹ൾ ഉ؇് ഒരു ഒ്ؗ ؛സ് ഒരു ര؇് ؛സ്x y 

തുലّമായ ഒ്ؗ ശരി ഇതാണ് സമവാകّം ഒ്ؗ, ര؇ാമെ؋ സമവാകّം ര؇് ഒ്ؗ a one three z b x 
ആയിരിׯാം ؛സ് ؛സ് സമം ടു, മൂؗാമെ؋ സമവാകّം ഒരു a two two y a two three z b three 

ാതരായ one x a three two y plus a three three z b xy׾സ് സമം ْതീ, അതിനാൽ ഇത് മൂ്ؗ അ؛
ഒؚം മൂ്ؗ സമവാകّ׹ളുെട ഒരു ഉദാഹരണമാണ് ഓേരാؗിനും സ്െകയിലറുകൾ അ׹െനയാണ് z 

Pru
tor
@
IIT
K



െപാതുവായ മാْടി٧്ع ْപാതിനിധّ؋ിൽ ഇത് എ׹െന എഴുതാം, നമു്ׯ ദٔിമാന സംവിധാന؋ിനായി 
ഞ׹ൾ െചᅃٝതുേപാെലയുت നിബؖനകൾ ഒരു സ്കٔയർ മാْടി٧عിേല്ׯ േശഖരിׯാം, ഞ׹ൾ 
അതിെന വിളിׯാൻ േപാകുؗു എ്ؗ വിളിׯാൻ േപാകുؗു, ഞ׹ൾ അതിെന മൂലധനം എ്ؗ a 
വിളിുׯം , തുടർ്ؗ അ׾ാതം എ്ؗ വിളിുׯം. എؗീ അ׾ാത മൂലّ׹ളുت ഒരു നിര xy, z 
െവക് ടറായ അ؇ർ ബാറുت െവക്ئർ തുടർ്ؗ സമവാകّ؋ിന്െറ വലതുവശ്؋ ബി വൺ ബി ടു x , 
ബി ْതീ എؗ എൻْടികളുت മെئാരു േകാളം െവക് ئർ ആയിരിുׯം, അതിെന നി׹ൾ മൂലധനം ബി എ്ؗ
വിളിׯണം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ കഴിയും ഇത് ഒരു മാْടി٧്ع ആയി എഴുതുക a one a one a two a 

തുടർ്ؗ one three a two one a two two a two three a three one a three two a three three , 
േകാളം െവക്ئർ ഇവിെട തുടർ്ؗ െവക്ئർ അ׹െന ഇത് മൂലധനമായി ah xyz, b one b two b three 

സൂചിؚിׯാം ഇത് ബാർ, ഇത് മൂലധനം അതിനാൽ നമുتുׯ സമവാകّം ഒരു തവണ ബാർ a x b, x b 
ന് തുലّമാണ്, ഇവിെട ഞ׹ളുെട ലّײം കെ؇ു؋ക എؗതാണ്, അതിനാൽ ْതിമാന സംവിധാനം x 
എഴുതുؗതിന്െറ ഉേؐശّം എؗ സമവാകّം ൽ ഉت ഒരു ദٔിമാന സംവിധാനവുമായി താരതമّം ah g-
െചുإേآാൾ കാണിേׯ؇തായിരുؗു എനറൽ നി׹ൾ്ׯ ഇത് സമവാകّ׹ളും അ׾ാത׹ളും n n 
ഉت ഒരു ൈഡമൻഷണൽ സി؋زിനായി എഴുതാം, അതിനാൽ 3 ന് തുലّമായ ന്െറ ഒരു േകസ് n n 
മാْതമാണിത് ന്െറ ചതുര മാْടി٧്ع ഒരു ൈബ  െവക് ടറും  െവക് ടറും ആകാൻ േപാകുؗു, n x 1 b 1
അതിനാൽ െപാതുെവ ഇെതാരു സ് കٔയർ മാْടിക് സ് ആണ്, ഇത്  െവക് ടറും അതുേപാെല n by n 1 by 1

ആണ്  െവക് ടർ ْപകാരം, സമവാകّ׹ളുെട ലീനിയർ സി؋زിന് തുലّമായ േകാടാലി n 1 ba 
സ׽ീകരി׺ ْപശ് നമാണിത് ഈ സؕർഭ؋ിൽ പതിവായി ഉപേയാഗിؗുׯ ര؇് പദ׹ൾ നിർവചിׯാൻ 
ഞാൻ ഈ അവസരം വിനിേയാഗിׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, ഓ അവ പരُ١രം വിപരീതമാണ്, അതിനാൽ 
ഒരു പദ׹ൾ رിരതയുتതാണ്, അതിനാൽ സമവാകّ׹ളുെട സْآദായ؋ിന് ഒരു 
പരിഹാരമുെ؇׸ിൽ അത് رിരതയുتതാെണ്ؗ പറയെؚടുؗു, അതിനാൽ അത് ഒؗായിരിׯാം 
അെ׸بിൽ കൂടുതൽ പരിഹാര׹ൾ കൂടാെത േസാലു ഇെ׸بിൽ അത് െപാരു؋േׯടാെണ്ؗ 
പറയെؚടുؗു അതിനാൽ ഞാൻ ഈ ഡൗൺേലാഡുകൾ എഴുതെ؂, എؗാൽ സമവാകّ׹ളുെട ഒരു 
വّവرയുت ഈ സؕർഭം കണׯിെലടു്؋ നിർവചി׺ിരിؗുׯ പദ׹ളാണിവ , ഈ അ׾ാത 
മൂലّ׹ളുെട رിരത പരിഹരിׯാൻ ْശമിؗുׯത് ഇവിെട കാണി׺ിരിؗുׯതുേപാെലയുت 
സമവാകّ׹ളുെട ഒരു സിزം ഒരു പരിഹാരമാെണ׸ിൽ رിരതയുتതാെണ്ؗ പറയെؚടുؗു 
നിലവിലു؇് , തീർ׺യായും ഒേؗാ അതിലധികേമാ പരിഹാര׹ൾ ഉ؇ാകാം , െപാരു؋േׯടിന്െറ 
സാമّമുت നിർവചനം സമവാകّ׹ളുെട ഒരു സംവിധാനമാണ്, ഒരു പരിഹാരം നിലവിലിെ׸بിൽ 
െപാരു؋േׯടാണ് എ്ؗ പറയെؚടുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവ വീ؇ും േനാׯാം, അതിനാൽ ഇവയാണ്
വّവرകൾ ഇവിെട പരാമർശി׺ിരിؗുׯ സമവാകّ׹ൾ സമവാകّ׹ളുെട ഒരു സിزം, ഒരു 
പരിഹാരം നിലവിലുെ؇׸ിൽ, സമവാകّ׹ളുെട ഒരു സിزം رിരതയുتതാെണ്ؗ പറയെؚടുؗു, 
അതായത് ന് ഒؗിലധികം പരിഹാര׹ളു؇് അെ׸بിൽ ഒؗിലധികം പരിഹാര׹ളുെട x-
െപാരു؋േׯട്, ഒരു പരിഹാരം നിലവിലിെ׸بിൽ സമവാകّ׹ളുെട ഒരു സിزം െപാരു؋േׯട് എ്ؗ 
പറയെؚടുؗു . എؗീ െമْടി٧ുع കളുെട തؗിരിؗുׯ മൂലّ׹ൾ്ׯ ഇത് തൃلിٝെؚടുؗു؋ അب, a, b x 
അതിനാൽ ഈ പദ׹ളുെട رിരതയും െപാരു؋േׯടും പറയുؗതിന്െറ ലّײം എؗതിന് ഒരു ah s 
ْഹസٔ രൂപം നൽകുക എؗതാണ് ന്െറ െസാലّൂഷനുകൾ ൈകകാരّം െചؗുإതിേനാ x ah 
സംസാരിؗുׯതിേനാ ഉتതിനാൽ, സമവാകّ׹ളുെട സിزം رിരതയുتതാെണേؗാ അെ׸بിൽ 
സമവാകّ׹ളുെട സിزം െപാരു؋മിبാ؋താെണേؗാ ഞ׹ൾ പറയും, അതിനർ،ം ആ േനാഡിൽ 
അതിന് ഒരു പരിഹാരമുേ؇ാ അെ׸بിൽ പരിഹാരമുേ؇ാ എ്ؗ പറയുؗതിനുت ْഹസٔ രൂപം എؗാണ്
ഞാൻ അത് അർ،മാؗുׯത്. പരُ١രം മാئാവുؗ പദ׹ൾ ധാരാളം ഉപേയാഗിׯെؚടുؗു എ്ؗ 
സൂചിؚിുׯക , ഉദാഹരണ؋ിന്, സമവാകّ׹ളുെട ഒരു സْآദായ؋ിന് ഒരു പരിഹാരമുെ؇׸ിൽ, 
അതിന് ഒരു അദٔിതീയ പരിഹാരമുെ؇്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, അതുലّമായ ഒരു പരിഹാരം 
അർ،മാؗുׯത്, ചിലേؚാൾ അവർ നിشാരമبാ؋ ഒരു പരിഹാരെുׯ؋റി്׺ സംസാരിുؗുׯ, 
അതായത് നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯ പരിഹാരം. പൂജّ؋ിന് തുലّമب, അതിനാൽ ഇവ ഞ׹ളുെട x 
ആവശّ׹ൾׯായി സؕർഭ؋ിൽ ഉപേയാഗിؗുׯ മ്ئ ചില പദ׹ളാണ്, ഞ׹ൾ ഇത് ലളിതമാׯി 
നിലനിർു؋കയും رിരതയും െപാരു؋േׯടും ഉപേയാഗിുׯകയും െചുؗുإ, അതിനാൽ ഇത് 
എ׹െന പരിഹരിׯാൻ േപാകും, ​​അതിനാൽ ന് തുലّമായ േകാടാലി എؓാണ് എ്ؗ നമു്ׯ b 
അറിയണം. رിരത േْപാؚർ؂ികൾ എؓാണ് െപാരു؋േׯട് എؗത് رിരതയുت 
െപാരു؋േׯടാേണാ ശരി എ׹െന പരിേശാധിׯാം ഇതാണ് സമവാകّ׹ളുെട സിزം رിരമാേണാ 
അبേയാ എ്ؗ പരിേശാധിؗുׯത് എ׹െനെയ്ؗ കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ തീരുമാനിു׺ , ഇവിെടയാണ് 
ഇേؚാൾ നأൾ മാْടി٧്ع എ ഇൻെവർ؂ിബിൾ ആേണാ അبേയാ എ്ؗ തീരുമാനിؗുׯതിൽ 
ഡിئർമിനന്റുകളുെട പ׸ിെനുׯറി്׺ സംസാരിുׯക, അതിനാൽ ഞ׹ളുെട േْപാْഗാം താെഴ 
പറയുؗതാണ്, മുൻ ْപഭാഷണ؋ിൽ ക؇തുേപാെല ഞ׹ൾ ശരി പറയും, ഒരു മാْടി٧്ع അതിന്െറ 
ഡിئർമിനന്റ് 0 ആേണാ എؗതിെന ആْശയി്׺ ഏകവചനേമാ അبാ؋േതാ ആകാം അതب , അത് 
ഏകവചനമെ׸بിൽ, അതായത് ഡിئർമിനന്റ് 0 ആെണ׸ിൽ അത് വിപരീതമാണ്, അത് 
വിപരീതമാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ ഒരു മാْടി٧്ع വിപരീതമു؇്, അതിെന ഞ׹ൾ വിപരീതം എ്ؗ വിളിുؗുׯ,
ഈ സമവാകّ׹െള നി׹ൾ്ׯ ഗുണിുׯേآാൾ ഈ സമവാകّ׹െള ഗുണിׯാം. ഒരു വിപരീത 
സമവാകّം ഇടത് വശം ഒരു വിപരീത സമയമായി മാറും, വലത് വശം ഒരു വിപരീത സമയമായി മാറും, ah 
വലത് വശം വിപരീത സമയ׹ൾ ആയി മാറും , കൂടാെത ഒരു വിപരീത സമയം വിപരീത സമയമായിb a 
മാറും, കൂടാെത നിർവചനം അനുസരി്׺ നമു്ׯ അറിയാവുؗ ഒരു വിപരീത സമയമാണ് സٔതٔെമ׸ിൽ, 

ന് നമു്ׯ ഒരു െറഡിെമᅃٛ ്പരിഹാരം ഉ؇് മറി׺ിടാൻ പئാ؋ സാഹചരّ؋ിൽ ഞ׹ൾ മേئ േകസ് x 
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േനാുؗുׯ, എؗി؂് അവിെട എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ േനാׯാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ 
പറ؁ത് എഴുതാം, അതിനാൽ ആദّം േനാؗുׯത് എؗത് ഏകവചനമെ׸بിൽ അതിന്െറ a 
അർ،െമؓാണ് ഡിئർമിനൻ എؗാണ് അർ،മാؗുׯത് യുെട പൂജّ؋ിന് തുലّമب, ഉടനടിയുتa t 
സൂചന ഒരു വിപരീതമാണ് ശരി, അതിനാൽ ഒരു വിപരീതം നിലവിലുെ؇׸ിൽ ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ 
ഇരുവശ׹െളയും ഒരു വിപരീതം െകാ؇് ഗുണിׯാം, നമു്ׯ എ്ؓ ലഭിുׯം, ഒരു വിപരീത േകാടാലി 
ബാർ വിപരീത സമയ؋ിന് തുലّമാണ് ഇത് ഐഡന്റിئി ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ ഇത് ഒരുb 
ദٔിമാന മാْടി٧്ع ആെണ׸ിൽ, ഇത് ദٔിമാന ഐഡന്റിئിയാണ്, ഇത് ഒരു ൈഡമൻഷണൽ മാْടി٧്ع 
ആെണ׸ിൽ, ഇത് ഒരു പൂജّം പൂജّമാണ് . ഡയഗണൽ എൻْടികൾ ഒؗാണ്, അതിനാൽ ഐഡന്റിئി 
തവണ ആണ് അതിനാൽ ഇത് നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഒരു വിപരീത സമയമാണ് ആണ്, x x, x b 
അതിനാൽ ഏകവചനമെ׸بിൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯ പരിഹാരം വിപരീത വല؋ിന് തുലّമാണ്, a x b 
അതിനാൽ ഇതാണ് ആദّെ؋ േകസ് അതിൽ േനാൺ-ഏകവചനമായതിനാൽ പൂജّമب നിർ؉യം, 
അതിനാൽ ഇതിനുت ഒരു െറഡിെമᅃٛ ്െസാലّൂഷൻ നമുുׯ؇് ശരി, മ്ئ കാരّ׹െള കുറി്׺ എؓാണ് 
നبത് , മാْടി٧്ع വിപരീതം ْപേതّകമായി േജായിന്റ് നിർവചിؗുׯതിന് ഞ׹ൾ വികസിؚി׺ 
ഉപകരണ׹ൾ വീ؇ും ഉപേയാഗിുؗുׯ. മാْടി٧്ع അതിനാൽ ഡിئർമിനന്റ് 0 ആെണ׸ിൽ നമു്ׯ 
എളുؚ؋ിൽ കാണാൻ കഴിയും ഒരു സമയ؋ിന്െറ െതാ؂ടു്؋ എؗത് 0 ശരിയാണ്, കാരണം ഒരു th a 
സമയ؋ിന്െറ മൂലധനം യുെട ഐഡന്റിئി സമയ؋ിന് തുലّമാണ് എ്ؗ ഞ׹ൾ മു്آ ഈ ബؖം a 
െകാ؇ുവؗിരുؗു , അതിനാൽ ഡിئർമിനന്റ് 0 ആെണ׸ിൽ അതിനർ،ം ഒരു സമയ؋ിന്െറ 
അനുബؖം എؗാണ്. ആണ് 0 അേؚാൾ നമു്ׯ എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ േനാׯാം, അതിനാൽ a 
ര؇ാമെ؋ േകസ് എؗത് ഏകവചനമാെണ׸ിൽ അത് യുെട നിർ؉യം പൂജّമാണ്, അതിനാൽ a a a 
സമയ؋ിന്െറ അദٔിതീയം ഒരു സമയ ഐഡന്റിئിയുെട നിർ؉യമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു, ഇത് 0 
ആയതിനാൽ ഇത് തുലّമാണ് 0 മാْടി٧عിേല്ׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് ഉപേയാഗിؗുׯത് 
സമവാകّ׹ളുെട സിزെ؋ യുെട അനുബؖം െകാ؇് ഗുണി׺ാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇത് a 
ഗുണി׺ാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഒരു തവണ ബാറിന്െറ ഒരു േജായിന്റിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ x 
എനി്ׯ ഇവിെട ഒരു നذമായി. ഇത് ഒരു തവണ ബാറിന്െറ വലത് സംയുװമായിരിׯണം, അത് x 
അർ،മാؗുׯത് കാരണം ഇടത് വശ്؋ േകാടാലി ബാർ ഉتതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു തവണ േകാടാലി 
ബാറിന്െറ അഡ് െജായിന്റ ്ഉ؇്, തുടർ്ؗ ഒരു തവണ യുെട അഡ് െജായിന്റ് ഉ؇്, ഇേؚാൾ ഇവിെട b 
നി്ؗ നമു്ׯ അറിയാം ഈ പദം എ്ؗ പൂജّം അ׹െന ഇടത് വശം പൂജّമാണ്, അേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു 
തവണ ന്െറ േജായിന്റ ്ഉ؇്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ര؇് ഉ؇് േകസുകൾ െചറിയ എؗത് ഒരു b a 
സമയ؋ിന്െറ അനുബؖം 0 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഒؗും പറയാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ നമു്ׯ 
 ാ ഒؗും പറയാൻ׺റിേുׯടിെനׯേ؋ാ െപാരു׺റിേുׯടിെനׯേ؋ാ െപാരു׺റിേുׯിരതെയر
കഴിയിب, അതിനാൽ a

യുെട അനുബؖം ആെണ׸ിൽ ഇത് ഒരു അനിحിത ഫലമാണ് . ഇതാണ് ര؇് ഒരു സമയ؋ിന്െറ So b 
അഡ് േജായിന്റ ്പൂജّ؋ിന് തുലّമെ׸بിൽ, നമു്ׯ ഒരു ْപശ് നമു؇്, കാരണം വലതുഭാഗം പൂജّമب , 
ഇടത് വശം 0 ആണ്. അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നأൾ പറയുؗത് സിزം ആണ് വലത് 
െപാരു؋േׯടാണ് , അതിനാൽ ഇത് എْതേ؋ാളം മിക׺താണ് എؗതിെനുׯറിتു׺ േചാദّ׹ളു؇്, 
കാരണം ഇടത് വശം 0 വലത് വശം 0 അ2 ,ب വലത് എ׹െന നമു്ׯ തുലّമാׯാം, അതിനാൽ ഈ 
സാഹചരّ؋ിൽ ഏകവചനമാകുേآാൾ മിׯ നിഗമന׹ളും നമു്ׯ വരാം. താെഴؚറയുؗവയാണ് a 
ഞ׹ൾ ْപവർ؋ന രീതി, ശരി എ്ؗ പറയുؗത് , മുآെ؋ േകസിൽ വിപരീതമായി നأൾ 
െചᅃٝതുേപാെല, ഞ׹ൾ ഒരു അഡിേയായന്റ ്െകാ؇് ഗുണിׯാൻ േപാകുകയാണ് , തീർ׺യായും മു്آ 
ഇത് വളെര ലളിതമായ ഒരു സാഹചരّമായിരുؗു, കാരണം ഞ׹ൾ്ׯ അറിയാം വിപരീതം a 
നിലവിലു؇് അതിന്െറ വിപരീത സമയ׹ൾ ആണ് ഐഡന്റിئി അതിനാൽ നമു്ׯ നുت ഒരു a x-
െറഡിെമᅃٛ ്പരിഹാരം ഇവിെട ലഭിുׯം, ഇവിെട ഇത് അൽؚം സ׸ീർ؉മാണ്, കാരണം വിപരീതം 
എؓാെണ്ؗ ഇവിെട നമു്ׯ അറിയിب, വാُവٝ؋ിൽ അത് നിലവിലിെ്ؗب ഞ׹ൾׯറിയാം, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ മു്آ െചᅃٝത് െചإാൻ കഴിയിب. നأൾ ഇവിെട െചؗുإത് ആ േജായിന്റ ്െകാ؇് 
ഗുണിുׯകയാണ്, തുടർ്ؗ ഒരു സമയ؋ിന്െറ അഡിേയാന്റ ്ബി മാْടി٧്ع ആെണ׸ിൽ, അത് 0 ആേണാ 
അبേയാ എؗതിെന ആْശയി്׺ സമവാകّ؋ിന്െറ വലതുവശر تു؋ിരമായ മാْടി٧്ع ആണ്, 
അേؚാൾ നമു്ׯ നിഗമനം ലഭിുׯം ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ശരിയാണ് എഴുതിയത്, അതിനാൽ ഇത് 
െമാ؋؋ിൽ ഡിئർമിനന്റുകളുെട ആശയം എ׹െന ഉപേയാഗിുؗുׯ, ْപേതّകിു׺ം ഒരു േരഖീയ 
സമവാകّ؋ിെല رിരതെയയും െപാരു؋േׯടിെനയും കുറിتു׺ ْപശ് ന׹ൾ പരിഹരിؗുׯതിന് 
മാْടി٧്ع വിപരീത׹ൾ നിർ؉യിؗുׯതിൽ അതിന്െറ പ്׸ ഇതാണ് ഇതുവെര ഞ׹ൾ സംസാരി׺ത് 
ദٔിമാന അെ׸بിൽ ْതിമാന ഉദാഹരണ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ ْപേചാദിؚി׺ിരിുؗുׯ , ഇേؚാൾ 
ഞ׹ൾ ْപശ് നെ؋ ْപേചാദിؚിു׺, തുടർ്ؗ ശരി പറ؁ു, ഏെത׸ിലും സമവാകّെ؋യും n 
അ׾ാത׹െളയും കുറിتു׺ ഒരു െപാതു ൈബ സ്കٔയർ മാْടി٧്ع പരിഗണിׯാം , തുടർ്ؗ n n 
ഞ׹ൾ ഒരു െപാതുകാരّം െകാ؇ുവؗു. ഇതിന് ഒരു പരിഹാരമുേ؇ാ അെ׸بിൽ അതിന് 
പരിഹാരമിേب എؗ ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാനുت വഴി , അതിനാൽ സമവാകّം പരിഹരിؗുׯതിനുت 
സംവിധാന׹ളുെട കാരّ؋ിൽ നأൾ എؓാണ് കാണാൻ ആْഗഹിؗുׯത് എؗതിന് പിؗിെല 
ഒരുതരം ആശയപരമായ ധാരണയാണിത്, നമു്ׯ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ പരിേശാധി്׺ പരّേവײണം 
െചإാൻ ْശമിׯാം അെ׸بിൽ ഈ ഉദാഹരണ׹ളിലൂെട ഈ ْപശ് ന׹െള വّാഖّാനിുׯക ശരി , 
അതിനാൽ ഞാൻ അവതരിؚിׯാൻ ആْഗഹിؗുׯ ആദّെ؋ ഉദാഹരണം നأൾ മു്آ േനാׯിയതാണ്,
നമു്ׯ ഈ ബീജഗണിത സിരയിൽ തുടരാം, നമു്ׯ എ്ؓ ഫല׹ൾ ലഭിുׯം എؗറിയാൻ, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ ആദّം എഴുതിയ സമവാകّ׹ളുെട ഈ സംവിധാനം ْപഭാഷണ؋ിന് മാْടി٧്ع ആയി 1 1 ah 4 
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ൈമനസ് 1 മട്׹ ഉ؇ായിരുؗു, ഇത് പ്؋ പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരുؗു, അതിനാൽ ഇത് യുെട പ്׸ xy a 
വഹിുؗുׯ, ഇത് ബാറിന്െറ പ്׸ വഹിുؗുׯ, ഇത് മാْടി٧عിന്െറ പ്׸ വഹിുؗുׯ, അതിനാൽ x b 
ഇവയാണ് ْപശ് നെുׯ؋റി്׺ യഥാർ،؋ിൽ എ׹െന േപാകാം എؗതിെനുׯറിتു׺ ഒരു ആശയം 
ലഭിؗുׯതിന് ഈ മൂലّ׹ളിൽ കുറ്׺ അ׹ׯൾ മാْതം ഇടുക, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ആദّം െചᅃٝത് 
പരിഹാര׹ൾ ഉേ؇ാ ഇبേയാ എ്ؗ പരിേശാധിുׯക എؗതാണ്, അതിനായി ഞ׹ൾ എؓാണ് 
െചؗുإത് എ്ؗ േനാുׯക എؗതാണ്. യുെട ഡിئർമിനന്റ്, ഓ െമْടി٧്ع a it's a two by tw 
ഡിئർമിനന്റ് താരതേമّന എളുؚമായിരിׯണം, എനി്ׯ അത് ക؇ുപിടിׯാൻ കഴിയുേമാ എ്ؗ 
േനാׯാം, അതിനാൽ ഇവിെട യുെട ഡിئർമിനന്റ് ര؇് ര؇് മാْടി٧عിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ a 
ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ, ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് നാല് ൈമനസ് അ؀് െചإാം അെ׸بിൽ ഉപേയാഗി്׺ um 
െചإാം നിർവചനം ഒേര പദْപേയാഗമبാെത മെئാؗിേല്ׯ ചുരുുؗു׹, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 1 ൈമനസ് 
1 ഗുണിുؗുׯ, അത് ൈമനസ് 1 ആണ്, അതിനാലാണ് ഈ പദം വരുؗത്, ഇവിെട നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് 4 
തവണ 1 ഉ؇്, അതിനാൽ ൈമനസ് 4 ൈമനസ് 5 ആണ്, ْശؑിേׯ؇ ْപധാന കാരّം ഇത് 0 ന് തുലّമب , 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ ْപേയാഗിؗുׯ ആദّെ؋ േകസാണിത്, ഇത് നേأാട് പറയുؗത് ശരിയാണ്, ഈ 
സമവാകّ സْآദായ؋ിന് പരിഹാരം കെ؇؋ാൻ ْശമിുׯേآാൾ വിപരീത؋ിന്െറ ഉപേയാഗം 
പരّേവײണം െചുإേآാൾ വാُവٝ؋ിൽ ഒരു പരിഹാരമു؇് . നമുുׯം പരിഹാരം നിർأിׯാൻ 
കഴിയുെമ്ؗ േനാൂׯ, അതിനാൽ ഇതിന് ഒരു പരിഹാരമുെ؇്ؗ ഇത് പറയുؗു, ഇതിന് ഒരു 
പരിഹാരമുെ؇്ؗ ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ, പരിഹാരം എ׹െന കെ؇؋ാം, എؓാണ് പരിഹാരം, ന്െറ x 
പരിഹാരം വിപരീത സമയമാണ് ശരിയാണ്, വُٝു ത ഉപേയാഗിുؗുׯ ഡിئർമിനന്റ് പൂജّമب എ്ؗ b 
നമു്ׯ പറയാം ഒരു رിരതയുت സമവാകّ സْآദായമാണ് എؓാണ് പരിഹാരമുتത്, ഈ ബാർ ഒരു x 
വിപരീത സമയമാണ് അതിനാൽ ഈ േകസിൽ വിപരീതം എؓാണ് ഒരു വിപരീതം എؗത് b, ah 
ൈമനസ് 1 ൈബ 5 മട്׹ ആണ് , മാْടി٧്ع ന് പകരം ഒരു േജായിന്റ ്ഉപേയാഗി്׺ ൈമനസ് 1 1 ൈമനസ് 1 a 
ൈമനസ് 4, അതിനാൽ ഇത് മാْടി٧عിന്െറ വിപരീതമാെണ്ؗ ഞാൻ വിശٔസിുؗുׯ, ഈ സമവാകّം 
ഇതുപേയാഗി്׺ ഗുണിു׺ം നമു്ׯ പരിേശാധിׯാം, ഇത് ഐഡന്റിئിയാെണ്ؗ േതാؗുؗു, അതിനാൽ 
ഇത് വിപരീതമാണ്, അതിനാൽ പരിഹാരം, അതിനാൽ എؓാണ് വിപരീത സമയം ഇത് ൈമനസ് 1 ൈബ 5 
ആണ്, ഞാൻ വീ؇ും ഒരു വിപരീതം എഴുതെ؂, ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 4 1 തുടർ്ؗ 10 0 
അതിനാൽ ബാർ ൈമനസ് 1 ൈബ 5 ഉം ൈമനസ് 1 ഉം ൈമനസ് 10 ഉം ൈമനസ് നാല് ൈമനസ് x 
നാൽؚതും ആെണ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ അതിനാൽ ഇത് ര؇്, എ؂്, അതിനാൽ ഇതാണ് പരിഹാരം, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട െചᅃٝത് ഇനിؚറയുؗതാണ്, ഈ സമവാകّ സْآദായ؋ിന് ഒരു 
പരിഹാരമുേ؇ാ ഇبേയാ എ്ؗ ഞ׹ൾ ആദّം പരിേശാധിു׺, അ׹െന െചുإേآാൾ ഞ׹ൾ ആദّം 
ഡിئർമിനന്റ് ഡിئർമിനന്റ് പൂജّമെ്ؗب കണׯാുؗുׯ. ഒരു േനാൺ-സിംഗുലർ മാْടി٧്ع ആയതിനാൽ 
ഇത് സമ؋ിന്െറ رിരതയുت സംവിധാനമാണ് എؗി؂് നأൾ പറയുؗു, അത് ations , OK 
 ിലാണ്, പരിഹാരം؋ാണأിൽ എؓാണ് പരിഹാരം, ഇത് ലായനിയുെട നിർ׸താെണتിരതയുر
വിപരീത സമയ׹ൾ ആെണ്ؗ മു്آ ഞ׹ൾ ക؇ു , അതിനാൽ ഒരു വിപരീതെ؋ െകാ؇് b b 
ഗുണി׺ാൽ നമു്ׯ കണׯാׯാം, തുടർ്ؗ നമു്ׯ ലഭിുׯം ര؇് എ؂ിന്െറ ഈ പരിഹാരം ര؇് 
വّװിഗത സമവാകّ׹െള തൃلിٝെؚടുുؗു؋േ؇ാെയ്ؗ ഇേؚാൾ നമു്ׯ തീർ׺യായും 
പരിേശാധിׯാം, അതിനാൽ 2 േകാമ 2 8 ന് തുലّമായ ബാർ സമവാകّ׹െള തൃلിٝെؚടുുؗു؋േ؇ാ x 
ഇبേയാ എ്ؗ പരിേശാധിׯാം, അതിനാൽ സമവാകّ׹ൾ എെؓാെׯയാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ 
നമു്ׯ അവ എഴുതാം. അവയുെട യഥാർ، ബീജഗണിത രൂപ׹ളിൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇് അ׾ാത׹ളിൽ
ര؇് സമവാകّ׹ൾ ഉ؇്, അതിനാൽ ൈമനസ് 5 വലത്, അതിനാൽ നി׹ൾ എؗത് ര؇ിനും 4x x y 8 
നും തുലّമാെണ്ؗ കരുതുക, അെത, ؛സ് പ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, കാരണം ര؇്x y 
 അതിനാൽ എؗത് ര؇്, നാലിൽ നി്ؗ x ,ൾ ഇത് ഇവിെട ഇ؂ു׹ആെണ്ؗ കരുതുക. നി ؋പ് സ് എ؂്؛
നാല് എؗത് എ؂് ൈമനസ് എ؂് പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഈ പരിഹാരം യഥാർ، സമവാകّ׹െള 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ ഇത് ഒരു സാനിئി പരിേശാധന മാْതമാണ് ഫിനിേലتുׯ വഴി പരിഹാരം
കെ؇ു؋ക, നി׹ൾ്ׯ പരിഹാരം ലഭിുׯകയാെണ׸ിൽ , േനരിت؂ു പകരം വയ്ׯൽ 
സാേ׸തികതകൾ ഉപേയാഗി്׺ , പരിഹാരം സമവാകّ׹െള തൃلിٝെؚടുുؗു؋േ؇ാ എ്ؗ 
പരിേശാധിׯാനുت ഒരു മാർഗം ഞ׹ൾ കെ؇ു؋ം, അെത , ഈ സമവാകّ׹ളുെട ശരിയായ 
പരിഹാരമാണ് പരിഹാരം എ്ؗ ഞ׹ൾ കെ؇ു؋ം. ശരി ഇതുവെര ഞ׹ൾ ഈ ْപٍ٠ം 
ബീജഗണിതപരമായി േനാׯി, ْപേതّകിു׺ം ഇെതാരു ദٔിമാന ഉദാഹരണമായതിനാൽ ഈ ْപٍ؋٠ിന്െറ 
ജّാമിതീയ വശം ദൃശّവൽׯരിؗുׯത് എളുؚമാണ്, ആഹ്, ْപേതّകിു׺ം ഞ׹ൾ ഈ ഫല׹ൾ 
വّാഖّാനിׯാൻ േപാകുؗു ഒരു ജّാമിതീയ വീײണം കൂടാെത ഈ സമവാകّ വّവرയുെട 
 ിന് ഒരു ജّാമിതീയ പാളി ഒരു ബദൽ ധാരണ؋ടിന്െറേയാ ْപശ് നׯേ؋ിരതേയാ െപാരുر
ലഭിؗുׯതിന് , ഞ׹ൾ ഒേര ഉദാഹരണം േനാുؗുׯ, പേײ ഒരു ജّാമിതീയ വീײണേകാണിൽ നി്ؗ 
ഈ ഉദാഹരണ؋ിന്െറ ജّാമിതി അതിനാൽ ഇവ ര؇ാണ് ഓ സമവാകّ׹ൾ , അതിനാൽ ഇവ ؛സ് x y 
എؗത് പ؋ിനും നാല് ൈമനസ് പൂജّ؋ിനും തുലّമാണ് ഒരു േകാർഡിേന്ئ െْഫയിമിെല വരികൾ, x y 
അതിനാൽ ഇത് ഒരു േകാർഡിേന്ئ െْഫയിം ആെണ്ؗ പറയാം, ഇത് അײം ആണ്, ഇത് അײം x y x 
 ത് 10 0 y 10تഒരു വരിയാണ് ഇവിെട േപായിന്റുകളായി ഉ تസ് ന് തുലّമാണ്, ഇത് േപാെലയു؛
കൂടാെത 0 10. ഇെതാരു പരുׯൻ േരഖാചിْതമാണ്, എؗാൽ ഇവിെട ആശയം ഈ വരികളുെട െപാതുവായ
ആകൃതി ശരിയായ രീതിയിൽ േനടുക എؗതാണ് നാല് ൈമനസ് പൂജّ؋ിന് തുലّമായത് x y 
േപാെലയുت ഒരു വരിയാണ്, അതിനാൽ ഇത് 4 ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, ഇത് ആണ് ؛സ് x y 0 x y 
എؗത് 10 ന് തുലّമാണ്, ഇതിന് പരിഹാരം കെ؇؋ാൻ ْശമിുׯേآാൾ നأൾ എؓാണ് െചإാൻ 
ْശമിؗുׯത്, െചറിയ െചറിയ മൂലّ׹ളുെട ഒരു കൂ؂ം കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ْശമിുؗുׯ, അത് ഈ x y 
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ര؇് സമവാകّ׹െളയും തൃلിٝെؚടുു؋ം, അതിനാൽ ജّാമിതീയ വീײണേകാണിൽ നി്ؗ എؓാണ് 
ഈ ര؇് വരികളും ഒരു ബിؕുവിൽ വിഭജിുؗുׯേ؇ാ ഇبേയാ എ്ؗ ഞ׹ൾ കാണാൻ ْശമിുؗുׯ, 
എؓുെകാെ؇ؗാൽ അവ ഒരു ബിؕുവിൽ വിഭജിുׯകയാെണ׸ിൽ, ആ േപായിന്റ ്ര؇് 
വരികളുെടയും സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടു؋ാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് ഈ 
സമവാകّെ؋യും ഇതും തൃلിٝെؚടു؋ണം സമവാകّം , ഉദാഹരണ؋ിന്െറ മുൻ വിശകലനെ؋ 
അടിرാനമാׯി, ഇതാണ് േപായിന്റ് ര؇് േകാമെയ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു എ؂്, അത് ഈ ൈലനിലും ഈ 
ൈലനിലും ഉെ؇്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു, അതിനാൽ കവലയുെട േപായിന്റ് ര؇് വരികളുെടയും 
സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതാണ് നأൾ ശരിׯായി തിരയുؗ പരിഹാരമാണിത്, അതിനാൽ 
ഇത് ഒരു رിരതയുت സമവാകّ സംവിധാനമാണ് . ഈ ആശയ؋ിൽ നി്ؗ തുടരുؗത് േനാൂׯ , ശരി 
ഈ ര؇് വരികളും ജّാമിതീയമായി നമു്ׯ ദൃശّവൽׯരിׯാം , ഏത് ര؇് വരികൾ്ׯ ഏത് ര؇് 
വരികൾ്ׯ പരിഹാരമു؇ാകിب എؗ അർ،؋ിൽ ഏത് ര؇് വരികൾ്ׯ വിഭജന ബിؕുׯൾ 
ഉ؇ാകിب എؗതിന് ഒരു സാധّതയാണ് ര؇് വരികൾ ആെണ׸ിൽ സമാؓരമായി പരُ١രം 
സമാؓരമായി , നിർവചനം അനുസരി്׺ അവ വിഭജിؗുׯിب, അതിനാൽ പരിഹാരം െപാരു؋മിبാ؋ 
അവرയായിരിׯാം, അതായത് സമവാകّ׹ളുെട സْآദായ؋ിന് ഒരു പരിഹാരവുമിب, അത് 
െപാരു؋മിبാ؋തായി േലബൽ െചإെؚടും, അതിനാൽ നമു്ׯ േനാׯാം ഈ ഉദാഹരണെ؋ 
അടിرാനമാׯി നമു്ׯ ഒരു പരിഹാരവുമിبാ؋ സമവാകّ׹ളുെട ഒരു സിزം െകാ؇ുവരാൻ 
കഴിയുേമാ എ്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ നأൾ ഒരു െപാരു؋മിبാ؋ സിزം നിർأിׯാൻ 
േപാകുؗുെവ്ؗ മനشിൽ ഉെ؇്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ നأൾ ഘ؂ം ൽ വീ؇ും േനാുׯെമ്ؗ p-
കരുതുക. െലയ്ൻ ര؇് വരികൾ അതിനാൽ ഇതിന് ഒറിജിനൽ ؛സ് പ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ x y 
കരുതുക, നമു്ׯ മെئാരു സിزം ഉെ؇്ؗ കരുതുക, അത് ؛സ് ഇരുപതിന് തുലّമാണ്, ഇത് x y x 
ഇതാണ് വّװമായും ഇവ ര؇് സമാؓര വരകളാണ്, അതിനാൽ നأൾ ഈ സമവാകّ׹ൾ y , 
എഴുതിയാൽ ؛സ് പ؋ിന് തുലّമായ ؛സ് ഇരുപതിന് തുലّമാണ്, ഈ ര؇് x y x y 
സമവാകّ׹ളുെടയും ഒരു മാْടി٧്ع പതി്ؚ െകാ؇ുവരാൻ ഞ׹ൾ ْശമിുؗുׯ, ഇതിന് ഒരു 
പരിഹാരമു؇ാകുേമാ അേതാ ജّാമിതിെയുׯറിتു׺ നുأെട ധാരണെയ അടിرാനമാׯിയാേണാ 
എ്ؗ ഞ׹ളുെട മുآെ؋ രീതിയിൽ പരിേശാധിുׯക. സമാؓര ൈലനുകളാണ് കവലയുെട േപായിന്റ്
ഉ؇ാകരുത്, അതിനാൽ പരിഹാരെമാؗും ഉ؇ാകരുത്, പേײ എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ 
അറിയാം എؗ ആശയം നമു്ׯ പരിേശാധിׯാം, പേײ അവിെടയുേ؇ാ എ്ؗ കാണാൻ ഞ׹ൾ 
പരിേശാധിׯാൻ ْശമിر ؗുׯാപിത നടപടിْകമം പരിേശാധിׯാം ഇത് വളെര കൂടുതലാണ് , അേؚാൾ 
നി׹ൾ എؓാണ് െചؗുإത്, ഇത് 1 1 1 1 എؗിവ േപാെലയുت ഒؗാേണാ ശരി എ്ؗ ഞ׹ൾ xy, 10 20 
പറയുؗു. ഈ സിزം ഏകവചനമാേണാ അبേയാ എ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ അറിയണം, അതിനാൽ ആദّം 
ഡിئർമിനന്റ് 0 ആെണ്ؗ കണׯാുׯക, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ പറയും യുെട ഡിئർമിനന്റ് 1 ൈമനസ് 1 a 
ആണ് അതായത് 0. വിപരീത സമയ؋ിന്െറ അടിرാന؋ിൽ മുآെ؋േؚാെല ഒരു പരിഹാരം 
നിർأിׯാൻ ഞ׹ൾ്ׯ കഴിയിب നി׹ൾ കാണുؗത് േപാെല , യുെട ആ േജായിന്റ ്b um a 
േനാുׯേآാൾ എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം യുെട േജായിന്റ ്എؓാണ് ഒ്ؗ a aa 
മാئിرാപിؗുׯത് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ അതിനാൽ ഇത് യുെട സംയുװമാണ്, കാരണം a 
ഒؗിന്െറ േകാഫാعർٚ ഒؗായതിനാൽ ഇതിന്െറ േകാഫാعർٚ ൈമനസ് വൺ ആെണ്ؗ ഇവിെട നൽകാം, 
അത് തീർ׺യായും അേത എൻْടിയാണ് ഇവിെട നൽകിയിരിؗുׯത് അതിനാൽ ഇത് ഒരു സമമിതി 
മാْടി٧عാണ്, പേײ െപാതുേവ അത് അ׹െന ആകണെമؗിب, അേؚാൾ ഒരു സമയ؋ിന്െറ ഒരു 
േജായിന്റിന്െറ മൂലّം എْതയാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പരിേശാധിുׯം അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഇത് d 

ആണ്, അതിനാൽ ഒരു സമയ؋ിന്െറ അനുബؖം എؓാണ് ഇത് 1 ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 1 1 തവണ 10b b 
20 ആണ്, ഇതാണ് 10 ൈമനസ് 20 ആകും, അ׹െന ൈമനസ് 10 ഉം പിെؗ ؛സ് 10 ഉം ആയിരിുׯം. 
അതിനാൽ, യ്്ׯ തുലّമായ ഒരു തവണ േകാടാലി ബാറിന്െറ അഡ് േജായിന്റ ്ഗുണി׺ാൽ നമു്ׯ b 
ലഭി׺ സമവാകّ؋ിന്െറ വലത് വശം പൂജّമبാ؋ ഒരു സാഹചരّമു؇്. വലത് ഇടത് വശം കാരണം ഒരു 
തവണ യുെട േജായിന്റ ്പൂജّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട േനരി؂് പരിേശാധിׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ a 
ഞ׹ൾׯറിയാം . 0 അبാ؋ ഒؗിന് തുലّമായ ഒരു സാഹചരّം വരും, അതിനാൽ ഇത് 
അർ،മാؗുׯിب, അതിനാലാണ് ഞ׹ൾ അതിെന െപാരു؋േׯട് എ്ؗ േലബൽ െചᅃٝത് , ജّാമിതീയ 
വീײണ؋ിൽ ഇവ ര؇് സമാؓര േരഖകളാെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ 
ഉ؇ായിരിׯണം ഒരു പരിഹാരമാകരുത്, അതും ഒരു رിരതയുت സമവാകّ വّവرെയുׯറിتു׺ 
ഞ׹ളുെട ആശയ؋ിന്െറ ൈലനിലാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട ഈ വّായാമ؋ിന്െറ ലّײം 
പൂർ؉മായും ബീജഗണിത മാْടി٧്ع വീײണേകാണിൽ നി്ؗ ശരി എ്ؗ പറയുക എؗതായിരുؗു, 
ഒരുപേײ എؓുെകാ؇ാണ് ഇത് സംഭവി׺െത്ؗ വّװമب ഇവിെട ഇവെയ െപാരു؋േׯടുകൾ എ്ؗ 
േലബൽ െചുؗുإ, നമു്ׯ അത് ജّാമിതീയമായി േനാׯാം, ശരി സമാؓര േരഖകൾ കവലയുെട 
േപായിന്റ് ഇب പരിഹാരമിب, അതിനാൽ നിർവചനം അനുസരി്׺ അവ െപാരു؋േׯടാണ്, ശരി ആഹ്, 
അതിനാൽ ഒരു പരിഹാരവുമിبാ؋ ഒരു ഉദാഹരണം ഇതാ, ഓ എؗ ആശയ؋ിൽ ഇേؚാൾ ഓർുׯക 
 ൾ׹ഒേؗാ അതിലധികേമാ പരിഹാര ׯാൾ , നമു്آേുׯിലും നിർവചി׸എെؓ تിരതയുر
ഉ؇ാകാം എ്ؗ പറേയ؇ി വؗു, ഓ ഒരു പരിഹാരമുت ഒരു ഉദാഹരണം ഞ׹ൾ പരിേശാധിു׺, ഒؗിൽ 
കൂടുതൽ ലായനികൾ ഉت ഒരു ഉദാഹരണെുׯ؋റി്׺ നമു്ׯ ചിؓിׯാേമാ അേയാണും ْപേതّകി്׺ 
അനؓമായ െസാലّൂഷനുകളും ഈ ജّാമിതീയ ആശയ؋ിേല്ׯ തിരിു׺േപാകുؗു, ഇവ ഒരു 
വിമാന؋ിെല വരകളാെണ്ؗ പറയുക, ര؇് വരികൾ ഒേര സമവാകّം വിവരിുׯേآാൾ എ്ؓ 
സംഭവിുׯെമ്ؗ നമു്ׯ പരിഗണിׯാം നി׹ൾ്ׯ ര؇് വരികൾ ഉെ؇׸ിൽ ഒേര സമവാകّം 
വിവരിുؗുׯ അെ׸بിൽ ര؇് സമവാകّ׹ളും ഒേര േരഖെയ വിവരിുׯകയാെണ׸ിൽ ഞാൻ i 
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പറയണമായിരുؗു എ്ؗ ഞാൻ പറ؁ാൽ ײമിുׯക ജّാമിതീയ വീײണേകാണിൽ നി്ؗ നമു്ׯ 
ഒؗിലധികം പരിഹാര׹ൾ ഉെ؇്ؗ പറയുേآാൾ നأൾ അർ،മാؗുׯത്, അവ ര؇ും ഒേര േരഖെയ 
നിർവചിുؗുׯ എؗതാണ്, അതിനാൽ പൂർ؉തയ്ׯായി നമു്ׯ അനؓമായ നിരവധി 
പരിഹാര׹ളുെട ഒരു ഉദാഹരണം േനാׯാം. അതിനാൽ ജّാമിതീയമായി നി׹ൾ്ׯ േപാെലയുت xy 
ഒേര സമവാകّം ഉെ؇׸ിൽ, ഇത് പ؋ിന് തുലّമായ ؛സ് എؗ േരഖയുെട സമവാകّമാെണ׸ിൽ x y 
നമു്؛ ׯസ് പ്؋ ആയും ؛സ് പ؋ിന് തുലّവും ഉ؇ായിരുؗുെവ׸ിൽ അത് േനരി؂് x y x y 
ആയിരിׯി؛ بസ് ഐ്ׯ തുലّം ര؇് ؛സ് ടു എؗത് പ؋ിൽ നി്ؗ രേ؇ാ ഇരുപേതാ x y t x y 
ആയി തുലّമാണ്, കാരണം ഇത് ഇേؚാഴും േരഖയുെട സമവാകّ؋ിന്െറ ْപതിനിധാനം മാْതമാണ്, 
അതിനാൽ നമു്ׯ അനؓമായ നിരവധി പരിഹാര׹ളു؇്, കാരണം ഈ വരിയിെല ഏത് േപായിന്റും 
േപാകുؗു നി׹ൾ ഇത് ഒരു സിزം 1 1 2 2 തവണ എؗും 10 20 എؗും എഴുതുകയാെണ׸ിൽ, xy 
 ർമിനന്റ് എؓാണ്, aئയുെട ഡി ٧്عക, ഇതാണ് മാْടിുׯിനായി ഇവ ര؇ും പരിഹരി؋ിരീകരണر
അത് 0 ആണ്, അതിനാൽ ഇത് േനരി؂് മുേؗാ؂് േപാകിب മു്آ ഒരു ൈലׯിന്െറ 
അഡ് േജായിന്റിെനുׯറി്׺ എؓാണ് പരിഹാരം കെ؇ു؋ക, ഞ׹ൾ യുെട അഡ് േജായിന്റ് a 
എഴുതാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഒؗിന്െറ ഒരു േജായിന്റ് എؓാണ്, 1 എؗതിന്െറ േകാഫാعർٚ 2 1 
ആണ്, തുടർ്ؗ ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 2 ആണ്. അതിനാൽ ഇത് യുെട ഒരു േജായിന്റ ്ആണ്, അത് ഒരു a ah 
തവണ യുെട അേഡّായന്റ് ബി ആയും 0 ഉം ആയിരിുׯം അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഒؗും പറയാനാവിب,b 
അതിനാൽ നടപടിْകമം അനുസരി്׺ ഞ׹ൾ്ر ׯിരതെയുׯറിേ׺ാ െപാരു؋േׯടിെനുׯറിേ׺ാ 
നിഗമനം െചإാൻ കഴിയിب ഓം ഇവിെട നമു്ׯ മെئെؓ׸ിലും ആവശّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് 
അർ،വ؋ാണ്, കാരണം ജّാമിതീയ ആശയ؋ിന്െറ വീײണേകാണിൽ നി്ؗ അനؓമായ നിരവധി 
പരിഹാര׹ളു؇്, അതിനാൽ ഈ മൂ്ؗ സാഹചരّ׹ളിലും ഇത് رിരതയുتതാേണാ അبേയാ എ്ؗ 
കെ؇؋ാൻ നമു്ׯ സാഹചരّ؋ിന്െറ ജّാമിതി ഉപേയാഗിׯാം അെ׸بിൽ മൂ്ؗ ഉദാഹരണ׹ൾ 
ഞ׹ൾ സമവാകّ׹ളുെട സി؋زിന്െറ വّതُّ ٝപതിؚുകൾ പരിേശാധിു׺, ആദّ സؕർഭ؋ിൽ ഇത് 
ഒരു പരിഹാര േപായിന്റായിരിുׯം , അത് തീർ׺യായും ഒരു പരിഹാര േപായിന്റാെണ്ؗ ഞ׹ൾ 
കെ؇؋ി, കാരണം അത് വരികളുെട വിഭജന േപായിന്റായിരുؗു. അടു؋ സാഹചരّ؋ിൽ, ഇവ ര؇് 
സമാؓര വരകളാെണؗും അതിനാൽ പരിഹാരമിെുؗبം സമവാകّ׹ളുെട സി؋زിൽ 
െപാരു؋േׯടുെ؇്ؗ ഞ׹ൾ കെ؇؋ിയ കാരّ׹ളുമായി െപാരു؋െؚടുؗതായും ഞ׹ൾ ക؇ു, 
ഒടുവിൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നമു്ׯ നിഗമനം െചإാൻ കഴിയാ؋ ഒരു േകസ് ഞ׹ൾ െകാ؇ുവരുؗു.
 ാ׺റിേുׯെള׹ിലും കാരّ׸െؓئാ മെ׺റിേുׯടിെനׯേ؋ാ െപാരു׺റിേുׯിരതെയر
ആവശّമായി വേؗׯാം, അനؓമായ ധാരാളം ഉتതിനാൽ അത് رിരതയുت സമവാകّ׹ളാെണ്ؗ 
അടിرാന ജّാമിതീയ ചിْത؋ിൽ നി്ؗ നമുׯറിയാം. പരിഹാര׹ൾ അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് ഒരു 
പ؂ികയുെട അടിرാന؋ിൽ എഴുതെ؂, അതിനാൽ മുآെ؋ മൂ്ؗ ഉപ ഉദാഹരണ׹ൾ മുآെ؋ 
ഉദാഹരണം മൂ്ؗ വّതിയാന׹ളും സംْഗഹവും ഇْപകാരമാണ് , ആദّ സؕർഭ؋ിൽ യുെട ഒരു a 
ഡിئർമിനന്റ് പൂജّമായിരുؗിب, അതിനാൽ പരിഹാരം വിപരീതമാെണ്ؗ നമു്ׯ പറയാം കൂടാെത b 
അؓർലീനമായ ജّാമിതീയ ചിْതം ഒരു വിഭജന؋ിന്െറ ഒരു ബിؕുവായിരുؗു , ْപേതّകി്׺ 
ഡിئർമിനന്റ് പൂജّ؋ിന് തുലّമായേؚാൾ, ഞ׹ൾ്ׯ അത് െകാ؇ുവരാൻ കഴിയിب, പേײ ഞ׹ൾ 
കെ؇؋ിയത് ഇത് സമാؓര േരഖകളാെണؗാണ്, അതിനാൽ ഇത് യഥാർ،؋ിൽ തെؗയാെണ്ؗ 
ഞ׹ൾ കെ؇؋ി. െപാരു؋മിبാ؋തും ജّാമിതീയമായി ഇത് സമാؓര േരഖകളായിരുؗുെവ്ؗ 
ഞാൻ വിശٔസിുؗുׯ, ഇത് അ׹െന തെؗയായിരുؗു അെത അതിനാൽ ഇതാണ് ര؇് ah two b b, 
ഞ׹ൾ നടപടിْകമ؋ിൽ െചᅃٝ കാരّ׹ളുമായി െപാരു؋െؚ؂ു േനാׯിയതാണ് േകസ് ര؇്, യുെട a 
ഡിئർമിനന്റ് 0 ആയിരുؗേؚാൾ േകസ് ര؇് എؗാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു നിഗമന؋ിെല؋ാൻ കഴി؁ിب,
എؗാൽ അടിرാന ജّാമിതിയിൽ നി്ؗ ഇത് ഒേര േരഖയാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ 
അനؓമായ നിരവധി പരിഹാര׹ൾ അനؓമായ നിരവധി പരിഹാര׹ൾ ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഇത് 
മനشിലാׯാൻ ഒരു ഉദാഹരണ؋ിന്െറ ചി؂യായ പരّേവײണം േപാെലയാണ് ْപേതّകിു׺ം ഒരു d 
സി؋زിന് ഒരു പരിഹാരമുേ؇ാ അേതാ رിരതയുتേതാ െപാരു؋മിبാ؋േതാ എ്ؗ 
വിളിؗുׯേതാ അെ׸بിൽ ഒരു െപാതു മാْടി٧്ع വീײണേകാണിൽ നി്ؗ അതിെന എ׹െന 
വിശകലനം െചുإെമേؗാ ഞ׹ൾ എ׹െന വിശകലനം െചുؗുإ എ്ؗ മനസിലാׯാൻ 
സാഹചരّ؋ിന്െറ ജّാമിതി നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ അേത നടപടിْകമം േനാׯാം. 
കൂടുതൽ െപാതുവായ സാഹചരّ؋ിൽ, ഇവ മൂؗിൽ മൂേؗാ അതിലധികേമാ സാധാരണയായി ന്െറ n n
െമْടി٧്ع ആെണ׸ിൽ , അനുബؖ മാْടി٧عിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് പരിേശാധി്׺ നമു്ׯ എ׹െന നിരവധി 
നിഗമന׹ളിൽ എ؋ിേ׺രാനാകുെമ്ؗ ഇവിെട ൈഹൈല്ئ െചإാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, നമു്ׯ 
മെئാരു ഉദാഹരണം േനാׯാം സമവാകّ׹ളുെട സْآദായ؋ിന് ആഹ് പരിഹാരമുേ؇ാ അേതാ 
പരിഹാരമുേ؇ാ എ്ؗ കെ؇ുؗു؋, അതിനാൽ ഈ ْപേതّക ഉദാഹരണം ജീ അഡٔാൻ്ُٛ 
െവബ് ൈസئിൽ നിؗുتതാണ്, ْപേതّകിു׺ം ഇത് ജീ അഡٔാൻ്ُٛ െവബ് ൈസئിൽ നിؗുتതാണ്. 
േചാദّം എؓാെണ്ؗ ചുരുׯമായി ഞാൻ വിശദീകരിׯാം, അതിനാൽ കൂടുതൽ െപാതുവായി ഒരാൾ്ׯ 
പൂർ؉ ْപُാٝവന പറയുؗ െവബ് ൈസئിെല ْപٍ٠ം േനാׯാം, അതിനാൽ ഇവിെട ഞ׹ൾ ഒരു ടി 
പരിഗണിׯാൻ േപാകുؗു സമവാകّ׹ളുെട ൈഡമൻഷണൽ സിزം ആൽഫ ؛സ് ടു സമം wo x y 

മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇് തുലّമായ എؗിവ യഥാർ، lambda ah, x y mu, alpha lambda common mu 
സംഖّകളാണ് , അതിനാൽ െമാ؋؋ിലുت ْപശ് ന؋ിന് നിരവധി ഓപ്ഷനുകൾ ഉ؇്, ഒؗിൽ ഒേؗാ 
അതിലധികേമാ ഒേؗാ അതിലധികേമാ ആകാം ശരിയാണ് എؗാൽ നമു്ׯ അവയിെലാ്ؗ േനാׯാം, 
ആ ْപُാٝവന ശരിയാേണാ അبേയാ എ്ؗ പറയാൻ കഴിയുേമാ എ്ؗ േനാׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ േനാׯാൻ േപാകുؗ േചാദّം ഇനിؚറയുؗ ശരിയാണ് , അതായത് ആൽഫ ആെണ׸ിൽ ൈമനസ്
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3 ന് തുലّമب , സി؋زിന് എبാ ലാംഡയ്ുׯം ഒരു അദٔിതീയ പരിഹാരമു؇് , േചാദّ؋ിന് 
അർ،മുേ؇ാ, അതിനാൽ ഇത് ഈ െവബ് േപജിൽ നി്ؗ ഈ പിഡിഎഫ് ഫയലിൽ ആക് സസ് െചإാൻ 
കഴിയുؗ ഒരു ْപശ് നെ؋ അടിرാനമാׯിയുتതാണ്, ഇത് ഇതിന്െറ ഒരു ഉപഭാഗമാണ്. വിപുലമായ 
െവബ് ൈസئിെല ْപശ് നെ؋ അടിرാനമാׯി , ഇത് അതിന്െറ ഒരു ഭാഗമാണ്, ഞ׹ൾ എؓാണ് 
െചയ് തത് എؗതിെന അടിرാനമാׯി ഞ׹ൾ മനസിലാׯാൻ ْശമിؗുׯതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ദٔിമാന 
സമവാകّ׹ളുെട ഒരു സിزം ഉ؇്, ആൽഫ ൈമനസ് ْതീ്ׯ തുലّമാെണ׸ിൽ അത് ആൽഫയാേണാ 
എ്ؗ അറിയാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ. അദٔിതീയമായ ഒരു പരിഹാരമു؇് അെ׸بിൽ അ׹െനയب, 
ഞ׹ൾ അത് എ׹െന കെ؇ു؋ം ഒരു മാْടി٧്ع ആൽഫ ര؇് മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇് എؗതിന്െറ 
അടിرാന؋ിൽ നമു്ׯ ഇതിെന എളുؚ؋ിൽ ْപതിനിധീകരിׯാം, തുടർ്ؗ തുടർ്ؗ നമു്ׯ xy 
ലാംഡ മു ഉ؇്, അതിനാൽ ഞ׹ളുെട െനാേ؂ഷനിൽ ഇതാണ് മാْടി٧്ع ഇതാണ് മാْടി٧്ع ബാർ, ഇതാണ് a x 
ബി, എؓാണ് നأൾ ആْഗഹിؗുׯത് അതിന് അദٔിതീയമായ ഒരു പരിഹാരമുേ؇ാ എ്ؗ 
പരിേശാധിുׯക, അതിനാൽ അദٔിതീയെമؗാൽ നأൾ അർ،മാؗുׯത് ഒ്ؗ മാْതമായിരിുׯം , 
അതിനാൽ അതിന് ഒരു പരിഹാരമുേ؇ാ ഇبേയാ എ്ؗ ആദّം പരിേശാധിׯാം , ഒരു മാْടി٧عിന്െറ 
ഡിئർമിനന്റ് ആദّം കണׯാׯി അത് എ׹െന പരിേശാധിׯാം ൈമനസ് 2 ആൽഫ ൈമനസ് 6 ആണ്, 
ഇത് ആൽഫ ൈമനസ് മൂؗിന് തുലّമെ׸بിൽ ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമെ്ؗب ഞ׹ൾ ْശؑിുؗുׯ, 
കാരണം ആൽഫ ൈമനസ് മൂؗിന് തുലّമാെണ׸ിൽ ഈ ഡിئർമിനന്റ് പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് 
ൈമനസ് മൂؗിന് തുലّമെ׸بിൽ അത് പൂജّമാണ്. ഇേؚാൾ പൂജّമب ْപസ് താവന പറയുؗത്, യുെട a 
ഡിئർമിനന്റ് പൂജّം ശരിയെ׸بിൽ ശരിയാണ്, അതാണ് ൈമനസ് ْതീ്ׯ തുലّമب ആൽഫ എ്ؗ അവർ 
പറയുؗത് , സമവാകّ വّവرെയുׯറി്׺ നമു്ׯ എ്ؓ പറയാൻ കഴിയും, അേؚാൾ അത് 
 ം എؗാൽ അതിന് ഒരു പരിഹാരമുേ؇ാزൾ യാْؓികമായി പറയും സി׹താെണ്ؗ ഞتിരതയുر
ഇبേയാ ലാംഡയുെടയും മّുവിന്െറയും എبാ മൂലّ׹ളും ഞ׹ൾ എ׹െന പരിേശാധിുׯം , വിപരീതം 
നിർأിു׺െകാ؇് നമു്ׯ അത് പരിേശാധിׯാം, അതിനാൽ വിപരീതം ൈമനസ് അെ׸بിൽ 1 ൈമനസ് 2
ആൽഫ ൈമനസ് 6 ആകും, തുടർ്ؗ മാْടി٧്ع മാئി പകരം വയ്ؗുׯത് ൈമനസ് ആണ്. 2 ആൽഫ ര؇് 
ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് മൂ്ؗ, തുടർ്ؗ ലാംഡ മّു, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ഉتത് ൈമനസ് വൺ ൈബ 
ടു ആൽഫ ؛സ് ആറ്, ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് ര؇്, ൈമനസ് 2 ലാംഡ ൈമനസ് 2 മّു, ൈമനസ് 3 ലാംഡ 
 ,ലാംഡ േകാമ മّു ؗുׯഅവിെട കാണാൻ കഴിയും നൽകിയിരി ׯൾ്׹സ് ആൽഫ യു, അതിനാൽ നി؛
ആൽഫ എؗിവയ് ്ׯ ഒേരെയാരു പരിഹാരം മാْതേമ നൽകൂ , ആൽഫ ൈമനസിന് തുലّമب 
എؗതിനാൽ അെത ഒരു അദٔിതീയ പരിഹാരമു؇്, കാരണം ലാംഡയുെടയും മّുവിന്െറയും ഏത് 
മൂലّ؋ിനും നമു്ׯ ഇതിന്െറ ഒരു മൂലّം െകാ؇ുവരാൻ കഴിയും. ആൽഫ ൈമനസ് ْതീ്ׯ തുലّമب, 
അതിനാൽ ഈ ْപُാٝവന ശരിയാണ് , അതിനാൽ ْപശ് ന؋ിൽ മ്ئ മൂ്ؗ ഓപ് ഷനുകൾ നൽകിയി؂ു؇്, 
അവ ഓേരാؗും ആഹ് ഈ രീതി ഉപേയാഗി്׺ പരിേശാധിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഈ വിപുലമായ 
ْപശ് ന؋ിന്െറ ഈ ഭാഗം അവതരിؚിؗുׯതിന്െറ ലّײം െവറും സ׸ൽؚ׹ളുെട തരവും 
ْപശ് ന׹ളും ഡിസും ശരി എ്ؗ പറയാൻ നി׹ൾ അനുഭവിു׺െകാ؇ിരുؗ കുഷൻ കൂടുതൽ 
വിപുലമായ തല؋ിൽ പരീײിׯെؚ؂ ഒؗാണ്, ഞ׹ൾ െചയ് ത അേത ടൂളുകൾ തെؗയാണ് ഞാൻ 
അർ،മാؗുׯത്, ഡിئർമിനന്റ് ഉടനടി ചിْത؋ിേല്ׯ വരുؗു, ഓ, സിزം رിരതയുتതാേണാ 
അبേയാ എؗതിെനുׯറിتു׺ നുأെട ധാരണ ഉടൻ തെؗ ഈ ْപേതّക ْപٍ؋٠ിന്െറ ജّാമിതീയ 
ചിْതം േനാׯാനും അത് ഒരു േനർേരഖയായിരിുׯേമാ അേതാ വരികൾ സമാؓരമാകുേമാ എؗതാേണാ 
ശരിെയ്ؗ കാണാൻ ْശമിؗുׯതിന് ഞാൻ നി׹െള േْപാ؏ാഹിؚിുؗുׯ. ഈ ْപഭാഷണ؋ിന്െറ 
ലّײം സംْഗഹിׯാൻ, സമവാകّ׹ളുെട ലീനിയർ സിزം സമവാകّ׹ൾ പരിഹരിؗുׯതിൽ 
ഡിئർമിനന്റുകളുെട പ്׸ അേനٔഷിുׯക എؗതായിരുؗു ഈ ْപഭാഷണ؋ിന്െറ ലّײം . ലളിതം 
രേ؇ാ രേ؇ാ മൂേؗാ ഉദാഹരണ׹ൾ തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ رിരത െപാരു؋േׯട് എؗ വാുׯകൾ 
നിർവചിു׺, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ വിപരീത മാْടി٧്ع അധّായ؋ിൽ പഠി׺ കാരّ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ ma 
െയുׯറിتു׺ മുൻ ْപഭാഷണം എ׹െനെയ്ؗ ക؇ു. ْടി٧്ع വിപരീത׹ൾ ഉപേയാഗിׯാവുؗതാണ് , 
ْപേതّകി്׺ ഡിئർമിനന്റ് ഇത് ഒരു മാْടി٧്ع ആേണാ അبേയാ എ്ؗ നിർ؉യിؗുׯ ആശയം, കാരണം 
വിപരീതം നിലവിലുേ؇ാ ഇبേയാ എؗതിെനുׯറി്׺ നി׹ൾ്ׯ ഒരു ആശയം നൽകാൻ കഴിയും, 
തുടർ്ؗ അത് പരിഹാരം നിർأിؗുׯതിേനാ അെ׸بിൽ എെؓ׸ിലും പറയാൻ 
ഉപേയാഗിؗുׯതിേനാ ഉപേയാഗിׯാം. സമവാകّ׹ളുെട ലീനിയർ സിزം പരിഹരിؗുׯതിൽ 
ഡിئർമിനന്റുകളുെട ْപാധാനّം ഇത് വീ؇ും വّװമാുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ഒരു സംْഗഹ 
ْപُാٝവനയായി എഴുതെ؂ , അതിനാൽ ഈ ْപഭാഷണം സമവാകّ׹ളുെട ലീനിയർ സിزം 
പരിഹരിؗുׯതിെല ഡിئർമിനന്റുകളുെട േറാൾ എടുു؋കാണിു׺ , അതിനാൽ ഞാൻ നؕി പറയുؗു 
നി׹ളുെട ْശؑയ് ׯായി ഞ׹ൾ ഇവിെട ചർ׺ െചയ് ത ആശയ׹ളും ْപശ് ന׹ളും 
ഡിئർമിനന്റുകെളുׯറിتു׺ നി׹ളുെട ആശയം മനشിലാؗുׯതിന് ഉപേയാഗْപദമാെണ്ؗ ഞാൻ 
ْപതീײിുؗുׯ , നؕി Pru

tor
@
IIT
K




