
 
సࠬకరހల సరళ వङ వసबߘ పࡍషए రߖ ࡹంచడంࡍ पࡏڒ߅࠻ల ߦऴతߘ అధङ యనం ۯయడం߯ ఈ ఉపߕङ ړߖࣃ
छࣃ గతం, ڒబܽद ఈ ܌ࡗ మనం ࠪ ऱܼ డࡃࠓ అంశం సరళ సࠬకరހల వङ వసबߘ పࡍషए  ంచడంࡍ
ङߕఉప ݡ࠮ బܽद గతڒ రߖ ࠭࠲ ࡹలࣃ पࡏڒ߅࠻ల ࡅకए నऒࠚ࢑   అంࢡలߘ ప࡯ࢣࡍంۧ࠭.
 అ࢑ ఎకए డ ߘంݟ ఉదग ࢑ంచవ۲ऐ  ऴߦరంࠚంۨ, ऴ߮ߧࡔంۯ ఉ޳హరణలࡹ ఒకܽ ࢐సफړߖ࢐ సࠬకరހల సరళ 
వङ వసब సࠬకరހల వङ వసबߘ పࡍషए ఆ ,࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ݞږ ޾ఉం ࡮࢑వరణ ఎ తށగڣࡔ ړ࢐ܽ ంచడం, ఆ߯ࡍ
తࡌछ త ࠭࠲ ఒక ߖర प࠻తघ కతߖ ߘరछ ۨంۧ࠭, అ޴ త࠴ ޒ࢐ࡏదܽ ఉపߕङ సంࡹ ఉం޴.
  ఉపߕङ సం ߖ ࠭࠲ర प࠻తघ క ࡱ࢑వలߘ సమర मవంతంڴ గށంచడంࡹ సࣔయపߖڜ ݦऒ  లࣾހలߘ 
ప࡯ࢣࡍంۧ࠭, ఆ߯ ߖ ࠭࠲ర पࡏڒ߅࠻ల ࡅకए  ఒక అߧऱښష࠭ࢡ۫ ߘ ߤ , ࠪతృకࡹ࢑ ڕమం ఉంܿం޳ 
ऐۯఇ ߘలޔషర ߝఅ ޳ࡶ  ࣋ए छ ࡛ ࠪऴޒకల ࠪࡹ࢑లړࡵ ߘए ంచడంݟ ࡹటࡍघ  ࡆޑసࣔయపడ ࡮ఎ ࡱ ݋ంߜ
.࠭ࢡ۫
  ఆ పంړ फ ఈ ܌ࡗ మనం సࠬకరހల సరళ వङ వసबߘ పࡍషए भ޳۫ ࡆޑసࣔయపడ ࡮ఎ అ࢑ ࡹంచడంࡍ ం 
छࡌ߷ ݋࠼ऱ ఎࢁచన మࡹబܽद ఆڒ ࡛ न మ࠾ࡍ ఇ޴ str  
 x ߘలހసࠪనం వంܽ సࠬకర ړబܽद మనం 2 3ڒ ,ఒకܽ ࡹలހరణ సࠬకర߄ࣃ ࣋۫ మనం ڴరణం߄ࣃ
۫డవ۪ऐ  మ࠾ࡍ 
మనڕ ఒకܽ కం݄ 
ఎڕए వ సࠬకరࡱހ ఉనऒ షएࡍసం పڝ ࡽࠋయࡍ࢘ ڴ࢑ధం ޻అ ݡߩ ऒߕంܿڕߘంۧలࡍ ࠭.x 
ङ߄ߖޒߦఈ ऴ ࠾ࡍమ ޳ࡶ ࠾ࡍమ ߖయ࡯ޘ ࡹలހసࠬకర ڴరణం߄ࣃ   లߘ ࠪతృక n x y xy z 
ऴߖޒߦధङ ంڴ ఎ࡮ ࠪరऐ వ۲ऐ  మనం ۫ڒ ,࠭ࣃబܽद మనం ړ సࠪన࠳న ߄ࣃరణ సࠬకరణ ھడनߖ࡯ b 
ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇకए డ ߄ࣃరణ ࠑ ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  a n n n ߕఏ࢙ ࠾ࡍమ ࢑ߖయ࡯ޘ  ఉం݄ ڴరణం߄ࣃ 
సࠬకరࡱހ ఉߕऒ షएࡍప ߖߖ޳ ࠭࠲ ఆ߯ , ࠼ ऒߕంܿڕߘంۧలࡍ ఈ సమసङ ࠭࠲ బܽदڒ ,࠭  ߘ
పࡍషए ࠫ ట࡛ݟ ړߖݞంచࡍ ంచవ۲ऐڵࡆఉప ࡮ఎ ߘల ݋ߝ  ఇకए డ ۫డߕޔࠓऒ ࠭ 
మ࠭࠲ ࠾ࡍ ۫డ޴ࡃࠓ ఏ ࢑ధంߖ ڴర पߖ ޳ࡶ ࡱࡌڒ߅࠻ర पࡌڒ߅࠻లړࡵ ߘए ంచడం  అߘబం߅త 
ࠪङ ऴܽڡझ  ఒక పࢲࡍए రం ఉం޳ࡶ ޳ పࢲࡍए एࢲࡍక పߝఅ ޳ࡶ ࡱࡌ  ah ߖఅ ޳ڒ న࢑ࡕస ࡱࡌ
బܽद మన లࣾङڒ ޴फంࣆఇ ߘޔఒక షర ړߖݞవڝࣆࡱޘ ం ఏࠫటం݄ , మనం ఇంతڕ ࠭ం޶ ऴࣄ࢐ ఉండవ۪ऐ  
 b ,ࡏఘܽంۧޒऴప ߘలހన వంܽ సࠬకర࠳సࠪన ࡯డनھ
ఇకए డ ڜంత ࣋ए వ۪ऐڒ ࡛࡮ ఒక ࣋ए ݞږ   సం a b xڝ ߖ޳ , ޴ߖయ࡯ޘ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ࡛࡮
పࡍషए झ࡯ంۧࡍ న అవసరం ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇవߗऒ  ࣋ए  a ߖఅ ࡔమనం స ޙక߱ڒ బܽदڒ ࡱవࡱ࢑ ࡛࡮
పओۮ గలం  ऴపࣆफతం ߕࣆऒ ओߩంۨనࡍకނర߄ࣃ ߖܽ࢒ సࠪనం మనం ޜ సࠪనం ఆ߯ ړ x ݡ
ओߦۮ సࠬకరణం ޜ࡯డनھ ߖయ࡯ޘ ݡంࡓ పऱ࣒  ࠾ࡍమ , ࡯ ओߩసࠪనం, ఇ ڕ సࠪనం ޜ  m cx dy ݡ n x 
మ࡯ޘ ࠾ࡍయڒ ࢑ߖబܽद ࡓం࡯ޘ ݡయ࢑ߖ ఉߕऒ  y ߖ޵ మనం ࡱހసࠬకర ݡంࡓ  ࠾ࡍమ ࠼
పࢲࡍए ధङߖޒߦతృక ऴࠪ ߖߖ޵ ࠾ࡍంܼ࠭ మھߘక ࡮ఎ ߘలࡌ ం ࡹ ऴ࢐యవచऐ abcd ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ
మ࠾ࡍ ఆ߯ మݟڕ ࠾ࡍ ఉߕऒ కࢗ ߖయ࡯ޘ ޴ఇ ޴फంࣆࢳ߱ ߘऴతߦ తృకࠪ ޴బܽद ఇڒ ࠼ द࡛  బܽदxy m nڒ 
[  సంڶతం ] సం܉थ ऒߖߕࠪ  గందరۯࡍڷ ړߖࡿڿయڕంݞ ఉండܼړߖ ఇڒࢗ ޴द࡛ అߖ అండ࡛ ޜ ࡛ࠈ x 
ओߩۮ బܽद ఈ ఒక ࣋एڒ ం޳ంڕ కࢗ ޴ఇ ࡛࡮ द࡛ బܽद ఈ సందరगڒ  ంࡹ ఇࢗ ޴క द࡛  x ߘߝ ߖఅ ࡽనलన࠱ݧ ݀ ݋ࡕ 
भ޳ۯ ݋ߠ ం మ࠾ࡍ ఇݞږ ࢑ ఇߩओ కएࡅ సࠬకరణం ࡱڒంࡌबࣄ నࣄ࡯ޘ ݡ న ఉనऒߩ࢙ ݟڕ   ఈ ࢑షయం 
ధङߖޒߦల ऴ࡮ڒ న࠳సࠪన ڕవࡱ࢑ నࣄ࡯ޘ ޴ߝబܽद అڒ ޶య࡯ޘ ޴ߝఅ ߗڒ ,ࣆࡱޘ ݞږ ం, x x 
भ޳ࡱߧ ߖసࠪనం అ ړ ߖ లధనం࠮ ం ڒబܽद మనం ࡱ࢑వߘ ఎ࡮ ߰ందగలం  ఇకए డ ఒక ࠱ݧనलనࡹ ࡽ b b x 
మనం ۫࣋ ړߖ޳ అ߄ࣃ ޻రނకరణ ఇࡓ ޴ం࠱ݧ ݡనलߤ లࡹ ఉంܿం޴ మ߄ࣃ ࠾ࡍరణంڴ మనڕ n 
ల వङހబܽद ఈ సࠬకరڒ ޴ఉంܿం ޒबࣄࡍప ࡹలతలڜ వసबߘ ఎ࡮ పࡍషए ల వङހఈ సరళ సࠬకర ࡯ంۧࡍ వసब 
ఆࣣ ߦऴత ఏࠫܽ ఈ ఉపߕङ సం ࡅకए  లࣾङ ం ఇڒ ޻బܽद ࠬݟ ࡏటࡍघ  ఈ ࠭࠲ ࡯ంۧڵࡆఉప ࡮ఎ ߘల ݋ߝ
సࠬకరހలߘ ఎ࡮ పࡍషए फࣃࡍ ࠭ ࢐ܽ ఉ޳ࡶ ߖړߖ పࢲࡍए  ࡮ఎ ߘలޔషర ࠭࠲ ړߖݞయۯ ڥߖత ߘలࡌ
फࣃ޴ం߰ࡐ फࣃ࡯ࢣࡍప ߘత ࠙వనల߅బంߘఅ ࠭࠲ బܽदڒ ޶ڒ ޳ࡶ ࠭ ࠭ మݞږ ࠾ࡍ ఇకए డ ఉనऒ ऒߖڜ   
సమసङ లߘ ۫డంݟ సڒ ࡔబܽद ࠭ߘపܽ ఉ޳హరణڜ ޜనڵࣃంచړߖݞ మన࠹݅ ڕझ  సࠪనం abct xy m 
మ࠾ࡍ వంܽ࢑ ఉߕऒ కࢗ ߖయ࡯ޘ ޴బܽद ఇڒ ࠼ द࡛  ఇ޴ సࡔ అߦۮ ߖओ ࠭.n x b 
ओߩఇ ࠭࠲   ओߧۮ ݦ న ऱܿړݟڕ  ڴ ఎ࡮ పࡍషए నడం లࣾङھߘక ࡹంۧࡍ ం మڒ ࠾ࡍబܽद ఆࣣ ښవలం x 
ఒకࡍࣃ మనం ఉపڵࡆంచޔࠓనऒ  సం܉थ ࠪనం ࡍڷంۨ ఒక ࠼ߦం݋ , ఒకࡍࣃ మనڕ ऴపږޒలతࡱ సओ షदంڴ 
ఉం݄, ښ ߖ ࠭࠲వలం భࡎ फ ۯయߕޔࠓऒ మۮ ߖపओ ऒߕޔࠓ ం.x
थ܉రణ సం߄ࣃ  ࠪనం ࣋ए న సందరगڵబܽद తڒ ޶డږందۮ ళంڿగందర ޜ ࡛࡮ ంࢗ  ࡹక द࡛ x x ߘవࡱ࢑ 
फࣃڵࡆఉప ߖ ࠭࠲ ړߖݞంచۨࣇ ࠭, అ࠼నపओ ऒߖࡿڿగందర ࠭࠲ ڔܽ xߖ ޜ ࡛ࠈ అండ࡛ ړߖݞంచࡍ࢐ߖ  x
ఉపڵࡆంచ܉ ړߖݞऴగతफڴ ऴపయޒऒ फࣃ ओߩబܽद ఇڒ ࠭  ړ ࠹సदࣄ ఆࣣ ࡽనलన࠱ݧ ݀ ޴ఉం ޴ఇ ڕమన ݡ
ఉ޳హరణ, అం݄ ࡓం࡯ޘ ݡయ࢑ߖ ఉߕऒ ऒߕఉ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ ࠾ࡍమ ࠼  సం ahڝ రपతߪసం ࠼
మనం ऴޓࠫޒయ సࠬకరހల వङ వసबߘ ऴࣄ࢐, ఆ߯ అߘబంధ పހࠪࡍలݡ࠮ ݡ࠮ ߘ ఉ޳హరణలޜ 
రछߖ ۨంచంݟ ऴޓࠫޒయ ఉ޳హరణ ऴޓࠫޒయ ఉ޳హరణ సڒ ࡔబܽद ఇకए డ మనం ݡ࠮ సࠬకరࡱހ 
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ఉߕऒ ఒక ఒకܽ  ప ࠼ ऱ࣒  ఒకܽ ࡓంݡ  ప ऱ࣒  ఒక ݡ࠮ సࠪనం ఒకܽ సࡔ ఇ޴ సࠬకరణం ఒకܽ ࡓండవ x y z b 
సࠬకరణం ࡓంݡ ఒకܽ  ప ऱ࣒ వ۪ऐڒ    ఈకछ  x a two two y plus a two three z ࠾ࡍమ ݀ ࠉ ܿ ࡽ
छښడవ ఈ࠮ షߤ ऴޓ వߤ  ప ऱ࣒  ఎ ऴࡊ ݀ ޓ పऱ࣒  ఎ ऴޓ ऴޓ ఈకछ  x z ޴బܽद ఇڒ ޓऴ ࠉ ࡽ
ఉనऒ ࠾ࡍమ ߖయ࡯ޘ ݡ࠮ ఒకए ޒऴప ࡹܽ࢒  హరణ޳ఉ ڕలހసࠬకర ݡ࠮  ܽ ࣋ए  బܽद xy zڒ ࡱ ࡛࡮
మనం ߖ޵ऒ రణ ࠪङ߄ࣃ  ऴܽڡझ  ऴߖޒߦధङ ంࡹ ఎ࡮ ऴࣃ࢐फ  నࣄۯ సంڝ ࠹సदࣄ ࡽనलన࠱ݧ ݀ బܽद మనంڒ ࠭
࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ फࣃࡍక࣋ ߘబంధనలߖ ڴ  फࣃࡱߧ మనం ߖߖ޵ ,࠭ ࠭ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭.
ङڒ   ఉనऒ ڵ࡯క ࠾ࡍమ ࡱవࡱ࢑ ߖయ࡯ޘ ޴द࡛ ఇڒࢗ ߖయ࡯ޘ ޜ ࡛ࠈ ఆ߯ అండ࡛ ࡽటߧ  a x , xy z 
కࢗ ࠹లڒ द࡛ , ఆ߯ సࠬకరణం ࡅకए కࢗ సࡏవ ࢓ࡱߖ కࡖమ ޜఎంऴܾల ޓऴ ࠉ ݀ ࠉ ߤవ ࠉ ࡏࠬ నߩ࢙ ݟڕ  द࡛  
ఉంܿం޴.
ङڒ  फࣃࡱߧ ߖఅ ࠉ ࡽటߧ వ۪ऐڝࣆऴ࢐ ڴతృకࠪ ߖߖ޵ బܽद మనంڒ ࠭  a one one a two a two a 

ఆ߯ three a two one a two two a two three a three one a three two a three three 
కࢗ ࠹లڒ द࡛  ఇకए డ ఆ߯ ڒࢗद࡛ ڒబܽद ۨࣇ ߖߖ޵ంచవ۪ऐ  ah xyz b  one b two b threeڴలధనం࠮  

ఇ࡛ࠈ ޴ మ࠾ࡍ ఇڒ ޴ङ ఉనऒ ڕబܽद మనڒ ࡽటߧ  సࠬకరణం ࡏࣃऱ ړ ࡛ࠈ సࠪనం మ࠾ࡍ a x b x b
ఇకए డ ࠪ లࣾङ ం ߖ కھߘనడం, ڒబܽद సࠬకరణం ࡅకए  ऴޓࠫޒయ వङ వసबߘ ऴ࢐యడం ࡅకए  ఉ޻भశङ ం x ah 
ऒߖ޵ ࡏࠬ ऐ࡯߱ ޜ ࠹సदࣄ ࡽనलన࠱ݧ ݀  నߩओ  ࡏࠬ ڴరణం߄ࣃ ړߖݞంచߧ۫ ݡ

సࠬకరࡱހ మ࡯ޘ ࠾ࡍయߖ࢐ܽ ߖ కڵ࡯ ఉనऒ ऒߖ޵ సంڝ ࠹సदࣄ ࡽనलన࠱ݧ   ऴ࢐యవ۪ऐ  బܽद n n nڒ 
ఇకए డ 3ړ సࠪన࠳న సందరग ం ࠪऴత࠲ ఉం޴, మనం ߄ࣃరణంھ ڴడन࡯ పܾदڝࣆޓ ߖవ۪ऐ .n 
 మ࢐ܽ ࠾ࡍ స࠭ۨత࠳న ࠱ݧనलనࡽ పڴࡱހࠪࡍ ఉంݞలం݄ ऴపޙङ కంࠑ ڴ ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझb n a n n 

కࢗ 1 ࠑ द࡛  మ࠾ࡍ అࢗ 1 ޴ߝక द࡛ ए࣋ ޴ఇ ڴరణం߄ࣃ బܽदڒ  छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ छ޳   x 1 b n.޴ఉంܿం ࡌ
 ఇ޴ ఒక ࢗ  ࠑక द࡛  మ࠾ࡍ ఇڒࢗ  ࠑ ޴द࡛ ڒబܽद ఇ޴ సࠬకరހల ߖࡰ ࠈయ࡛ ࣄసदڕ ࠹ సࠪన࠳న ھడन1 ߖ࡯ n 1
࣊టۯ ߵయడం సమసङ एࢲࡍప ࠭࠲ , फࣃ۫ ࡮సం ఎڝ లࡌ एࢲࡍప ړߖ޵ ,࠭ ఉనऒ ࡱࡌ  ߖࡶ ޳ࡶ 
పࣄࡍबޔలߘ ఎ࡮ త߄ࣃ  ࡯࠻ۯ ڥߖరణ వङ వసब ړంھ ޴డनړ࡯ సࠪనం ఇߩओ ఇకए ݡ డ ߘߝ ఈ సందరग ంࡹb 
తర۪ڴ ఉపڵࡆంࡓ ۯంݡ ప޳లߖ ߘరछ ۨంۧలڕߘంܿߕऒ  బܽदڒ న࢑࠳దमࡏ࢑ కܽڜߖ޳ఒక ఆࣣ అ࢑ ,ߘ
ల వङހబܽद సࠬకరڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ఒకܽ ࡹ࢐ܽ వసबڕ పࢲࡍए రం ఉం݄ అࣄ ޴बరంڴ ఉంܿందߖ 
పओۮ బޔݡం޴.
 ఒకܽ ޳ࡶ అంతకం݄ ఎڕए వ పࢲࡍए వ۪ऐڒ ࡱࡌ  మ࠾ࡍ పࢲࡍए  ߖఉంܿంద ڴबరంࣄఅ ޴ం݄ అڕࡶ ࡱࡌ
పओۮ బݟంڒ ,޴బܽद ߘߝ ఈ ߤݪ లߘ ऴࣃ࢐फ  ఇ࢑ ߗڒ ߘ
సࠬకరހల వङ వసबߘ కڵ࡯ ఉనऒ  ఈ సందࡌग ऒߖ  బܽद ߖరछ ۨంచబݟన ߖబంధనࡱ మ࠾ࡍ ఈ ࡯ޘయߖ 
छޑबరࣄ వలࡱ࢑ ऒߖ  పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ ऒߕफࣆ ఇకए ࠼ డ ۫ߧన޴ వంܽ సࠬకరހల వङ వసब  ఒక a 
పࢲࡍए రం ఉࡹړߖ ఉనऒ టऱࣄ ޙ࠼बరంڴ ఉంܿందۮ ߖపओ బޔݡం޴ మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ ఒకܽ ޳ࡶ ఒకܽ కం݄ 
ఎڕए వ పࢲࡍए ఉండవ۪ऐ ࡱࡌ  మ࠾ࡍ 
అసࠪనత ࡅకए పङࡐࣃ  రछߖ  చనం సࠬకరހల వङ వసब 
అࣄबర࠳నۮ ڴ޴పओ బޔݡం޴ పࢲࡍए రం ఉڒ ޶ࡶ ࡹړߖబܽद మనం ߖܽ࢒ మࢁऱ ۫޳भ ం ڒబܽद ఇ࢑ ఇకए డ 
ల వङހన సࠬకరݟంచబۨࣇ వసब, సࠬకరހల వङ వసब సࠬకరހల వङ వసब అంܼࡏ  
ఒక పࢲࡍए రం ఉనऒ టऱࣄ ޙ࠼बరంڴ ఉంܿం޴ అం݄ ڕ ఒకܽ ޳ࡶ అంతకం݄ ఎڕए వ పࢲࡍए ల xࡌ
అసࠪనత ఉం݄ సࠬకరހల వङ వసब అࣄबర࠳నۮ ڴ޴పओ బޔݡం޴, పࢲࡍए రం ఉڕࡶ ࡹړߖం݄, ࠪऴޒకల 
కएࡅ  ఇۨऐ న ࡱ࢑వలߖܽ࢒ ڕ సంతృߧफపۯࡍ ఏࡶ ޵దߖ అర बం.x 

సڒ ࡔబܽद ఈ ప޳ల అڷߘణङ త మ࠾ࡍ అࣄबరత అۮ ߖపओ డం ࡅకए  లࣾङ ం ࡅకए   b ah x ah 
పࢲࡍए రछߖ ߘలࡌ ࣕంచ޳ࡶ ړߖݞ ࠪ ऱܼ డܼړߖ ఒక ۨనऒ ప వङࡐ  ڔ फకరణߘ అం޴ంచడం , ڒబܽद ࠭࠲ 
సࠬకరހల వङ వసब ࣄबరంڴ ఉంద޳ࡶ ߖ సࠬకరހల వङ వసब అࣄबరంڴ ఉంద࠭ޑࠋۮ ߖ మߖ޳ ࠾ࡍ అర बం 
ఆ ࡹ ݭߠ పࢲࡍए రం ఉం޳ࡶ ޳ పࢲࡍए రం ޳ࡶ అۮ ߖపओ పరసओ ࡮ۧ ߘߝ ,పంࡐ సంऀపफ ړߖݞ రం 
ऐࡏࠪ ओߦۮ ߖయޑంచబడڵࡆఉప ࡱ޳న పڵ࡯గڝ ల వङހసࠬకర ڕహరణ޳ఉ , ࡯ వసबڕ ఒښ ఒక పࢲࡍए రం
ఉం݄, ړߖ޳ ऴపޙङ క࠳న పࢲࡍए రం ఉంద࠭ޑࠋۮ ࠭࠲ ߖ ऴపޙङ క࠳న అర बం ఒక పࢲࡍए రం ߖڜऒ  ࡏ࢐ ऱࡏࣃ
ङࡲ࣍ ࡽऴܽ࢑య ߤߕ షߤߕ ߤ ऴܽ࢑యࡍڷ ࡽంۨ ࠪ ऱܼ డࡏޑ అం݄ ࠬࡏ ߰ంࡲ࣍ ޻ङ షߕࣆ ߤऒ  x ړ
సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद ఇߖڜ ࢑ऒ  ఓܽ.
 ࠪ ऴపࡆజߕల ڝసం సందࡌग  ࠭ޑఉం۪ ڴసరళం ࠭࠲ ߘల޳ప ࠱ఆ ݦంచబڵࡆఉప ڴరంࣃߘ
మࣄ ࠾ࡍबరతछ ం మ࠾ࡍ అࣄबరతߘ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ సڒ ࡔబܽद ߖ޵ ࠭࠲ऒ  ఎ࡮ పࡍషए  ړࠉ బܽदڒ ంచగల࠭ࡍ
సࠪన࠳న ھడनޜ࡯ సࠪన࠳న ࣄबరతछ  లࣾࡱހ ఏࠫ݇ ࢐ڝࣆࡱޘలڕߘంܿߕऒ ࠭ ఇ޴ అసࠪనత ఏࠫܽ 
ठڴࡍबరత సࣄన అ࠳बరࣄ   తۯ ڥߖయడం ఎ࡮ అ޴ߝ సࠬకరހల వङ వసब ࣄबరంڴ ఉం޾ࡶ ޾ తۯ ڥߖయడం ఎ࡮ 
అ࠭࠲ ߖ కߕھߘऒ ࠭ మ࠾ࡍ ఇకए  ݦ
ࠪతృక ࡹ࢑మంڴ ఉం޳ڒ ޳ࡶ ޳ అߖ ߖర प࠼ంచడంߖ ࡹర पࡏڒ߅࠻ల ߦऴత ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ డ࠭ޑ.a 
 ऴ߱ऴ࠹ڴ ఈ ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఉం޴, మనం ࠭ߘపܽ ఉపߕङ సంࣄ۫ ࡹన ऱܿڴ మనం సࡔ అ࠭ޑࠋۮ ߖ, 
घࡍటݟ ߖ޳  ఏకవచనం ޴అ , ޶ڒ ఏకవచనం ޳ࡶ తృక ఏకవచనంࠪ ݟరప߄ఆ ߯ߖ޳ߝఅ ޳ࡶ ޳ڒ 0 ݋ంߝ
घࡍటݟ ޴అ ޙ࠼అ ޴ߖڒ  తృకࠪ ڕఉం݄, మన ڴమంࡹ࢑ ޴అ ࠾ࡍమ  ޴న࠳మࡹ࢑ ޴అ ޙ࠼అ 0 ݋ంߜ
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फࣃࡱߧ ߖమం అࡹ࢑ ࠭࠲ ߖߖ޳ ,޴మం ఉంࡹ࢑ ంచవ۪ऐށڷ ߘలހఈ సࠬకర ࡏࠬ ,࠭  మ࠾ࡍ ఆ 
సందరग ంࡹ మనం సࠬకరߖހऒ ओߩంۨనށڷ ޜమంࡹ࢑   ऱ e a xࡏࣃ ࡱ࠻మ సమࡹ࢑  ݭࣄ ޒۯ ఎడమ ݡ
అޔ࢓ం޴ మߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍ ఒక ࡹ࢑మ సమࡱ࠻ అޔ࢓ం޴ మࡹ࢑ ࠾ࡍమ సమࡱ࠻ అ޴ߝ మనڕ b a 
రछߖ చనంࣄ࡯ޘ ڴనటऱޙ࠼, మనڝ ڕసం ࣄదमంڴ ఉనऒ  పࢲࡍए రం ఉంܿం޴, ఆ߯ ࠭࠲ ఇతర సందࡌग ऒߖ  x 
పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭ అ޶ڒ ޴ߖࡶڷࡏޒ ޴, ఆ߯ అకए డ ఏࠫ జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం, ڒబܽद మనం ఇߩओ ओߧۮ ݦ న ऱܿ 
ऴࣃ࢐भ ం ڒబܽद 
మనం ۫࣋ ࠴దܽ సందరग ం అం݄ ఏకవచనం ޴ߖڒ అం݄ ఏࠫܽ అం݄ a 

కएࡅ రߖ  पߕࣆ  ࡍڒ߅࠻ऒ తओޑ తࣾణ ޶ڒ సࠪనం ړ రङ ం ࡹ࢑మం ఉం޴ సڒ ࡔబܽद ࡹ࢑మం ఉనऒ టऱޙ࠼ a 
ఈ సࠬకరణం ࡅకए  ݟంచంށڷ ޜమంࡹ࢑ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ 
మనం ఏࠫ ߰ంࡹ࢑ ࠭ޑ޶మ ھడन࡯ పܾद ࡹ࢑మ సమ࠻లڕ సࠪనం ఇ޴ మనࣆࡱޘ ڕ  ఐݥంܾܽ b 
ङࠪ ࡽనलన࠱ݧ ݀ ޴బܽद ఇڒ ऴܽڡझ  అޙ࠼ ఇ࠱ݧ ݀ ޴నलనࡽ ఐݥంܾܽ, ఇ࠱ݧ ޴నलనࡽ ࠪङ ऴܽڡझ  అޙ࠼ a 
ऒߕࣆ ఒక ڴరణం߄ࣃ ऒߕࣆ   ఒకܽ ఉంܿం޴ .
 
ఒకܽ ڒబܽद ఐࡏࣃ  ߤݥऱ ڒబܽद ఇ޴ మనࡹ࢑ ڕమ సమڒ ࡱ࠻బܽद ఏకవచనం ߖڒ tity x x x b a 
సందరग ంࡹ మనڕ లࠚంۯ పࢲࡍए రం ࡹ࢑మ ړݟڕ సࠪనం ڒబܽद ఇߤߕ ޴ అ࠼న ࠴దܽ సందరग ం.x b 
రߖ  प࠻తघ క࠳న ఏకవచనం ߕࣆऒ బܽद మన దగڒ ޴ߖڒ  ठర ࣄ ړߖ޵దमంڴ ఉనऒ  పࢲࡍए రం ఉం޴ సࡔ ఇߩओ  ݡ
ఇతర ࡍڷ ࣆښంۨ ఏࠫܽ, అకए డ ࠪతృక ߖࠪࡹ࢑ऒ  ऴపޙङ కం࠼܉ ڴం݋ ࠪङ ऴܽڡझ రछߖ ߖ  ۨంచడంࡹ మనం 
అࠚవృ޴म ࣄۯన ࣃధߕలߘ మࢁऱ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ 
.
घࡍటݟ   झ࠹݅ ఒక , ޙ࠼అ 0 ݋ంߜ కएࡅ   అߘబంధం 0 సࡕనదߖ మనం ࣆలభంڴ ۫డగలం, ఎం޶కం݄ 
ऒߖ߄ఈ సంబం ޶ం࠭ ڕఇంత ࠭࠲  కߕھߘऒ ࠭ ఎం޶కం݄ ఒక ݅ڒ ࠹ङ కएࡅ ࡽటߧ  అߘబంధం a 
రߖ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕల࠻సమ ߩफంࡍڷ प࠻తघ కం 0 అ޵  ޙ࠼నర बం ఒక ࡏࣃऱ ࡅకए  అߘబంధం 0 a 
అߩओ भ޳۫ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ ం, ڒబܽद ࡓండవ సందరग ం ఏకవచనం అߖ ߖ ޙ࠼ర प࠼ంߕࣆ ޴ۯऒ  a a
కएࡅ ల࠻ఒక సమ ࠭࠲ బܽदڒ  అߘబంధం ఒక సమయ ࡍڷ फంࡅ ߩకए రߖ  पࡍڒ߅࠻ అ࠭ࢡ۫ ߖ.
 ఇڒ 0 ޴బܽद ఇ޴ సࠪనం 0 ࠪతృక మڒ ࠾ࡍబܽद ࠭࠲ సࠬకరހల వङ వసबࡅ ߘకए  అߘబంధంޜ a 
छ޳ ంచడంށڷ ऒߖ޵ ࡌ  ఉపࣃڵࡆफ ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭ కएࡅ ࡛ࠈ ऱࡏࣃ ఒక ࠭࠲ ,फ࣋ށڷ   అߘబంߖ߄ऒ  x 
ఒక ࡏࣃऱ ࡅకए  ఉమघ ఇకए ߘߝ బܽदڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߖసࠪనం అ ړݟ డ ࣒ࠫ అ࠻ङ  ఒక b a ޴బܽद ఇڒ ߘ
బܽद అరڒ ޴పܾद ఉంܿం ࡯డनھ ړޒۯ బܽद ఎడమڒ ࡯ݞఉం ࠼అ ݋ం࠼܉ ߩ࢙ݟڕ ࡛ࠈ ऱࡏࣃ बవంతంڴ x 
ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڡ࠻ ࠹݅ ڕझ झ࠹݅ ఆ߯ ,޴బంధం ఉంߘఅ ړ ࡛ࠈ  ఇకए ,޴ఉంܿం ڴబంధంߘఅ ړࠉ  డ 
ऒߕࣆ ఈ పదం ݟంߘ  అߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఎడమ ߕࣆ ߩ࢙ ޒۯऒ  మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త మన࡮ڒ ڕల b 
ओߩబܽद ఇڒ ޴ఉం  ݋ం࠼܉ गࡌసంద ݡంࡓ ݡ ऒߕఉ ࡱ ఉప సందరग , ࠼ ం ۨనऒ  ऱ a bࡏࣃ ఒక ޙ࠼అ ޴
కएࡅ  అߘబంధం 0ړ సࠪనం అޙ࠼ మనం ఏࠬ ۮపओ పओۮ బܽद మనంڒ ࠭ࡶ .࠭ࡶ
 
बరతछࣄ  ం ޳ࡶ అࣄबరత అڷߘణङ త ޳ࡶ అࣄबరత ࡍڷంۨ ఏۮ ߕ޼పओ ంݟ, కߘక ఇ޴ ఒక అసంߪరप ఫ࡯తం 
కएࡅ బܽदڒ  అߘబంధం ࡓంݡ అޙ࠼ ఒక సమ࠻ల అߘబంధం a b 
ऒߕࣆ సమసङ ڕమన ,ޙ࠼నటऱڒ సࠪనం ړ  ఉం޴ ఎం޶కం݄ ߕࣆ ߩ࢙  ޒۯ ݟڕऒ .0 ߩ࢙ ఎడమ ޶ڒ 
బܽद ఈ సందరगڒ  ంࣄ  ࡹసद࠹ సڴࡍठ  అࣄबరంڴ ఉందߦۮ ࠭࠲ ߖओ బܽद ఇకएڒ ࠭ డ ఇ޴ ఎంతవరڕ 
ఎ޶రޔ࢓ం޴ అߝ ऴపశऒ ऒߕఉ ࡱ బܽद ఈ సందరगڒ ޶ڒ 0 ޶ڒ 0 ߩ࢙ ݟڕ 0 ߩ࢙ కం݄ ఎడమ޶ఎం ࠼ ంࡹ 
మనం 2 ߖݟڕ ఎ࡮ సమం ۯయవ۪ऐ   అ޴ߝ ఏకవచనం, మనం ࠭ంࡌ ڕ޶గల ۧڵ࠭ ࡮ంࡱߩ ऴړం࢑޴, a 
కएࡅ ߤషࡔఆప ࠭࠲ పܽ సందరगߘ࠭ మనం ,ޙࠉۮ ߖఅ ࡔనం అం݄, మనం స߄࢑  ంࡹ࢑ ࡹమంޜ 
ऒߕޔࠓంచށڷ ޜబంధంߘఅ ߖ޳ ,న݄ऱࣄۯ ం.
 ఇంత࠭ڕం޶ ఇ࡮ۧ ޴ సరళ࠳న పࣄࡍबޒ, ఎం޶కం݄ ࡹ࢑మం ఉందࡹ࢑ ߖ޳ ߖమ సమࡱ࠻ ఒక ࡍڷ फంߩ 
అߖ మనࣆࡱޘ ڕ మڒ ࠾ࡍబܽद మనం ڝసం ࡲ࣍ ݭ࠲ݠࡓङ షߘ ߤ ߰ందవ۪ऐ  ఇకए డ ఇڜ ޴ంۮం ړ ऱషदంڴx 
ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ఇకए డ మనڕ ఆࣣ ఏࠫ݇ ࡯ޘయࡹ࢑  ޶మం అం݄ ࢐సफړߖ࢐ అ޴ ఉࡶ ࡹړߖదߖ 
మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद మనం ఇంతڕ ࠭ంࣄۯ ޶న పۯ ߖߖయڒ ࠭ࡶబܽद ఇకए డ మనం ޴࣋ۯ ఏࠫటం݄, ఆ 
ఉమघ  కएbࡅ న ࠪతృక  వ࠳बరࣄ న ࠪతృక߯࠳बరࣄ బంధం ࠪతృకߘల అ࠻ఆ߯ ఒక సమ , ࡯ంۧށڷ ޜݟ
ओߩఇ ࠭࠲ , ݟరప߄ఆ ߯ߖ޳ߝఅ ޳ڒ 0 ޳ࡶ ޳ڒ 0 ޴ఇ సࠬకరణం అ  ߩ࢙ ݟڕ  బܽदڒ ࠭ࣃऴ࢐ ߖఅ ࡍస ݦ
ఇ࠴ ޴తफంڴ మనం ࡌߖप యڒల ఆࡹచనߘ ఎ࡮ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మ࠾ࡍ ऴపޙङ बరతछࣄ ంۨړ ం ࡍڷంۨ 
సమసङ లߘ పࡍషए రߖ ߘలࠪࡹ࢑ తృకࠪ ړߖݞంచࡍ प࠼ంచడంߦ ߖ޳ ࡹऴతߘ ఎ࡮ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మ࠾ࡍ 
సࠬకరހల సరళ వङ వసबࡹ అࣄबరత ࡍڷంۨ ఇపओ ܽవరڕ మనం 
ࠪ ంۨࡍڷ ల ࠹߿ంۨన ऴߧࡔంۨ ऴ߮ڵࡆఉప ߘహరణల޳ఉ ࡽనलన࠱ݧ ޓऴ ޳ࡶ ࡽనलన࠱ݧ ݡంࡓ ऱܼ  ࠭ݞ
మ࠾ࡍ ఇߩओ సమసङ ࠭࠲ ݡ ओߦۮ ߖఅ ࡔస ࠾ࡍంۧ࠭ మߧࡔऴ߮ ߘ ࠭, ఆ߯ ࠑ ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  n n ߖ 
ప޳࡯ࢣࡍभ ం.
 ఏߕ޼ సࠬకరణం మ࡯ޘ ࠾ࡍయړ࢐ܽ ߖ సంబం߅ంۨన޴ మړߖ޳ ࠾ࡍ పࢲࡍए రం ఉంړߖ޳ ޳ࡶ ޳ n 
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పࢲࡍए రం ఉం޳ అߝ సమసङ షएࡍప ߘ  ڕ޶ం࠭ ޜరణ ࠪరठం߄ࣃ ఒక ࠭࠲ ړߖݞంచࡍ
వ ऐۧ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ޴ మనం పరంݞ۫ ڴలڕߘంܿనऒ క ఉనऒߘࢗ ߖ޳   సం࠙࢑త అవڴహన ࡅకए  
࢑ధ࠳న޴.
 
సࠬకరణ వङ వసबలߘ పࡍషए ऒߖڜ ࡍప޶త ࡹంచడంࡍ  ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం మ࠾ࡍ ఈ ఉ޳హరణల ޳छ  ࡌ
ఈ సమసङ లߘ అߝछ అర ޳ࡶ ړߖݞంచࢳ बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం సڒ ࡔబܽद ߘߝ 
ऴపదࡍज ంۧలڕߘంܿనऒ ం޳ڷࣃనڜ ࡹరࣄ తށజగࠊ ఈ ޴నࣄ۫ ޶ం࠭ ڕహరణ మనం ఇంత޳దܽ ఉ࠴ 
फࣃࠚల ࡱޑ࡯ంܽ ఫ࡮ఎ ڕబܽद మనڒ भ޳۫ ࡆ ం, ڒబܽद ࠴ ࠭࠲దܽ ఉపߕङ సంࡹ ऴࣄ࢐న ఈ సࠬకరހల 
వङ వసब ࠪతృక ࠳న࣒ 1 ࡓ ऱܿ మ࠾ࡍ ఇ޴ పߕࣆ ޴ऒ  a 1 1 ah 4 xy a ߘऴతߦ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ
ङࠪ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࢳ߱ ߘऴతߦ ࡛ࠈ ޴ఇ ,޴फంࣆࢳ߱ ऴܽڡझ  x b ࡹవలࡱ࢑ బܽद ఈڒ ,޴फంࣆࢳ߱ ߘऴతߦ 
ऒߖڜ వలంښ  సంఖङ లߘ ఉంచడం ޳छ  ࡌ
మనం ߖజంڴ ఎࡹ࠻ۯ ࡮ అࡍڷ ߖ޳ ߝంۨ ࡯࢐ڝࣆࡱޘ  సమసङ ళࢗ ంۨࡍڷ  ऱంڒ ݟబܽद ࣄۯ ࠭࠲న 
एࢲࡍప ߖదܽ ప࠴ ऒߕఉ ࡱࡌ फࣃۯ సం మనం ఏࠫڝ ߖ޵ ࠾ࡍయడం మۯ ڥߖత ߖఅ ޳ࡶ ࠻ ం అం݄, ఇ޴ 
ङࠪ ݀ ࠑ ݀ ऴܽڡझ घࡍటݟ  भ޳۫ ߖఅ ࡯ݞఉం ڴక࡯ޙ ڴంࣾ߮ࣃ ݋ంߜ ం  ߖ޵ ߘߝऒ ࡍڷ  फంచగޙڵ࡯, ఇకए డ a 
కएࡅ घࡍటݟ   ڷࡱߕ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ బܽदڒ న࣒ ఒకܽ࠳ బܽद మనం ఒకܽڒ సࠪనం ڕకޒऴࠪ ݡంࡓ ݋ߝ
యవ۪ऐۯ ޶న࣒ ఐ࠳ రछߖ ߝఅ ࠹ఉ ࠭࠲ ޳ࡶ  చߖߕऒ  ఉపڵࡆంۨ ۯయవ۪ऐ  తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ  అ޻ 
వङ ڔ फకరణ ڒబܽद  ࠳ 1 ࠭࠲న࣒ 1ࣆށڷ ߖफߕऒ ఇకए ࠾ࡍమ ޴फంࣆబܽद ఈ పదం వڒ న࣒ 1࠳ బܽदڒ ࠭ డ ࠬڕ 
న ࠭ఖङࣄంచవలߖగమ ࠾ࡍన࣒ 5 మ࠳ న࣒ 4࠳ బܽदڒ ޴ऱ 1 ఉంࡏࣃ న࣒ 4࠳ ړ0 ޴࢑షయం ఏࠫటం݄ ఇ న࠳
సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद ఇ޴  మనం వࡍ फంపܑ࣋ ࠴దܽ సందరग ం మ࠾ࡍ ఇ޴ సࡕన޴ అ߮ۮ ߖओ  ఈ ޴
సࠬకరހల వङ వసब ࢐సफړߖ࢐ ఒక పࢲࡍए ऒߖࡌ  కڵ࡯ ఉంܿం޴ 
, పࢲࡍए ऒߖࡌ  కߝھߘ ऴపయతऒ ంࡹ࢑ ࡹమ ఉపߖڴࡆऒ  అߝछ ओߩంۨనࢳ एࢲࡍప ࠭࠲ ,ݡ ऒߖࡌ  ݞږ 
घࡍߖ ంచగలమࣃ۫ ߖफ एࢲࡍబܽद పڒ ࠭ రం ఇ޴ ఒక పࢲࡍए ऒߖࡌ  కڵ࡯ ఉందߖ ఇࣆۨࣇ ޴फంړߖ޵ ,޴ 
పࢲࡍए రం ఉం޴ అࣆۨࣇ ߖफం޴ పࢲࡍए ऒߖࡌ  ఎ࡮ క࡯ߕھߘ అం݄ పࢲࡍए రం ఏࠫܽ అం݄ ࡅకए  um x 
పࢲࡍए రం ࡹ࢑మ సమࡱ࠻ సࡕనڒ ޴బܽद ݟటࡍघ ऒߕࣆ ݋ంߜ ऒߖ࢐సफ࢐ ߝదڒ   ఉపڵࡆంۨ మనం ఇ޴ b 
ఒక అۮ ߖపओ వ۪ऐ న సࠬకరణ వङ࠳बరࣄ   వసब మనڕ ఉనऒ  పࢲࡍए రం ఏࠫܽ, ఈ ࡹ࢑ ࡛ࠈమ సమࡱ࠻ x b 
బܽद ఈ సందరगڒ ంࡹ࢑ ࡹమం అం݄ ఏࠫܽ ࠳న࣒  ࡏࣃ  ࠑऱ ࠪతృక ࠼܉ ߖంޜ ݋ భࡎ फ ࣆۯफం޴ ah 1 5 a
న࠭घ ߘߝ ߖఅ ޴బܽद ఇڒ న࣒  4࠳ న࣒ 1࠳ న࣒ 1 1࠳ బܽदڒ ऒߕޔ ऒߖހఈ సࠬకర  ߘ  ంచడం iށڷ ޜߖ޵ 
छ޳ కएࡅ కޒऴࠪ ݞږ ࡌ ऒߖࠪࡹ࢑   మనం తۯ ڥߖయవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇࡍڷ ޴ फంڴߩ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ఇ޴ 
एࢲࡍప ࠾ࡍమం మࡹ࢑ రం ڒబܽद ࡹ࢑మ సమࡱ࠻ అం݄ ఏࠫܽ ఇ࠳ ޴న࣒ 1 ߘంߘߝ 5 ݟ మࢁच  న࣒ 1࠳ 
ऒߖࠪࡹ࢑ న࣒ 4 1 ఆ߯ 10 0࠳ న࣒ 1࠳  ऴࣃ࢐फ  న࣒x࠳ ޴బܽद అڒ న࣒ 1࠳ ࠾ࡍమ 5 ࠑ న࣒ 1࠳ ࡛ࠈ బܽदڒ ߘ
10 మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࠳ ڷࡱߕన࣒ నలࠢ ڒబܽद ఇࡓ ޴ంݡ మ࠾ࡍ ఎڒ ޴ࠫߖబܽद ఇ޴  పࢲࡍए రం సࡕన޴ 
ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ డ ఏࠫ ࠭ࣃۯ, ఈ సࠬకరހల వङ వసबڕ పࢲࡍए రం ఉం޳ࡶ ޳ అ࠴ ࠭࠲ ߖదట తڥߖ 
छ޳ యడంۯ ࡮అ ࠾ࡍమ ࠭ࣃۯ घࡍటݟ దట࠴ ࠭࠲ ࡌ घࡍటݟ ݋ంߜ ऒߕࣆ ݋ంߜ  ޴బܽद ఇڒ ޶ڒ 
ఏకవచనం ߖڒ ࠪతృక ڒబܽद ఇ޴  సࠬకరހల ࡅకए న వङ࠳बరࣄ  వసब మ࠾ࡍ అࣄ ޴बరంڴ ఉం݄ సࡔ అߖ 
एࢲࡍప ࠾ࡍమ ࠭ޑࠋۮ రం ఏࠫܽ మ࠾ࡍ ఇ޴ పࢲࡍए రం ࡅకए घࡌߖ  ణంࡹ ఉం޴ మ࠾ࡍ పࢲࡍए రం 
ऒߖࠪࡹ࢑ ࠭࠲ బܽदڒ ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫ ޶ం࠭ ڕఇంత ࠭࠲ ߖఅ ࡱ࠻మ సమࡹ࢑  ంۨ bށڷ 
एړࡵ ంۧ࠭  ఆ߯ మనڕ పࢲࡍए రం లࣆࠚफంࡓ ,޴ంݡ ఎࡅ ޴ࠫߖకए  ఈ పࢲࡍए రం ࡓంݡ వङ ړ फగత b 
సࠬకరހలߘ సంతృߧफ పࣆࡏफం޾ࡶ ޾ తۯ ڥߖయవ۪ऐ  x ࡛ࠈ న࠳సࠪన ړ8 2 ࠪڒ బܽद 2ڒ ,
సࠬకరހలߘ సంతృߧफ పࣆࡏफం޾ࡶ ޾ త޳ۯ ڥߖभ ం ڒబܽद ఏࠫܽ  సࠬకరڒ ࡱހబܽद ఇߩओ  ࢐ܽ ߖ࢐ܽ ݡ
అసࠊ ࡱజగށత ࡹߦࡐऱ  ऴࣃ࢐भ ం, ఇకए డ ࠬࡓ ڕంݡ అ܉थ ऒߕఉ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ ࡹలޑ  బܽद 4xڒ ࠼
ం, x޳ంڕߘఅ ߖఉంۧర ڴసࠪనం ړ޴ࠫߖఎ ߖ ࠾ࡍసࠪనం మ ړݡంࡓ ߖ ࡏࠬ బܽदڒ ,ݟڕ న࣒ 5࠳ y 
అߘ࢓ మనڕ  ప ऱ࣒  పړ޴ సࠪనం అࣃ۫ ߖफ ࠭ ఎం޶కం݄  ࡓంݡ కߧ࡯ ఎ޴ࠫߖ పߖ޵ ࡏࠬ ޴ऒ  ఇకए డ x y 
ఉంۧڒ ࡏబܽद ࡓంڒ ݡబܽद ߘ ڷࡱߕంࡓ ݟంݡ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ఎߕࣆ ޴ࠫߖऒ एࢲࡍబܽद ఈ పڒ  రం x 
అసࡱ సࠬకరހలߘ సڴࡍठ సంతృߧफపࣆࡏफంڒ ޴బܽद ఇښ ޴వలం ۨతफ޴ࢤम తڥߖ ࠪऴత࠲.
 పࢲࡍए ऒߖࡌ  కھߘనڜ ࡹࠪ ړߖݞందڜ ړࡍతफ ࠪర ठం మࡏࠬ ࠾ࡍ పࢲࡍए ऒߖࡌ  ߰ం޴నటऱޙ࠼, ऴపతङ ࣾ 
ऴపޑङ ࠪऒ య పదमޔల ޳छ एࢲࡍప ޳ࡶ యడంۯ ڥߖత ࠭࠲ ࡌ రం ߖ సంతృߧफ పࣆࡏफం޾ࡶ ޾ తڥߖ eq
ఒక ࠪర ړߖݞయۯ ठంޜ ࠭ంࡌ ڕ޶గలమࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ ࠭  మ࠾ࡍ అߘ࢓ uations 
ఈ సࠬకరހల ࡅకए  సࡕన పࢲࡍए రం ఓښ అ࠭࠲ ߖ కߕھߘऒ ࠭, ఇపओ ܽవర࠭࠲ ڕ ఈ సమసङ  ߘ
ङޙऴప ,࠭ࢡ۫ ࡹతంށజగࠊ  ࠾ࡍహరణ మ޳ఉ ࡽనलన࠱ݧ ݡంࡓ ޴ంۨ ఇړ
మనం ࢂࢗफనऒ  ఈ సమసङ కएࡅ  ऒߖࢡత అంށగڣࡔ   ఊࣕంచడం ࣆలభం.
 ऴపޙङ एڝత దృށగڣࡔ ߘలޑ࡯ఈ ఫ ࠭࠲ ంۨړ ణం ߘంݟ అర बం ߕޔࠓڝࣆۯऒ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరހల 
వङ వసब ࡅకए बరతछࣄ  ం ޳ࡶ అࣄबరత ࡅకए  ఈ సమసङ ङ܉ ڕ ङޑऴప ߘయ ߰రޓࠫ ࠪऒ యంڴ అర बం 
फࣃ۫ ߘహరణ޳ఉ ޻అ ࠭࠲ ړߖݞవڝࣆۯ ࠭.
एڝత దృށగڣࡔ  ణం ڒబܽद ఈ ఉ޳హరణ ࡅకए ङ܉  ప  బܽद ఇ࢑ڒ ࡱހఅࣣ సࠬకర ݡంࡓ బܽद ఇ࢑ڒ ޒࠫ ऱ࣒  x 
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పړ޴ సࠪనం మ࠳ ڷࡱߕ ࠾ࡍన࣒ ߕࣆऒ ओߩసࠪనం ఇ ړ  త y x yށగڣࡔ ߘలހసࠬకర ݡంࡓ ఈ ఇ ݡ
ࡍఆڝ ఇ࢑ ࡱफڕపం फ ఇ࢑࣋۫ ݟంߘ ణంڝ न݋ߝ ऴߖࡹ ࠹߿ పంڕफల సࠬకరڒ ࡱހబܽद ߖߖ޳ ߘߝ ऴړంړ޴ 
फࣃڶ ࡍఆڝ ޴బܽद ఇڒ ߘ न݋ߝ ऴ࠹߿ అۮ ߖపओ ంݟ ఇ޴ అࣾం ఇ޴ అࣾం  ߪऱ   ఈړछ వ10 ܿ ࡽ అ޴ߝ x y x sy 
ఇకए డ 10 0 మ࠼ߦ 10 0 ࠾ࡍం ऱܿڴ ఉనऒ  ఒక పంړ फ.
 ఇ޴ కݎన࠳న ࣊ए ۶ అޙ࠼ ఇకए డ ఆࡹచన ఏࠫటం݄ ఈ పంڕफల ߄ࣃరణ ఆకృߖޒ సࡕన ࠳ ڷࡱߕన࣒ x y
ऒߕࣆ ప  ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړన࣒ 0࠳ 4 ޴ఇ ڼ࡮అ ޴సࠪనం వంܽ ړ ऱ࣒  x y x y ࠾ࡍసࠪనం మ ړ10 
एࢲࡍప ړߖ޵ ࠭࠲ ऒߖࡌ  కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ फనऒࣆ ओߩ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ మనం ఏࠫ ݡ ऒߕफࣆ ࠭ ۨనऒ  x
ऒޒऴపయ ړߖݞనھߘక ߖޒవల సࠫࡱ࢑ ऒߕफࣆ ࠭ ۨనऒ  ఈ ࡓంݡ సࠬకరހలߘ సంతృߧफపࣆࡏफంڒ ޴బܽद y 
ంܿనऒڕߘలݞ۫ మనం ݟంߘ ణంڝ తށగڣࡔ फࣃࡱవదभ క ࢓޶ంࠉ ఒక ࡱफڕపం ݡంࡓ ఏࠫటం݄, ఈ ޴ ࠻
 फలڕపం ݡంࡓ  ޴ంޔ޶ంۮ फߧసంతృ ݋ం࠼ߦ फ ఆ࣋ࡱవదभ క ࢓޶ంࠉ ఒక కం݄ అ࢑޶ఎం ޶ڒ ڕ޶ఎం ޳ࡶ
సࠬకరణం ڒబܽद ఈ ࠼ߦం݋ ఈ సࠬకరణం మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరణం ࡓంݟంܽߗ సంతృߧफ పరۧ࡯ మ࠾ࡍ 
ఉ޳హరణ ࡅకए ࢩ࢑ పܽߘ࠭  ऱషణ ఆ߄రం࠭࠲ ڴ ఇ࠼ߦ ޴ంࠪڒ ݀ ݋ ఎ޴ࠫߖ అߦۮ ߖओ ࠭ మ࠾ࡍ 
ఇ޴ ఈ ࡔఖ߯ మݞږ ࠾ࡍ ఉంద࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ.
  ఈ ڒ ߤࡷబܽद ఖండన ࠼ߦ ࣒ܽࣃంࡓ  ݋ంݡ పంڕफల సࠬకరߖހऒ  స޶޴ࡍभޔం޴  మ࠾ࡍ ఇ޴ మనం సࡕన
పࢲࡍए ऒߖࡌ నऒޔڕޔࢗ  ల వङހన సࠬకర࠳बరࣄ ޴బܽद ఇڒ ޴ వసब, 
ఈ ఆࡹచన ߘంڜ ݟనࣃగడం ۫޳भ ం, సࡔ మనం ఈ ࡓంݡ పంڕफలڣࡔ ߘగށతంڴ ఈ ऴړం࢑ ޴ధంڴ 
దృశङ ࠪనం ۯయవ۪ऐ .
అర ߝఅ ࢓ఉండ ڵ࡯క ߘల࢓޶ంࠉ ఖండన ࡱफڕపం ݡంࡓ  बంࡹ పంڕफలڕ పࢲࡍए రం ఉండ޶, ఒక అవڒశం 
ఏࠫటం݄, ࡓంݡ పంڕफࡱ ఒకڜߖ޳కܽ సࠪంతరంڴ ఉం݄, ߖరछ చనం ऴపڒరం అ࢑ కࣃࡱफ  ఆ ࠾ࡍమ ࠼
పࣄࡍबޒ ఏరओ డవ۪ऐ .
 అࣄबరంڴ ఉంܿం޴ అం݄ సࠬకరހల వङ వసबڕ పࢲࡍए రం ఉండ޶ మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣄबర࠳నࡽࠋࡶ ڴ޴ 
एࢲࡍమనం ప ڴరం߄హరణ ఆ޳బܽद ఈ ఉڒ ޴ంޔݡయబۯ రం ߖࡶ సࠬకరހల వङ వసबࡌ ޜగలࠪ ޳ࡶ అߖ
भ޳۫ ం.
  మనం 
ఒక అࣄबర࠳న వङ వసबࡍߖ ߘघ ంచߕޔࠓऒ మࡏڷ ߖफం۪ڝంڒ ,ݟబܽद మనం దశ ࢑ࠪనంࡓ ࡹంݡ పంڕफలߘ 
మࢁऱ ۫ࣃफ ప  ޴నࡷఅస ޴బܽद ఇڒ ࠭ ऱ࣒  పړ޴ సࠪనం అڕߘం޳ం.x y 
  మనڕ మࡗ వङ వసब ఉం޴, ఇ޴  ప ऱ࣒  ఇర࢙ړ సࠪనం ఇ޴ ఇ޴ మ࠾ࡍ సओ షदంڴ ఇࡓ ࢑ంݡ x y x y 
సࠪంతర ࡔఖڒ ࡱబܽद మనం ఈ సࠬకరހలߘ  ప ऱ࣒  సࠪనం ప޴  ప ऱ࣒  ఇర࢙ړ సࠪనం అߖ ऴ࢐࣋फ x y x y 
ऒޒऴపయ ࠭࠲ फࣃ ࠭.
 ఈ ࡓంݡ సࠬకరހల ࡅకए  ࠪङ ऴܽڡझ రࢗ  लޜ ߤ ࠭ంࡌ ڕ޶వړߖݞ మړߖ޵ ࠾ࡍ పࢲࡍए రం లࣆࠚफం޳ࡶ ޳
ङ܉  ࡱఖࡔ సࠪంతర కం݄ ఇ࢑޶ఎం ݟయంۯ ڥߖత ࡹޒపܽ పదमߘ࠭ ࠪ ڴరం߄హన ఆڴమన అవ ߯ޒࠫ
एࢲࡍప ࡯ݞఉం ࡮అ ࠾ࡍమ ޶డږఉండ ݋ం࠼ߦ బܽद ఖండనڒ రం ޶ࡶ, అޙ࠼ ఏࠫ జޔڷࡏంڕࠪ ޾ 
भ޳ۯ ڥߖత ߘచనࡹఆ ߝఅ ࣆࡱޘ ం, అ࡮ۧ ޙ࠼ ఎڕए వ ఉం޳ అߖ ۫డܼ࠭࠲ ړߖ ऴపయޒऒ ంۯ 
ఏࡌओ ऒߖߕ߄࢑ నࣄۯ ܿ  త޳ۯ ڥߖभ ం 
फࣃۯ ఏࠫ ࡏࠬ బܽदڒ ओߦۮ ߖఅ ࡔస ࠭࠲ బܽदڒ ࡏ ࠭ 1 1 1 1 మ࡮ 20 10 ࠾ࡍంܽ޴.xy 
 మ࠾ࡍ ఈ ࣄసद࠹ ఏకవచనࠪ ޳ڒ అ࢐ڝࣆࡱޘ ߖలڕߘంܿߕऒ ࠫ ట࡛ݟ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ ࠭ 0 ߖఅ  ߖ ݋ߝ
एړࡵ ంۨ, 
ఆ߯ ࡅకए घࡍటݟ  పओۮ ߖన࣒ 1 అ࠳ 1 ݋ంߜ ంڒ ݟబܽद అ0 ޴.a ok 
సओ ࡮ۧ  షदంۯ ࠭࠲  ڴయ࠭ࡶ ఒక ࡹ࢑మ సమ࠻ల పరంߘ࠭ ڴపܽ ڴ࡮ ఒక పࢲࡍए ऒߖࡌ घࡍߖ  ంచంݟ b

फనऒࣆ۫ ࡏࠬ ऱܿࡅ , ڴకए  ఉమघ ओߩనࣄ۫ మనం ߖݟ भ޳۫ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ ం ఉమघ  um a aa ݟ
కएࡅ  ఉమघ ࡎన࣒ ఒకܽ భ࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ఒకܽ ޴ఏ ݟ फ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ఇࡅ  ޴కए  a ݋ం࠼܉ 
ఎం޶కం݄ ఒకܽ ࡅకए క߷ڝ  द࡛  ఒకܽ ڒబܽद ࡅ ߖ޵కए క߷ڝ  द࡛ ఇకए ߖన࣒ ఒకܽ అ࠳  డ ఉం۪޳ం మ࠾ࡍ 
అ޴ ఇకए డ ఉంచబݟం޴ అ޻ ఎంऴܾ ڒబܽद ఇ޴ ఒక ࠱ࣄऴܽڡ ࠪతృక అ߄ࣃ ޙ࠼రణంڴ ఇ޴ అ࡮ 
ఉండవలࣄన అవసరం ޶ࡶ 
ఒక ࡏࣃऱ ࡅకए  ఉమघ  d ޴फంࣆۯ ڥߖత ߖవ ఎంత అࡱ࢑ ݟ
బܽद ఈ సందరगڒ ంࡹ ఇڒ ޴బܽद ఒక సమړߖ࠻ అߘబంధం ఏࠫܽ ఇ࠳ 1 ޴న࣒ 1 ࠳న࣒ 1 1 ࡏࣃऱ 10 20 b b 
మ࠾ࡍ ఇ࠳ 10 ޴న࣒ 20 అޔ࢓ంڒ ޴బܽद  ࠳న࣒ 10 ఆ߯ పऱ࣒  10.
ࡓ న࠳సࠪన ړ ߩ࢙ ޒۯ ݟڕ ڕబܽद మనڒ  ऱܿ ھడन࡯ పܾदށڷ ߖంచడం ޳छ న సࠬకరణం b޴మనం ߰ం ࡌ
కएࡅ ऒߕࣆ ߩ࢙ ݟڕ  .޴ఉం ޒबࣄࡍప ݦఉం ߩ࢙ ఎడమ ߩ࢙ ݟڕ ߖڒ 
  ఒక ࡏࣃऱ ࡅకए  ఉమघ ऒߕࣆ ݟ ఇకए ڴࡏߝ బܽद మనంڒ  డ అߖ తۯ ڥߖయవచऐ  a z ࡗఎ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ
అర ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆవ ޒबࣄࡍన ప࠳సࠪన ړߖ޳ ߖڒ 0 ޴బܽद ఇڒ मం ޶ڒ మ࠾ࡍ
 అంߖߖ޵ ࠭࠲ ښ޶ అࣄबరం࠭ࣃۯ ࡽࠋࡶ ڴ మڣࡔ ࠾ࡍగށత ڝణం ߘంݟ ఇࡓ ࢑ంݡ సࠪంతర ࡔఖࡱ 
అߖ మనం ۫డవ۪ऐ .
 ఎܿవంܽ పࢲࡍए రం ఉండږడ޶ మ࠾ࡍ అࣄ ݞږ ޴बర࠳న సࠬకరހల వङ వసब ࡍڷంۨ ࠪ ఆࡹచనڕ 
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అڷߘణంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇకए డ ఈ ࢐ङ కएࡅ మం࠻  లࣾङ ం ࡍߪ फࠊ ڴజగށత ࠪతృక దృڝए ణం ߘంݟ 
సࡔ అۮ ߖపओ డం బࣗࢡ అ޴ ఎంڕ޶ అߖ సओ షदం࡯ޘ ڴయక߱వ۪ऐ   ఇకए డ మనం ߖܽ࢒ అసంగత࠳నڴ࢑ 
డవ۪ऐ۫ ڴతంށగڣࡔ ߖߖ޳ ࠭࠲ ,ޙ࠼నటऱࣄۯ ࡽࠋࡶ  మ࠾ࡍ సࡔ సࠪంతర ࡔఖࡱ ఖండన ࠉం࢓޶ 
एࢲࡍప ޶ࡶ రం ۮపओ వ۪ऐ రछߖ బܽदڒ  చనం ऴపڒరం అ࢑ అࣄबర࠳న࢑ సࡔ ఆࣣ ڒబܽद ఇకए డ ఒక ఉ޳హరణ 
ఉం޴, ఇకए డ పࢲࡍए రం ޶ࡶ, ఇకए డ ఆࡹచనࡏڷ ࡹफం۪ڝంݟ  ఆࣣ ߞ޻ऒ రछߖ ڴबరంࣄ ߕ ۨంచడంࡹ ఒకܽ 
एڕఒకܽ కం݄ ఎ ޳ࡶ వ పࢲࡍए ఉండవచऐ ࡱࡌ పओۮ మనం ߖ వలࣄ వۨऐ ం޴ మ࠾ࡍ ఆࣣ వࡲ࣍ ߤङ షߤ 
ఉనऒ  ఉ޳హరణߘ ప࡯ࢣࡍంۧ࠭, ఆࣣ మనం ఒక ఇ ࡍڷంۨ ఆۨࡹంచగలࠪ  ఉ޳హరణړ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ 
పࢲࡍए ఉండవ۪ऐ ࡱࡌ  మ࠾ࡍ ऴపޙङ एࢲࡍన ప࠳ంۨ అనంతړ  ࡹలࡌ
ఇ࢑ ఒక ࢑ࠪనంߖࡹ పంڕफࡱ అ߮ۮ ߖओ  ఈ ڣࡔగށత ఆࡹచనߕޔࢂࢗ ڵࡍޒ ڕऒ  ఉం݄ ݡంࡓ ڕࠬ , ࠭
ऒߖހసࠬకర ښఒ ࡱफڕపం ݡంࡓ  ࢑వࡍంۨనߩओ भ޳۫ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ ం.
ऒߖހసࠬకర ښఒ ࡏࠬ   ࢑వࡍంۯ పంڕफࡓ ޳ࡶ ࡱంݡ సࠬకరࡱހ ఒࡔ ښఖ࢑ ߘవ࣋ࡍफ ۮ ߘߝపओ వలࣄంڴ޴ 
ओߧۮ నటऱߘߝ ޙ࠼ ࣾࠪపణߕޔࡏڝ ࡱऒ ओߩఅ ,ߘ ओߩఅ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ  ߯ߖ޳ఒక ࡱफڕపం ݡంࡓ ݡ
ఒకܽ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࡔఖ߯ ఉనऒ  ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ మޔࢂࢗ ࠾ࡍం޴  సࠬకరހల వङ వసबߘ x y 
పࡍషए छ޳త ,ݟంచంࡍ ङ܉ మనం ࡌ एڝయ దృޓࠫ ణం ߘంݟ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ పࢲࡍए ऒߕఉ ڵ࡯క ߘలࡌ మߖ 
ओߧۮ నߩओ మనం అర ݡ बం ڕࣆۯనऒ రछߖ ߘఖࡔ ښఒ ݢంࡓ ఏࠫటం݄, ఆ ޴ फࣃۨ फనऒࣆ۫ బܽद మనంڒ ࠼  
కएࡅ ߖ޳  పߪࡍరपత ڝసం ఆࣣ ۫޳भ ం బࣗࢡ అనంత࠳న అߝక పࢲࡍए  కߘక ࡹహరణ޳ల ఉࡌ
ङ܉ న  ప࠳సࠪన ړ޴ప ޴ఇ ࠾ࡍంܽ సࠬకరణం ఉం݄ మ࡮ ڕࠬ ڴయంޓࠫ ऱ࣒  పంړ फ ࡅకए  xy x y 
సࠬకరణం అޙ࠼ మనڕ  ప ऱ࣒  ఉంܿం޴  పړ޴ సࠪనం మ࠾ࡍ  పऱ࣒  పړ޴ సࠪనం ఇڴࡏߝ ޴x y ah x y 

 ప ऱ࣒ క߱వ۪ऐڒ సࠪనం ړߖ޳  ప  ݡంࡓ  ऱ࣒  ݀ అం݄ పࡓ ړ޴ం޳ࡶ ݡ ఇర࢙ړ సࠪనం, ఎం޶కం݄ x y x y 
మనం ۫ࣆफనऒ ऱܿڴ ఇ޴ ఇపओ ధङߖޒߦऴ ڔܽ ం  ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరణం ڒబܽद మనڕ అనంత࠳న అߝక 
పࢲࡍए ऒߕఉ ࡱࡌ షएࡍప ߗంܽݟంࡓ సం ఈڝ కరణ࢒ధృ ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఏ ߖࡹ ߤࡷ కం݄ ఈ޶ఎం ,࠼  ޴फంࣆࡍ
ఎం޶కం݄ ࠬߖ޵ ࡏऒ కएࡅ కޒऴ࢐࣋फ  ࠪऴ ߖఅ 20 10 ࠾ࡍऱ మࡏࣃ 2 2 1 1 ࠹సदࣄ  రߖ  पࡍڒ߅࠻ ఏࠫܽ,xy a 
అڒ 0 ݞږ ޴బܽद పࢲࡍए రంޜ ࠭ంࡌ ڕ޶వడం ޶ࡶ , ఇంతڕ ࠭ం޶ మనం ఒక ࡅ ڡࡷకए  అߘబంధం 
फࣃంۨ ఏࠫ ऴ࢐ࡍڷ బܽद ఆ ఉమघڒ ࠭ ఉమघ ߖ޳ఏࠫܽ ఒక ݟ కएࡅ పణࠪࣾ 1 ݟ క߷ڝ  द࡛  2 1 మ࠾ࡍ తࡌछ త 
.న࣒ 2࠳ న࣒ 1࠳
కएࡅ ޴బܽद ఇڒ  కएࡅ ޴ఉంܿం ڴబంధంߘఅ ړ ࠹݅ ఒక ޴ఇ ,݋ం࠼܉   అߘబంధం ړࡹ a ah b b 0 
మ0 ࠾ࡍ అޔ࢓ం޴.
బܽद  ఈ సందరगڒ  ంࡹ ఎడమ ࢙ߩ మࡓ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍం0 ݢ అޔ࢓ం޴.
పओۮ ంۨ ఏࠬࡍڷ ߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ   బܽदڒ ࠭ࡶ
ఇకए ࠭࠲ డ ߘంࣄ ݟबరతछ ం ޳ࡶ అࣄबరత ࡍڷంۨ ࠭ڵంచڒ ࠭ࡶబܽद మనࡔ࢘ ڕ ఏߕ޼ అవసరం మ࠾ࡍ 
అర ޴బܽद ఇڒ म࠲ ఎం޶కం݄ ڣࡔగށత ఆࡹచన ࡅకए एࢲࡍక పߝన అ࠳అనంత ݟంߘ ణంڝ  ऒߕఉ ࡱࡌ  ࠼
ంచవ۪ऐڵࡆబܽद మనం ఉపڒ  పࣄࡍबࡅ ޒకए ङ܉   ړߖݞవڝࣆࡱޘ ޾ࡶ ޾ఉం ڴबరంࣄ ޒࠫ
ఈ ݡ࠮ సందࡌग లݡ࠮ ޳ࡶ ࡹ ఉ޳హరణల࠭࠲ ࡹ 
సࠬకరހల వङ వసब ࡅకए నऒࠚ࢑   సంసए రణలߘ ప࡯ࢣࡍంۧ࠭ ࠴దܽ సందరग ంࡹ ఇ޴ ఒక పࢲࡍए ర ah 
ऒߕھߘక ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ࢓޶ంࠉ ࠭ ఇߖ ޴జంڴ పࢲࡍए రం ࡅకए  ఒక ࠉం࢓޶ ఎం޶కం݄ ఇ޴ 
సందరग ޒ࢐ࡏబܽद తڒ ࢓޶ంࠉ ఖల ఖండనࡔ ంࡹ ఇࡓ ࢑ంݡ సࠪంతర ࡔఖࡱ అߖ మనం ۫࠭ࢡ మ࠾ࡍ 
అం޶వలऱ పࢲࡍए రం ޶ࡶ మ࠾ࡍ అࣄ ࠭࠲ ݞږ ޴సदࡹ ࠹ కھߘనऒ  ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ړߖ޳ 
సࠬకరࡱހ అࣄबరంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ۨవరڕ ఈ సందరग ంࣄ ࡹबరతछ ం ޳ࡶ అࣄबరత మߖڜ ࠾ࡍऒ ంܽ 
లऐޙ ంۨ మనం ఏࠬࡍڷ .࠭ࡶ
 ఇతర ࢑షࡱ࠻ అవసరం ڒవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అంతࡎ ऱన ڣࡔగށత ۨऴతం ߘంݟ ఇ޴ సࠬకరހల ࡅకए  న࠳बరࣄ 
వङ వసब అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ, ఎం޶కం݄ అనంత࠳న అߝక పࢲࡍए ऒߕఉ ࡱࡌ ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ࠼  పܽदక పరంڴ 
ऴࣃ࢐फ ङ߄࢑࢙ ݡ࠮ హరణ޳పܽ ఉߘ࠭ ࡱహరణ޳ఉప ఉ ݡ࠮ పܽߘ࠭ బܽदڒ ߘ  ంశంࡌࣃ ࠾ࡍమ ࡱ
ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఉంܿం࠴ ޴దܽ సందరग ంࡅ ࡹకए  ఒక ࡌߖप యకం ߕࣆऒ ओߩబܽद అڒ ޶ڒ  एࢲࡍప ݡ రం a 
ఏࠫ݇ ࡹ࢑మ మ࠾ࡍ అంతࡎ ऱన ڣࡔగށత ۨऴతం ఒక ఖండన ࠉం࢓޶ అۮ ߖపओ వ۪ऐ  మ࠾ࡍ b 
రߖ प࠻తघ క࠳నߩओ ङޙకం݄ ऴప ݡ కంڴ ఉంܿం޴ a 
ऒߕࣆ  ޙ࠼అ ,࠭ࡶࡌ ڕ޶ం࠭ ޜߖ޳ ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ړ
ఇ޴ సࠪంతర ࡔఖࡱ అ࠭࠲ ߖ కߕھߘऒ  ڴతంށగڣࡔ ࠾ࡍమ ߖఉంద ڴबరంࣄఅ ړߖ࢐సफ࢐ ޴బܽद ఇڒ ,࠭
ఇ޴ సࠪంతర ࡔఖࡱ అ࠭࠲ ߖ కߕھߘऒ ࠭, ఇ޴ ఇ޻ అߘߝ ߖ న࠭घ ऒߕޔ  బܽदڒ ߘ࢓అ ࠉ ݀ ఆࣣ ߘ
ఇ޴  ऴపऴړయࡹ మనం ࣄۯన ړߖ޳ అڷߘణంڴ మనం ۫࣋ ࡓ ࣆښంࠉ ݡ మ࣒ښ ࠾ࡍ ݀ అߖ ޴ߝ a a 
రߖ प࠼ం0 ޴ۯ అ࠭࠲ ޙ࠼ సహ  ఒక ࡌޓघ నం ۯయږడߗڒ ޶ అంతࡎ ऱన ܉ङ  ߖఅ ߤࡷ ښఒ ޴ఇ ݟంߘ ޒࠫ
మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद అనంత࠳న అߝక పࢲࡍए రం అనంత࠳న అߝక పࢲࡍए అర ޴బܽद ఇڒ ޴నࡕస ࡱࡌ बం 
కएࡅ హరణ޳ఒక ఉ ړߖݞవڝࣆۯ  ऴకమబదम࠳న అߝछ షణ ࡮ంܽ޴ , 
ఎం޶కం݄ మనం అర बం ڝࣆۯవړߖݞ పࣄࡍबࡅ ޒకए ङ܉  డవ۪ऐ۫ ߖޒࠫ .
एࢲࡍప ڕ ࠹సदࣄ  రం ఉంࣄ ޳ࡶ ޳बర࠳న ޳ࡶ అࣄबరత అߧ ߖలవబޔݡం߄ࣃ ޳ࡶ ޳రణ ࠪతృక దృڝए ణం 
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ࢩ࢑ ࡮ఎ ߖߖ޳ ࠭࠲ ݟంߘ ऱࣃࢳफ एڕఅంతకం݄ ఎ ޳ࡶ ݡ࠮ బܽद ఇ࢑ڒ ࠭ వ ఉనऒ ओߩ ऒߖߕ߄࢑ ޻అ ݡ  
మࡍంత ߄ࣃరణ పࣄࡍबࡹޒ ۫డవ۪ऐ छ޳ ڴరణం߄ࣃ  ఇకए ࠾ࡍమ ࡱకޒऴࠪ ࡌ డ ݋ࡷࣝ ࠭࠲ n n ah 
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ࠭ అߘబం߅త ࠪతృక ࡅకए రߖ  पߖࡍڒ߅࠻ తۯ ڥߖయడం ޳छ  ࡮ۧ మనం ࡌ
घࡌޓ ల వङހ࢐త సࠬకరࡏయగల࠭, తۯ ࡱߕ వసबڕ పࢲࡍए రం ఉం޳ࡶ ޳ పࢲࡍए రం ఉం޳ అߖ ah 
भ޳۫ ߘహరణ޳క ఉࡖమ ړߖݞవڝࣆࡱޘ ం.
ङޙబܽद ఈ ऴపڒ  క ఉ޳హరణ సమసङ ߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴, ऴపޙङ ࣌ ࠗࢗ తనߕ߇అ ޴ంۨ ఇړ  je jee ݋
࣌ ࠗࢗ వۨऐ ݟంߘ ݋ݞ ݋ ం܋  ޴ అݞछ झߤ ऱࣃ ߤఇ ݋ݞ ࣄఎ ݋ݞ  ऴపశऒ ࡍ޴ࠪ ࣁ https www 2016 ߧ  ࡱ 2 
బܽद ऴపశऒڒ ࠆఎݟߧ ݋ݞ  ఏࠫ݇ ڕऱప फం࢑ ڴవࣃࡍफ ࡍߪ  సంڝ రణం߄ࣃ ంతࡍమ ࠾ࡍమ ߘ फ ࣋द࠱ ݋ంߘ ݋ 
࣌ ࠗࢗ ߮࡯ޘ సమసङ ࡹ ݋ డవ۪ऐ۫ ߘ బܽद ఇకएڒ  డ ࢂࢗ ࠭࠲फߕऒ ࠭ ఆ࡮औ   ప ऱ࣒   ݀ సࠬకరހల x y 
వ۪ऐڒ జంߖ  ݟంచంށగࡍప ߘ ࠹సदࣄ ࡽనलన࠱ݧ ݡంࡓ भ޳۫ ߖߖ޳ఒక ࡹ࢐ܽ ߗڒ  ం మ࠾ࡍ ఆ ऴపకటన 
పओۮ ߖజమߖ వۧऐ ऒޒऴపయ ړߖడܼ۫ ߖఅ ޳ڒ ޳ࡶ  भ޳ ం, ڒబܽद ऴపశऒ  ఏࠫటం݄ మనం ۫డ޴ࡃࠓ ఈ 
ऴړంߖ ޴జం.
 ఆ࡮औ  ,޶ڒ సࠪనం ړన࣒ 3࠳ 
అߩओ ऒߖఅ  ࠹సदࣄ ݡ नࠈం࡮  లڕ ऴపޙङ క࠳న పࢲࡍए ऒߖࡌ  కڵ࡯ ఉం޴ మ࠾ࡍ ऴపశऒ అర ڕ बం ఉంڒ ޳బܽद ఇ޴
ఈ ߘ ܋߮ ࠗࢗంݟ ఈ ݟߧఎڙ࠻ ࡹ ࡽࠀ ࠆझ యగల సమసङۯ ࣒ ߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ  ఇ޴  
అߕ߇తన ࠗࢗ ࣌ సమసङ ߖࡹ ݋  ఆ߄రంࡅ ߖ޵ ڴకए  ఉప ࠙గం మ࠾ࡍ ఇ޴ మనం ࣄۯన ߖ޳ ఆ߄రంڴ 
అర बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ फనऒࣆ  ఒక ࠙గం ڒబܽद మనࡓ ڕం࠱ݧ ݡనलనࡽ సࠬకరހల వङ వసब ఉం޴ మ࠾ࡍ
ऒߕంܿڕߘ࢐లڝࣆࡱޘ ࠭࠲ ࠭ ఆ࡮औ ङޙऴప ړߖ޳ ,ޙ࠼సࠪనం అ ړޓన࣒ ऴ࠳  క࠳న పࢲࡍए రం ఉం޳ 
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ నగలంھߘక ࡮మనం ఎ ߖఅ ޳ࡶ  ࠪङ ऴܽڡझ  ఆ࡮औ  xy ࠾ࡍన࣒ ݀ మ࠳ ݡ࠮ ݡంࡓ 
పరంࣆ ڴలభంۨࣇ ڴంచవ۪ऐ , ఆ߯ మన࡮ ڕంࠈन  ࠭ ఉంܿం޴.
  ࠪ సం܉थ ࠪనం ఇ޴ ࠪతృక ఇ޴ ࠪతృక ࡛ࠈ మ࠾ࡍ ఇ޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ తۯ ڥߖయదۨ࡯న޴ a x b 
ङޙऴప ړߖ޵ క࠳న పࢲࡍए రం ఉంڒ ޳బܽद ऴపޙङ క࠳న޴ అం݄ మనం ఒక݄ అߖ అర बం, ڒబܽद ࠭ంړߖ޵ ڴ޶ 
పࢲࡍए రం ఉం޳ࡶ ޳ అߖ త޳ۯ ڥߖभ ం ఒక ࠪతృక ࡅకए घࡍటݟ  औ࡮న࣒ 2 ఆ࠳ ݋ߝ  దట࠴ ߖన࣒ 6 అ࠳ 
గށంచడం ޳छ फࣃۯ ڥߖత ࠭࠲ ࡌ ࠭ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ ऒߕࣆ ޴ఇ ޙక߱ڒ సࠪనం ړޓన࣒ ऴ࠳  ߖదڒ సࠪనం ړ
.ంۧ࠭ߖగమ ࠭࠲
 ఆ࡮औ घࡍటݟ ఈ ߤࣛ  సࠪనం ړܽ ݡ࠮ న࣒࠳  ऒߕࣆ ݋ంߜ ओߩఇ ޙక߱ڒ సࠪనం ړޓన࣒ ऴ࠳ ޴బܽद అڒ  ݡ
ऒߕࣆ  ޶ڒ 
 ࣋ द࠱ ݋ం߮ۮ ݋ओ కएࡅ , ఏࠫటం݄ ޴ घࡍటݟ  ऒߕࣆ ݋ߝ औ࡮ఆ ࡏ࢐ కం݄޶ఎం ,ࡔస ޙక߱ڒ   a ړޓన࣒ ऴ࠳ 
సࠪనం ޶ڒ, అߩओ యవ۪ऐۯ ఏࠫ ݡ సࠬకరణ వङ ࠭࠲   వసब ࡍڷంۨ ࠭ޑࠋۮ , అࣄ ޴बర࠳న వङ వసब అߖ 
సछ ࠭࠲ యంۧలకం࠭ޑࠋۮ ڴ, అޙ࠼ ఇ࡮ ޴ంࠈन  మࡅ ࠭ ࠾ࡍకए  అߖऒ एࢲࡍఒక ప ڕవలࡱ࢑  రం 
ఉంߖߖ޳ ࠭࠲ ޳ࡶ ޳ࡶ ޳ ఎ࡮ తࣃۯ ڥߖफ ऒߖࠪࡹ࢑ ࠭ घࡍߖ  ంచడం ޳छ ऒߖ޳ ࡌ  త޳ۯ ڥߖभ ం ڒబܽद 
औ࡮న࣒  ఆ࠳ ࠑ  ޳ࡶ న࣒࠳  మంࡹ࢑ ఆ߯ ࠪङ ,޴ంޔ࢓న࣒  అ࠳  ऴܽڡझ णݞఅ ߖ  ऱ࣒߮ࡎ ޜ ݋ం࠼ యడం 1ۯ  2 6
వలऱ అ࠳ ޴న࣒ 2 ఆ࡮औ नࠈం࡮ ఆ߯ ޓన࣒ ऴ࠳ ݀ న࣒࠳ ݀  ఇకए ڕబܽद మనڒ ࠭  డ ఉనऒ  ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ޴
݀ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ झڡࣄ   మ࠳  ࠾ࡍన࣒ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡓంڒ ݡబܽद ࠳న࣒ 2 ࡮ంࠈन  న࣒ 3࠳ ࠾ࡍన࣒ 2 ࠭ మ࠳ 
नࠈం࡮  ప ऱ࣒  ఆ࡮औ నڵ࡯డగ۫ ࡏࠬ బܽदڒ ࠾  ऱܿڴ 
ఇۨऐ న ࡮ంࠈन औ࡮ఆ ࠾ࡍమ ࠭ ࠪڒ  एࢲࡍఒక ప ښఒ ڕ రం ఉం޴ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ ߖఉండద ڴసࠪనం ړ న࣒࠳ 
ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद అߘ࢓  అకए డ  ఒక ऴపޙङ క࠳న పࢲࡍए రం ఎం޶కం݄ ఆ࡮औ  నంతڒ సࠪనం ړޓన࣒ ऴ࠳ 
వర࡮ ڕంࠈन  మࡅ ࠭ ࠾ࡍకए  ఏࡱ࢑ ߕ޼వ ڝసం మనం ࡅ ߖ޵కए  ఒక ࡱ࢑వࡌ ޜవ۪ऐ  ߘ࢓బܽद అڒ 
బܽद సమసङڒ జంߖ బܽद ఈ ऴపకటనڒ ఇవछ ࡱకߧఇతర ఎం ݡ࠮ ࡹ బݞन  ߖޒఆࣣ ఈ పదम  ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠼
ఉపڵࡆంۨ ࡹ࢐ܽ ऴపޒ ఒకए ܽ తۯ ڥߖయవۧऐ తన సమసङߕ߇బܽद ఈ అڒ  కएࡅ   ఈ ࠙ߖڴऒ  
ऴపదࡍज ంచడం ࡅకए  ఈ 
లࣾङ ం ښవలం ࢑ధ࠳న ࠙వనࡱ మ࠾ࡍ సమసङ ఉనऒ ڵ࡯క ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡱ  చరऐ  నݟంచబऀࡎప ݞږ ࡱ
࢑షయం  మࡍంత అߕ߇తన ࣃब भశङ޻ఉ ߕ ࡱߕధࣃ ޻న అࣄۯ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠼ ం ఏࠫటం݄, ݟటࡍघ  ݋ంߜ
డవ۪ऐ۫ ߝంటࢗ హనڴమన అవ ߯ߖ޳ ߝఅ ޳ࡶ ޳ఉం ڴबరంࣄ ࠹సदࣄ ఆࣣ , ޴फంࣆవ ړࡹऴతంۨ ڴࡏߝ  
మߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍऒ ऴ߱తझ ߖయమۯ  ऒߕफࣆࣕ ࡍߖ బܽद ఈڒ  ߘ भషद సమసङ కएࡅ  ऒߖޑత ۨऴށగڣࡔ   ۫డంݟ 
మ࠾ࡍ సࡔ ۫డܼړߖ ऴపయޒऒ ంచంݟ ఇ޴ ఖండన ࢑ధ࠳న పࣄࡍबࡅ ޒకए  సరళ ࠉంޔࡏࠪ ڴ࢓޶ం޳ 
ऒߕޔࡏࠪ ڴసࠪంతరం ࡱफڕపం ޳ࡶ  న࢑ࡷద࠴ ࠾ࡍమ ࠻
ఈ ఉపߕङ సం ࡅకए  ల ङࣿ ऒߖ  సంऴగࣕంచړߖݞ, సࠬకరހల సరళ వङ వసब సࠬకరހల వङ వసबߘ 
పࡍషए రߖ ࡹంచడంࡍ पࡏڒ߅࠻ల ߦऴతߘ ప߅ࢬࡍంచడం మ߄ࣃ ࠭࠲ ࠾ࡍరణ ڝ ࣆښ ࠑసం ߖ޵ऒ  n n 
घࡍߖ ࡮ఎ ݟంߘ ݡంࡓ ޳ࡶ ݡంࡓ రణ߄ࣃ ߘ ࠹సदࣄ , ࠭ࣃۯ ంచవ۲ऐ .࠭ࢡ۫ 
ణङڷߘఅ ࠭࠲ ఆ߯ ࡱహరణ޳ఉ ݡ࠮ ݡ࠮   త అࣄबరత అߝ ప޳లߖ ߘరछ ۨంۧ࠭ , ఆ߯ ࠪతృక 
ङߕపܽ ఉపߘ࠭ ంۨࡍڷ లࠪࡹ࢑ సం ఎ࡮ ఉపڵࡆంచబޔݡంࡹ࢑ ޾మ ࠪతృక అ߄ङ యంࡹ మనం 
ऐࡏߝ నऒڕ ङޙऴప ,࠭ࢡ۫ ంచడంڵࡆఉప ߖ࢐ܽ  घࡍటݟ ంۨړ ङࠪ ࡽڵంࣄ ޴అ ݋ంߜ ऴܽڡझ  ߖఅ ޳ࡶ ޳ڒ 
రߖ पࣆ࠼फంࡹ࢑ ޴మం ఉࡹړߖ ఉం޳ࡶ ޳ అࡍڷ ߖ޳ ߝంۨ ࠬڕ ఒక ఆࡹచన ఇవछ గల޶ మ࠾ࡍ అ޴ 

Pru
tor
@
IIT
K



పࢲࡍए ऒߖࡌ घࡍߖ  ంచ޳ࡶ ړߖݞ పࢲࡍए ऒߖࡌ घࡍߖ  ంచడం ࣃధङ ం ޳ڒ అࡍڷ ߖ޳ ߝంۨ ఏۮ ߕ޼పओ  ړߖݞ
ఉపڵࡆంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఇ޴ సࠬకరހల సరళ వङ వసबߘ పࡍషए రߖ ࡹంచడంࡍ पࡏڒ߅࠻ల 
ऴ࠭ߦఖङ తߘ మࢁऱ ࢑వࣆࡍफం޴.
फࣃऴ࢐ ڴంశ ऴపకటనࡌࣃ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ  ङߕబܽद ఈ ఉపڒ ߘ సం  ߖర पࡏڒ߅࠻ల ࣄۯ ݋ࡷࣝ ߘ ࡽࡗం޴ 
సࠬకరހల సరళ వङ వసबߘ పࡍషए ధనङ ړदࢳబܽद ࠬ దృڒ ࡔస ࡹంచడంࡍ ఇకए ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࡱ޳࢐ డ 
చࡍऐ ంۨన ࠙వనࡱ మ࠾ࡍ సమసङ రߖ ࡱ पࡏڒ߅࠻ల ࡍڷంۨ ࠬ ఆࡹచనߘ అర बం ڝࣆۯవړߖݞ 
ఉపࡆగపడޑయߘߝ ߖ ఆࣆࢢफߕऒ ధనङ ߘ  ࡱ޳࢐
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