
 ࠪతృక ࠪࡹ࢑లߖ ࡹర पࡏڒ߅࠻ల ߦऴత߯ ఈ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం, ఇకए డ మనం ఏࠫ 
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ࠭ అం݄, ࠪతృక ࡅకए రߖ  पࡏڒ߅࠻లߘ కھߘనడం అ࠴ ޴ߝదటڴ అࡹ࢑ ޴మంڴ 
ఉం޾ࡶ ޾ మ࠾ࡍ పకए న ఉనऒ . డటం۫ ޾ంޔݡసࣔయప ࡮ఎ ڕࠪ ࡹయడంۯ ڥߖత ޾
  ࢐సफߖࠪࡹ࢑ ړߖ࢐ऒ  గށంచంڒ ݟబܽद ݟట࡛ ࠫ  ߖ޳ ఆ߯ ,࠭ࢡ۫ మనం ࡹగతం ࡹంۧށగ ࡮ఎ ߘ ݋ంߜ
ङ࡮࠮ ంకనంࡹ సࣔయపࠚ࢑ ݦనऒ రߖ  प࠻తघ క లࣾހలߘ మనం ఎ࡮ ۫డవ۲ऐ ఇకए ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫  డ 
మనం కంߪङ ܽంݟ ࡹ ۃటࡍघ ऒߕޔࠓడ۫ ߘ ߤషښऱߧల అ ݋ంߜ ࠭.
 
ࠪతృక ڒ ࡱࠪࡹ࢑బܽद మనం ఇߩओ घࡍటݟ ࡹలࠪࡹ࢑ తృకࠪ ݡ ऒߕޔࠓడ۫ ߘऴతߦ ల ݋ంߝ ం, బࣗࢡ 
ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ ఒకܽ ࡹ࢐ܽ  ంۨ మనంࡍڷ మంࡹ࢑ మం అం݄ ఏࠫܽ, ࠪతృకࡹ࢑ తృకࠪ ,޴వడం మంۨڝ
ఎంڕ޶ ऴశదम వࣕంۧ߄ࣃ ࡯రణంࠪࡹ࢑ ڴలߘ ఎంڕ޶ పܽदం۪ڒ ࡯࢐ڝబܽद ࠬࡏ ࠪతృక ࡹ࢑మం ࡅకए  
రछߖ చߖߕऒ ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ  ఉనऒ ڵ࡯క ߘరऴస ࠪతృకޔఒక చ ࡏࠬ ,ం݄ڕ టऱޙ࠼ మࡖక ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  b 
అం݄ ఒక ࡏࣃऱ ڒబܽद మࡅ ݋ࠈ ࠾ࡍకए  ࠪతృక ڷణڒరం ఎడమ మߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍన ڒబܽद b a b h ab 
ఈ࣒ ఈకछ ంܾܽ ࠪङݥఐ ޴ߝఅ ࡽ ऴܽڡझ రछߖ మࡹ࢑ ޴బܽद అڒ సࠪనం ړ  చనం మ࠭࠲ ࠾ࡍ ࠪऴޒక ba 
కएࡅ ऒߖࠪࡹ࢑   పవ࡛ ࠳న࣒ 1 ޳छ फࣃۨࣇ ࡌ ࠭.
కएࡅ ڕబܽद మనڒ   ࠪతృక ࡹ࢑మం ఉంܿం޴  ࠪతృక అ޴ߝ a a 
వङ ߝమం అࡹ࢑ న࠳సࠪన ړߖࠪࡹ࢑ ڔ फకరణ ޳छ రछߖ ࡌ ۨంచబݟం޴ ఈ࣒ ఈకछ  ంܾܽ aa aݥఐ ܿ ࡽ
మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴపࣆफతం ړߖࠪࡹ࢑ సంబం߅ంۨన సం܉थ ࠪనం, 
ఇకए డ ࡹ࢑మం ࡅకए  ऴప߄న ఆࡹచన ఏࠫܽ ڒబܽद ࡹ࢑మం ࡅకए  ఆࡹచన ఏࠫܽ ڒబܽद మనం ࡍڷ ߖ޳ంۨ 
మరۨ߱޳ం  ࠪऴޒక޳ࡶ ࡱ ࣋ए తపओ ࡛࡮  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद మనం 2 ࡅకए  ڕ޶ంۨ ఎంࡍڷ మంࡹ࢑ 
ࠪ ऱܼ డ࠭ޑ అం݄ 2 ࡅకए ࠪ ంۨࡍڷ మంࡹ࢑  ऱܼ  ڴࠈ ڕమన ޴ߝఅ ޳ࡶ అవసరࠪ ޴అ , ࠪ޳ݡ
అవసరࠪ అۮ ߖపओ ంݟ.
ࡓ 2 ڕࠬ   ऱܿ సࠪనం 1 వంܽ వङ ڔ फకరణ ޳ࡶ సࠬకరణం ఉం݄ సۮ ࡔపओ ంݟ x 
, మన࡮ۧ ࡹ మంڝ ړ޴సం ࠭࠲ ఎ࡮ పࡍషए फࣃࡍ ࠭ అڴܽࣇ ࡮ۧ ޴ ఉంܿం޴ సࡓ ࡔంݡ ఒకړߖ޳ x x 
సࠪనం అం݄ సړߖڴ సࠪనం అޙ࠼ అంతࡎ ऱన ఆࡹచన ఎ࡮ ఉంܿం޴  ఇ޴ ࠪङ ऴܽڡझ  x ah ړߖࠪࡹ࢑ 
సంబం߅ంۨనڒ ޴బܽद మనం ۫޳भ ం సڒ ࡔబܽद ࠬࡓ ڕంࡓ ݡ ऱܿ ఒకړߖ޳ సࠪనం మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ l x 
వంܽ సࠬకరణం ఉం݄, ࠬࡍڷ ߖ޵ ࡏంۨ ఒక ࠪతృక ޳ࡶ ࣋ए ంచవ۪ऐۨࡹఆ ڴసࠪనం ޜ ࡛࡮ ऒߖ޵ ࠭࠲ ,
ఎ࡮ పࡍషए ంచగల࠭ , అకएࡍ డ ࡓంࡹ࢑ ݡమం కߝھߘ ࠪరठం ఉంࡓ ޴ంࡹ࢑ ړܽݟమం 
అవసరం ڒబܽद ڷణڒర ࡹ࢑మం అߝ ࠙వన ఉం޴, అం݄ ࠬࡓ ࡏంߖܽݟ సగం సంఖङ  పవ࡛ ݡంࡓ ,फ࣋ށڷ ޜ
న࣒ ఒకܽ తపओ࠳  మనڕ లࠚంߖڜ ޴ۯऒ ంܽࡹ ఒకܽ ڷణڒర ࡍڷ फంߘߩ ऴగࣕంۨ, ఆ సࠬకరߖހऒ  
పࡍషए ऒߕफࣆۯ ڴమనం ఎంత ऴప࠙వవంతం ࡹంచడంࡍ ࠭ అం݄ మనం ࡓం࡮ߩ࢙ ݡ సށڷ ړߖڴంۨ, ఆ߯ 
మనం ߖ సړߖڴ సࠪనం ࣃۯफ ړశ 2 ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ బܽद మనంڒ ޴సࠪనం 1 ఉంܿం 2 ڕబܽद మనڒ ࠭ फޜ x x 
फࣃށڷ ࠭.
 x ޴ఇ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ݡంࡓ ޴फంࣆऱ వࡏࣃ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ 2 ڕࠬ బܽदڒ న࣒ 1࠳ 
࠙గࣔరం ڷణߖࡌڒऒ  ఎߖ ࡮రछ ۨంۧڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ࡹబܽद ఇ޴ ఒకܽ ڒబܽद ࡓంݡ శړ फ ࠳న࣒ 1 ޳ࡶ సగం x 
రం  పదङڒణڷ ࡹ  ఈ ࠙వన ޴బܽद ఇڒ ం ࣇब లంߦۮ ڴओ లం݄ మనం ࠪతృక ࡹ࢑మ ݟڕ ࠙వనڕ 
࢑సफࣆࡍफߕऒ ओߦۮ ڴ࢑సफృతం ޴బܽद ఇڒ ࠭ లం݄ మనం ߖࠪࡹ࢑ऒ  కڵ࡯ ఉంݞలڕࡏڝ ߖంܿߕऒ ࠭ మ࠾ࡍ
మనڕ ࠪతృక ࡹ࢑మం ఎం࡯࢐ڒ ڕ޶ ఎం޶కం݄ ఇకए డ మనࡓ ڕంࡓ ݡ ऱܿ సࠪనంڴ ఉంܿం޴.x 
 ఒకړߖ޳ మనం ఒక ߄ࣃరణ ࠪతృక సࠬకరߖހऒ  కڵ࡯ ఉండవ۪ऐ , ఇࡏࣃ ޴ऱ అړ ޴ߝ సࠪనం మ࠾ࡍ x b
ఇకए డ అښ ޴ߝవలం ࣋ए షएࡍప ߖߖ޳ ࠾ࡍమ ޴అ ࠾ࡍद࡛ మڒࢗ ޶ڒ ࡛࡮ ఒక ࠪర ړߖݞంచࡍ ठం x b 
ࠪऴޒక ࡹ࢑మం కށڷ ߖھߘంచడం.
एࢲࡍసం ఒక పڝ ఆ߯ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ   ऒߖࡌ  ߰ందంڒ ,ݟబܽद మనం x 
ࠪతృక సࠬకరణం ڝసం ఉపڵࡆంచబడవ۪ऐ  న࠳సࠪన ړࠉ ޾ఉం ࡮ఒక సࠬకరణం ఎ ڕబܽद మనڒ 
సࠬకరణ ھడनߖ࡯ పࡍగށంచంݟ ఇߩओ छ޳ ޴ఇ ݡ ऒߖࠪࡹ࢑ ࠭࠲ బܽदڒ రణం߄ࣃ ޜతృకࠪ ࡌ  n n 
కھߘనగࡏࠬ ޙڵ࡯ ఎడమ࢙ߩన ఉనऒ छ޳త ,ݟంచంށڷ ߯  సࠪనం ah ړ ߖ࡯డनھ ల࠻మ సమࡹ࢑ ࡏࠬ ࡌ b
అࡏޑࠋۮ ߖ, ఇࡹ࢑ ޴మ ړ సࠪన࠳న ࡹ࢑మ సమయ ھడनߖ࡯ ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇڒࢗ ޴द࡛ ࡅకए ࡍڷ  फంߩb x 
మࡍڷ ࠾ࡍ फంߩ సమయం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.
 ఇ޴ ࠪऴత࠲.x 
షएࡍప ߘలހక సࠬకరޒమ ఈ ࠪऴࡹ࢑   ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ ంచడం ڝసం ࠭࠲ ࠪతృక ࡅకए  bs  
ऒߖࠪࡹ࢑  కڵ࡯ ఉంݞలڕߘంܿߕऒ ࠭ 
మ࠾ࡍ ఇ޴ 
కएࡅ సࠪనం వంܽ సࠬకరణం ݡంࡓ ޳ࡶ ఒకܽ ړߖހవంܽ సࠬకర ݡంࡓ  పࢲࡍए ऒߖࡌ  కߝھߘ ఈ x x 
కएࡅ త ࠙వనށజగࠊ  ऴపతङ . కరణނర߄ࣃ ࣾ
फࣃށڷ ޜమంࡹ࢑ రڒణڷ ࡏࠬ ߖంܽݟ࠮   ఖۨऐ ࠹సగం ఉ ޴ఇ ,ࡏ తంڴ మనࣆࡱޘ ڕ, మనߕࣆ ڕऒ  
సంఖङ  ఉం݄, అߩओ ऒߖހసࠬకర ݡ  పࡍషए ऒߕࣆ కం݄޶ఎం ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖకషदమ ࡮ۧ ంచడంࡍ ࡓ  ऱܿ x 
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ఒకړߖ޳ సࠪనం మ࠾ࡍ పࢲࡍए రం ఏࠫܽ?  ࠭࠲ ఈ ఉపߕङ సం ޳छ రߖ ఈ ࡌ पࡏڒ߅࠻ల ఆࡹచన ޳छ  ࡌ
फࣃ۫ ࠭, ఇ޴ ఎంత ࠭ఖङ ओߩఇ ޾న࠳ కएࡅ కޒऴࠪ , ޙ࠼నటऱࣄ۫ మనం ݡ घࡍటݟ   फ, a࣋࡯ࢣࡍప ߘ ݋ంߜ
సࡔ ߰ందړߖݞ ऴపయޒऒ ంచడంڔ ࡹలక࠳న ఇనछ ࡍ दܾ࡯ࠉ ఏࠫܽ? ࡹ࢑మం ఉంߖࠪࡹ࢑ ࠭࠲ ޳ࡶ ޳ऒ  ఎ࡮ 
గࣃށफ ङߕఈ ఉప ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ సంࡹ అ࠻ۯ ޻లڕߘంܿߕऒ ऒߕࣆ తృకࠪ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭  ߖఅ ޴ߖڒ 
రߖ प࠼ంۯ అంశం ఉం݄, ࡹ࢑మం ఉࡹړߖ ఉందߖ మ࠾ࡍ మనం ఎۯ ࡮యగలమࡏࠬ ߖ 
ऒߕంܿڕߘంۧలߧ۫  ࡏ
घࡍటݟ ऒߖހࠪࡍక పࡖమ ࠾ࡍమ ݋ంߜ  ఉపڵࡆంۨ ࠪతృక ࡅకए ऒߖࠪࡹ࢑  రछߖ  ۨంచంڒ ,ݟబܽद ఇ޴ 
ఉపߕङ సం మࡅ  ࠾ࡍకए  లࣾङ ం, ߗڒ ఆࡹచన ۧࣆ ࡮లభం, ࠭࠲ ऴపయޒऒ ంచړߖݞ ఒక షరߘޔ 
߰ందړߖݞ ఒక ࠪర ठం ڝసం ۫ࣆफߕऒ ࠭.
షएࡍప ࡮ఎ ߘలހతృక సࠬకరࠪ ࠭࠲  ఈ సछ , ݟడం۫ ࠵ంచగలࡍ ࠙వంߖࡹ ఇతర సమసङ లߘ మనం 
ఎ࡮ పࡍషए ङߕఉప ޴అ , ݟడం۫ ࠵ంచగలࡍ సం ࡅకए  లࣾङ ం సڒ ࡔబܽद ࠪతృక ࡅకए  అనంతం అߖ 
ఇనछ ړ࡯పࡹ ࡍ दߖܾ࡯ࠉ తۯ ڥߖయడంࡌߖ ࡹप యڒలߘ ఉపڵࡆంచడం లࣾङ ం   .
  ఒక ࢑షయం మ࢐ ࠾ࡍసफߖߖ޳ ړߖ࢐ సڴࡍठ  గށంచڒ ,ړߖݞబܽद మనం ఇߩओ भ޳ࠚరంߦऴ ݡ ం ߄ࣃరణ ah 
ࠪతృకߘ ఎ߰ࡐ ࡮ం޴ంۧࡹ మనం ऴࠑ ޓ ऴޓ ࠪతృకߘ మࡍంత ߄ࣃరణంڴ ఒక ࠑ ࠪङ ऴܽڡझ  n n ޜ 
ओߩۮ ం  ఇకए޳ంڕ డ ఆࡹచన ݟటࡍघ కएࡅ ݋ంߜ రछߖ  చనం ࡅకए  కల࠼కڴ ఉంܿం޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ 
ऴపޙङ కంڴ ప࡯ࢣࡍంۨన లࣾހలࡹ ఒకܽڴ ఉంܿంݟ ,޴టࡍघ  సࡏవ ࢓ࡱߖ ޳ࡶ సࡏन వݡఅ ޴ߝఅ ݋ంߜ
కएࡅ కएࡅ లڒల࠮  క߷ڒ త߅సంబం ࢐ܽ  ࠾ࡍతफం మ࠴  द࡛ पࡌߖ ޴బܽद అڒ ࡱ  యకం మࡏࠬ ࠾ࡍ 
మࡖక అݡन వࡏస ࢓ࡱߖ ޳ࡶ వࡏస ࡅకए క߷ڒ  द࡛  లߘ ప࣋࡯ࢣࡍफ, ఆ ࠴తफం ߕࣆऒ  బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ
తపओ రߖ ޾చన ఏࡹఈ ఆ ڴࡍసߖ प࠻తघ క࠳న޴ మ࠾ࡍ ఏޔࢂࢗ ړ0 ߕ޼ం޴ 
ࠪతృక ࡅకए ऒߖࠪࡹ࢑ రణ߄ࣃ  ఇకए ࡱڒరڒ సహ ࡹంచడం޴ం߰ࡐ  డ ऴߦరంࠚంచړߖݞ అ࢙ߘన ऴప޻శం 

ङࠪ  ࠑ  ऴܽڡझ ङࠪ ޓऴ ࠑ ޓబܽद మనం ऴڒ ࡔస ݟడం۫ ߘసలࡏవ ࢓ࡱߖ ంۨࠚరంߦऴ ޜ  ऴܽڡझ भ޳۫ ߘ  ం 3 3
ࠪతృక ߄ࣃరణ పࣄࡍबࡹޒ మనం 1 1 మ࠾ࡍ a 1 2 a 1 3 a 2 one a two two a two three a 

లߘ ఉపڵࡆంۧ࠭, ऴపࣆफతం ఆࡹచన ఏࠫటం݄, ڒ ߖ߷క द࡛ three one a three two a three AIj ڴ 
ఉనऒ ڴࡱకۨࣇ సలࡏవ ࢓ࡱߖ ࠾ࡍమ ࡱసࡏन వݡఅ ڴసࡏలకం వ࠮ ߝఅ ࠾ࡍफ  మ࣋ۨࣇ  ۲ట i j 
మనం ఇకए డ ࠻ۯలڕߘంܿనऒ కएࡅ ఏࠫటం݄, ࠪతృక ޴  అߘబంధం ࡅకए  ఆࡹచనߖ ߘరछ ۨంచడం, 
ఇ޴ ऴప࠮ ޒలకం ࣃब నంࡹ ఉనऒ  ࠪతృక ࡅకए  బڝࣆޓ ߖࡰ޴వడం ޳छ .న ࠪతృకݟంచబ߅బంߘఅ ࡌ
छ޳  క߷ڒ త߅సంబం ࢐ܽ  ࡌ द࡛ फࣃऴ࢐ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ࡱ   ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ߘޑࠋۮ ऱࢁమ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ
ࠪతృక ࡅకए  ఉమघ ऒߖڒల࠮ ޒऴప ߖݟ  ࢐ܽ సంబం߅త ڒ߷క द࡛  లޜ భࡎ फ ۯయడం ޳छ  న ࠪతృక޴ం߰ ࡌ
కएࡅ  ऴܼߤझ  ߱ రछߖ ڴ ܘ फࣃۨ  ࡏ
 a two one a two a two three a three one a three ݡ࠮ ఒకܽ ݡంࡓ బܽद ఒకܽ ఒకܽ ఒకܽڒ

 బܽद two a three threeڒ
ࠪతృక ࡅకए  అߘబంధం ࠪతృక ࡅకए  ऴܼߤझ  ߱ छ޳ వడంڝࣆޓ ܘ ఇకए  , ޴ంޔݡందబ߰ ࡌ డ ऴపޒ 
క߷ڝ ߖ޳ లకం࠮ द࡛ ࡎభ ޜ  फ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ࠪతృక ࡅకए  ఉమघ రछߖ ݟ ۨంచబޔݡం޴  ऴపޒ 
ऒߖڒల࠮  సంబం߅త ڝ߷క द࡛ छ޳  ࡎభ ࡌ फ ۯయడం ޳छ కएࡅ న ࠪతృక޴ం߰ ࡌ  బ޳ ࡰ޴छ ఈ సందరग ࡌ ంࡹ 
సందరग ޓऴ ࠑ ݡ࠮ ంࡹ మనڕ ࠪऴޒక a one two a one three a ah two one second row 
 సࡏन వݡడవ అ࠮ ࠹లڒ ޴డవ࠮ సࡏండవ వࡓ సࡏవ ࢓ࡱߖ ండవࡓ సࡏండవ వࡓ సࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴
 తృకࠪ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡔస సࡏవ ࢓ࡱߖ డవ࠮ సࡏడవ వ࠮ సࡏవ ࢓ࡱߖ ండవࡓ సࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴
మ࠾ࡍ ऴప࠮ ޒలకం ޜ ڡ߷ڝ ߖ޳ భࡎ फ ۯయబݟన ࠪऴޒకߖ޳ ڴ ఉమघ  tor ࠾ࡍమ  ޴ంޔݡందబ߰ ݟ
ఒకܽ ࡓంݡ భࡎ फ ۯయబݞन झߤऴܼ ޙ࠼అ , ࠼  ߱ छ޳ వడంڝࣆޓ ܘ ఇకए ޴అ ࡌ డڕ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఒక
ऴޓ ఆࣣ ࣋࠹ ݀ వߤ అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ మనం ఇకए డ ఎ࠱࡯ంڝ ߘ ݋߷క द࡛ ࡎభ ޜ  फ ࣆۯफߕऒ ࠭, ఆ߯ ah 
ऴܼߤझ  ߱ ఇకए ݡంࡓ ݡంࡓ ࢐తࡏత ࠾ࡍమ ܘ డ ࡓంݡ࠮ ݡ ఒ࢑ ښధంڴ ఉంܿం޴, ఇݡ࠮ ޴ ఒకܽ ݡ࠮
ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ݋ం࠼܉ ޴బܽद ఇڒ ࡔస ݡ࠮ ݡ࠮ ఆ߯ ݡంࡓ  ࠪతృక అ࣋࡯ߧ ߖफ a 
, ఇݟڕ ޴ ఉమघ బܽद ఇకएڒ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ޜݟ డ ఈ అߘబంధంޜ ࠭ంࡌ ڕ޶వడం ߘࢗక ఉనऒ  a  
ఆࡹచనߘ అర बం ڝࣆۯవړߖݞ ఇకए డ ࠪङ ऴܽڡझ  ఇߩओ ఉమघ ݡ ङࠪ ࡍ࢐ , ޴ఉం ڴݟ ऴܽڡझ  ఉతओ కएࡅ फޒ ऒߖڜ   
ठڴࡍమనం స ߘబంధనలߖ  గ޳ށभ ం మࡏࠬ ࠾ࡍ ఒక ࡅకए  ఉతओ ओߩనࣄۯ సంకలనం ߖफޒ  ߘసࡏन వݡఅ ݡ
ओߩంۨనށڷ .޴फంࣆڵࡆఉప ߘలހఈ లࣾ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
కएࡅ సࡏन వݡక అࡖ࢘  క߷ڒ  द࡛  లޜ అݡन వࡏసڒ ߩ࢙ݟڕ ࡱబܽद మనం ߖߖ޵ ప޳࡯ࢣࡍभ ం, ڒబܽद ఈ 
ࠪङ ऴܽڡझ  ఉతओ ऱ ఒకܽ పऱ࣒ࡏࣃ 1 1 ޴ఇ ,޴ఉంܿం ݟంచబ߅బంߘఅ ޴దܽ పదం ఏ࠴ ࡹफޒ  ఒకܽ ࡓంࡏࣃ ݡऱ 
ఉంܿంࡌ  ޴జߖ߄ ఒక ࡓంݡ ల࣒ ఎ వߤ ऴڒ ࠹݅ ޓङ   ఈ p ڼ࡯ऴగࣕంచగ ࡏࠬ బܽदڒ ݋ࡕ ޓऴ ߤఎ వ ࡽటߧ
వङ ڔ फకరణ ښవలం ݟటࡍघ కएࡅ ݋ంߜ రछߖ  చనం ࠪऴత࠲ మ࢐ ࠾ࡍసफݟ ߖߖ޵ ࠭࠲ ړߖ࢐టࡍघ छ޳ ݋ంߜ  ࡌ
భࡎ फ ۯయగల࠭ ڒబܽद ఇࡓ ޴ండవ ڒలࡍڷ ࠹ంۨ ఏࠫܽ అߖ ߝర पړߖ࠻ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ 
ఇకए డ ࡓండవ ఎంऴܾ ڒబܽद ఇࡓ ޴ండవ ࢓ࡱߖ వࡏసށڷ ޜంచబݟన ࠴దܽ అݡन వࡏస అޔ࢓ంڒ ޴బܽद 
ఇ޴ ఒకܽ ఒకܽ ࡓంݡ ఒకܽ పऱ࣒  ఒకܽ ࡓంࡓ ݡంࡓ ݡంݡ పऱ࣒  ఒకܽ ࡓ ݡ࠮ంݡ࠮ ݡ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद 
ऒߖ޵ ࡏࠬ  ۫࣋फ ఇ޴ వङ ڔ फకరణ అࡓ ޴ߝండవ వࡏసڒ ߖࡹ߷క द࡛  లޜ ࠪతృక ࡅకए  లڒల࠮ సࡏదܽ వ࠴ 
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కएࡅ కएࡅ లڒల࠮  ङ࡮࠮ ړݟڕ న 0ࣄ۫ మనం ࡹలހలࣾ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޶ڒ ࠲తफం ࠪऴత࠴  ంకనం 
ओߩఇ 0 ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔݡయబۯ .޴ంޜࠓపదం ఉండ ࡗమ ݡ
ఇకए ߖߖ޳ ߘߝ ల వలऱހరڒ ࢁڣ ߗڒ  డ ऴ࢐యߗڒ ߘࡶ మనం మࡖక పߖ޳ऒ ङ࡮࠮  ంకనం ޳ۯभ ం మ࠾ࡍ 
ఉనऒ ࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴ ࠾ࡍస మࡏండవ వࡓ  ఉతओ వछߖఉండ ڴపదం ࡹफޒ ంڒ ݟబܽद ఈ పదం ఏࠫ݇ 
ఇకए డ ࡮࠮ङ ంకనం ޳ۯभ ం అߖ అߕऒ ఉమघ ޴అ ࡏ  नݡండవ అࡓ నݟంచబށڷ ޜసࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴ ݟ
వࡏస అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ1 2 ޴ అޔ࢓ం޴.a 1 1 plus a 2 2 a 1 2 plus a 2 3 a 1 3 
ऒߖ޳ఈ ప ࡏࠬ బܽदڒ   ప࣋࡯ࢣࡍफ ఏࠫܽ  ఇ࠴ ޴దܽ వࡏసڒ ߖࡹ߷క द࡛  లࡓ ޜండవ వࡏస࠮ ߖࡹలڒల 
కएࡅ  ఉతओ ऒߕࣆ फతంࣆऴప ޴బܽद ఇڒ ,޴ంޔ࢓తफం అ࠴ फޒ ङ࡮࠮ ړ ంకనం ۯయబݟన ఆࣄफ ऴపڒరం, ࠭࠲ 
फޑ࠴ లठవߕ ऒߖ ऒߖ࢐ట మనం ߗڒ ,యగల࠭ۯ  ంܽۯ ߗయగల࠭.
మघࠫ ߘߝ ߖంచమࡍక࢒ధృ ޴ఇ ࠾ࡍచన మࡹరణ ఆ߄ࣃ   ऒ࡯  ऴ߱తझ ऒߕफࣆࣕ ऒߖఅ , ߘ  ࢑కర प ࠮లࡱڒ 
पࡌߖ యకం తపओ  మ࢓ڒ ࠬࡔ మ࠾ࡍ అߖऒ  ఆ࢑ ࠆకర प ࠮లߕࣆ ࡱڒऒ ऒߕߘڒ ࡱ బܽद ఇకएڒ ࠼ డ ۨవࡍ 
సࠪ߄నం మ࠾ࡍ ఇښ ࡏࠬ ޴వలం ݡ࠮ ࠪऴత޶ڒ ࠲  ऴޓ ࠪङ ऴܽڡझ  అ߄ࣃ ޙ࠼రణంࠑ ڴ n n 
ࠪङ ऴܽڡझ  అం݄ మనం ఇకए డڕ వࣃफ ం ڒబܽद ఇ޴ ऴࠑ ޓ ऴޓ ࠪङ ऴܽڡझ  ఇ޴ ऴࠑ ޓ ऴޓ ࠪङ ऴܽڡझ  ఈ ऴ߱డڡ द ݞږ ऴޓ
ङࠪ ޓऴ ࠑ ऴܽڡझ ࢑కర ݟంߘ ߖ޵ ,޴ఉంܿం ڴ  प ఎంऴܾࡱ ࠪऴత࠲ ఉంܼ࠼.
  ఇకए డ ఒక ߕࣆऒ  ఇకए డ ߘంݟ వ फ࣎ ం޴ మࡖక ߕࣆऒ  ఇ޴ ఈ ߕࣆऒ  ఇకए డ ߘంݟ వۨऐ ందߖ తڥߖ i 
మघࠫ ߖయమۯ ऒ࡯  ऴ߱తझ కएࡅ ޴ఇ , ޴फంࣆࣕ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  पࡌߖ  యకం ࡅకए पࡌߖ  యకం అޔ࢓ం޴ a 
మ࠾ࡍ ఇ3 ࠑ 3 ޴ ࠪతృక ߖ ړݟڕర प࠼ంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఒక సమ࠻లߖ ߘర पࣆ࠼फం޴  ఐݥంܾܽ 
ࠪङ ऴܽڡझ छ޳ ݡ࠮ ߘߝ ڴࡍࣃదܽ࠴  फࣃऴ࢐ ݡ࠮ ࡌ మనం సందరग ڴరణం߄ࣃ ߖڒ ߘ ం ߘంࡍڷ ݟ फంߩ 
కएࡅ  పࠪࡍణం ఏࠫ݇ అర बం ڝࣆۯగల࠭ ڒబܽद అ޴ అకए డ ఉంڒ ޴బܽद మనڕ ࠪతృక ఉం޴ మ࠾ࡍ 
మనం ߖߖ޳ కڵ࡯ ఉనऒ  ఉమघ ంۧ࠭ ఇకएށڷ ޜݟ డ ߖరछ ۨంచబݟం޴ మ࠾ࡍ ఆ ఉమघ  ڴ࢑ధం ఈ ߖݟ
రछߖ ۨంచڒ ړߖݞరణం ఏࠫటం݄ , ࢑కర प పࡱ޳ ࠪऴత࢑ ࠲కర प ప޳లߖ ߘర प࠼ంߕࣆ ࢑ۯऒ  అߖ ఈ 
ఆࡹచనߘ ۫డగలڒ ࡯ڴబܽद మనం ࣄ ߖߖ޳बరంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡹ ఇ޴ అంޑ  
࠭ఖङ पࡌߖ న࠳ యకం ఇࡍڷ ޴ फంߩ ࠪతృక ࡅకए ఖङ࠭ ڕ޶ఎం ࢑ࠈ ఈ ࠾ࡍమ ࡱ࠻న సమ࠳बరࣄ   ޴న࠳
ఎం޶కం݄ ఇ޴ ࠭ఖङ నऒޔڕޔࢗ సంڝ మంࡹ࢑ కం݄ ࠪతృక޶ఎం ޴న࠳ ओߩ  ࠭࠲ ݡ

ࠪङ ऴܽڡझ ࡍڷ ߘ  फంޜߩ సࠪనంށڷ ڴంచడం ڝసం ߕޔڕޔࢗऒ ࠭.um 
 ఇకए డ మనڕ సࠪన࠳న ࡓంߗڒ ,࢓ࡶ ࡱڴ࠙ ݡ మనڕ ఒక ࡍڷ फంڕߩ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంݦ ఏ޾ ఒకܽ 
లࠚంۨంڒ ,޴బܽद ఆࣣ మనం ۯయగలం, అߖ޵ ޙ࠼ऒ  ఉపڵࡆంచడం ޳छ  ߘమనం ఆ ࠪతృక ࡌ
రछߖ ۨంచవ۪ऐ , ఆ ࠪతృకߘ ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ ओߩంۨనށڷ ޜ  ࡍڷ ڕࠬ ݡ फంߩ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ అ޴ ah 
ఏࠫ ࣆۯफం޴  ࠪతృక 
అࡅ ޴ߝకए घࡍటݟ  బంధం తపओߘన అݟంచబڵ࠙ ޜ ݋ߝ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद మనం ఇߩओ  a ݡ
ऴ࠻࢐లڕߘంܿనऒ  ఈښछ షߘ ߤ త࠻ۯ ࡏ࠻లڕߘంܿߕऒ ࠭, ఇ޴ ఒక ࡓ ऱܿ ఉమघ  ఒక ޴ఉంܿం ڴݟ
ओߩఇ ࡏࠬ ࠾ࡍంܾܽ మݥఐ ࠹݅ झ࠹݅ ఒక ࡱ޶బ ۯంށڷ ߘ ݋ం࠼܉ మనం ఒక ݡ కएࡅ   ߖ ݋ం࠼܉ 
झ࠹݅ ޴అ ޙࠉۮ  ఐݥంܾܽݟ ړటࡍघ  ߖऱ అࡏࣃ మనం ఒక ߧ࡯క ߘలހఈ సࠬకర ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ڴ ݋ߝ
ऴ࢐యవ۪ऐ .

కएࡅ  అߘబంధం ఒక సమ࠻ల అߘబంړߖ߄ సࠪనం సంకలओ ం ఒక సమ࠻ల ࡌߖप యړߖڒ   a a 
సࠪనం ߘߝ ఇకए డ ऴࠑ ޓ ऴޓ ࠪङ ऴܽڡझ ङࠪ ޓऴ ࠑ ޓస࡛ ऴ߿ ޳ࡶ ݋ం࠼܉ ޳ࡶ  ऴܽڡझ  ఇ޴ ࣋ए  ࠑ ޓऴ ޴ఇ ࡛࡮
ऴޓ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ  ࠭࠲ ࡱ޳ప  ࡹ࢐ܽ ఇతర ޳ࡶ  पࡌߖ  యకం ޳छ న ఒక ఉమघݟంచబڵ࠙ ࡌ  ఒక a ߖݟ
పओۮ ऱࡏࣃ గల࠭, ఇ޴ ఒక సమړߖ࠻ 
సࠪన࠳న సమయ࠭ ࡅకए पࡌߖ  యకం ࡅకए  ऴపకए  మనం ߖߖ޵ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ߝ
घࡍటݟ ठڴࡍస 0 ݋ంߜ ओߩనࡶ  ओߩన࠼సࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑ మనం ࠾ࡍమ ݡ వ۪ऐڝࣆऴ࢐ ݡ  aa ړߖࠪࡹ࢑  
సࠪన࠳న ࡍڷ फంߖ ߘߩరछ ۨంۯ సࠬకరణం, ఇړߖࠪࡹ࢑ ޴ సంబం߅ంۨన సࠬకరړߖހ సࠪనం అߖ మనం 
߰ందగలం, ఒక ࡅకए घࡍటݟ  ऒߕࣆ ݋ߝ ओߩనڒ  రߖ ݡ पڒ߅࠻రం ޳छ  ࡌ
మనం ఈ ࢑ధంڴ చޔరऴసం ࡅకए ऒߖࠪࡹ࢑   గށంచవ۪ऐ .
ऒߕࣆ  घࡍటݟ ߖڒ  రछߖ ࡹ ݋ం࠼܉ ఒక ࡏࠬ న ࠪతృక అం݄ݟږ ޜ ݋ంߜ ۨంచడڕڒ ࠲ంݞ ऴపޒ 
ऒߖڒల࠮  ࢐ܽ సంబం߅త ڒ߷క द࡛  లޜ భࡎ फ ۯయడం ޳छ కएࡅ న ࠪతృక޴ం߰ ࡌ  బࡰ޴ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ 
మݟ ߖߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍటࡍघ छ޳ ݋ంߝ ओߩफ అ࣋ڵ࠙ ࡌ छ޳ ݡ घࡍటݟ ݋ం࠼܉ ࡌ వ࡛झ ߤఇ ࠾ࡍమ ݋ంߜ  a a  
మధङ  ఈ సంబంߖ߄ऒ  మనం ఇߩओ కరణ  ఇకएނర߄ࣃ ߖ޳ నࣄ۫ ݦ డ ఉం޴ , ఇ޴ ఇߩओ ऒߖࠪࡹ࢑ ݡ  
రछߖ ۨంచడంߦ ࡹऴత ߱ࣆࢳफనऒ  ఈ ࠭ఖङ घࡍటݟ న࠳ సంఖङ ݋ంߜ  ڕలހరڒ ంۨనࡍ࢑వ ࡹరంభంߦऴ ࠭࠲  
࠭ఖङ ऒߖࠪࡹ࢑ బܽदڒ ࡔఒక ࠪతృక స ޴ఇ ,޴న࠳  త޶పࡍ ఎ࡮ ߰ం޳లߖ޳ ߝ పరంڴ మనం 
పओۮ దڕ۪ࡱనऒ కएࡅ తృకࠪ ,޻ఇ ޴ క ఉనऒߘࢗ మంࡹ࢑   మߖڜࡍऒ  ఆࡹచనలߘ మߖ ࠾ࡍర प࠻తघ కం 
ఎ࡮ ఉంܿం޳۫ ޾भ ం  ఒక ࠭ఖङ ఇకए ࠾ࡍమ ޴फంࣆࢳ߱ ߘऴతߦ న࠳ డ మనం ఎۮ ࡮పओ గల࠵ ऴపޙङ కంڴ 
పओۮ డంޜ సࣔ ݟ ࠭࠲టࡍघ ऒߕޔࠋۮ ߖఅ ࡔస ޙక߱ڒ 0 ݋ంߜ ࠭ అం݄ మనం ߖࠪࡹ࢑ऒ  
రछߖ ۨంచగڵ࡯నߩओ యవ۪ऐۯ న ऴపకటన࠳ంత బలࡍమ ߖߖ޳ మనం ,࠭ޑࠋۮ ߖఅ ࡔస ࠭࠲ ݡ  సߗڒ ࡔ 
࠭ంߖ޵ ࠭࠲  ޶ऒ फࣃۯ  ࠭ , ఈ అߘబంధం ݞږ ࠪతృక అߖ ఇకए డ ۨࣇంచడం ۧ࡮ ࠭ఖङ ం అߘߝ ߖ 

Pru
tor
@
IIT
K



ऒߕफࣆ࢑࠙ ఉనऒ ࡹऴకమం ޻అ ࡵరంభ ࠪతృక వߦऴ ޴ఇ ړߖ࢐సफ࢐ ,ߘ  ࠪతృక మ࠾ࡍ ఈ అߘబంధం ࡅకए  
రߖ पࡍڷ ࡍڒ߅࠻ంۨ మనం ఏࠫ ۮపओ గలం  అర बం ڝࣆۯంڒ ݟబܽद ఇߩओ ఉతओ ݡ నऒ మࡃङ  సహజ࠳న ऴపశऒ  
ఏࠫటం݄, మనం ࠪऴޒకలࣄ۫ ߘనߩओ రߖ ݡ प࠻తघ క࠳న޴ ఏࠫܽ మߘ ߖ޵ ࠾ࡍంݟ మనం ఇߩओ  ݡ
ంܿనऒڕߘలݞ۫  ఉమघ రߖ ݟ पޜࡍڒ߅࠻ 
బܽद ఇకएڒ గలࠪࡌ డ గమߖంచంݟ  ऴపకए ఉనऒ ߝ  హڕए కएࡅ  రߖ  पڒ߅࠻రం ఏࠫܽ ڒబܽद ఆ ఉమघ  ah ݟ
కएࡅ రߖ  पڒ߅࠻రం ఏࠫܽ మ࠾ࡍ ఈ ऴపశऒ ऐۯనࠫ߄సࠪ ڕ టߩओ మనం సछ ݡ తంऴత ఉపࡆగం సछ తంऴత 
ऴ࠭ߦఖङ త కڵ࡯న ఒక ఆࣄफࡖ߮ ߖए కల ఉతओޒऴࠪ ߩచదర ݡంࡓ ޴అ ࠾ࡍమ ࡯ߕ రߖ ߖफޒ प࠼ం࢐ܽ ޴ۯ 
సంబం߅త ࡌߖप యڒల ࡅకए  ఉతओ फࣃڵࡆఉప ࠭࠲ ߖफࣄఆ ۯంڵࡆఉప ࠭࠲ ,ݟఉండం ڴफޒ ࠭, 

రߖ ߖ ړࡹ प࠼ంࡅ ޴ۯకए  సమ࠻లߖ ߘర प࠼ంۯ పړߖ޳ సࠪనం, a a b 
ఇకए డ మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ ࠪऴޒకࡏࠬ ࡱ ధృ࢒కࡍంచగల ߖڜऒ  a ba b ah ߘహరణల޳రణ ఉ߄ࣃ 
ఉపڵࡆంۨ ࠭࠲ ఇకए డ ఈ ఆࣄफړ సంబం߅ంۨన ࢗ ړࡹ࢓܌ࡏళ ऱ࠭ࡶ, అޙ࠼ ఇ޴ అ࡮ ఉం࠭࠲ ޾ࡶ ޾ 
తۯ ڥߖయగల࠭ , ఉపࡍతలం߯ ఇ߄ࣃ ޴రణ ఆࣄफ࡮ కߧߖంచవ۪ऐ ओߩఎలऱ ޴ఉం݄ ఇ ڵ࡯క ࡏࠬ ߗڒ ,  ݢ
అ࡮ ఉండࡓ  ޶ంݡ ࠪऴޒకల ࠴తफం, ݟట࡛ ࠫ फޑ࠴ ల ݋ం࠱ ట࡛ݟ ࢐ܽ ړ ݋ంߜ ऒߖ  ఆ ࡱ࢑వڕ సࠪనం 
ఈ ఉతओ ޙ࠼అ ,޶ࡶ యడం అవసరంۯ f.޴ఉంܿం ࡹ ޴బܽद అڒ ޴ంޔڷࡏజ ޴అ ࡹ࢑షయం फޒ
ऒߖڜ ړߖݞడ۫ ޾फంࣆۯ ߖప ࡮ఎ ޴అ ࠾ࡍమ ݟయంۯ ߖప ڴफࣄన ఆ࠳షࢩ࢑    ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం, 
ఉ޳హరణࡏࠬ ڕ ࠪతృక ߖ ఒకܽ ࡓంڕࣆޓ ڴݡం݄, ߖ ߖ޳ర पڒ߅࠻రం ఒకܽ ࠳న࣒ ڒ ڷࡱߕబܽद a 
పओۮ ߖఅ ݡ࠮ న࣒࠳ ంݟ.
  మనڕ మࡖక చޔరऴస ࠪऴޒక ఉం޴, అࡓ ޴ంݡ ఒకܽ ఒకܽ 2 ఏݟ ޴టࡍघ  b ࡍ࢐ ࠹న࣒ 1 3 ఉ࠳ द 4࣒࡯ ݋ంߜ
ఉతओ  ab f ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ޶ఐ ݡంࡓ ఆࣣ ޶ఐ ݡంࡓ ఒకܽ ڷࡱߕ ݡంࡓ ݡంࡓ ޴ంۨ ఏࠫܽ ఇࡍڷ फޒ
घࡍటݟ బܽदڒ घࠫޛ న࣒࠳ బܽदڒ  ޶న࣒ ఇర࢙ ఐ࠳ ࡏపదࣔ ڷࡱߕ ݋ంߜ  బܽद ఇ࢑ڒ అం݄ సࠪనం ޴
घࡍటݟ  బܽद మనం abڒ ࡱ ݋ంߝ
కएࡅ घࡍటݟ  కएࡅ ޴ߝఅ ݋ంߝ घࡍటݟ  ࡓ ݋ంߜ ऱܿ ݟటࡍघ యవ۪ऐۯ ڥߖత ߖఅ ݋ంߜ  b ok ࠭࠲ బܽदڒ 
ऒߖ޵  కھߘనړߖݞ ఈ ఆࣄफߖ ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ ࠭ ఆ ࠼܉ంࡅ ݋కए  ఉమघ पࡌߖ ݟ యకం మࡹ࢑ ࠾ࡍమం 
కएࡅ రछߖ  చړߖߕ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఉతओ నऒ फࡿࢗ ڵࡍޒ ړޒबࣄࡍన ప࠳ ࠭, అకए డ ࠭࠲ ఈ లࣾߖހऒ  సڴࡍठ  
వࡍ फంపܑయߕޔࠓऒ ࠭ అం݄ ఉతओ కएࡅ फޒ రߖ  प࠻తघ క࠳న޴ ఎం޶కం݄ మనం ఇߩओ  న p  aࣄ۫ ݦ
మࡅ ࠾ࡍకए రߖ ߘల࠻సమ ޴ߝఅ ݋ం࠼܉  प࠼ంۯ పړߖ޳ సࠪనం, ڒబܽद ఇߩओ  a ݡంࡓ మనం ݡ
ࠫ ట࡛ݟ లߩ࢙ ऒߕޔࠓڝࣆޓ ߖ ݋ంߝ ࠭ మ࠾ࡍ ఎం޶కం݄ ࠪऴޒకల ఉతओ కएࡅ फޒ घࡍటݟ   ߖ ݋ంߜ
घࡍటݟ ల ఉతओ ݋ంߜ యవ۪ऐ޵࢑డ ړࡹफޒ .
ऒߕޔࠓంద߰ ࡮ఎ ߘచనࡹఈ ఆ ࠭࠲  ం ڒబܽद ࠭ంݡ࠮ ݡ࠮ ڴ޶ సందࡌग ల࠭࠲ ࡹ ఇకए డ ࡹ 
ఆࣄफߖ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ 
ࡍڷ ऱࡏࣃ ఒక ࠭࠲ బܽदڒ फంߖ ߘߩర प࠼ంۯ సమړߖ࠻ సࠪనం అ࢐ ߝసफߖ࢐ऒ  కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ సࡕనڒ ޴బܽद 
ఇకए డ ݟటࡍघ ఉనऒ ڴబంధంߘఅ ړߖ࠻ఒక సమ ڕమన ࠾ࡍమ ݟంڝࣆޓ ݋ంߜ  సమ࠻లߖ ߘర प࠼ంచడం 
అࡏڷ ޴ߝफం۪ڝవߖݞऒ రߖ  प࠼ంۯ అంశంڴ ఉంܿం޴, ఇښ ޴వలం ࣋ए ࡍڷ ఒక ࡱ࠻న సమࡕస ࡛࡮ फంߩ ah 
गࡌసంద ݡ࠮ ݡ࠮ బܽदڒ లࡹ సࡕనߩ࢙ ޒۯ  ޴ ఒక ږङ కएࡅ ࠗ రߖ  प࠻తघ కంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ 
ఈ ࠪऴޒక ࢑కర प ࠪతృక తపओ  మࡖకܽ ࢑ ,޶ڒకࡌप లࡅ ࡹకए घࡍటݟ  ࡓ ݡ࠮ ޜ ݋ߝ ऱܿ ఉతओ నऒ ङږ న࠳ ࠗ a 
కएࡅ ࡓ ݡ࠮  ऱܿ ఉతओ నऒ ం ఇߘ ݡ࠮ ޴ంݡ࠮ ݟ సందࡌग లࡹ ఉంܿం޴ మ߄ࣃ ࠾ࡍరణంڴ ఇ޴  n 
छ޳ मࡌߖ  ߖ సం ఒక పవ࡛ڝ ࡌ కల ఉతओޒऴࠪ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡍ కएࡅ फޒ घࡍటݟ  రߖ ݋ంߝ पڒ߅࠻రం n n 
కएࡅ ࡓ ఒక ࡏࠬ ంۨࡍڷ ߩ࢙ ంۨ ఎడమڵࡆఉప ߖफࣄఆ ߝణకం అڷ  ऱܿ ݟటࡍघ एڕఒక హ ࡏޑ޶ం߰ ߖ ݋ంߜ  
కएࡅ  ఉమघ घࡍటݟ బܽदڒ ݟ ऒߕࣆ ݋ంߜ కएࡅ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ࠭࠲ ,ޙ࠼నటऱڒ   ఒక ݟటࡍघ  भ a޶ర ߘ ݋ߝ
యవ۪ऐۯ , త޳छ కएࡅ ࡌ  అߘబంధం ࡅకए घࡍటݟ  తफం ࣋ए࠴ ࡹ࢑షయం ݡ࠮ ݋ంߜ छ కएࡅ ࡛  a 
घࡍటݟ మనం ߰ందవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ ݋ంߜ  .
కएࡅ న࣒ 1࠳ ړ ޴ఇ ڴరణం߄ࣃ ࠾ࡍమ ݡ࠮   రߖ  प࠻తघ కం ڒబܽद ࠭࠲ ఒక ڜతफ ࠪతృకߘ ny n 
పࡍచయం ࠭ࣃۯ, ఇࡅ ޴కए  ఉమघ घࡍటݟ ࠭࠲ ߝంటࢗ ࠾ࡍమ ݟ ࠪ ంۨࡍڷ ల ݋ంߜ ऱܼ నऒޔݡ ం޶న a 
ࠪతృక ࡅకए రߖ  पڒ߅࠻రం ఏࠫܽ అߖ అడగడం సహజం మ࠾ࡍ  ఇకए డ మనం ఆ ࠼܉ంࡅ ݋కए  
घࡍటݟ కएࡅ ߤన࣒ వ࠳ ޴అ ݋ంߜ घࡍటݟ  फࣃ۫ ߖఉంద ڵ࡯సంబంధం క ޜ ݋ంߜ घ࠵బܽद అڒ ࠭  ఇ޴ n 
ऴపకए ఉనऒ ߝ घࡍటݟ  n wha  ޴ంޔठڷత ړ ޴అ ޙ࠼సࠪనం అ ړफ 3࣋ۨࡹంۨ ఆࡍڷ ߖ޳ ࠾ࡍమ ݋ంߜ t 
మనం ۫ړ2 ,࠭ࣃ సࠪనం అޙ࠼ అړ1 ߝߝ ޴ సࠪనం అం݄ 1 అ1 ޴ అߘߝ ߖ అڕߘంܿߕऒ  n ah nߘ
, అښ ޴వలం సమࣃङ తघ క సందరग ం ޳ࡶ ఒక ऴపޙङ క సందరग ం అࣆ࢑࠙ ߘߝ ߖफߕऒ एڜకం݄ ఒ޶ఎం ߘ కए  ڴܽ
࣋ए घࡍటݟ న࠼అ ࡛࡮ క߷ڝ  ޴సం ఇڝ ݋ంߝ द࡛ రछߖ ߖ  ۨంచడం ۧ࡮ కషदం ڒబܽद ఈ రక࠳న వङ ڔ फకరణߘ ఒకܽ 
కం݄ ఎڕए వ ڝసం ࡯࢐ڝࣆޓ అߘߝ ߖ అڕߘంܿߕऒ కएࡅ తృకࠪ ޴బܽद ఇڒ ߘ  అߘబంߖ߄ऒ  n 
రߖ प࠼ంڒ ,޴ۯబܽद ఇߩओ पࡌߖ ࠾ࡍమ ࡱࠪࡹ࢑ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖఅ ࠭࠲ ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ݡ యࡱڒ మ࠾ࡍ 
ऒޒऴపయ ړߖݞవڝࣆࡱޘ ంటऱ వదभ࠼܉ ऒߕफࣆ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ޴ అߘబంధం పరంߖ ࠭࠲ ڴరछ ۨంۨన ah 
ओߩఇ ࠾ࡍతफ ࠪతృక మڜ ऒޒऴపయ ݡ ంచడంݟ ࡹట࡛ ࠫ కएࡅ ݋ߝ  ఈ ऴ࠭ߦఖङ తߘ గమߖంచడం ޳छ  ࡌ
మనం ఇకए డ ߘంݟ ఎ࡮ ࠭ంࡿࢗ ڕ޶फ డవ۪ऐ۫ ࠵  .
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 ࠪతృక ࡅకए ऒߖࠪࡹ࢑   కھߘనంݟ, ఇߩओ  ࡹޒక పదमࡍڒ߅ంత అࡍమ ߘల࠻࢑ష ޻అ ࠭࠲ ݡ
एࡖ߮ ంܼ࠭, ڒబܽद ۲ ࡮ۧ ࠭࠲టऱ ࡅకए घࡍటݟ  ऒߕࣆ ݋ంߝ ओߦۮ ߖదڒ  ङߕబܽद ఈ ఉపڒ ࠭ సంࡹ a 
ऒߕࣆ ࡍڷ ߖޒबࣄ ߖڒ  फంచడం ޳ࡶ అߝకࡏࣃऱ ఉపڵࡆంచబݟం޴ ఈ ఉపߕङ సంڒ ࡔ࠾  ࡹబܽद ߖ޵ ఆ߄రంڴ
మనం ఏకవచన ࠪతృకߖ ߘరछ ۨంచవ۪ऐ , కߘక ఇڜ ޴తफ ࠪతృక ڜతफ పదం ڒబܽद మనం ఇకए డ 
ఉపࣆڵࡆफߕऒ घࡍటݟ  ߘకޒఏకవచన ࠪऴ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ రछߖ ڴతృకࠪ ޜ ݋ంߜ ऒߕफࣆۨ ࠭ మ0 ࠾ࡍ
పङࡐࣃ త࠭࠲ ޜ ఏకవచనం ߖڒ ࠪతృకߖ ߘరछ ۨంచߕޔࠓऒ ࠭.
ऒߕࣆ  ޴అ ,޴ఉంܿం ڴల࡛ ࠪతృకڷంࣄ-ߤߕ  पࡌߖ ߖڒ  యకంޜ ࠪతృకڴ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ఏకవచన 
ࠪతృక ߕࣆऒ पࡌߖ  యకంޜ ఒకܽڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఏకవచనం ߖڒ ࠪతృక ߕࣆऒ రߖ ߖڒ  प࠻తघ కంޜ 
ఒకܽڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఒక ڝణంࡹ మనం  ࠪऴޒకల తరగޔలߘ ఏకవచనం ޳ࡶ ఏకవచనం ڴ࢑ߖڒ 
రछߖ ۨంచడంݟ ࡹట࡛ ࠫ ఖङ࠭ߦల ऴ ݋ంߜ తۯ ݋ࡷࣝ ߘయడం, ࢐ܽ సంబం߅త ࡌߖप య0 ޳ࡶ ޳ڒ  ࡱڒ 0 
ఇకए ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ߯ߖ޳ ߝఅ ޳ڒ డ ߮ࡖए నదۨ࡯న ޳ࣄम ంతం చޔరऴస ࠪతృక a 
फࣃऴ࢐ ߘ ݋ం࠱ ݋द࣋ ߘߝ బܽदڒ ,޴ఉంܿం ڴమంࡹ࢑ ࠲ऴతࠪ ޙ࠼నటऱڒ ఏకవచనం ޴ߝఅ  ޳ࡶ  ఆ߯ a ,ߘ
మనం ߘ࢓܌ࡏ ۫డవ۪ऐ म޳ࣄ ࠭࠲ బܽदڒ  ంతం ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  అۮ ߖపओ ऒߕޔࠓ ࠭  మ࠾ࡍ a 
ఏకవచనం ޴ߖڒ అޙ࠼ అߕࣆ ޴ऒ फࣃ۫ ࡮ఎ ߘ࢓܌ࡏ ,ఉం݄ ڵ࡯క ߘ ࡽࠋܼݦ ߖڒ   ݡంࡓ ࠭࠲ ,࠭
फࣃ۫ ڴࡱ߄࢑ ࠭, అޙ࠼ మ࡛ߦ ࠾ࡍ द ࠴దట ࠪऴత࠭࠲ ࠲ ఒక ࡹ࢑మంڴ ఉం݄ అ޴ ఏకవచనం ޴ߖڒ 
అ࠭ޑࠋۮ ߖ.
पࡌߖ   యకం అࡗ܋ ߤߕ ޴ߝ మ࠾ࡍ మࡖక ࢑ధంڴ అ޴ ఏకవచనం ߖڒ ࠪతృక అޙ࠼ , అ޴ߝ ఇనछ ర दࡽࠋ a 
అߖ ۫పవ۪ऐ , ࠭ంڴ޶ ఈ ࠙ߖڴऒ भ޳۫  ం, ڒబܽद ఇనछ ర दࡽࠋ అޙ࠼ , అం݄ ఒక ࠪతృక ఉందߖ a b 
అర बం.
ࡍڷ   फంڕߩ సࠪన࠳న ࡓ ࠉ ऱܿ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇߩओ ࠫ ట࡛ݟ ݡ కएࡅ ం݄ڕࣆޓ ߖ ݋ంߜ घࡍటݟ   ab ݋ంߝ
రߖ ߘߩफంࡍڷ प࠼ం࢑ ۯషړߖ࠻ సࠪనం అߖ మనం ߰ందవ۪ऐ కల ఉతओޒబܽद ࠪऴڒ  కएࡅ फޒ घࡍటݟ   ݋ߝ
అం݄ అࡅ ࠉ ޴కए ऒߖ࡮ڒ  రߖ  प࠼ంచడం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.
 
మࡍڷ ࠾ࡍ फంࡍڷ ߩ फంࡅ ߩకए पࡌߖ  యకం ఏࠫܽ అ޴ߝ ఒక ࢑కర प ࠪతృక ऴప࠮ ޒలకం ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇ޴ 
ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ఇపओ ओߧۮ ښܽ ంࡅ ޴కए घࡍటݟ   a ݋ంߝ
ఎంߕࣆ ڕ޶ऒ ऒߕࣆ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޶ڒ   అޙ࠼ అ޴ ఈ సంబంధం  ప दܿ޶ڝ మ࠾ࡍ ఈ సంబంߖ߄ऒ  ఈ 
దశల ऴ޳ ށࢩछ ऒߕफࣆఇ ࠬࣔ ࠭࠲ ߖఉంܿంద ڵ࡯క ࡌ  a invertible ޜ࢐సफవం ߝఅ ࠭࠲ ,࠭
ऴߦరంࣃࠚफ అర ߖ޵ బܽदڒ ,࠭ बం ఏకవచనం ߖڒ హڕए  అߖ ߖరछ చనం ޳छ అర ࡌ बం, ڒబܽद అంతࡎ ऱన ࠙గం a 
రछߖ వలంښ ۨంచడం ޳ࡶ ۫పడం ޳ ޳ࡶछ ఈ ఇనछ  ࡌ ࡍ दࡅ ܾ࡯ࠉకए రछߖ  చనంޜ సࣔ ښవలం వࡏస దశల 
ऴߖށࢩ ఉపڵࡆంۨ అ޴ߝ ఇనछ ࡍ दࡽࠋ అ࢐ ߝసफవం ߘంݟ ऴߦరంࠚంۨ, ࠬࡏ ࠪऴޒకల ఉతओ కएࡅ फޒ  a 
घࡍటݟ తపओ ࡏࡶڝࣆޓ ߘ ݋ంߜ  సంబం߅త ݟటࡍघ ల ఉతओ ݋ంߜ ऒߖ࢐సफ࢐ ߝఅ ࠭ࡶڝࣆޓ ࠲ऴతࠪ ߖफޒ  
పओۮ ߖతృక అࠪ ࠭࠲ గల࠭.a 
 ఇ޴ ఏకవచనం ޴ߖڒ , ࠙గం ࣾ߮ࣃ ݞږంڴ సరళంڴ ఉం݄, అ޴ ఏకవచనం ޴ߖڒ అߖ మన࣋࡯ޘ ڕफ అ޴ 
సࡔ అޔࠋۮ ߖం޴ అం݄ , ݟటࡍघ छ޳ ݋ంߜ న ఉమघݟంచబ܊࢑భ ࡌ  మనం ߘవంܽ ࠪతృక ݟ
రछߖ ۨంచగల࠭ మ࠾ࡍ ఇకए घࡍటݟ మనం ݦ ऒߖ࢐సफ࢐ ߝఅ ݋ంߜ  ఉపࣆڵࡆफߕऒ ऒߕࣆ ࠭  మనం ,޶ڒ 
घࡍటݟ छ޳ ݋ంߜ ङޙమనం ऴప ޴ఇ ࠾ࡍంచగల࠭ మڵ࠙ ࡌ కంࠑ ݡ࠮ ڴ ऴڝ ࣒ښ ޓసం ࠭ࣃ۫ ߖ, ah 
అޙ࠼ మనం ߄ࣃరణ ڝ ࣒ښ ࠑసం తۯ ڥߖయవ۪ऐ  , ఇ޴ ࠪతృ ߖࠪࡹ࢑ऒ రछߖ   బܽद n n ixڒ  ޴फంࣆۨ
వ࡛झࡍ ޳ࡶ మ ࠙గంࡹ࢑ ࡛ߦ  द అం݄ అ޴ߝ ఏకవచనం ߖ޵ ,޶ڒ అర बం ߖరछ చనం ऴపڒరం ࡅకए  a a 
घࡍటݟ ऒߕࣆ ݋ߝ ऒߖࠪࡹ࢑ అం݄ ޶ڒ  రछߖ  ۨంచవ۪ऐ  అం݄ మߖߖ޵ ࠾ࡍ మనం ۫ࣄన ऱܿڴ a 
घࡍటݟ  ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ߘలހలࣾ ࢐ܽ న࠳అవసర ݟంߘ మంࡹ࢑ తృకࠪ  ࡏంۧ܊࢑భ ޜ ݋ߝ
అం޶వలऱ అ޴ߝ a 
ऒߖࠪࡹ࢑ న࠳సࠪన ړߖࠪࡹ࢑  సంతృߧफపࣆࡏफంړߖࠪࡹ࢑ ޴ సࠪనం ڒబܽद ڒబܽद aa a a invertible 
ఇకए డ ऴపకటన అޙ࠼ మ࠾ࡍ అ޴ ఏకవచనం ڒనటऱޙ࠼ ࠪऴత࠲ మ࠾ࡍ ఏకవచనం a invertible 
पࡌߖ యకం పరంߖ ڴరछ ۨంచబݟంڒ ޴బܽद అకए డ ࠬڕ అ޴ ఉంڒ ޴బܽद ࠬࡏ కڵ࡯ ఉߕऒ  తృకࠪ ޳ࡶ ࡏ
కएࡅ घࡍటݟ  एړࡵ ߖ ݋ంߜ ంచడం ޳छ ऒߕࣆ ޴అ ࡌ  ࠬࣔ ڕࠬ ߖఉంܿంద ڴమంࡹ࢑ ޴అ , ޙ࠼అ ޴ߖڒ 
ఇవछ బݟనటऱ࠭࠲ ޙ࠼ సࡔ అ߮ۮ ߖओ  ࠪర ठం ఉం޴.
 మ࠾ࡍ అښ ޴వలం ఒక ऴపకటన ࠪऴత޶ڒ ࠲ మߖࠪࡹ࢑ ࠭࠲ ࡹ࢓܌ࡏ ࠾ࡍऒ రछߖ  ۨంࡌࠪ ۯठ ऒߖ  
కߕھߘऒ म޳ࣄ ల వలऱ ఈހరڒ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࠭ ంతం ࠭ఖङ కएࡅ ݢంࡓ ޴ఇ , ޴న࠳ ऒߖࠪࡹ࢑   తڥߖ a 
.޴फంࣆఇ ߘޔషర ړߖݞయۯ
 ࠪతృక అݟ ޴ߝటࡍघ కएࡅ ݋ంߜ ऒߕࣆ  ऒߖࠪࡹ࢑ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ߖڒ  ࡍߪ  फߖ ڴరछ  ఈ ߖߖ޵ బܽदڒ ޴फంࣆۨ
ऴపకటనࡹ సంऴగࣕంచవ۪ऐ  , ࠪऴޒకల ࡅకए  ఇనछ ࡍ दߖܾ࡯ࠉ తۯ ڥߖయడంࡹ మߖࠪࡹ࢑ ࠾ࡍऒ  
గށంచడంݟ ࡹటࡍघ ంߜ ऱܿ సࣔయపడ࠼ޑ 
म޳ࣄ ࡍవۨ ޴బܽद ఇڒ ంత ऴ࠭ߦఖङ త ࡅకए  ऴ࠭ߦఖङ త .
म޳ࣄ  ంతం ڒబܽद ݟటࡍघ ఖङ࠭ ࡱ ݋ంߜ కएࡅ కలޒబܽद ࠪऴڒ ࡔస న࢑࠳  ఇనछ ࡍ दߖܾ࡯ࠉ కھߘనడంࡹ మ࠾ࡍ
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ऒߖࠪࡹ࢑  కంߪङ ܽంۯ ۃయడంݟ ࡹటࡍघ ओߩఇ ࡆޑసࣔయపడ ࡮ఎ ࡱ ݋ంߜ  ల గణనలࠪࡹ࢑ మనం ݡ
కएࡅ ऒߖڜ   ఉ޳హరణలߘ ۫డߕޔࠓऒ ࠭ మ࠾ࡍ అ޴ ఎ࡮ ఉంܿం޴ ఇߩओ  న ఈ޶నంࣄ࡯ޘ ڕమన ݡ
అߘబంధ ࠪతృకߖࠪࡹ࢑ ࡹऒ రछߖ  ۨంచగల࠭ మݟ ࠾ࡍటࡍघ ऒߖڜ ݞږ ంۨ మనంڵࡆఉప ߖ ݋ంߜ  
సందࡌग ऱࡹ వ۪ऐࡌ ڕ޶ం࠭ ړߖ࠻ంత సమڜ  , ۨవߖࠪࡹ࢑ ړࡍऒ రछߖ  ۨంచړߖݞ ఇࣆ ޴లభ࠳న ࠪరठం 
అߝ ऴపశऒ .
 ఇ޴ ఒక ߄ࣃరణ సందరग ం, మనం ఎలऱߩओ ఆ ఉమघ ݢ రछߖ ݟ చߖߕऒ घࡍటݟ  छ޳ ݋ంߝ ంచవ۪ऐ܊࢑భ ࡌ , అ޴ 

అߖڜ ޙ࠼ऒ  ఇతర సందࡌग ऱࡹ  f.޴ఉంܿం ڴమంࡹ࢑ 
ࡍߪ ޴ఇ ڕహరణ޳ఉ ޳ࡶ   फ࢑ ڴకర प ࠪతృక ښ ࠭࠲వలం త޳ ڥߖछ ऒߖࠪࡹ࢑ ఒక ݞږ ࡌ  ah, 
అం޴ంచగల࠭, ఎం޶కం݄ ࠬࡏ ఒక ࠪతృకڕࣆޓ ߘం݄ ࡹ࢑ ߖ޳మంߖ޳ ޜऒ छ޳త ,ݟంచంށڷ   ࡏࠬ ࡌ
ఏ ࠪరठంࡌ ߕߞࡹవ۪ऐ .
घࡍటݟ  కएࡅ ల ݋ంߜ  ऴ࠭ߦఖङ త ఏࠫటం݄ , ఈ అంత࡛ దృࢳदړ ఇڜ ޴ంత పదमߖޒ ఇࣆफంࡏࠬ , ޴ 
ࠫ ట࡛ݟ छ޳ ݋ంߜ ఉమघ ࡌ రछߖ ڴకంࡍڒ߅అ ࡹ࢑భజన ݟ ۨంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అࡹ࢑ ڕࠬ ޴మ హڕए  ߘ
ఇࣆफంڒ ޴బܽद మనం ߖڜऒ  ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం ڒబܽद ఒక ఉ޳హరణ ఇ࡮ ఉంܿం޴ .
 మనం ࠼ޑ࢓అ ࡹ߷  

వంܽ ࠪऴޒకߘ ప޳࡯ࢣࡍभ ం, ఇߩओ ࢑కర ఒక ޴फ అ࣋۫ ߘకޒఈ ࠪऴ ݡ प ࠪऴޒక ڒబܽद x 0 0 0 y 0 0 0 z 
࢑కర ࠭࠲ प ࠪऴޒకࣃށڷ ޜߖ޻ ߘफ ࠭ , త޳छ ࡍڷ ڕࠬ ޴అ ࡌ फంߘߩ ఇࣆफం޴ ఈ ࠪతృక ࡅకए  ߖ ݋ం࠼܉ 
రछߖ ۨంచడం ޳छ ࠫ ట࡛ݟ ࡌ छ޳ నడంھߘక ߖ ݋ంߜ भ޳ۯ ࡮మనం అ ࡌ ం మࡖక ࢑ధంڴ మనం ڴࡏߝ 
పࢲࡍए ऒߖࡌ  ऴ࢐యవ۪ऐ ऒߖ޵ ,  ۫డటం ޳छ ऴపతङ ࡌ ࣾ పࢲࡍए రం ఏࠫܽ మనం ऴప࢑ ޒకర प ࠮లڒల࢐ܽ ߘ 
సంబం߅త ࠪࡹ࢑లށڷ ޜంచగޜ1 ޜ ޜ1 ߖ ߘߝ ,ޙڵ࡯ మށڷ ޜ ߖ ࠾ࡍంచగޙڵ࡯ మ࠾ࡍ ऴపޒ x xy y z z
ఒకए .޴फంࣆۯ ߖప ࠲ऴతࠪ ޴అ ޙ࠼నటऱڒ 0 ܽ
ࡍڷ ఒక ߘߝ  फంߘߩ ߰ందగలߘ మߖߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍ ఎࣃۯ ڴࠈ ࡮फ ࢑కర కࡖవదभ మ ߕ , ߘ प ࠪతృక ఉం݄ 
छ޳ ޴అ ,ߘయగలۯ ߖߖ޳ ߘߝ छ޳ ఒకܽ ࡌ छ޳ ࡌ ओ߮ۮ ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔݡయబۯ ޶࠵న ࡌ  x y z ޴
ఏࠫటం݄ , ߖ޵ऒ ఒక ࠪర ړߖݞయۯ  ठం సࡔ అߦۮ ߖओ సంఖङ ߤమࡗ फ ఈ࣋ށڷ ߖߖ޳ ߘߝ ࡯  ఒకܽ అ޴ߝ ah 
పओۮ ߖఅ 1 ޴ఇ ߘߝ బܽदڒ ޶ڒ ߩफంࡍڷ గలߘ.
 కߘక ޳ ߖ1 ߘߝछ छ޳ ࡌ छ޳ ࡌ ऒߖ޵ ࡏࠬ फ࣋ށڷ ࡌ  ధృ࢒కࡍంచవ۪ऐ  ఈ x 0 0 0 1 y 0 0 0 1 z 
ࠪతృక ࡅకए  ఉతओ నङ߄ߦఈ ऴ ࠾ࡍफ మޒ త ࡍڷ फంߩ అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ߕࣆऒ ऒߕࣆ   ఈ ࠴దܽ x 
࢑కర ఈ ߖߖ޵ ߘߝ ఒకܽ ޜߖ޳ऱ ఒకࡏࣃ ޴ంޔݡంచబށڷ ޜసࡏవ ࢓ࡱߖ प ࠪऴޒక࣋ށڷ ޜफ ఒక ߕࣆऒ  x x 
ऒߕࣆ  ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ
తపओ ࡱసࡏవ ࢓ࡱߖ ࢑కర ڴࡍసߖ प ߖబంధనࡱ ࠪऴత࠲ ఎం۪ڝబడߗڒ ࠼ޑ సࠪనంࡶ ڴనߩओ  x ޴ఇ ݡ
పࣆۯ ߖफంߕࣆ  ޴ऒ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ޶ڒ సࠪనం ړ  y z ޴బܽद ఇڒ రठంࠪ ڥߖఒక త ޴బܽद ఇڒ ޶ڒ సࠪనం ړ
ఒక తڥߖ ࠪరठం ڒబܽद 
ఏࠬ ࡶదࣄ࡯ޘ ڕࠬ ߖన ऱܿߖڜ ڴऒ  సందࡌग ऱࡹ  పۯ ߖయవ۪ऐ  ఉ࠹ ఎలऱߩओ ऒߖࠪࡹ࢑ తృకࠪ ݢ  ఆ ఉమघ  ݟ
ࠪర ठం ޳छ రछߖ ࡌ ۨంۧ࡯झ న అవసరం ߖڜ ޶ࡶऒ छ޳ दࢳऱ అంత࡛ దృࡏࣃ ओߩమనం ఎలऱ ࡌ  ޜ࢑షయం ఒక ݢ
࠭ంࡌ ڕ޶వ۪ऐ ओߩఇ ߗڒ  కएࡅ ߖ޳ నࣄۯ మనం ݡ  ऴ࠭ߦఖङ త ఏࠫటం݄ ఇࡹ࢑ ޴మంࡌ ޜవړߖݞ 
అࡍڒ߅క ࠪࡌठ ऒߖ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఈ ࠪతృక ࡅకए  ఉమघ రछߖ ߖݟ ۨంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం ࡹ࢑మం ࠭࠲ 
ठڴࡍస ߖߖ޳ రछߖ  ۨంۨన ࢑ధంߝڴ ఉంڒ ޴బܽद ࠭ం޴࣋ۯ ࡏࠬ ڴ޶ సࡔ అߖ తۯ ڥߖయంݟ అࡹ࢑ ޴మంڴ
ఉం޳ࡶ ޳ అ޴ߝ మనڕ ఎࣆࡱޘ ڴࠈ ࡮ అ޳ࣄ ߖम ంతం ޔࠋۮం޴ 
घࡍటݟ ओߦۮ పణࠪࣾ 0 ޴ߝఅ ݋ంߜ లం݄ మݟ ࠾ࡍటࡍघ ऒߕࣆ ݋ంߜ  అޙ࠼ ఈ ࠪతృక ࡅకए घࡍటݟ  ݋ంߝ
ఏࠫܽ ڒబܽद ఇࡓ ޴ండవ ࠪరठం ڒబܽद ࡓంݡ పదमࡓ ޒంݡ ఉݟ ࠹టࡍघ घࡍటݟ ݋ంߜ  ߖ޳ అం݄ ఏࠫܽ ݋ంߜ
࢑కర प ࠪతృక ڒబܽद ऴߦపࡎ द ޳छ घࡍటݟ ࡌ  xyz ࠾ࡍమ  ݋ంߜ
घࡍటݟ ऒߕࣆ ݋ంߜ బܽद ఉతओڒ ޶ڒ ఏకవచనం ޴ఇ ޙ࠼నటऱڒ  ऒߕࣆ फޒ  xyz ڼ࡯డగ۫ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޶ڒ 
అ޻ పࣄࡍबޒ మనం ఇకए డ ۫࣋ ऴపޒ ఒకए ऒߕࣆ ܽ झࡌࢗ ࣒࢙ ࠾ࡍమ ޶ڒ   ఇ࢑  మనڕ అ޻ పࣄࡍबޒ ఉం޴ 
ఇపओ ޴బܽद ఇڒ फࣃ۫ మనం ښܽ ࠭ ఇ޴ ఆࣣ ڒవ۪ऐ , ఇ޴ సࠪన࠳న రక࠳న ఉతओ నऒ ం అޔ࢓ం޴, ఆ 
ఉమघ కएࡅ ంۨ మనం ఈ ࠪతృకࡍڷ ݟ  అߘబంధంࡌ ޜగలࠪ ڒబܽद అ޴ ఆࣣ అޔ࢓ం޴  ऴప࠮ ޒలߖڒऒ  
క߷ڒ ࢐ܽ द࡛  లޜ భࡎ फ ۯయడం ޳छ న ࠪङ޴ం߰ ࡌ ऴܽڡझ రऐࠪ ߘ  ంڒ ,ݟబܽद ࡅ ߖ޵కए క߷ڝ  द࡛  ఏࠫܽ, ఇ޴ ఈ 
ࠪతృక ࡅకए రߖ  पయకం ڒబܽद ఇࡏࣃ ޴ऱ అం݄ ࠬࡏ ఈ అݡन వࡏస మ࠾ࡍ ఈ ڒలࠈ ߖ ࠹ऱ  y z ݋࢓అ ڡ
फ ఇకए࣋ۯ డ ࠬࣃ۫ ڴࠈ ࡏफ ऒߕࣆ ݡ࠮ ࡏ లߘ కڵ࡯ ఉనऒ  ࠪङ ऴܽڡझ  సࡏఒక వ ړߖ࢐సफ࢐ ,޴ఉం ࡯ڵࠫ ޜ 
ऒߕࣆ ఇకए ޴అ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ డ ߕࣆऒ  ࢓ࡱߖ ఈ ࡏࠬ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ޴ఉంܿం ڴ
వࡏసߘ మ࠾ࡍ ఈ వࡏసࠈ ߘऱ ఉనऒ ࡯ڵࠫ ڕफ, మన࣋ۯ ڡ ల సంఖङڒల࠮ ڷࡱߕ ఈ ޴   ఉపڵࡆంచړߖݞ 
ठࡌࠪ కएࡅ ࢑షయం ఈ ࡱ घࡍటݟ  ऒߕࣆ ݋ߝ  ఒకܽ అۮ ߖపओ ऒߕࣆ సࡏन వݡफ, ఒక అࣄఇ ఆ ړߖݞ  ࣊కߘ 
ఎڷవ ऴڒ܉ࠜޒర ࠪతృక ࢑కర प ࠮లڒలߕࣆ ޜऒ  అߝక ࠪࡌठ ऒߕఉ ࡱ ऒߖఅ ࡏࠬ ޳ࡶ ࠼ ంܽߖ ప࣋࡯ࢣࡍफ 
࢐సफݟ ړߖ࢐టࡍघ एړࡵ ڴࡏߝ ߘ ݋ంߜ ంచవ۪ऐ .
 ఈ ߖబంధనలߗऒ ऒߕࣆ   అޑ࢓యࡵ ࣋۫ ࡏࠬ ߖకए ల ऴపڒరం ఇࡓ ޴ ऱܿ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ x z x 
ࡓ ऱܿ అޔ࢓ం޴ ఇ޴ ఒక ࢑కర प ࠪతృక ڒబܽद ऴܼߤझ  ߱ ऒߖ޵ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜߖ޳ ܘ  మࢁऱ y 
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ऴ࢐యడం ࠪऴత࠲ 
మ࠾ࡍ ࠫగޑవߗऒ ऒߕࣆ    సࡔ మࡹ࢑ ࠾ࡍమం అࣣ ݟటࡍघ  ఆ yzxzxy ࡔస ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜల ݋ంߝ

వङ ڔ फకరణ ࠬࣃ۫ ࡏफ छ޳ ߖ ࠭࠲ ࡏ फࣃڵ࠙ ࡌ छ޳ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭ yz ࡏࠬ బܽदڒ ࡏޑ޶ఒకܽ ߰ం ࡌ xyz x 
ఇకए డ ߰ం޴న ߖ޳ऒ छ޳ ࡏࠬ  ంۨన ఈ xz xyzڵ࠙ ޜ ߖ ࠭࠲ ࠭ޑ޶ం߰ ࠭࠲ फ࣋ڵ࠙ ޜ ࡌ xy xy
x ڕࠬ న ఈ పదం޴మనం ߰ం ݟంߘ ޒక పదमࡍڒ߅ంత అࡍబܽद ఈ మڒ ,޴ంޔ޶ం߰ ߖ లకం ߯ ఒకܽ࠮ z
అ࢑ ޻షߖ࠻ऒ  అంࣆ޴फంڒ ޴బܽद ࡓంݢ అࡍڒ߅కంݟ ڴటࡍघ నߖ ߘ ߤరछ ۨంచడం ޳छ  t ڥߖత ࠾ࡍమ ࡌ
छ޳ फࣃ޴అం ߖޒన పదम࠳࢑ధ ޻అ ࠭࠲ ݞږ ࡌ కएࡅ హరణ޳ఆࣣ ఉ ޴బܽद ఇڒ ,࠭  ఉ޻भశङ ం ښవలం ఓښ 
అۮ ߖపओ డ޶ڒ ࠲ , 
ఇ޴ ఏ܉࠻ࠪ ߕ޼లం ఉనऒ ओߩ घࡍటݟ ݡ  ߖ ݋ం࠼܉ ޶ڒ రठంࠪ ࠻ࠪ ంతڜ ړߖݞవࡌ ڕ޶ం࠭ ޜ ݋ంߜ
ఎߖ ࡮రछ फࣃۨ ࠭ అࡸߦ ࡹߖ޳ ߝठంܼ࠭, ࠼܉ంߖ ݋ ఎߖ ࡮రछ ۨంۧࡹ ఎవߕࡕ ఒక అݞण  ޜ ఆࣣ ݋ం࠼
࠭ం࢐ࡌ ڕ޶లߝ ఆࡹచనޜ ఎ࡮ ࠭ంڕ޶ వ ऐۧ ࠭ మ࠾ࡍ అంޒమంڴ ఈ పదमޒ మనం ఆࢢంۨన ޜߖ޳ 
సޔࡱ߱ࡍంڒ ޴బܽद మనڕ నమघ కం ఉం࡯ݞ ఈ ఉ޳హరణߘ అర बం ڕࣆۯనऒ  తࡌछ త, అߘ࢓ అߝ 
ऒߖࠪࡹ࢑ छ޳  రछߖ ࡌ ۨంచడం మݟ ߖߖ޳ ࠾ࡍటࡍघ छ޳ ݋ంߜ  బܽद మనం ahڒ ,ࡍంచడం సڵ࠙ ࡌ
ࠪతృకߘ ఎړࡵ ࡮ए ంచవచऐ  ړߖ޵ ړߖݞంచࡍफకߨసంऀ ޳ࡶ ړߖݞయۯ పܽషदం ߘహనڴమన అవ ߯ߖ޳ ߝ
మࡗ ఉ޳హరణ ۫޳भ ం.
घࡍటݟ  भ޳۫ ߘహరణల޳ఉ ݡంࡓ ࠑ ݡంࡓ మనం ࡹ޶బܽद ఇంڒ ࡱ ݋ߝ ం మ࠾ࡍ ఇకए డ ఒక 
సంڣङ పర࠳న ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం ڒబܽद ࡓం2 3 1 ݡ ఒక ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం, ڒబܽद మనం ఇకए డ ࢘ࡔछ  ࡏ
ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ߘలڴ࠙ ऒߖࠪࡹ࢑   एړࡵ  ంచంݟ అۮ ߖపओ ంݟ 
ओߩబܽद ఇڒ ఈ ࠪङ ݡ ऴܽڡझ ङࠪ ޴फ ఇ࣋۫ ߖ  ऴܽڡझ  ఉం ఉందనړߖݞ ఒక ఉ޳హరణ ࠪऴత࠲ తۯ ڥߖయడం 
छ޳ झࡏڝ మࡹ࢑ ڕకలޒऴࠪ ݡంࡓ ݡంࡓ రణ߄ࣃ ࡌ  ڕࠬ ࠭࠲ ߖంచడం కషदం అ޴ం߰ࡐ ߘ
घࡏ߷ గల࠭ ఒకڝࣆࡱޘ  ߖ޵ ޙ࠼అ ,޴ఉం ߝڴࠈ ݞږ ޴అ ܿߦ ޜమంࡹ࢑ ݟరం ࣄۯ म޴వృࠚఅ ߘ࡮
घࡌߖ సంڝ తघހ క ࠪర ठం޳ۯ ࡹभ ం , ࡹ࢑మం ࡅకए  గణన࣋ۯ ߘ ࠭ం޶ ఎలऱߩओ  ࢑షయం దܽ࠴ ݢ
ఏࠫటం݄, అ޴ ఉࡹړߖ ఉం޳ࡶ ޳ అߖ అ࠴ ڼݟదܽ ऴపశऒ ޳ࡶ ޳మం ఉంࡹ࢑ ࡯ڴఅడ ߖఅ ޳మం ఉంࡹ࢑ 
అߖ ఎ࡮ తࣃۯ ڥߖफ ం, ࠭ంࡅ ڴ޶కए घࡍటݟ   బܽद a umڒ 1 ޴ߝన࣒ 3 అ࠳ న࣒ 3 4࠳ 4 2 2 2 ޴ఏ ݋ంߝ
घࡍటݟ బܽदڒ ޴మం ఉంࡹ࢑ ऒߕࣆ ݋ంߜ  ࡔస ޶ڒ 
తࡌछ త తࡌछ త  ࡹ࢑మం త޶పࡍ ఉࡹړߖ ఉందߖ మనߖߖ޳ ,ࣆࡱޘ ڕ మనం ఎړࡵ ڴࠈ ࡮ए ంۧ࡯, 
࢐సफړߖ࢐ ఆ ఉమघ రछߖ ߖݟ ۨంచడం ޳छ एړࡵ ߖߖ޳ మనం ࡌ ంచవ۪ऐ  , ࢐సफړߖ࢐ ఇకए డ ࡹ࢑మం ఉమघ y ړ ݟ
సࠪనం ఎం޶కం݄ ݟటࡍघ బܽद ఆ ఉమघڒ ఒకܽ ݋ంߜ   బܽद aڒ మం అం݄ ఏࠫܽࡹ࢑ బܽदڒ ఏࠫܽ ݟ
కएࡅ మ࠭ࡹ࢑  అం݄ a ,޴ఉంܿం ڴ ݋ం࠼܉ 

కएࡅ రߖ  प࠻తघ క࠳న޴, ఆ ఉమघ मకరణ ఉమघ޵ऴకమబ ݟ ఇకए ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ , అం݄ ఏࠫܽ ݟ డ ऴࣃ࢐फ  a ,ߘ
బࣗࢡ అ޴ ऴప࠮ ޒలߖڒऒ క߷ڒ  द࡛ ࡎభ ޜ  फ ۯయడం ޳छ కएࡅ న ࠪతృక޴ం߰ ࡌ ओࡏࠪ  వ۪ऐڒ   .
క߷ڒ ݡ࠮ ݡంࡓ   द࡛ క߷ڒ న࣒ ఒకܽ࠳  द࡛ న࣒ వ࠳ న࣒ 3࠳ 1  फ࣎ ం޴ ఎం޶కం݄ ఇࡓ ޴ండవ వࡏస ࠴దܽ 
 फ࣋ڵలޛ ߘసࡏन వݡఈ అ ࠾ࡍమ ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ ఈ ࡏࠬ న࣒ 1 పవ࡛ 3 ఆ߯࠳ బܽदڒ ޴ఉం ࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ
మనڕ ఇకए డ 3 వࣆफంڒ ޴బܽद ఇ࠳ 2 ޴న࣒ ࠳ ݡ࠮న࣒ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ మ࠾ࡍ ఇߩओ  ڥߖమనం త ݡ
యవ۪ऐۯ  ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ఒకܽ ݡ࠮ ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ 
घࡍటݟ ङߕబܽद ఈ ఉపڒ ఒకܽ ݋ంߜ సంࡹ మనం అధङ యనం ࣄۯన޴ ࠪతృక ࡅకए  um  ޴మం ఇࡹ࢑ 
సందరग ం ڒబܽद ࡓంݟంܽߖ తۯ ڥߖయడం ఎలऱߩओ ࡓ సంߗబܽद కڒ ޴మంۨ ݢ ऱܿ ࡹ࢑మ ࡍڷ फం޳ڒ ߩ అߖ 
త޳ۯ ڥߖभ ం ڒబܽद ࡓ ऱܿ ࡹ࢑మం అం݄ ఏࠫ݇ త޳ۯ ڥߖभ ం ڒబܽद ఈ ࡏࣃऱ ఇ࠴ ޴దܽ ࠮లకం 2 ࡏࣃऱ 2 
 ప ऱ࣒ న࣒ 3 ప࠳ ऱࡏࣃ ߘన࣒ 1 అం݄ 1 ࣊క࠳ ऱࡏࣃ 3  ऱ࣒ న࣒ 6 ప࠳ బܽदڒ ऱ 2ࡏࣃ 3  ऱ࣒  6 అం݄ 0 ఈ i  s 2 
ఎంऴܾ 1 ࡏࣃऱ 2 ప ऱ࣒ ޴ऱ అࢁన࣒ 3 మ࠳ బܽद 4ڒ ऱ 2ࡏࣃ న࣒ 3࠳ ऱࡏࣃ ఎంऴܾ 1 2 ࡍవۨ ࠾ࡍన࣒ 1 0 మ࠳ ऱࡏࣃ 2 
ఒకܽ ڒబܽद  ఇ޴ ఖۨऐ తంڴ ఐݥంܾܽ ߝڴ࡮ ఉంڒ ޴బܽद ఉ࠹ ఇ޴ ఆࣣ మనం ࠻ۯలڕߘంܿనऒ ࡍߪ ޴ फ 
పओۮ మనం ڴࡏߝ ߕ޼ఏ ޳ࡶ మࡹ࢑ అం݄ మనం ޴फంࣆۯ పओۮ ߖమం అࡹ࢑ ߖߖ޳ ߖࡶ  బܽद ahڒ ࠭ࡶ
వ۪ऐڒ సంڝ ݡంࡓ ߗڒ మం అం݄ ఏࠫܽࡹ࢑ घࡏ߷ ڴరణం߄ࣃ ࡏࠬ ݡంࡓ  ంచవ۪ऐ޴ం߰ࡐ ߘల࡮ , ఇ޴ 
ऒߖࠪࡹ࢑ సంڝ రణ ࠪతృక߄ࣃ ޴ఇ ޙ࠼కషदం, అ ࡮ۧ एړࡵ  ంచగల ࠪరठం, ఇంࡹ޶ ఒకܽ ݞږ 
࠭ఖङ  ఏࠫటం݄ ޴న࠳
ऒߖࠪࡹ࢑ , एړࡵ ࡹణంڝ ంతڜ  ంచ࢑࢑ ړߖݞధ ࠪࡌठ ऒߕఉ ࡱ घࡍటݟ ࠼ ఖङ࠭ ࡹ࢐ܽ ࡮ۧ ݋ంߜ  ऴతߦ న࠳
ठࡌࠪ ఇతర ߗڒ ޴फంࣆࢳ߱ ऒߕఉ ࡱ ऒߖࠪࡹ࢑ మనం ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ࠼  ఎ࡮ గށంۧڒ ࡯బܽद ah ah 
ठࡌࠪ బܽदڒ ࡯ంۧށठ గڴࡍస ߘలࠪࡹ࢑ छ޳ ڥߖత న࢑ࣄ۫ బܽद మనంڒ ఏࠫܽ ࡱ ऒߖڜ ࠾ࡍమ ࡌ  
సందࡌग ऱࡹ  అ࡮ జޔڷࡏంڒ  ޴బܽद త޳ ڥߖछ ऒߖڜ ڕహరణ޳ఉ ߕ ࡌ ओߩఅ ڥߖసం తڝ లࣆښ   ah ݡ
అߘబంధం మݟ ࠾ࡍటࡍघ కएࡅ ݋ంߜ  ఈ ߖరछ చߖߕऒ  ఉపڵࡆంۨ ఉం޴, ఇ޴ పऱ࣒  ah ah ߘ ݋ం࠼ߦ 
కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఇ࠭࠲ ޴ ఆ ࠼܉ంړࡵ ߘ ݋ए ంۧ࡮ వ޳भ  అڕࠬ ݞږ ߖ ఇࣆफంݟ ޴టࡍघ ऒߕࣆ ݋ంߜ  అߖ 
తۯ ڥߖయడం ޳छ కएࡅ మంࡹ࢑ ޴फంࣆఇ ڕࠬ ޴అ ࡌ  ఉړړߖ షరڒ ޔబܽद ݟటࡍघ  ࠾ࡍమ ݋ంߜ
అݩण࠼ంߖ ݭ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ఇకए ࡌ డ ࠓన࣒ అం݄ ࠓన࣒ అ޴ߝ ఒక షరߘޔ అంࣆ޴फం޴ అࡹ࢑ ޴ߝమ 
ఉߖړߖ తۯ ڥߖయړߖݞ ఒక షరߘޔ అంࣆ޴फం޴  బࣗࢡ ఇతర ࠪࡌठ ऒߕఉ ݞږ ࡱ  ఈ ࠾ࡍమ ࠼
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࢑షߖ࠻ऒ ࡍߪ  फ ۯయړߖݞ ఇߩओ ऒߕڕࡏڝ ݦ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ݟంచం޴అం ߘహరణ޳న ఉ࠳ఒక సరళ ړߖ޵  ࡏ
బࣗప޴ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపۯࡍ ࠪऴޒక ߖ కڵ࡯ ఉం݄, అߖڜ ޴ऒ  సందࡌग ऱࡹ a ړߖݞంచށగ ߘ మࡹ࢑  ah
ంచవ۪ऐڵࡆఉప ݞږ  , ऴపޙङ ओࡍసం సమڝ ࠭࠲ ంۨړ ంۨన ఉ޳హరణ  ࠬߘ࠭ ࡏపܽ ఉ޳హరణߘ ah 
రछߖ ߖఅ 2 1 3 2 ࡏࠬ ߘహరణ޳ంۨన ఉ޴సం అంڝ హరణ޳పܽ ఉߘ࠭ ࠭࠲ फ࣋ڵࣃనڜ ۨంۨన ࠪతృక a

ఈښछ షߘ ߤ సంతృߧफపۨࡍన ऱܿ ۫ޙߧ చޔరऴసం ࠳న࣒  ప ऱ࣒ సࠪనం. o 4 a i 0 ړ 
ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ   తۯ ڥߖయవ۪ऐ ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ   తۯ ڥߖయవ۪ऐ , ఇ࠳ ޴న࣒ ړ సࠪనం 4 ޳ࡶ ޳ڒa
ऒߖ޵ ࡏࠬ ߖఅ ޳ڒ  తۯ ڥߖయవ۪ऐ .
एړࡵ ߖ࢑ࠈ మࡹ࢑  ంచߖ޵ ړߖݞऒ  ఎ࡮ ఉపڵࡆంۧށڷ ࡹంచߖݞऒ  పࡍగށంచంࡹ࢑ ,ݟమ ߖ࢑ࠈ 
एړࡵ ంచߖ޵ ړߖݞऒ  ఎ࡮ ఉపڵࡆంۧࡹ పࡍగށంచంݟ,  మనం ࡹ࢑మంށڷ ޜంచవ۪ऐ , అߩओ  మనం ݡ
ऒߖހవంܽ సࠬకర ࡱ࠻మ సమࡹ࢑  ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ߘߝ చޔరऴߖࣃऒ ࡎభ ޜన࣒ 4࠳  फ ߘࣃۯ aa 
ఒక ࡹ࢑మం ڒబܽद ߘߝ ఈ 4ߖ బయటߕڕࣆޓ ړऒ ऒߕڕࣆޓ ߘߝ ߘల࠻మ సమࡹ࢑ ࠾ࡍమ ߘ  a ߘ
.0 ޴బܽद ఇڒ
కలపవ۪ऐ ߘల࠻మ సమࡹ࢑ ఒకܽ ࡹܽ࢒ బܽदڒ   అࡍڷ ޴ߝ फంڒ ߩబܽद ఇࡍڷ ޴ फంߩ సమࡱ࠻ మ࠾ࡍ a 
ఇ޴ మࢁऱ ࡍڷ फంڒ ߩబܽद ࠳న࣒ 4  ప ऱ࣒ ࡍڷ కం݄޶మం  ఎంࡹ࢑  फంߩ సమࡱ࠻ ఏߕ޼ ࠪతృక ࠪతృక ޳ࡶ i 
ఇࡹ࢑ ޴మం 4 ࠳న࣒ ړ సࠪనం ڒబܽद ఇߖࠪࡹ࢑ ڕࠬ ޴ऒ  ఇࣆफం޳۫ ޾ࡶ ޾भ ం ڒబܽद 4 4 0 0 4 ڕߕ i a 
ఇకए ࠾ࡍమ ޴న࣒ ఉంܿం࠳ డ ऴ࢐యబݟంڒ ޴బܽद ఇ޴ అޔ࢓ం࠳ 2  ޴న࣒ 3 ࠳న࣒ 1 మ2 ࠾ࡍ a a 
మ࠾ࡍ ఈ 2 ࠳న࣒ 3 ࠳న࣒ 1 2 మనం ఇంతڕ ࠭ం޶ ఏࠫ ࣆۯफߕऒ   thi ڥߖమనం త ݟంߘ ߖ޳ ࠵
యవ۪ऐۯ  , ఈ 2 ࠳న࣒ 3 ࠳న࣒ 1 2 మనం ఇకए డ ߰ంڒ ࠭޳బܽद ఇߖࠪࡹ࢑ ޴ऒ एړࡵ  ంచړߖݞ ఒక ࠪర ठం 
ࠪऴత޶ڒ ࠲, ఇࡹ࢑ ݞږ ޴మం ڒబܽद ࢡ࢑छ ऒߖ एړࡵ  ంచړߖݞ మࡖక ࠪరठం  సࡕనڒ ޴బܽद పߪࡍరपత ڝసం 
ऒߖ޵ ߘߝ फࣃߧ۫  ऒߖ޵ ߘߝ కం݄ ఆࣣ޶ఎం ߘ ठࡌࠪ ࢑࢑ధ ړߖݞవࡌ ړߖࠪࡹ࢑ రణంڒ ంۨనߧ۫   ࡱ
ఉనऒ ం޶న ࠬࡏ ఆ ࠼܉ం݋ మݟ ࠾ࡍటࡍघ एړࡵ ߘ ݋ంߜ ంచడం ޳छ छ޳ ڥߖత ࡌ ऒߕఉ ڵ࡯ఆࣣ క ࡌ  ࡏ
మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక ࠪర ठం  ఇతర ࠪࡌठ ఉండవ۪ऐ ࡱ घࡍటݟ ࠹వలం ఉښ బܽदڒ  ఖङ࠭ ࡱ ݋ߝ  అ࢑ ߗڒ న࢑࠳
एړࡵ ߘ మ ఆࣣࡹ࢑ ంచړߖݞ ఏڛక ࠪర ठం ޶ڒ మ࠾ࡍ మనం ߖ޳ వదभ ఉనऒ ओߩ भశङ޻ఉ ߕ ݡ ంࡹ ఒక ऴపశऒ  
తࡵతफవ۪ऐ , ఆశऐ రङ కరంڴ ఈ రక࠳న సࠬకరణం ఎకए డ ߘంݟ వࣆफం޳ࡶ ޴ బࣗࢡ ఆశऐ రङ ߱నవసరం ޶ࡶ 
ఎం޶కం݄ ߖర प࡮ۧ ࡱࡌڒ߅࠻ ࠭ఖङ ऒߖڜ ࡱހబܽद ఈ సࠬకరڒ న࢑࠳  ऴపޙङ క రڒల ࠪऴޒకల 
पࡌߖ యڒలߘ ۫డటం ޳छ फࣃవ ࡌ ऒߖހఈ సࠬకర ࡏࠬ బܽदڒ ࠼  తۯ ڥߖయవ۪ऐ  

नࠈం࡮  ఐ ࠳న࣒ ఎ ࡮ ޳ࡶంࠈन కएࡅ  घࡍటݟ  नࠈం࡮ ࣎ ఐ ݋ంߜ नࠈం࡮ బܽदڒ న࣒ 2࠳   ఇకए డ ఒక a 
छښఈ ࡽࠋయࡍ࢘ ష࡮ ߤంࠈन नࠈం࡮ న࣒ 1࠳ న࣒ 3࠳ న࣒ 2࠳  नࠈం࡮ ࡏࠬ ࠾ࡍబܽद మڒ న࣒ 2࠳   ߘ
సࠪనంڴ ఉంۨޙ అߩओ ऒߖހఆࣣ ఈ సࠬకర ࡏޑ޶ం߰ ࡏࠬ ݡ  ߰ందంڒ ݟబܽद ఇ޴ ࠪऴޒకలߘ 
߰ందడంݟ ࡹటࡍघ  ޙ࠼అ , ޶ڒ ޴ంۨన߅సంబం ڴࡏߝ ޴ఇ ڕచనࡹఆ ߝయޑసࣔయపడ ࡮ఎ ࡱ ݋ߝ
ए࣋ ߕ޼ఏ ڕఏࠫటం݄, మన ޴ڼ࡯యగۯ ڥߖమనం త ࡹवషदంࡌ ڴరణం߄ࣃ छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  ఉం݄ మ࠾ࡍ a 
ࠪऴܽڡझ नࠈం࡮  घࡍߖ ߖ  ࣋फ  ࠳న࣒ ݟటࡍघ नࠈం࡮ ఆ߯ ,ߖڕࣆޓ ߖ ݋ంߜ ࡎభ ޜ ߘ फ ۯయంݟ మ࠾ࡍ అకए డ i a a
ఏߕ޼ ఒకܽ ఉం݄ ࠬࡍڷ ࡏ फంڝ ߩసం భࡎ फ ۯయవ۪ऐ , అߩओ  ݡ
छ޳ తృకࠪ ࡏࠬ ऒߖހన సࠬకర޴ంۮ फߧసంతృ ࡌ नࠈం࡮ ࡏࠬ బܽदڒ ంܼ࠭ھߘక ࠭࠲  ࡎభ ߘ फ ࣋ۯफ , ఈ 
పదमࡹޒ ߰ం޴న సࠬకరణం ݞږ కڵ࡯ ఉంܿంݟ ޴టࡍघ छ޳ తృకࠪ ޴ߝఅ ݋ంߜ షएࡍప ࡌ  ޴ంޔݡంచబࡍ
మ࠾ࡍ ఆ ࢐సफవం ߖڜऒ  ఇతర సࠬకరހలݞږ ࡹ ఉపڵࡆంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఇ޴ మࡍంత అߕ߇తన 
అంశం, అం݄ 
మࡅ ޠకए ऒߖڜ   ఇతర లࣾހలߘ ۫డంࠉ  ݟయङ ం ߗڒ ఇకए డ ऴపదࡍज ంచడం ߕ ऴప߄న ఉ޻भశङ ం ఏࠫటం݄, 
సࡔ ఇతర ࠪࡌठ ఉండవ۪ऐ ࡱ घࡍటݟ ఈ ߗڒ , ఖङ࠭ ݞږ ࡱ ݋ߝ घࡍటݟ ߵݠ బܽद ఆࣣڒ న࢑࠳  ఒక ݋ంߜ
࠭ఖङ ధనం, ఒక ࠭ఖङࣃ న࠳ న సంఖङ࠳  ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ ړఆస ࡮ۧ ޴ంݟంచబ߅బంߘఅ ޜ  फకర࠳న 
లࣾࡱހ ఆࣣ ߖڜऒ  ఉߕऒ ऒߖڜ ࡱచనࡹత ఆށగڣࡔ  ࠼ घࡍటݟ అࣣ ࡱచనࡹత ఆށజగࠊ  కएࡅ ݋ంߜ  ࡮ۧ 
ఆసړ फకర࠳న లࣾߖڜ ࡱހऒ ఇకए ࠭࠲  డ అం޴ంۧ࠭ ఉ޳హరణݟ ڕటࡍघ కएࡅ ݋ంߜ  ఉతओ  फ ah ahޒ
ఉతओ కएࡅ फޒ రߖ  पࡍڒ߅࠻, ఆࡹచనڕ అߝక అߧऱښషߘऱ ఉߕऒ ఒకܽ మనం ఇకए ࡹ࢐ܽ ,࠼ డ ۫ࣄన పరంڴ 
ఉం޴ ࠪతృక ࡅకए ऒߖࠪࡹ࢑   కھߘనడంࡹ మ࠾ࡍ ऴపޙङ కంڴ మనం ࣄۯన ऴపకటన ఏࠫటం݄ 
, ࠪऴޒకల ࡅకए  ఇనछ ࡍ दߖܾ࡯ࠉ తۯ ڥߖయడంࡹ మߖࠪࡹ࢑ ࠾ࡍऒ  గށంచడంߖ ࡹర पࡱࡏڒ߅࠻ 
సࣔయపడ࠼ޑ మ࠾ࡍ ఇ࠭࠲ ޴ సڴࡍठ సమࡍओ ంۨన ޳ࣄम ంతం ࡅకए  ऴ࠭ߦఖङ త.
ङߕఈ ఉప ߘߝ  ऒߖࣃ ధనङ ړदࢳదృ ࠬ ࠾ࡍమ ߘంۧڵ࠭  ధనङ ࡱ޳࢐ Pru ࡱ޳࢐
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