
 मॅिटŌ ƛ ʩुǿमातील िनधाŊरकांǉा भूिमकेवरील या ʩाƥानामȯे आपले ˢागत आहे.
 मॅिटŌ ƛचे िनधाŊरक शोधणे आपʞाला Ůथम ते अपवतŊनीय आहे की नाही हे तपासǻास कशी मदत करते हे पाहǻासाठी आपण येथे 
काय कŝ इİǅतो.
  वˑुतः  ʩुǿमाची गणना करा ʉणून पूवŎ आपण िनधाŊरकाची गणना कशी करायची हे पािहले आहे मग आपण िनरिनराʨा िनधाŊरक 
गुणधमाōकडे कसे पाš शकतो जे ȑाचे मूʞमापन करǻास मदत करतात आिण येथे आपण गणनेतील िनधाŊरकांǉा अनुŮयोगाकडे 
पाहणार आहोत.
 
मॅिटŌ ƛ इनʬसőस ʉणून आपण मॅिटŌ ƛ ʩुǿमांमȯे िनधाŊरकांची भूिमका पाहणार आहोत आता एक गोʼ लƗात ठेवणे चांगले आहे की 
मॅिटŌ ƛ ʩुǿम ʉणजे काय आहे, आपण मॅिटŌ ƛ ʩुǿमाची काळजी का करावी आपण सवŊसाधारणपणे ʩुǿमांची काळजी का 
करावी?
 ȑामुळे जर तुʉाला मॅिटŌ ƛǉा ʩˑतेची ʩाƥा आठवत असेल तर ती अशी आहे की जर तुमǉाकडे एक चौरस मॅिटŌ ƛ असेल तर 
दुसरा ˍेअर मॅिटŌ ƛ असेल तर ʉणजे आिण बॉटचा मॅिटŌ ƛ गुणाकार  डावीकडे आिण उजवीकडेb b a b h 
 ȑामुळे समान आहे हे ओळख मॅिटŌ ƛǉा बरोबरीचे आहे ʉणजे ʩˑतेची ʩाƥा आहे आिण आपण हा मॅिटŌ ƛचा ab ba ah 
ʩˑ वजा 1 ने दशŊवतो.

 ȑामुळे आपʞाकडे चा मॅिटŌ ƛचा ʩˑ ʩˑ आहे  ची ʩाƥा a matrix a 
या अिभʩƅीȪारे केली जाते आिण सȯा aa inverse equal to inverse a is equal to identity 

ʩुǿमाची 
ही मुƥ कʙना काय आहे तर ʩुǿमाची कʙना काय आहे,
 ȑामुळे आपण िवसŝन जाऊ या मॅिटŌ ƛ िकंवा एक साधे एक एक मॅिटŌ ƛ पाš जे ˋेलरिशवाय दुसरे काहीही नाही, तर आपण Ţमांक 
दोन ʉणू या की आपण 2 ǉा ʩुǿमाबȞल का बोलतो जसे की आपण 2 ǉा ʩुǿमाबȞल बोलतो का ते आपʞाला हवे आहे का? 
ठीक आहे ʉणा जर तुमǉाकडे 2 गुिणले समान 1 सारखे एखादे अिभʩƅी िकंवा समीकरण असेल तर आपण आपʞापैकी x 
अनेकांसाठी साठी कसे सोडवायचे ते अगदी सरळ असू शकते ठीक आहे दोन समान ʉणजे समान अȯाŊ पण अंतिनŊिहत x x x 
कʙना काय आहे ते कसे आहे  ते मॅिटŌ ƛ ʩुǿमाशी संबंिधत आहे ʉणून चला जर तुमǉाकडे दोन गुिणले समान एक ah l x 
आिण हे दोन असे समीकरण असेल तर तुʉी याचा िवचार कŝ शकता की एक एक मॅिटŌ ƛ िकंवा ˋेलर समतुʞ आहे की आपण हे 
कसे सोडवायचे दोनचा ʩˑ आहे तेथे शोधǻाचा मागŊ आहे दोनचा ʩुǿम 
बरोबर हवा आहे ʉणून आपण काय ʉणतो ते ʉणजे गुणाकार ʩुǿमाची एक संकʙना आहे ती ʉणजे जर तुʉी दोनला अȯाŊ संƥेने
गुणले जे दोन पॉवर वजा एक सोडून दुसरे काहीही नाही तर आपʞाला जे काही िमळते ते एक आहे जे काही मȯे आहे गुणाकार ओळख
समजणे आिण ते समीकरण सोडवताना आपण काय Ůभावीपणे करत आहोत ते ʉणजे आपण दोɎी बाजंूना अȯाŊने गुणत आहोत आिण 
नंतर आपʞाला बरोबर अधाŊ िमळत आहे ʉणून आपʞाकडे 2 समान 1 आहे ʉणून आपण दोɎी बाजंूना 2 ने गुणाकार करतो x x 
वजा 1 ʉणजे तुʉाला 2 वजा एक ची दोन गुिणले दोन वजा एक िमळतील आिण हे आपण x 
भागाकार गुणाकाराची ʩाƥा कशी करतो हे वŝन कळते की हा एक आहे ʉणजे दोन घात वजा 1 िकंवा अधाŊ आहे ʉणून ही ah x 
कʙना आहे  मȯे गुणाकार  ʶोक जे  ʩापकपणे बोलायचे तर आपण मॅिटŌ ƛ ʩुǿम उजवीकडे या कʙनेचा िवˑार करत आहोत, 
ʉणून हे ̾थूलपणे आपण ʉणत आहोत की आपʞाला ʩुǿम हवा आहे आिण आपʞाला मॅिटŌ ƛ ʩुǿम का हवा आहे कारण इथे 
जसे दोन गुिणले समान आहेत एकासाठी आपʞाकडे एक सामाɊ मॅिटŌ ƛ समीकरण असू शकते जे बरोबर ǉा गुणाकार आहेx x b 
आिण येथे हा फƅ ˋेलर नाही तर एक सिदश आहे आिण तो आहे आिण नंतर तो सोडवǻाचा एक मागŊ ʉणजे मॅिटŌ ƛचा ʩˑ x b 
एक ʩˑ शोधणे आिण गुणाकार करणे  दोɎी बाजंूनी आिण नंतर साठी एक उपाय िमळवा ʉणून आपण मॅिटŌ ƛ समीकरणासाठी x 
वापरले जाऊ शकते 
कसे आपʞाकडे समीकरण 
अƗ ǉा बरोबरीचे आहे याचा िवचार करा आता हे सामाɊ बाय मॅिटŌ ƛ आहे ʉणून जर आपʞाला ʩˑ आिण ʩˑ b n n 
सापडले तर आपण डावीकडून वर गुणाकार करा ʉणजे तुʉी ʩˑ गुणा अƗ ǉा बरोबरीने ʉणाल Ǜामुळे ʩˑ गुणा अƗ ah b 
एक ʩˑ ǉा बरोबरीने िमळेल आिण नंतर हे दुसरे काही नाही तर ʬेƃर ची ओळख आिण ओळख वेळ फƅ आहे  ʩˑ b x x 

आहे  ʉणूनच ही मॅिटŌ ƛ समीकरणे सोडवǻाचा Ůयȉ करǻासाठी आपʞाला मॅिटŌ ƛचा ʩुǿम हवा आहे bs o 
आिण हे 
दोन समान िकंवा दोन समान सारƥा समीकरणाचे समाधान शोधǻाǉा या बीजगिणतीय संकʙनेचे थेट सामाɊीकरण x x ah 
आहे.
  तीन तुʉी गुणाकार ʩुǿमाने गुणाकार करा जे अधाŊ उम आहे अथाŊतच आʉाला मािहत आहे की जर दोन ऐवजी आपʞाकडे शूɊ 
संƥा असेल तर समीकरण सोडवणे खूप कठीण आहे कारण शूɊ गुिणले एकाǉा बरोबरीचे आहे आिण समाधान काय आहे? x 
िनधाŊरकांǉा या कʙनेȪारे आपण या ʩाƥानाȪारे पाš या की हे िकती महȇाचे आहे की हे िकती महȇाचे आहे की आपण आता 
मॅिटŌ ƛ ǉा िनधाŊरकाकडे पािहले Ǜामȯे इ̢ʬिटŊिबिलटी काय आहे हे जाणून घेǻाचा Ůयȉ केला जातो .a 
 ʩुǿम अİˑȇात आहे का आपण ʩुǿमाची गणना कशी कŝ शकतो,
 ȑामुळे या ʩाƥानात आपʞाला तेच करायचे आहे, तर तुʉाला दाखवायचे आहे की जर तुमǉाकडे मॅिटŌ ƛचा िनधाŊरक शूɊ नसलेला 
असेल तर ʩˑ अİˑȕात आहे आिण आʉी कसे कŝ शकतो.
  िनधाŊरकाचा वापर कŝन मॅिटŌ ƛचा ʩुǿम पįरभािषत करा आिण दुसरे Ůमाण जे आपण लवकरच पįरभािषत केले पािहजे ʉणजे ते 
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ʩाƥान आिण  चे ȯेय आहे परंतु कʙना अगदी सोपी आहे की आपण Ůयȉ करǻासाठी एक अट िमळिवǻाचा मागŊ शोधत आहोत.
 मग आपण मॅिटŌ ƛची समीकरणे कशी सोडवू शकतो ते पहा , या ˢŝपाǉा इतर सम˟ा कशा सोडवʞा जाऊ शकतात , ʉणजे 
ʩाƥानाचे उिȞʼ आहे ठीक आहे, तर उिȞʼ हे आहे की मॅिटŌ ƛची अनंतता असǻासाठी आतील  बाजूची इ̢ʬिटŊिबिलटी 
तपासǻासाठी िनधाŊरकांचा वापर दाखवणे हे आहे.
  एक गोʼ आिण ŮȑƗात ȑाची बरोबर गणना करǻासाठी आपण आता सुŜवात कŝ या आपण सामाɊ मॅिटŌ ƛसह कसे येऊ ah 
शकतो आपण तीन बाय तीन मॅिटŌ ƛ अिधक सामाɊतः  एक बाय मॅिटŌ ƛ कसे बनवायचे ते मॅिटŌ ƛǉा ʩˑतेसह कसे येईल असे n n 
ʉणू 
या  येथे कʙना ही िनधाŊरकाǉा ʩाƥेचे संयोजन असेल आिण ȑा गुणधमाōपैकी एक असेल Ǜावर आʉी िवशेषत: पािहले की िनधाŊरक 
हा पंƅी िकंवा ˑंभाǉा घटकांǉा उȋȅीची बेरीज आहे आिण  ȑांचे संबंिधत सहघटक ʉणजे ते िनधाŊरक आहे आिण जर तुʉी दुस̴ या 
पंƅी िकंवा ˑंभाचे सहघटक बिघतले तर ती बेरीज शूɊावर जाते ʉणून मूलत: ही कʙना आहे की काहीतरी िनधाŊरक आहे आिण 
काहीतरी 0 वर जाते आʉी याǉा वापराचा फायदा घेणार आहोत 
मॅिटŌ ƛचा सामाɊ ʩुǿम बनवǻाचे सहघटक मला वाटते की येथे Ůारंभ करǻासाठी आदशŊ ̾थान 3 बाय 3 मॅिटŌ ƛसह सुŝ करणे 
आिण ˑंभांकडे पाहणे ठीक आहे, ʉणून आपण तीन बाय तीन मॅिटŌ ƛ पाš या तीन बाय तीनचा िवचार कŝ.
 मॅिटŌ ƛ काय सवŊसाधारण पįरİ̾थतीत आपण 1 1 एक दोन दोन दोन तीन आिण एक तीन एक तीन दोन तीन a 1 2 a 1 3 a 2 
तीन वापरले आहेत सवŊ आȅा कʙना अशी आहे की जर आपण ला ʉणून दशŊिवले तर aij cofactor 

या घटकाचे जेथे आिण हे अनुŢमे पंƅी आिण ˑंभांचे िनदőशांक आहेत येथे आपʞाला मॅिटŌ ƛǉा संलưतेची कʙना aij i j 
पįरभािषत करायची आहे जी मॅिटŌ ƛचे टŌ ाɌपोज घेऊन संबंिधत मॅिटŌ ƛ आहे िजथे Ůȑेक घटक बदलला जातो.
  Ȫारे  ȑांचे संबंिधत कोफॅƃर ʉणून मला ते िलš Ȩा आिण मी ते पुɎा सांगेन ʉणजे तुʉी या मॅिटŌ ƛचा एक जोड अशा मॅिटŌ ƛचा 
टŌ ाɌपोज ʉणून पįरभािषत कराल जे Ůȑेक घटक ȑांǉा संबंिधत कोफॅƃसŊसह पुनİ̾थŊत कŝन Ůाɑ केले आहे ʉणजे एक एक a 
एक दोन एक तीन एक दोन एक दोन दोन दोन तीन तीन एक तीन दोन तीन तीन तीन ʉणजे मॅिटŌ ƛचा संलưक मॅिटŌ ƛचा टŌ ाɌपोज 
घेऊन िमळवला जातो िजथे Ůȑेक घटक ȑाǉा कोफॅƃरने बदलला जातो
 ȑामुळे मॅिटŌ ƛचा संयुƅ पįरभािषत केला जातो संबंिधत कोफॅƃरȪारे Ůȑेक घटकाǉा जागी मॅिटŌ ƛǉा टŌ ाɌपोजȪारे Ůाɑ केले 
जाते, ʉणून या Ůकरणात तीन बाय तीन Ůकरणात आपʞाकडे मॅिटŌ ƛ एक दोन एक तीन एक आह दोन एक दुसरी पंƅी पिहली ˑंभ 
दुसरी पंİƅ दुसरी ˑंभ दुसरी पंƅी ितसरी  ˑंभ ितसरी पंƅी पिहली ˑंभ ितसरी पंƅी दुसरी ˑंभ ितसरी पंƅी ितसरी ˑंभ ओके 
आिण ʉणून हे मॅिटŌ ƛ आहे आिण ȑाचा एक जोड मॅिटŌ ƛ ʉणून Ůाɑ केला जातो िजथे Ůȑेक घटक ȑाǉा कोफॅकने बदलला जातो  
टोर आिण ए वन टू बदलले आहे पण टŌ ाɌपोज घेतʞाने ते येथे येईल आिण येथे एक तीन आह समान एक दोन असेल कारण आपण येथे 
घटक या कोफॅƃरने बदलत आहोत आिण नंतर टŌ ाɌपोज घेत आहोत आिण नंतर दोन दोन येथे एक दोन तीन समान असेल हे तीन ah 
एक तीन दोन आिण नंतर तीन तीन सवŊ ठीक आहे ʉणून हे संयुƅ आहे ʉणून जर तुʉी याला मॅिटŌ ƛ ʉटले तर हे उजʩाǉा a 
जोडणीने सूिचत केले जाईल ʉणून येथे आहे  मॅिटŌ ƛ हे जोडǻामागील कʙना समजून घेǻासाठी आता येथे एक संयुƅ आहे, चला 
ȑांǉा मॅिटŌ ƛ उȋादनाǉा काही संǒा अगदी बरोबर मोजूया आिण हे गुणधमŊ वापŝन आपण पंƅीचा गुणाकार केʞावर काय घडते 
जेʬा आपण ǉा गुणाकाराची बेरीज करता.a 
 एका वेगʨा पंƅीǉा कोफॅƃसŊसह पंƅी उजवीकडे आहेत, तर आपण हे पाš या 
, या मॅिटŌ ƛ उȋादनातील Ůथम पद काय असेल याǉाशी संबंिधत मॅिटŌ ƛ काय असेल हे 1 1 वेळा एक एक अिधक एक दोन वेळा 
असेल  भांडवल एक दोन एक तीन पट भांडवल एक एक तीन बरोबरp  lus a 
 ȑामुळे ही अिभʩƅी तुʉाला समजू शकते फƅ िनधाŊरकाची ʩाƥा आहे आिण खरं तर आʉी हे िनधाŊरकाने बदलू शकतो ʉणून हे 
दुसरे काही नाही तर दुस̴ या ˑंभाचे काय आहे याचे िनधाŊरक आहे येथे दुसरी नोदं आहे
 ȑामुळे ही पिहली पंƅी दुस̴ या ˑंभाने गुणाकार केली जाईल ʉणून ती एक एक एक दोन एक अिधक एक दोन दोन दोन अिधक एक 
तीन आिण दोन तीन असेल तर तुʉी हे पािहʞास  अिभʩƅी हे दुसरे काहीही नसून मॅिटŌ ƛǉा पिहʞा पंƅीǉा घटकांǉा 
गुणाकाराची बेरीज आहे Ǜाचे दुस̴या रांगेतील कोफॅƃसŊ आहेत आिण Ǜाचे गुणधमŊ आपण पािहले आहेत ȑाचे मूʞमापन 0 
उजवीकडे होते
 ȑामुळे हे 0 आहे आता आणखी एक संǒा असेल परंतु जागेǉा कारणाˑव मी ते येथे िलš शकणार नाही परंतु आपण फƅ आणखी 
एका पदाचे मूʞमापन कŝया आिण ते दुस̴या ओळीत आिण पिहʞा ˑंभातील उȋादनातील पद असू Ȩा ʉणून आपण या संǒेचे येथे 
मूʞमापन कŝ या काय आहे.
  ते होणार आहे ती संयुƅǉा पिहʞा ˑंभाने गुणाकार केलेली दुसरी पंƅी असणार आहे
 ȑामुळे ही 2 1 अिधक अिधक असेल.a 1 1 a 2 2 a 1 2 a 2 3 a 1 3 
 तर तुʉी ही संǒा पािहली तर काय आहे ही पिहʞा रांगेतील सहघटकांसह दुस̴या रांगेतील घटकांǉा गुणाकाराची बेरीज असेल, 
ȑामुळे हे देखील गुणधमाŊनुसार शूɊावर मूʞमापन करेल आȅा आपण चौथी बेरीज कŝ शकतो आपण ते सवŊ कŝ शकतो पण  
सामाɊ कʙना आिण मी तुʉाला हे सȑािपत करǻासाठी ŮोȖािहत करतो की सवŊ कणŊ घटक िनधाŊरकांिशवाय काहीही नसतील आिण
सवŊ कणŊ घटक शूɊ असतील
 ȑामुळे येथे अंितम उȅर आहे आिण हे तुʉी फƅ तीनसाठी कŝ शकत नाही.
  तीन मॅिटŌ ƛ पण बाय मॅिटŌ ƛसाठी सवŊसाधारणपणे आपʞाला इथे िमळेल ʉणजे हे तीन बाय तीन मॅिटŌ ƛ आहे हे तीन बाय तीनn n 
मॅिटŌ ƛ आहे हे उȋादन देखील तीन बाय तीन मॅिटŌ ƛ असेल 
Ǜामधून फƅ कणŊŮिवʼी येत आहेत.
  येथे एक शूɊ जे येथून येत आहे दुसरे शूɊ जे हे शूɊ येथून आले आहे हे तपासǻासाठी तुʉाला ŮोȖािहत करा हे देखील चे i a 
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शूɊ शूɊ िनधाŊरक असेल आिण हे चा िनधाŊरक असेल हे 3 बाय 3 मॅिटŌ ƛ योƶ आहे ʉणून हे एक गुणाकार िनधाŊरक असेल  a 
आयडŐिटटी मॅिटŌ ƛ Ůथमच मी तीन बाय तीन िलšन देतो पण सवŊसाधारणपणे ओळखीचे पįरमाण काय आहे हे संदभाŊवŝन समजू शकते 
ʉणून ते ितथे आहे ʉणून आपʞाकडे मॅिटŌ ƛ आहे आिण आपण ȑाला ȑाǉा जोडणीने गुणाकार केला आहे.
 येथे पįरभािषत केले आहे आिण अशा Ůकारे संयुƅ पįरभािषत करǻाचे कारण ʉणजे ही कʙना पाहणे हे आहे की कणŊ संǒांचे 
िनधाŊरक फƅ कणŊ संǒा शूɊ आहेत ʉणून आपण ते İ̾थर ʉणून िलš शकतो आिण या Ůकरणात ते सवŊ आहे  महȇाचा िनधाŊरक जो 
आयडŐिटटी मॅिटŌ ƛǉा İ̾थर वेळा आहे आिण हे महȇाचे का आहे हे महȇाचे आहे कारण मॅिटŌ ƛ ʩˑ शोधताना आपण 

मॅिटŌ ƛचा गुणाकार करǻासाठी काहीतरी शोधत आहोत जेणेकŝन ते ओळखीǉा समान असेल.um 
 येथे आपʞाला समान दोन भाग िमळालेले नाहीत परंतु आपʞाला असे काहीतरी िमळाले आहे जे एका ओळखीǉा Ůमाणात आहे आिण
ʉणून आपण हे कŝ शकतो परंतु याचा वापर कŝन आपण ते मॅिटŌ ƛ पįरभािषत कŝ शकतो Ǜाचा ˍेअर मॅिटŌ ƛने ah ah 
गुणाकार केʞावर आपʞाला ओळख िमळेल आिण ते काय असेल?  मॅिटŌ ƛ असेल ते 
अ ǉा िनधाŊरकाने भागाकाराǉा संलưकािशवाय दुसरे काहीही नसेल
 ȑामुळे आता आपʞाला जे िवधान करायचे आहे ते समीकरण आपण िलš इİǅतो ते असे आहे की 
याǉा एक गुणाकार संिध आपʞाला िनधाŊरकाǉा समान असʞाचे आढळले आहे  एक वेळा ओळख आिण तुʉी हे देखील तपासू 
शकता की जर आपण आता गुणाकार पोː करǻाऐवजी गुणाकार जोडǻाऐवजी गुणाकार ʉंटले तर ते देखील गुणाकार ओळखीचे 
िनणाŊयक ʉणून येईल आिण ही समीकरणे एकũ कŝन आपण असे िलš शकतो की गुणाकार  ची संलưता गुणानुŢमाǉा a 
अनुषंगाǉा बरोबरीची असेल हे वेळाǉा िनधाŊरकाǉा बरोबरीचे असेल ʉणून येथे तीन बाय तीन मॅिटŌ ƛ िकंवा संयुƅ िकंवा a i 
फासर तीन बाय तीन मॅिटŌ ƛ आहे हा एक ˋेलर आहे हा तीन बाय तीन मॅिटŌ ƛ आहे िकंवा इतर मȯे  शɨ आʉी  गुणाकार 

ǉा िनधाŊरकाने भागाकार केलेला सांधा एक गुणाकार a 
ǉा बरोबरीǉा गुणाकाराने ǉा समभागाǉा बरोबर आहे असे ʉणू शकतो आिण i a 

जेʬा िनधाŊरक 0 बरोबर नसतो तेʬा आपण हे िलš शकतो आिण जर आपण ʩुǿमाशी तुलना केली तर  ʩुǿम अ इƓल टू aa 
आयडŐिटटी जे एका ʩुǿमाचे पįरभािषत समीकरण आहे हे आपण समजू शकतो की ʩुǿम हे ǉा िनधाŊरकाǉा समीप असते तेʬा a 

चा िनधाŊरक शूɊ नसतो तर अशा Ůकारे आपण चौरसाǉा ʩˑाची गणना कŝ शकतो शूɊ नसलेʞा िनधाŊरकासह मॅिटŌ ƛ जे तुʉीa 
अ ǉा संयुƅ मȯे पįरभािषत करता जे दुसरे काहीही नसून Ůȑेक घटकाला ȑांǉा संबंिधत सहघटकांसह पुनİ̾थŊत कŝन Ůाɑ 
केलेʞा मॅिटŌ ƛचे हˑांतरण 
योƶ आहे आिण जर तुʉी ȑास ǉा िनधाŊरकाȪारे िवभािजत केले a 
तर  आपण नुकतेच जे पािहले आहे ȑाचे सामाɊीकरण आपण संयुƅ िनधाŊरक आिण ʩˑ यांǉातील या संबंधासह येऊ शकतो ʉणून 
येथे िनधाŊरकांची ही महȇाची संƥा आहे जी आता ǉा ʩˑतेची ʩाƥा करǻात भूिमका बजावत आहे.
  एक मॅिटŌ ƛ जे आʉी सुŜवातीला सांिगतलेʞा कारणाˑव महȕाचे आहे ठीक आहे,
 ȑामुळे ʩुǿम कसा िमळवायचा याǉा संदभाŊत आʉी हेच सांगू इİǅतो पुढे आʉी मॅिटŌ ƛǉा ʩˑामागील आणखी काही कʙना 
पाš आिण िनधाŊरक कसे महȇाची भूिमका बजावते आिण िवशेषत: येथे आपण कसे ʉणू शकतो हे सांगǻासह आपण ʉणत आहोत की
जर िनधाŊरक 0 नसेल तर आपण पुढे ʩुǿम पįरभािषत कŝ शकतो तेʬा आपण ʉणू की ठीक आहे आपण ते आणखी मजबूत िवधान 
कŝ शकतो ठीक आहे पण आधी  आʉी असे करतो की मला वाटते की हे जोडणे देखील एक मॅिटŌ ƛ आहे की खरं तर ते Ůारंिभक 
मॅिटŌ ƛǉा समान Ţमाचे मॅिटŌ ƛ आहे आिण या संलưकाǉा िनधाŊरकाबȞल आपण काय ʉणू शकतो असे ʉटले जाते.
 
 ȑामुळे एक नैसिगŊक Ůʲ उȥवतो जो आता उȥवतो की जेʬा आपण मॅिटŌ ƛ पाहतो तेʬा िनधाŊरक काय आहे आिण यावŝन आपण 
संयुƅचा िनधाŊरक शोधू शकतो का जे आपʞाला आता पहायचे आहे ʉणून येथे लƗात ठेवा  
संलư उजʩाचा 
िनधाŊरक काय आहे तर ȑा संयुƅ अहाचा िनधाŊरक काय आहे आिण या Ůʲाचे उȅर देताना आपʞाला अशी मालमȅा सांगायची आहे 
Ǜाचा ˢतंũ वापर ˢतंũ महȇ आहे आिण तो ʉणजे दोन चौरस मॅिटŌ ƛǉा गुणाकाराचा िनधाŊरक ȑांǉा संबंिधत िनधाŊरकांचे उȋादन 
ʬा आʉी वापरत असलेʞा मालमȅेचा आʉी वापर करतो की मȯे चा िनधाŊरक ǉा वेळा िनधाŊरकाǉा बरोबर असतो जेथे a b b a
आिण आिण हे चौरस मॅिटŌ ƛ आहेत काही सोपी उदाहरणे वापŝन तुʉी सȑािपत कŝ शकता हे असे आहे की आʉी येथेba b ah 
या मालमȅेǉा पुराʩामȯे जाणार नाही परंतु आʉी फƅ हे तपासू शकतो की हे केस आहे की नाही अहो तुʉाला मािहती आहे की 
पृʿभागावर ते एक साȯा मालमȅेसारखे िदसू शकते परंतु हे नेहमीच नसते उदाहरणाथŊ तुमǉाकडे असʞास  दोन मॅिटŌ ƛची बेरीज 
िनधाŊरकाने ȑांǉा िनधाŊरकांची बेरीज ȑा मूʞाǉा बरोबरीची असणे आवʴक नाही परंतु उȋादनाǉा बाबतीत असे घडते ʉणून ते f 
मȯे आहे  एक उʟेखनीय गुणधमŊ कृती करा आिण ते कसे कायŊ करते हे पाहǻासाठी आपण काही उदाहरणे पाš या , उदाहरणाथŊ, जर
आपण मॅिटŌ ƛला एक दोन दोन एक ʉणून घेतले तर ȑाचा िनधाŊरक एक वजा चार ʉणजे उणे तीन आिण आपण ʉणू या  आमǉाकडे 
आणखी एक चौरस मॅिटŌ ƛ आहे जो दोन एक एक 2 आहे 4 वजा 1 3 काय आहे िनधाŊरक यादी 4 वजा 1 3 ȑांǉा b um um 
उȋादनािवषयी काय आहे हे दोन दोन चार एक दोन पाच दोन पाच आिण चार आहे तर िनधाŊरक चार सोळा वजा पंचवीस ab ah f 
आहे  तर वजा नऊ जे समान आहे ʉणून हे िनधाŊरक आहेत ʉणून हे असे ʉणǻाचे उदाहरण आहे की ʉणून आपण चा िनधाŊरक ab 

ǉा गुणाकाराचा िनधाŊरक आहे हे तपासू शकतो  ʉणून आपण हे शोधǻासाठी या गुणधमाŊचा वापर करणार आहोत ȑा जॉइंटचाb ok 
संयुƅ िनधाŊरक आिण ʩुǿमाǉा ʩाƥेकडे परत जाणे आिण आʉी ʩुȋɄ केलेʞा पįरİ̾थतीकडे जाणे, ितथेच आʉी हा गुणधमŊ 
लागू करणार आहोत ठीक आहे की उȋादनाचा िनधाŊरक कारण आʉी नुकतेच पािहले आहे की पी  आिण चा संयुƅ गुणांक a a i 
बरोबर गुणाकाराǉा िनधाŊरकाǉा समान आहे आिण ʉणून आता आपण दोɎी बाजंूचा िनधाŊरक घेणार आहोत आिण कारण आपण 
मॅिटŌ ƛǉा गुणाकाराचा िनधाŊरकांǉा गुणाकारात िवघटन कŝ शकतो.
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  आʉाला ही कʙना Ůथम तीन बाय Ūी Ůकरणात कशी िमळणार आहे की आʉी पाहत होतो की आʉी येथे 
 मȯे गुणधमŊ वापरतो ʉणून आमǉाकडे हे तȚ आहे की गुणाकाराचा एक गुणाकार एक गुणाकार समतुʞ ओळख  बरोबर ʉणून येथे 
िनधाŊरक ƽा आिण आमǉाकडे ǉा समीपचा िनधाŊरक होता हे ˝रणाǉा िनधाŊरकाचा िनधाŊरक a 
असणार आहे 
हे फƅ एक ˋेलर राइट वेळा एक ओळख आहे ʉणून तीन बाय तीन केसमȯे बरोबर आहे  हाताची बाजू घनाǉा उजवीकडे फƅ 
िनधाŊरक असणार आहे कारण हे मॅिटŌ ƛ दुसरे काहीही नसून कणŊ मॅिटŌ ƛमȯे ǉा िनधाŊरकासह घनाǉा तीन वेळा ʩुȋɄ आहे हे a 
तीन बाय तीन केससाठी आहे आिण सवŊसाधारणपणे ते आहे साठी साठी ǉा पॉवरचे िनधाŊरक होणार आहे आिण डाʩा n n n 
हाताǉा बाजूने गुणवȅेचा वापर कŝन मॅिटŌ ƛǉा गुणाकाराचा िनधाŊरक हा िनधाŊरकांचा गुणाकार आहे, तुʉाला एक गुणाकाराचा 
िनधाŊरक िमळेल.
 अिधकाराचा संयुƅ ʉणून जर िनधाŊरक शूɊ नसेल तर आपण फƅ दोɎी बाजंूǉा चा एक िनधाŊरक रȞ कŝ शकतो असे िलš a 
शकतो की आपण समजू शकतो की ǉा संलưकाचा िनधाŊरक तीन ǉा केससाठी संपूणŊ वगाŊǉा िनधाŊरकाǉा बरोबरीचा a 
आहे  तीन आिण सवŊसाधारणपणे ते साठी उणे 1 चा फƅ िनधाŊरक आहे ny n 
ʉणून आʉी एक नवीन मॅिटŌ ƛ सादर केला आहे जो चा संयुƅ आहे आिण लगेचच कारण आपण िनधाŊरकांबȞल बोलत आहोत हे a 
िवचारणे ˢाभािवक आहे की मॅिटŌ ƛचा िनधाŊरक काय आहे आिण  येथे आपण पाहतो की ȑा सांȯाचा िनधाŊरक हा ǉा िनधाŊरकाशी a 
संबंिधत आहे तो उणे एक ठीक आहे ʉणून उम हा संलư िनधाŊरक आहे आिण फƅ ȑाचा िवचार केला की जर बरोबर असेल n n 3 
तर तो ने कमी होतो  आपण पािहले आहे की बरोबर 2 ते ˢतः  िनधाŊरक आहे साठी बरोबर 1 ते 1 आहे मला वाटते wha t n ah n 
की ते फƅ एक सम˟ाŮधान केस आहे िकंवा एक िवशेष केस आहे जे बाहेर येते कारण एक-एक िनधाŊरकासाठी ते ˋेलर आहे  
कोफॅƃर पįरभािषत करणे खरोखर कठीण आहे ʉणून मला असे वाटते की या Ůकारची अिभʩƅी एका पेƗा जाˑ साठी घेतली n 
पािहजे असे मला वाटते ʉणून हे मॅिटŌ ƛǉा समीपचे िनधाŊरक आहे ʉणून आता आʉी पािहले आहे की तुʉाला मािहत आहे की आʉी 
आहोत  ʩुǿम आिण िनधाŊरक आिण सांधे बȞल शोधǻाचा Ůयȉ करत आहे आिण हे नवीन मॅिटŌ ƛ आहे जे आʉी संलưकांǉा ah 
संदभाŊत पįरभािषत केले आहे आिण आता आपण Ůयȉ करताना िनधाŊरकाचे हे महȇ लƗात घेǻाǉा ̊ʼीने आपण येथून पुढे कसे जाऊ 
शकतो ते पाš शकतो .
 मॅिटŌ ƛचा ʩुǿम शोधा आता आʉी ȑाच गोʼी अिधक औपचाįरक पȠतीने सांगतो
 ȑामुळे अनेक िठकाणी आʉी ʉटले आहे की चा िनधाŊरक शूɊ नाहीa 
 ȑामुळे शूɊ नसलेʞा İ̾थतीचा िनधाŊरक या ʩाƥानात अनेक वेळा वापरला िकंवा वापरला गेला.
 या ʩाƥानात  ure
 ȑामुळे यावर आधाįरत आपण एकवचन मॅिटŌ ƛ पįरभािषत कŝ शकतो 
ʉणून हा एक नवीन मॅिटŌ ƛ नवीन शɨ आहे जो आपण येथे वापरत आहोत आपण एकवचन मॅिटŌ ƛला 0 िनधाŊरक असलेले मॅिटŌ ƛ 
ʉणून  
पįरभािषत करत आहोत आिण समानतेने आपण नॉन-एकवचनी मॅिटŌ ƛ पįरभािषत करणार आहोत.
 
नॉन-एकवचनी मॅिटŌ ƛ एक नॉन-एकवचनी मॅिटŌ ƛ एक मॅिटŌ ƛ ʉणून शूɊ िनधाŊरकासह काय असेल
 ȑामुळे एकवचनी मॅिटŌ ƛ शूɊ िनधाŊरकासह एक असेल आिण एकवचन मॅिटŌ ƛ शूɊ िनधाŊरकासह एक असेल 
तर एका अथाŊने आʉी 
मॅिटŌ ƛचे वगŊ एकवचनी िकंवा एकवचनी नसताना िनधाŊरकांचे महȇ ठळकपणे दशŊवत आहेत आिण ȑांचे संबंिधत िनधाŊरक 0 आहेत की 
नाही 0 ठीक आहे यावर अवलंबून आहे आिण आʉी येथे Ůमेय सांगू इİǅतो की एक चौरस मॅिटŌ ƛ िकंवा  हे इ̢ʬटőबल आहे जर a a 
ते एकवचनी नसेल तर मी िवधान िलšन देतो आिण नंतर आपण पुरावा पाš शकतो ʉणून आपण असे ʉणणार आहोत की Ůमेय चौरस 
मॅिटŌ ƛ आहे जर इ̢ʬटőबल असेल तर  आिण केवळ a 
एकवचनी नसʞाचा अथŊ असा आहे की ȑात शूɊ नसलेले डेटाबल आहे, आपण पुराʩाकडे कसे पाहणार आहोत , जर आिण फƅ भाग
Ůथम असेल तर आपण असे ʉणू की जर एक इ̢ʬटőबल असेल तर ते एकवचन नसलेले आहे.
 िनधाŊरक हे शूɊ आहे आिण दुस̴ या बाजूने जर ते एकवचन नसलेले मॅिटŌ ƛ असेल तर आपण दाखवू शकतो की इ̢ʬटőबल आहे तर a 
आपण Ůथम हा भाग पाš या, जर इ̢ʬटőबल असेल तर याचा अथŊ असा की मॅिटŌ ƛ अİˑȕात आहे जसे की गुणा आहे.a b b 

ǉा समान गुणाकार  ओळखीǉा समान आिण आता िनधाŊरक घेऊन िनधाŊरक घेतʞास चा िनधाŊरक ओळखीǉा   b ab 
िनधाŊरकाǉा बरोबरीचा आहे असे समजू शकतो तर मॅिटŌ ƛǉा गुणाकाराचा िनधाŊरक काय आहे ते ǉा िनधाŊरकाǉा गुणािशवाय दुसरेb 
काही नाही 
आिण ओळख ओळखीचा िनधाŊरक काय आहे एक कणŊ मॅिटŌ ƛ आहे Ůȑेक घटक एक आहे आिण ʉणून हे एक समान आहे आता हे 
आधीच ʉणते की चा िनधाŊरक शूɊ नाही का कारण जर ते शूɊ असेल तर हे संबंध  धारण करणार नाही आिण आʉाला हमी िदली a 
जाते की हा संबंध या चरणांǉा Ţमाने धारण करतो आʉी या वˑुİ̾थतीपासून Ůारंभ करतो की आहे ʉणून याचा a invertible 
अथŊ फƅ ʩाƥेनुसार आहे की गैर-एकवचनी अिधकार आहे ʉणून गिभŊत भाग फƅ पįरभािषत कŝन िकंवा दाखवून िकंवा Ȫारे a 
आहे  या इ̢ʬटőिबिलटीǉा ʩाƥेसह केवळ पाय̴यांǉा मािलकेचा वापर कŝन इ̢ʬटőबल आहे या वˑुİ̾थतीपासून Ůारंभ कŝन, a 
आपण मॅिटŌ ƛǉा उȋादनाचा िनधाŊरक घेऊ शकता परंतु संबंिधत िनधाŊरकांǉा उȋादनािशवाय आपण ʉणू शकतो की मॅिटŌ ƛ आहेa 
 जो एकवचनी नसलेला आहे फƅ जर तो भाग तुलनेने सोपा असेल तर तो ठीक आहे जर आपʞाला मािहत असेल की तो एकवचनी 
नसलेला आहे याचा अथŊ असा आहे की आपण िनधाŊरकाने भागलेʞा संयोगाŮमाणे मॅिटŌ ƛ पįरभािषत कŝ शकतो आिण ितथेच आपण हे
तȚ वापरत आहोत की िनधाŊरक आहे शूɊ असे नाही की आपण िनधाŊरकाने भागू शकतो आिण हे आपण िवशेषतः  तीन बाय तीन 
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केससाठी पािहले आहे परंतु आपण सामाɊ बाय केस तपासू शकतो तर मॅटरचा ʩˑ पįरभािषत होईल  तर ʩˑ भाग ah n n ix 
िकंवा उलट भाग असा आहे की गैर-एकवचनी आहे याचा अथŊ चा िनधाŊरक शूɊ नाही याचा अथŊ आपण ʩुǿम हे ǉा a a a 
िनधाŊरकाने भागलेʞा भागाचा संलưक आहे अशी ʩाƥा कŝ शकतो 
आिण हे आपण पािहले आहे.
  मॅिटŌ ƛ ʩुǿमातून आवʴक असलेʞा गुणधमाōचे समाधान करते आिण ʉणून हे इ̢ʬटőबल आहे हे ʩुǿमाचे समाधान करतेa aa 
आिण ǉा बरोबरीचे ʩुǿम आहे ʉणून हे इ̢ʬटőबल आहे ʉणून येथे िवधान असे होते की हे इ̢ʬटőबल आहे जर ते एकवचन i a a 
नसलेले असेल तरच  आिण नॉन-एकवचनी हे िनधाŊरकाǉा संदभाŊत पįरभािषत केले आहे ʉणून ते तुमǉाकडे आहे ʉणून तुमǉाकडे 
आहे िकंवा आमǉाकडे एक मागŊ आहे Ǜामȯे आʉी ʉणतो की ठीक आहे जर मॅिटŌ ƛǉा िनधाŊरकाची गणना कŝन जर ते शूɊ 
असेल तर तुʉाला हमी िदली जाते की ते अपवतŊनीय आहे आिण इतकेच नाही तर ते केवळ िवधान आहे आिण पुराʩामȯे आʉी ʩˑ 
पįरभािषत करǻाचा एक मागŊ शोधून काढला आहे ʉणून हे Ůमेय या दोन कारणांसाठी महȇपूणŊ आहे कारण ते दोɎी अ चे ʩˑ 
तपासǻासाठी अटी देते.
  मॅिटŌ ƛ जे िनधाŊरकाची शूɊता नसलेले असते आिण ते ʩुǿमाला सवŊ बरोबर पįरभािषत करते
 ȑामुळे या िवधानात हे सारांिशत केले जाऊ शकते की िनधाŊरक मॅिटŌ ƛची अपįरवतŊनीयता तपासǻात आिण ʩुǿमाची गणना 
करǻात देखील मदत करतात ʉणून हे शेवटǉा Ůमेयाचे महȇ आहे.
 Ůमेय ʉणून िनधाŊरक महȕाचे आहेत ठीक आहे,
 ȑामुळे आपण पािहले आहे की िनधाŊरक मॅिटŌ ƛची अपįरवतŊनीयता शोधǻात आिण ʩˑ गणना करǻात कशी मदत करतात आता 
आपण ʩˑांǉा गणनेची काही उदाहरणे पाš आिण आपण नſीच ते कसे कŝ शकतो.
 नेहमीच असे नाही की आता आपʞाला मािहत आहे की आपण या संलư मॅिटŌ ƛमȯे एक ʩˑ पįरभािषत कŝ शकतो आिण िनधाŊरक
वापŝन आपण काही Ůकरणांमȯे शेवटी येऊ शकतो असा Ůʲ आहे की ʩुǿम पįरभािषत करǻाचा सोपा मागŊ कोणता आहे.
 हे एक सामाɊ Ůकरण आहे जे आʉी नेहमी ȑा संयुƅ ʩाƥेचा वापर कŝ शकतो िनधाŊरकाने भागाकार जो इतर काही Ůकरणांमȯे 
ʩˑ असेल जर िकंवा उदाहरण हे पूणŊपणे कणŊ मॅिटŌ ƛ आहे आह आʉी फƅ तपासणी कŝन एक ʩˑ देखील आणू शकतो f  
कारण शेवटी संकʙना अशी आहे की जर तुʉी मॅिटŌ ƛ घेतले तर ȑाला ȑाǉा ʩुǿमाने गुणाकार करा Ǜामुळे तुʉाला ओळख 
िमळेल जेणेकŝन तुʉी कोणȑाही मागाŊने येऊ शकता.
 िनधाŊरकांचे महȇ असे आहे की ते या अंतǒाŊनाला अशी काही पȠत देते की आपण औपचाįरकपणे िनधाŊरकाǉा संयुƅ िवभाजनामȯे 
पįरभािषत कŝ शकता आिण ते आपʞाला उलट बरोबर देईल, ʉणून आपण काही उदाहरणे पाš या ʉणजे एक उदाहरण असे आहे  
यानंतर आपण तीन बाय तीन मॅिटŌ ƛ पाš या 

सारƥा मॅिटŌ ƛचा िवचार कŝ या आता या मॅिटŌ ƛकडे पािहʞास हे एक कणŊ मॅिटŌ ƛ आहे ʉणून x 0 0 0 y 0 0 0 z 
आपण कणŊ मॅिटŌ ƛला कशाने गुणाकार कŝ जेणेकŝन ते आपʞाला ओळख देईल या मॅिटŌ ƛचा संयुƅ पįरभािषत कŝन िनधाŊरक 
शोधूया, आपण ते दुस̴ या मागाŊने कŝ या आपण थेट उपाय काय असेल ते थेट िलš शकतो फƅ हे पाšन आपʞाला ते ठीक आहे.
 जर आपण फƅ Ůȑेक कणŊ घटकांचा ȑांǉा संबंिधत ʩुǿमांनी गुणाकार कŝ शकलो तर मी ला 1 ने ने 1 ने आिण लाx xy y z 
1 ने ने गुणाकार कŝ शकलो आिण ते Ůȑेक 0 नसेल तरच ते कायŊ करेल.z 
 मला एक ओळख िमळू शकते आिण मी ते कसे चांगले कŝ शकेन ते मी कŝ शकेन जर माǟाकडे दुसरे कणŊ मॅिटŌ ƛ असेल Ǜामȯे 
एक एक एक Ȫारे Ůिवʼ केले जाईल, ʉणून मी काय ʉणत आहे ते करǻाचा एक मागŊ ʉणजे ठीक आहे असे ʉणणे आहे जरx y z 
मी ȑाचा गुणाकार केला तर हा रोमन अंक एक ही ओळख नाही ʉणून कदािचत मी असे ʉणू शकतो की हे 1 आहे.ah 
 ʉणून मी 1 ने ने ने ने गुणाकार केला तर तुʉी हे सȑािपत कŝ शकता या मॅिटŌ ƛचे गुणाकार x 0 0 0 0 1 y 0 0 0 1 z 
आिण हे ŮाधाɊ ओळखले जाणार आहे कारण शूɊ शूɊ या पिहʞा ˑंभाने गुणाकार केला एकाने ने गुणाकार केला तर एक x x x 
शूɊ शूɊ समान आहे जर मी या कणŊ मॅिटŌ ƛने गुणाकार केला तर अशी कोणतीही संǒा नाही जी शूɊ समान नसेल.
 ˑंभांमȯे मूलत: फƅ कणŊरेषाच उचलʞा जातील परंतु ǉा बरोबरीचे नसताना हे कायŊ करेल  शूɊ शूɊ ǉा बरोबरीचे शूɊ x y z 

शूɊ नाहीz 
 ȑामुळे हा एक तपासणी मागŊ आहे
 ȑामुळे काही Ůकरणांसाठी हे कायŊ कŝ शकते जसे की तुʉाला मािहत आहे की तेथे काहीही नाही आहे तेथे कोणतीही आवʴकता 
नाही की नेहमी मॅिटŌ ƛ ʩुǿम ȑा संयुƅ मागाŊȪारे पįरभािषत केले जावे  कधीकधी अंतǒाŊनाने आपण नेहमी एखादी गोʼ आणू शकतो 
परंतु आपण आता जे काही केले आहे ȑाचे महȇ हे आहे की ते ʩˑतेसह येǻाचा एक औपचाįरक मागŊ देते ʉणून आपण या 
मॅिटŌ ƛचा तो जोड पįरभािषत करǻाचा Ůयȉ कŝया ʩुǿम Ǜा Ůकारे आʉी ȑाची ʩाƥा केली आहे ȑाŮमाणे सवŊŮथम तुʉी जे 
कराल ते ठीक आहे का ते तपासाल ȑासाठी आपʞाला कसे माहीत आहे हे Ůमेय सांगते की जर आिण फƅ जर मॅिटŌ ƛ इ̢ʬटőबल 
असेल तरच िनधाŊरक 0 आहे माफ करा जर आिण फƅ जर िनधाŊरक शूɊ असेल तर या मॅिटŌ ƛचा िनधाŊरक काय आहे ʉणून हा दुसरा 
मागŊ आहे ʉणून दोन पȠती दोन उम िनधाŊरक िनधाŊरक काय आहे ते कणŊ मॅिटŌ ƛ आहे ʉणून गुणधमाŊनुसार िनधाŊरक आहे  xyz 
आिण हे नॉन-एकवचनी आहे जर िनधाŊरक शूɊ नसेल तर उȋादन शूɊ नाही आिण आपण पाš शकता की तीच İ̾थती आहे जी xyz 
आपण येथे पाहतो की यापैकी Ůȑेक शूɊ शूɊ आहे तर ते शूɊ नाही आिण उलट शूɊ नाही तीच İ̾थती आहे जी आपʞाला Ůाɑ झाली
आहे ʉणून आपण पाहतो की हे आह असू शकते हे एक समतुʞ Ůकारचे ʩुȋȅी असेल अहो ȑा संयुƅ बȞल काय आपण या 
मॅिटŌ ƛǉा संलưकासह येऊ शकतो ʉणून ते आह होणार आहे Ůȑेक घटकाला ȑांǉा कोफॅƃसŊने बदलून िमळालेʞा मॅिटŌ ƛचे 
टŌ ाɌपोज करा
 ȑामुळे याचा कोफॅƃर काय आहे तो या मॅिटŌ ƛचा िनधाŊरक आहे ʉणजे गुणा आहे इथे काय आहे, तुʉी फƅ ही पंƅी आिण हाy z 
ˑंभ ɰॅक आउट केला तर तुʉी पहा.
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 मॅिटŌ ƛसह बाकी आहे Ǜामȯे शूɊाची एक पंƅी सारखीच तीन शूɊे आहेत आिण
 ȑामुळे ती येथे शूɊ असेल, उदाहरणाथŊ, जर तुʉी हा ˑंभ आिण ही पंƅी ɰॅक आउट केली तर आमǉाकडे फƅ हे चार घटक 
िशʟक आहेत.
  ʩा वापरǻाचे मागŊ या गोʼीचा िनधाŊरक शूɊ आहे असे ʉणायचे गुणधमŊ ʉणजे एक पंƅी शूɊ सेकंद आहे वरचा िũकोणी मॅिटŌ ƛ 
आहे Ǜामȯे कणŊ घटक शूɊ आहेत अनेक मागŊ आहेत िकंवा तुʉी ŮȑƗपणे िनधाŊरकाची गणना देखील कŝ शकता.
 आपण गणना करता की या सवŊ संǒा शूɊ असतील हे गुिणले असेल आिण हे गुिणले असेल हे एक कणŊ मॅिटŌ ƛ आहे ʉणूनx z x y 
टŌ ाɌपोज ˢतः ǉा समान आहे ʉणून हे फƅ पुɎा िलहायचे आहे होईल yzxzxy 
आिण बाकी सवŊ काही आहे  शूɊ ओके आिण ʩुǿम जो अह िनधाŊरकांनी भागाकार केलेला संयुƅ असेल  ठीक आहे ती अिभʩƅी 
तुʉी पाहाल की आʉी ला ने भागतो ʉणजे तुʉाला ने एक िमळेल ʉणजे ते काही नाही पण तुʉाला येथे जे िमळाले आहे yz xyz x 
ते तुʉी ने ने भागा आʉाला िमळेल  एक ओʬर हा घटक जो आपण ला ने भागतो ȑाला एक ओʬर xz xyz y xy xyz z 
िमळेल
 ȑामुळे आपण या अिधक औपचाįरक पȠतीतून िमळवलेली ही संǒा 
आपʞाला समान गोʼ देईल ʉणून औपचाįरकपणे िनधाŊरक पįरभािषत कŝन दोɎी आिण तपासणी कŝन देखील आʉी ȑाच t 
पȠतीचा िवचार कŝ, ʉणून या उदाहरणाचा उȞेश फƅ ठीक आहे असे ʉणणे आहे, असे नाही की 
जेʬा काही जादू असते तेʬा िनधाŊरक आणǻाचा हा काही जादूचा मागŊ आहे.
 आपण जॉइंटची ʩाƥा कशी करतो यात गंुतलेले आहे की आपण कसे आलो आहोत, एखाȨाला जोडणीची ʩाƥा करǻाची कʙना 
सुचली.
  हे उदाहरण समजून घेतʞावर की होय Ȫारे ʩुǿमाची ʩाƥा करणे ने अनुलưक घेणे आिण ȑास िनधाŊरकाने भाग करणे हे ah 
ठीक आहे, तर मग आपण मॅिटŌ ƛची गणना कशी कŝ शकतो याबȞलचे आपले आकलन ̊ढ िकंवा ठोस करǻासाठी याचे आणखी एक
उदाहरण पाš या.
  िनधाŊरक ʉणून यामȯे आपण दोन बाय दोन उदाहरण पाš आिण येथे एक संƥाȏक उदाहरण पाš तर आपण एक उदाहरण पाš जे 
दोन 1 3 2 आहे
 ȑामुळे कदािचत आपण येथे वेगवेगळे भाग घेऊ या ʩुǿमाची गणना करा ʉणा, आता या मॅिटŌ ƛकडे पहात असताना हे मॅिटŌ ƛ 
असǻाचे उदाहरण आहे फƅ तपासणी 
कŝन सामाɊ दोन बाय दोन मॅिटŌ ƛसाठी ʩȑय आणणे कठीण आहे.
 ʩुǿमासह ते देखील ठीक आहे परंतु आपण ते संरिचत मागाŊने कŝया यासाठी नेहमी ʩुǿमाची गणना करǻापूवŎ Ůथम आपण ते 
अİˑȕात आहे की नाही हे तपासले पािहजे, ʉणून Ůथम Ůʲ िवचारला पािहजे की ʩˑ अİˑȕात आहे का? ʩुǿम अİˑȇात आहे 
का आपण ते कसे तपासणार आहोत ते आपण Ůथम िनधाŊरकाकडे पाš चा िनधाŊरक काय आहे 2 2 4 वजा 3 4 वजा 3 1 आहेa um 
 ȑामुळे ʩुǿम अİˑȕात आहे कारण िनधाŊरक शूɊ नाही 
ठीक ठीक आहे मग पुढे  आपʞाला मािहत आहे की ʩुǿम अİˑȕात आहे पुढे आपण ȑाची गणना कशी कŝ शकतो आपण ȑाची 
गणना कŝ शकतो तो सांधा िनिʮत कŝन खरं तर येथे ʩˑ हा संयुƅ ǉा बरोबरीचा आहे कारण िनधाŊरक एक आहे तर तो सांधा y 
काय आहे तर ʩˑ काय आहे तर ʩुǿम हा चा संयुƅ असेल जो ʉणजे चा िनधाŊरक ʉणून तो संयुƅ Ţमवारीचा सांधा a  a a 
पुɎा काय आहे ʉणून मी ते येथे िलिहतो, कदािचत ते Ůȑेक घटकाǉा कोफॅƃरसह बदलून Ůाɑ केलेʞा मॅिटŌ ƛचे टŌ ा̢˙ोज आहे .
  दोन ʉणजे तीनचे दोन कोफॅƃर ʉणजे वजा एक कोफॅƃर 1 वजा 3 वजा येत आहे कारण तो दुस̴या रांगेत पिहʞा रकाɊात आहे
 ȑामुळे वजा 1 पॉवर 3 आिण नंतर जर तुʉी हा ˑंभ आिण ही पंƅी हटवली तर येथे 3 समान िमळतील ʉणजे हे 2 आहे.
 उणे तीन वजा एक आिण दोन आिण आता आपण तपासू शकतो ʉणजे आपʞाकडे दोन तीन आहेत एक दोन आिण दोन वजा तीन वजा
एक दोन िनधाŊरक एक आहे, तर हे असे आहे जे आपण या ʩाƥानात अɷासले आहे ते मॅिटŌ ƛ चा ʩˑ आहे का?  केस ʉणून um 
दोɎी तपासणे केʬाही चांगले आहे ʉणून आपण तपासू या की गुणाकार ʩुǿम ही ओळख आहे की नाही हे तपासूया, तर गुणाकार 
ʩुǿम काय आहे हे तपासू या तर या वेळा या ʉणजे पिहला घटक 2 गुिणले 2 अिधक 3 आहे गुणा उणे १ ʉणजे १ सेकंद i  s 2 
वेळा वजा 3 अिधक 3 वेळा 2
 ȑामुळे वजा 6 अिधक 6 की 0 ही नोदं 1 गुिणले 2 अिधक 2 वेळा वजा 1 आहे 0 आिण शेवटची नोदं 1 2 वेळा वजा 3 वेळा 2
 ȑामुळे 4 वजा 3 पुɎा एक आहे  जे अगदी ओळखीसारखे आहे ते सवŊ ठीक आहे ʉणून अं हे आह पूणŊ होते आपʞाला काय करायचे 
आहे ते ʉणजे आपʞाला ʩˑ आह ची गणना करायची आहे िकंवा एखादी गोʼ जी आपण थेट असे ʉणू शकत नाही की ʩुǿम आहे
 ȑामुळे ʩˑ काय आहे परंतु कदािचत दोन साठी दोन सामाɊतः  आपण सूũे घेऊन येऊ शकता हे कठीण आहे परंतु अशा Ůकारे 
आपण सामाɊ मॅिटŌ ƛसाठी ʩुǿमाची गणना कŝ शकतो आिण ȑात एका गोʼीचा उʟेख करणे देखील महȇाचे आहे की काही 
अथाŊने ʩˑ मोजǻाचे वेगवेगळे मागŊ आहेत .
  ȑांपैकी बŠतेकांमȯे िनधाŊरक महȇाची भूिमका बजावतात परंतु इतर मागŊ आहेत, उदाहरणाथŊ आह, आपण ʩुǿमाची गणना कशी 
कŝ शकतो
 ȑामुळे ʩुǿमांची बरोबर गणना कŝ शकतो, 
तर कोणते मागŊ आहेत जे आपण पािहले आहेत ते तपासणीȪारे आहेत आिण काही Ůकरणांमȯे असे घडते 
 ȑामुळे तपासणी कŝन माझे काही Ůकरणांसाठी तपासणी उदाहरणाथŊ, नंतर समायोजक आिण िनधाŊरक ची ही ʩाƥा ah ah 
वापŝन आहे Ǜाचा एक ɘस पॉइंट आहे जो आपʞाला तो सांधा मोजायचा की नाही हे देखील देतो की िनधाŊरक शूɊ आहे हे ah 
तपासून ते आपʞाला देते ʩुǿमाǉा अİˑȕाची अट ʉणून िनधाŊरक आिण संलưक वापŝन येथे बोनस असा आहे की जो एक अट 
Ůदान करतो ʩुǿमाचे अİˑȕ तपासǻासाठी एक अट Ůदान करतो  कदािचत इतर मागŊ देखील आहेत आिण फƅ हा िवषय पूणŊ 
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करायचा आहे  यासाठी एक साधे उदाहरण सादर करा आिण ते ʉणजे जर तुमǉाकडे 
बŠपदी समीकरण चे समाधान करणारे मॅिटŌ ƛ असेल तर काही Ůकरणांमȯे ते ʩˑ ची गणना करǻासाठी देखील ah a ah 
वापरले जाऊ शकते, िवशेषत: उदाहरणासाठी आʉी नुकतेच सादर केले आहे.ah 
  आ̱ ही नुकतेच मागील उदाहरणासाठी सादर केलेले उदाहरण जर तुʉी मागील उदाहरण चालू ठेवले तर मॅिटŌ ƛ जे  असेa 2 3 1 2
पįरभािषत केले आहे जे 

कŝ शकते  समीकरणाचे समाधान करǻासाठी दाखवा als o 
वगŊ वजा 4  अिधक समान 0 चे समाधान करते  ʩˑ िवहीरीची गणना करǻासाठी हे कसे वापरले जाऊ शकते याचा गुणाकार a i 
िवचार करा ʩˑ िविहरीची गणना करǻासाठी हे कसे वापरायचे याचा िवचार करा 
आपण ʩˑ गुणाकार कŝ शकतो तर आपʞाला ʩˑ गुणा सारखे समीकरण िमळेल ʉणून मी एका वगाŊǉा जागी गुणा वजा 4 aa 
केले आहे एक ʩुǿम ʉणून मी आȅाच हे 4 बाहेर घेतले आिण एक ʩˑ गुणा ʉणजे हे 0 आहे.a i 

 ȑामुळे यापैकी एक ʩुǿम गुणा आहे ओळख ʉणून ही ओळख पट आहे ही पुɎा ओळख आहेa a 
 ȑामुळे वजा 4 अिधक एक ʩˑ  कारण आयडŐिटटी टाइʈ कोणतेही मॅिटŌ ƛ हे मॅिटŌ ƛ असते िकंवा हे ʩुǿम 4 वजा ǉा i i a 
बरोबरीचे असते, चला तर मग हे तुʉाला ʩुǿम देते की नाही ते पाš या
 ȑामुळे 4 मला फƅ 4 0 0 4 वजा असेल आिण येथे िलिहले आहे ʉणून हे होईल  2 वजा 3 वजा 1 आिण 2 आिण थी  आधी a a s 
आपण काय करत होतो ȑावŝन आपण तपासू शकतो की हे 2 वजा 3 वजा 1 2 आपʞाला येथे िमळालेʞा सारखेच आहे
 ȑामुळे 
ʩुǿमाची गणना करǻाचा हा एक मागŊ नाही तर हा एक ʩˑ आहे
 ȑामुळे िवʷाची गणना करǻाचा दुसरा मागŊ बरोबर ʉणून फƅ पूणŊतेसाठी मी हे दाखवत आहे कारण अहो मी हे दाखिवǻाचे कारण 
ʉणजे उलटे िमळवǻाचे वेगवेगळे मागŊ आहेत ते ʉणजे तुʉी ȑा सांधे आिण िनधाŊरकाची गणना कŝन तपासणी कŝन आह आहात 
आिण हा एक मागŊ आहे Ǜामȯे  इतर मागŊ असू शकतात
 ȑामुळे फƅ उम िनधाŊरक महȕाचे आहेत परंतु अथाŊतच ʩˑ आह मोजǻाचा ते एकमेव मागŊ नाहीत आिण आपण ȑावर असतो 
तेʬा मला एक Ůʲ उȥवू शकतो की ठीक आहे की हे समीकरण आʮयŊकारकपणे कुठून येत आहे िकंवा कदािचत आʮयŊकारक नाही 
कारण िनधाŊरक खूप महȕाचे आहेत ही समीकरणे काही िविशʼ Ůकारǉा मॅिटŌ ƛǉा िनधाŊरकांकडे पाहǻाने येतात ʉणून हे समीकरण
तुʉी तपासू शकता लॅɾडा वजा िकंवा i a lambda i

वजा 2 चा िनधाŊरक ʉणून मॅिटŌ ƛ िमळवले तर येथे एक चल समीकरण आहे वजा 2 वजा 3  so lambda lambda lambda 
वजा 1 उणे 2 आिण जर तुʉी ला ǉा समान ठेवले तर तुʉाला होईल हे समीकरण िमळवा ʉणजे हे lambda lambda a ah 
तपासले जाऊ शकते , हे िनधाŊरक मॅिटŌ ƛ िमळिवǻात कशी मदत करतात या कʙनेशी थेट संबंिधत नाही परंतु सवŊसाधारणपणे आपण 
काय तपासू शकतो ते ʉणजे आपʞाकडे कोणतेही ˍेअर मॅिटŌ ƛ असʞास आिण मॅिटŌ ƛ लॅɾडा तयार केʞास  वजा a i a 
िनधाŊरक ƽा आिण नंतर ǉा जागी ƽा आिण जे काही आहे ते तुʉी ओळखीसाठी बदलू शकता मग आʉाला आढळेल lambda a 
की ते समीकरण मॅिटŌ ƛȪारे समाधानी आहे ʉणून जर तुʉी लॅɾडा बदलला तर ते समीकरण या पȠतीने Ůाɑ होईल Ǜामȯे a 
देखील समािवʼ आहे िनधाŊरक हे मॅिटŌ ƛȪारे सोडवता येǻाजोगे असू शकते आिण नंतर ती वˑुİ̾थती इतर काही समीकरणांमȯे देखील
वापरली जाते जेणेकŝन हा एक Ůगत िवषय आहे जो 
मॅटचे काही इतर गुणधमŊ पाहǻासाठी आहे.
  तांदूळ पण ते इथे मांडǻाचा माझा मुƥ हेतू असा आहे की इतर मागŊ असू शकतात पण हे िनधाŊरक देखील महȇाचे आहेत ʉणून आह
डीप िडटरिमनंट हे एक महȇाचे साधन आहे एक महȇाची संƥा चौरस मॅिटŌ ƛशी संबंिधत आहे अनेक मनोरंजक गुणधमŊ आहेत.
  भौिमितक कʙना काही बीजगिणतीय कʙना आह िनधाŊरकाचे ˢतः चे अितशय मनोरंजक गुणधमŊ आह काही आʉी येथे सादर केले 
आहेत उदाहरणाथŊ आह.
  मॅिटŌ ƛचा ʩुǿम शोधǻासाठी आिण िवशेषत: आपण जे िवधान केले आहे ते ʉणजे िनधाŊरक मॅिटŌ ƛची अपįरवतŊनीयता तपासǻात 
आिण ʩुǿमाची गणना करǻात मदत करतात आिण हे Ůमेयाचे महȇ होते जे आʉी सवŊ बरोबर मांडले.
  की मी हे ʩाƥान संपवतो आिण तुमचे लƗ िदʞाबȞल मी तुमचे आभारी आहे, धɊवाद 
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