
 മാْടി٧്ع വിപരീത׹ളിെല ഡിئർമിനന്റുകളുെട പ׸ിെനുׯറിتു׺ ഈ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, 
ഞ׹ൾ ഇവിെട എؓാണ് െചإാൻ ആْഗഹിؗുׯത്, ഒരു മാْടി٧عിന്െറ ഡിئർമിനന്റുകൾ 
കെ؇ؗു؋ത് ആദّം അത് വിപരീതമാേണാ അبേയാ എ്ؗ പരിേശാധിׯാൻ ഞ׹െള എ׹െന 
സഹായിുؗുׯെവ്ؗ കാണുക എؗതാണ് .  യഥാർ،؋ിൽ വിപരീതം കണׯാുׯക, അതിനാൽ ഒരു 
ഡിئർമിനന്റ് എ׹െന നിർവചിׯാെമ്ؗ മു്آ ഞ׹ൾ ക؇ു, ഒരു ഡിئർമിനന്റ് എ׹െന 
കണׯാׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു, അതിന്െറ മൂലّനിർ؉യ؋ിന് സഹായിؗുׯ വിവിധ ഡിئർമിനന്റ് 
േْപാؚർ؂ികൾ എ׹െന േനാׯാം എ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു , ഇവിെട ഞ׹ൾ ക؂ൂّآിംഗിെല 
ഡിئർമിനന്റുകളുെട ഒരു ْപേയാഗം േനാׯാൻ േപാകുؗു. മാْടി٧്ع വിപരീത׹ൾ അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
ഇേؚാൾ മാْടി٧്ع വിപരീത׹ളിൽ ഡിئർമിനന്റുകളുെട പ്׸ േനാׯാൻ േപാകുؗു , ഒരു കാരّം 
ഓർؗുׯത് നبതാണ്, ഒരു മാْടി٧്ع വിപരീതം േപാെലയാണ്, ഒരു മാْടി٧്ع വിപരീതെുׯ؋റി്׺ നأൾ 
എؓിന് ْശؑിׯണം, എؓുെകാ؇് വിപരീത׹െള െപാതുെവ ْശؑിׯണം ഒരു െമْടി٧عിന്െറ വിപരീത 
നിർവചനം നി׹ൾ ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ, നി׹ൾ്ׯ ഒരു ചതുര മാْടി٧്ع ഉെ؇׸ിൽ മെئാരു സ്കٔയർ 
െമْടി٧്ع ആണ്, അതായത് ഒരു തവണ b b 
അ׹െന േബാ؂ിന്െറ െമْടി٧്ع ഗുണനം  ഇടതുവശു؋ം വലു؋ം a, b h 
അ׹െന എؗത് എؗത് ഐഡന്റിئി െമْടി٧عിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ അത് ഒരു ab ba 
വിപരീത؋ിന്െറ നിർവചനമാണ്, കൂടാെത ഞ׹ൾ ഒരു മാْടി٧عിന്െറ വിപരീതെ؋ ഒരു പവർ 
ൈമനസ് 1 െകാ؇് സൂചിؚിുؗുׯ. അതിനാൽ നമു്ׯ യുെട വിപരീത വിപരീത മാْടി٧്ع ഉ؇്  a matrix 

എؗത് ഇതാണ് ഇേؚാൾ a aa inverse equal to a inverse a is equal to identity , 
വിപരീത؋ിന്െറ െനാേ؂ഷൻ െനാേ؂ഷൻ ഇവിെട ഒരു വിപരീത؋ിന്െറ ْപധാന ആശയം എؓാണ്, 
അതിനാൽ എؓാണ് വിപരീത ആശയം, അതിനാൽ നമു്ׯ മറׯാം  െമْടി٧ുع കൾ അെ׸بിൽ നമു്ׯ 
ഒരു സ്െകയിലർ അبാെത മെئാؗുമب ലളിതമായ ഒരു െമْടി٧്ع േനാׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ നآർ ര؇് 
പറയാം, എؓുെകാ؇ാണ് നأൾ 2 ന്െറ വിപരീതെുׯ؋റി്׺ സംസാരിؗുׯത് േപാെല 2 ന്െറ 
വിപരീതെുׯ؋റി്׺ സംസാരിׯേണാ, അത് ആവശّമാേണാ? നി׹ൾ്2 ׯ മട്׹ ന് തുലّമായ x 1 
ഒരു പദْപേയാഗേമാ സമവാകّേമാ ഉെ؇׸ിൽ ശരി പറയുക , നأളിൽ പലർുׯം എ׹െന x 
പരിഹരിുׯം, അത് വളെര ലളിതമായിരിׯാം ശരി ര؇് ഒؗിന് തുലّം എؗാൽ പകുതി്ׯ x x 
തുലّമാണ് എؗാൽ എؓാണ് അടിرാന ആശയം എ׹െന  ഇത് മാْടി٧്ع വിപരീതവുമായി ah 
ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ശരി, നി׹ൾ്ׯ ര؇് തവണ ഒؗിന് തുലّവും ഇതു ര؇ും l x 
േപാെലയുت ഒരു സമവാകّം ഉെ؇׸ിൽ, നി׹ൾ്ׯ ഇതിെന പئി ഒ്ؗ മാْടി٧്ع അെ׸بിൽ സ്െകലാർ 
തുലّമായി ചിؓിׯാം ഇത് എ׹െന പരിഹരിׯാം ര؇ിന്െറ വിപരീതം കെ؇؋ാനുت വഴിയു؇് 
ര؇ിന്െറ വിപരീതം അത് ആവശّമാേണാ, അതിനാൽ അടിرാനപരമായി ഞ׹ൾ പറയുؗത് ഗുണന 
വിപരീതം എؗ ആശയം ഉ؇്, അതായത് നി׹ൾ രെ؇؉ം പകുതി സംഖّ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ര؇് 
പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ അبാെത നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ചിലതിൽ ഉت ഒؗാണ് ഗുണനസٔഭാവം 
മനشിലാുؗുׯ, ആ സമവാകّം പരിഹരിؗുׯതിൽ നأൾ എؓാണ് െചؗുإത്, നأൾ ര؇് 
വശ׹െളയും പകുതി െകാ؇് ഗുണിുؗുׯ, തുടർ്ؗ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് എؗത് പകുതിയാണ്, x 
അതിനാൽ നമു്2 ׯ തുലّമാണ് 1, അതിനാൽ ഇരുവശ׹െളയും 2 െകാ؇് ഗുണിുؗുׯ ൈമനസ് 1 x 
അതിനാൽ നി׹ൾ്2 ׯ ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് തവണ എؗത് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ്, കൂടാെത ഇത് x 
ഒؗാെണ്ؗ ഹരണ ഗുണനെ؋ എ׹െന നിർവചിുؗുׯെവ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം , അതായത് ര؇് x 
ശװി ൈമനസ് 1 അെ׸بിൽ പകുതി ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഇതാണ്  ഗുണനം വിശാലമായി പറ؁ാൽ 
ഞ׹ൾ ഒരു മാْടി٧്ع വിപരീത വലത് എؗ സ׸ൽؚ؋ിേല്ׯ വികസിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് 
വിശാലമായി നأൾ പറയുؗത് നമു്ׯ ഒരു വിപരീതം േവണം, എؓുെകാ؇ാണ് നമു്ׯ ഒരു മാْടി٧്ع 
വിപരീതം േവ؇ത് , കാരണം ഇവിെട നമു്ׯ ര؇് തവണ തുലّമാണ് ഒؗിേല്ׯ നമു്ׯ ഒരു െപാതു x 
മാْടി٧്ع സമവാകّം ഉ؇ായിരിׯാം, അത് എؗത് ന് തുലّമാണ് , ഇവിെട എؗത് ഒരു സ്െകയിലർ x b x 
മാْതമب െവക് ടറും ആണ്, അത് ആണ്, തുടർ്ؗ അത് പരിഹരിׯാനുت ഒരു മാർ״ം മാْടി٧്ع b 
വിപരീതമായി കെ؇؋ി ഗുണിുׯക എؗതാണ്.  ര؇് വശ׹ളും തുടർ്ؗ ന് ഒരു പരിഹാരം േനടുക, x 
അതിനാൽ നമു്ׯ മാْടി٧്ع സമവാകّ؋ിനായി ഉപേയാഗിׯാം, നമു്ׯ ഒരു സമവാകّം എ׹െനയു؇് , 

ന് തുലّമായ ഒരു സമവാകّ േകാടാലി പരിഗണിുׯക, ഇത് മാْടി٧عിന്െറ െപാതുവായ ആണ്, b n n 
അതിനാൽ നമു്ׯ വിപരീതമായി ഒരു വിപരീതം കെ؇؋ാൻ കഴിയുെമ׸ിൽ നി׹ൾ 
ഇടതുവശتു؋ െന ഗുണിുׯക, ah-
അ׹െന നി׹ൾ ഒരു വിപരീത സമയ േകാടാലി ന് തുലّമായി പറയും, അത് വിപരീത സമയ േകാടാലിb 
നൽകും, അത് വിപരീത സമയ േകാടാലി നൽകും , തുടർ്ؗ ഇത് െവക്ئർ ന്െറ ഐഡന്റിئിയും x 
ഐഡന്റിئി സമയവും മാْതമാണ്.  ഒരു വിപരീത ആണ്  ഈ മാْടി٧്ع സമവാകّ׹ൾ പരിഹരിׯാൻ bs 
ْശമിؗുׯതിന് ഒരു മാْടി٧عിന്െറ വിപരീതം ഉ؇ാകാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിؗുׯത് അതുെകാ؇ാണ് , 
ര؇് എؗ സമവാകّ؋ിന് ഒേؗാ രേ؇ാ തുലّമായ ഒരു സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാരം x x 
എؓാെണ്ؗ കെ؇ؗു؋തിനുت ഈ ബീജഗണിത ആശയ؋ിന്െറ േനരിت؂ു 
സാമാനّവൽׯരണമാണിത് .  മൂ്ؗ നി׹ൾ ഗുണന വിപരീതം െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ പകുതി ഉം 
തീർ׺യായും നമുׯറിയാം ര؇ിന് പകരം നമു്ׯ പൂജّം സംഖّയുെ؇׸ിൽ സമവാകّം 
പരിഹരിؗുׯത് വളെര ബുؑിമു؂ാണ്, കാരണം പൂജّ؋ിന്െറ തവണ ഒؗിന് തുലّമാണ്, എؓാണ് x 
പരിഹാരം ?  ഡിئർമിനന്റുകെളുׯറിتു׺ ഈ ആശയ؋ിലൂെട ഈ ْപഭാഷണ؋ിലൂെട നأൾ 
കാണും, ഇത് എْതേ؋ാളം ْപധാനമാെണ്ؗ ഇേؚാൾ വؗിരിׯണം , ശരിയാׯാൻ ْശമിؗുׯതിൽ 
താേׯാൽ വഹിؗുׯ മാْടി٧്ع യുെട ഡിئർമിനന്റിേല്ׯ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, എؓാണ് a 
ഇൻെവർ؂ിബിലിئി നിലനിൽؗുׯത് വിപരീതം നിലവിലുേ؇ാ, വിപരീതം എ׹െന കണׯാׯാം, 
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അതാണ് ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ െചإാൻ ആْഗഹിؗുׯത്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഒരു മാْടി٧്ع 
പൂജّമെ്ؗب നിർ؉യിؗുׯ ഒരു മാْടി٧്ع ഉെ؇׸ിൽ, വിപരീതം നിലവിലുെ؇ؗും നമു്ׯ എ׹െന 
കഴിയുെമؗും കാണിׯാൻ നി׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ ഡിئർമിനന്റും മെئാരു അളവും ഉപേയാഗി്׺ ഒരു 
മാْടി٧عിന്െറ വിപരീതം നിർവചിുׯക, അതിനാൽ അത് ْപഭാഷണ؋ിന്െറയും  ലّײമാണ്, പേײ 
ആശയം വളെര ലളിതമാണ് , ْശമിׯാനുت ഒരു വّവر ലഭിؗുׯതിനുت ഒരു മാർഗം ഞ׹ൾ 
തിരയുؗു എؗതാണ്. മാْടി٧്ع സമവാകّ׹ൾ എ׹െന പരിഹരിׯാെമ്ؗ േനാൂׯ, ഈ 
സٔഭാവ؋ിലുت മ്ئ ْപٍ׹٠ൾ നമു്ׯ എ׹െന പരിഹരിׯാെമ്ؗ േനാൂׯ, 
അ׹െനയാണ് ْപഭാഷണ؋ിന്െറ ലّײം ശരി, അതിനാൽ ഇൻെവർ؂ിബിലിئി പരിേശാധിؗുׯതിൽ  
ഡിئർമിനന്റുകളുെട ഉപേയാഗം മാْടി٧عിന്െറ അനؓതയാെണ്ؗ കാണിുׯക എؗതാണ് ലّײം.  ഒരു
കാരّം , യഥാർ،؋ിൽ അത് ശരിയായി കണׯാׯാൻ, നമു്ׯ ഇേؚാൾ ആരംഭിׯാം ഒരു െപാതു ah 
െമْടി٧്ع എ׹െന ഉ؇ാׯാം എ്ؗ നമു്ׯ മൂ്ؗ മൂ്ؗ മാْടി٧്ع കൂടുതൽ െപാതുവായി ഒരു ൈബ n n 
മാْടി٧്ع എ്ؗ പറയാം, 
അ׹െന നമു്ׯ മാْടി٧عിന്െറ വിപരീതം എ׹െന ലഭിുׯം ഇവിെടയുت ആശയം ഒരു 
ഡിئർമിനന്റിന്െറ നിർവചന؋ിന്െറ സംേയാജനമാണ്, കൂടാെത ഡിئർമിനന്റ് എؗത് ഒരു 
വരിയുെടേയാ ഒരു നിരയുെടേയാ മൂലക׹ളുെട ഗുണന؋ിന്െറ ആെകു؋കയാണ് എ്ؗ ഞ׹ൾ 
ْപേതّകം േനാׯിയ േْപാؚർ؂ികളിൽ ഒؗാണ്.  അവയുെട അനുബؖ േകാഫാക് ടറുകൾ ഒരു 
നിർ؉ായകമാണ്, നി׹ൾ മെئാരു വരിയുെടേയാ നിരയുെടേയാ േകാഫാعറٚുകൾ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ,
ആ തുക പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ അടിرാനപരമായി ഈ ആശയം എെؓ׸ിലും ഒരു 
ഡിئർമിനന്റ് ആണ്, എെؓ׸ിലും 0 േല്ׯ േപാകുؗു ഒരു മാْടി٧عിന്െറ െപാതുവായ വിപരീതം 
രൂപെؚടുؗു؋തിനുت േകാഫാക് ടറുകൾ ഇവിെട ആരംഭിׯാൻ അനുേയാജّമായ رലം  ൈബ 3 3 
മാْടിക് സിൽ ആരംഭി്׺ േകാള׹ൾ േനാുׯക എؗതായിരിുׯെമ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗു, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ْതീ ൈബ ْതീ മാْടിക് സ് േനാׯാം ْതീ ൈബ ْതീ പരിഗണിുׯക എؓാണ് െപാതുവായ matrix 
സാഹചരّ؋ിൽ നأൾ 1 1 ഉം a 1 2 a 1 3 a 2 one a two two a two three a three one a three 

ഉം എبാം ഇേؚാൾ ഉപേയാഗി׺ിരിؗുׯത് െന േകാഫാعറٚായി two two three three AIj 
സൂചിؚിുׯകയാെണ׸ിൽ എؗതാണ്.  എؗിവ യഥാْകമം വരികളുെടയും നിരകളുെടയും i, j 
സൂചികകളാകുؗ എؗ മൂലക؋ിന്െറ,  ഓേരാ മൂലകവും മാئിرാപിׯെؚടുؗ ഒരു AIj 
മാْടി٧عിന്െറ ْടാൻസ്േപാസ് എടുؗുׯതിലൂെട ബؖെؚ؂ിരിؗുׯ മാْടി٧്ع ആയ ഒരു മാْടി٧عിന്െറ ഒരു 
അനുബؖ ആശയം നിർവചിുׯക എؗതാണ് ഇവിെട നأൾ െചേإ؇ത്.  വഴി  അവയുെട അനുബؖ 
േകാഫാعറٚുകൾ അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് എഴുതെ؂, ഞാൻ അത് വീ؇ും പറയാം, അതിനാൽ  ഓേരാ 
മൂലകവും അവയുെട അനുബؖ േകാഫാعറٚുകൾ ഉപേയാഗി്׺ ലഭി׺ മാْടി٧عിന്െറ ْടാൻസ്േപാസ് ആയി 
നി׹ൾ ഈ മാْടി٧عിന്െറ സംയുװെ؋ നിർവചിുׯം. a two one a two a two three a three one a

അതിനാൽ ഒരു മാْടിക് സിന്െറ അഡ് േജായിന്റ് എؗത് ഒരു three two a three three, 
മാْടിക് സിന്െറ ْടാൻസ് േപാസ് എടുؗുׯതിലൂെട ലഭിുؗുׯ, അവിെട ഓേരാ മൂലകവും അതിന്െറ 
േകാഫാعർٚ ഉപേയാഗി്׺ ശരിയാുؗുׯ, അതിനാൽ ഒരു മാْടിക് സിന്െറ േജായിന്റ് നിർവചിׯെؚടുؗു. 
ഓേരാ മൂലകെ؋യും അനുബؖ േകാഫാക് ടർ ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിؗുׯതിലൂെട ലഭി׺ ഒരു 
മാْടിക് സിന്െറ ْടാൻസ് േപാസ് വഴി, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ, ഈ മൂ്ؗ ൈബ ْതീ േകസിൽ നമു്ׯ മാْടിക് സ്
ഉ؇്, ഒ്ؗ ര؇് , ഒ്ؗ മൂ്ؗ , ആഹ്, ര؇്, ഒരു ര؇ാം നിര, ആദّ നിര ര؇ാം നിര, ര؇ാം നിര, മൂؗാമത്  
നിര മൂؗാം നിര ഒؗാം നിര മൂؗാം നിര ര؇ാം നിര മൂؗാം നിര മൂؗാം നിര ശരി, അതിനാൽ ഇതാണ് 
മാْടി٧്ع, ഓേരാ മൂലകവും അതിന്െറ േകാഫാ്ׯ ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിؗുׯ മാْടി٧عായി അതിന്െറ 
ഒരു േജായിന്റ ്ലഭിുׯം  ഉം ഉം മാئിرാപിׯെؚടുؗു, പേײ ْടാൻസ് േപാസ് tor a one two 
എടുുׯേآാൾ അത് ഇവിെട വരും, ഇവിെട ഒരു ْതീ അഹ് ഒേര ര؇് ഒؗായിരിുׯം, കാരണം ഞ׹ൾ 
ഇവിെട മൂലകെ؋ േകാഫാعർٚ ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിുؗുׯ, തുടർ്ؗ ْടാൻസ് േപാസും തുടർ്ؗ ah 
ര؇് ര؇് ഇവിെട ഒരു ര؇് മൂ്ؗ ഒേര, ഇത് മൂ്ؗ ഒ്ؗ മൂ്ؗ ര؇് , പിെؗ മൂ്ؗ മൂ്ؗ എبാം ശരിയാണ്, ഇത് 
േജായിന്റ ്ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇതിെന മാْടി٧്ع എ്ؗ വിളിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ഒരു 
വല؋ിന്െറ േജായിന്റ ്െകാ؇് സൂചിؚിുׯം, അതിനാൽ ഇവിെട ഒരു  ഈ അഡ് േജായിന്റുമായി 
വരുؗതിന് പിؗിെല ആശയം മനസിലാׯാൻ ഇവിെട ഇേؚാൾ ഒരു സംയുװമാണ്, നമു്ׯ matrix 
അവരുെട മാْടി٧്ع ഉൽؚؗ؋ിന്െറ ചില നിബؖനകൾ എبാം ശരിയായി കണׯാׯാം, നി׹ൾ a 
യുെട ഉൽؚؗം സംْഗഹിുׯേآാൾ നി׹ൾ വരിെയ ഗുണിുׯേآാൾ എ്ؓ സംഭവിുׯം എؗതിന്െറ 
ഈ ഗുണ׹ൾ ഇത് ഉപേയാഗിുׯം. മെئാരു വരിയുെട േകാഫാعറٚുകളുت വരികൾ വലതുവശ്؋, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് േനാׯാം, അതിനാൽ ഈ മാْടി٧്ع ഉൽؚؗ؋ിെല ആദّ േടം 
എؓായിരിുׯെമؗതുമായി ബؖെؚ؂ിരിؗുׯ മാْടി٧്ع എؓായിരിുׯം, ഇത് 1 1 തവണ ഒؗിൽ ഒ്ؗ 
 ം  മൂലധനം ഒരു ര؇് പി  lus a one three times capital a oneുׯസ് ഒ്ؗ ര؇് തവണ ആയിരി؛

അതിനാൽ ഈ പദْപേയാഗം ഒരു ഡിئർമിനന്റ് ശരിയുെട നിർവചനം മാْതമാെണ്ؗ three right, 
നി׹ൾ്ׯ മനشിലാׯാൻ കഴിയും , വാُവٝ؋ിൽ നമു്ׯ ഇതിെന ഡിئർമിനന്റ് ഉപേയാഗി്׺ 
മാئിرാപിׯാം, അതിനാൽ ഇത് ര؇ാമെ؋ േകാള؋ിന്െറ കാരّ؋ിന്െറ നിർ؉ായകമبാെത 
മെئാؗുമب ഇവിെടയുت ര؇ാമെ؋ എൻْടി അതിനാൽ ഇത് ര؇ാമെ؋ നിര െകാ؇് ഗുണി׺ ആദّ 
വരി ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ഒ്ؗ ഒ്ؗ ര؇് ഒ്ؗ ؛സ് ഒ്ؗ ര؇് ര؇് ര؇് ര؇് ؛സ് ഒ്ؗ മൂ്ؗ ര؇് 
മൂ്ؗ ആകും അതിനാൽ നി׹ൾ ഇത് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ എ٧്ْعപഷൻ എؗത് മാْടി٧عിന്െറ ആദّ 
വരിയിെല മൂലക׹ളുെട ഒരു ഗുണന؋ിന്െറ ആെകു؋കയാണ്.  എؗാൽ رല؋ിന്െറ 
കാരണ׹ളാൽ എനി്ׯ അത് ഇവിെട എഴുതാൻ കഴിയിب, പേײ നമു്ׯ ഒരു പദം കൂടി വിലയിരു؋ാം, 
അത് ര؇ാമെ؋ വരിയിലും ആദّ നിരയിലും ഉت ഉൽؚؗ؋ിെല പദമായിരിׯെ؂, അതിനാൽ ഈ 
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പദം എؓാെണ്ؗ ഇവിെട വിലയിരു؋ാം അത് ആയിരിുׯം േജായിന്റിന്െറ ആദّ നിര െകാ؇് 
ഗുണി׺ാൽ അത് ര؇ാമെ؋ വരി ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ഒരു 2 1 ؛സ് ؛സ് a 1 1 a 2 2 a 1 2 

ആയിരിുׯം. അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ പദം േനാׯിയാൽ എؓാണ്  ഇത് ആദّ വരിയിെല a 2 3 a 1 3 
േകാഫാعറٚുകളുت ര؇ാമെ؋ വരിയിെല മൂലക׹ളുെട ആെകു؋കയാണ്, അതിനാൽ ഇത് 
പൂജّ؋ിേല്ׯ മൂലّനിർ؉യം െചؗുإ േْപാؚർ؂ി അനുസരി്׺ ഇേؚാൾ നമു്ׯ നാലാമെ؋ തുക 
െചإാം  െപാതുവായ ആശയം, എبാ ഡയഗണൽ ഘടക׹ളും ഡിئർമിനന്റ് അبാെത മെئാؗുമാകിب, 
കൂടാെത എبാ ഓഫ് ഡയഗണൽ ഘടക׹ളും പൂജّ׹ളായിരിുׯം, അതിനാൽ അؓിമ ഉ؋രം 
ഇവിെടയു؇്, ഇത് നി׹ൾ്ׯ മൂെؗ؉ം മാْതമب െചإാൻ കഴിയൂ.  ْതീ മാْടിക് സ് എؗാൽ ഒരു ൈബ n n
മാْടിക് സിന് െപാതുെവ നأൾ ഇവിെട എു؋ം, അതിനാൽ ഇത് മൂ്ؗ ൈബ ْതീ മാْടിക് സ് ആണ്, ഇത് 
മൂ്ؗ ൈബ ْതീ മാْടിക് സ് ആണ്, ഈ ഉൽؚؗവും മൂ്ؗ ൈബ ْതീ മാْടിക് സ് ആയിരിുׯം , അതിൽ നി്ؗ
ഡയഗണൽ എൻْടികൾ മാْതമായിരിുׯം ഇവിെട നി്ؗ വരുؗ ഒരു പൂജّം മെئാരു പൂജّം, അതായത് i 
ഈ പൂജّം ഇവിെട നി്ؗ വരുؗു എ്ؗ പരിേശാധിׯാൻ നി׹െള േْപാ؏ാഹിؚിുׯക , ഇതും യുെട a 
പൂജّം പൂജّം ഡിئർമിനന്റിന്െറ നിർ؉ായകമായിരിുׯം, ഇത് യുെട നിർ؉യം 3 ൈബ 3 മാْടി٧്ع a 
ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു സമയെ؋ നിർ؉യിുׯം  ഐഡന്റിئി മാْടി٧്ع ആദّമായി ഞാൻ മൂؗായി 
മൂؗായി എഴുതെ؂, എؗാൽ െപാതുേവ, ഐഡന്റിئിയുെട മാനം എؓാെണ്ؗ സؕർഭ؋ിൽ നി്ؗ 
നമു്ׯ മനشിലാׯാൻ കഴിയും , അതിനാൽ അത് അവിെടയു؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു മാْടി٧്ع ഉ؇്, 
ആഹ് അതിെന അതിന്െറ േജായിന്റ ്െകാ؇് ഗുണി׺ിരിുؗുׯ.  ഇവിെട നിർവചി׺ിരിؗുׯതും ഈ 
രീതിയിൽ ആ സംയുװെ؋ നിർവചിؗുׯതിനുت കാരണം ഡയഗണൽ പദ׹ൾ മാْതേമ 
ഡയഗണൽ പദ׹െള നിർ؉യിൂتുؗുׯ എؗ ഈ ആശയം കാണാൻ കഴിയുക എؗതാണ് പൂജّമാണ്, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് رിരമായി എഴുതാം, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ എبാം ഐഡന്റിئി മാْടി٧عിന്െറ 
 ർമിനന്റ് , എؓുെകാ؇് ഈ ْപധാന കിണർ ْപധാനമാണ്, കാരണംئിരമായ സമയമാണ് ْപധാന ഡിر
ഒരു െമْടി٧്ع വിപരീത؋ിനായി തിരയുേآാൾ, ഐഡന്റിئി്ׯ തുലّമായ തര؋ിൽ മാْടി٧عിെന um 
ഗുണിׯാൻ ഞ׹ൾ എെؓ׸ിലും തിരയുؗു. ഇവിെട നമു്ׯ തുലّമായ ര؇് ഭാഗം ലഭി׺ി؂ിب, പേײ 
ഒരു ഐഡന്റിئി്ׯ ആനുപാതികമായ എെؓ׸ിലും ഞ׹ൾ്ׯ ലഭിു׺, അതിനാൽ നമു്ׯ കഴിയും, 
പേײ ഇത് ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ആ മാْടി٧്ع നിർവചിׯാം, അത് ആ സ്കٔയർ മാْടി٧്ع െകാ؇് 
ഗുണി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ ഐഡന്റിئി നൽകും, അത് എ്ؓ െചുإം  മാْടി٧്ع ആകെ؂, അത് യുെട a 
ഡിئർമിനന്റിനാൽ ഹരി׺ാൽ േവർതിരിؗുׯ ഒരു അഡിേയായന്റ് അبാെത മെئാؗുമാകിب, 
അതിനാൽ നأൾ ഇേؚാൾ എഴുതാൻ ആْഗഹിؗുׯ സമവാകّം ഉ؇ാׯാൻ ആْഗഹിؗുׯ 
ْപُാٝവനയാണ്, യുെട ഒരു േജായിന്റ ്ഒരു തവണ ഡിئർമിനന്റിന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കെ؇؋ി .a 
 ഒരു ൈടം ഐഡന്റിئി , കൂടാെത നأൾ ഇേؚാൾ ഒരു േജായിന്റ് ഗുണിؗുׯതിന് പകരം 
സമയ؋ിന്െറ ഐഡന്റിئിയുെട നിർ؉ായകമായി വരുؗ ഒരു സമയ؋ിന്െറ േജായിന്റ ്എ്ؗ 
പറ؁ാൽ , ഈ സമവാകّ׹ൾ സംേയാജിؚി്׺ നമു്ׯ ഒരു തവണ എ്ؗ എഴുതാം  യുെട a 
അഡ് േജായിന്റ ്ഒരു സമയ؋ിന്െറ അഡ് േജായിന്റിന് തുലّമാണ് ഒരു സമയ؋ിന്െറ നിർ؉യ؋ിന് a 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട ഒരു ْതീ ൈബ ْതീ മാْടിക് സ് അെ׸بിൽ േജായിന്റ ്അെ׸بിൽ േഫസർ 
ْതീ ْതീ ْതീ മാْടിക് സ് ഇതാണ് സ്െകയിലർ ഇത് മൂ്ؗ മൂ്ؗ മാْടിക് സ് അെ׸بിൽ മتുئവയിൽ  
വാുׯകൾ ഞ׹ൾ യുെട ഡിئർമിനന്റ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഒരു േജായിന്റ് ഒരു തവണ പറയാം, a a 
യുെട ഡിئർമിനന്റ് െകാ؇് യുെട അഡിേയായിന്റ് തുലّമാണ്, ഇത് ഡിئർമിനന്റ് 0 a 
ശരിയبാ؋േؚാൾ നമു്ׯ എഴുതാം, കൂടാെത വിപരീതമായി താരതമّം െചᅃٝാൽ  ഒരു വിപരീത aa 
ഐഡന്റിئി്ׯ തുലّമായ ഐഡന്റിئിെയ നിർവചിؗുׯ സമവാകّമാണ്, ഒരു വിപരീതം യുെട a 
ഡിئർമിനന്റ് പൂജّമെ׸بിൽ, യുെട ഡിئർമിനന്റ് െകാ؇് യുെട അനുബؖ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ a a 
നമു്ׯ ലഭിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ചതുര؋ിന്െറ വിപരീതം എ׹െന കണׯാׯാം പൂജّമبാ؋
ഡിئർമിനന്റ് ഉت മാْടി٧്ع, ഒരു േജായിന്റിൽ നി׹ൾ നിർവചിؗുׯത് മെئാؗുമب, ഓേരാ 
മൂലകെ؋യും അവയുെട അനുബؖ േകാഫാعറٚുകൾ ഉപേയാഗി്׺ മാؗുئതിലൂെട ലഭിؗുׯ ഒരു 
മാْടി٧عിന്െറ ْടാൻസ്േപാസ് അبാെത മെئാؗുമب.  നأൾ ഇേؚാൾ ക؇തിന്െറ സാമാനّവൽׯരണം, 
േജായിന്റ ്ഡിئർമിനന്റും വിപരീതവും തأിലുت ഈ ബؖം നമു്ׯ െകാ؇ുവരാൻ കഴിയും, 
അതിനാൽ വിപരീത؋ിന്െറ നിർവചിؗുׯതിൽ ഇേؚാൾ ഒരു പ്׸ വഹിؗുׯ ഡിئർമിനന്റുകളുെട 
ഈ ْപധാന സംഖّ ഇതാ .  തുട؋ׯിൽ ഞ׹ൾ വിവരി׺ കാരണ׹ളാൽ ْപധാനെؚ؂ ഒരു മാْടി٧്ع ശരി, 
അതിനാൽ വിപരീതം എ׹െന േനടാം എؗതിന്െറ അടിرാന؋ിൽ ഞ׹ൾ പറയാൻ 
ആْഗഹിؗുׯത് ഇതാണ്, മാْടി٧عിന്െറ വിപരീത؋ിന് പിؗിെല ചില ആശയ׹ളും ഡിئർമിനന്റ് 
എ׹െനയും േനാׯാം  ഒരു ْപധാന പ്׸ വഹിുؗുׯ , ഇവിെട എ׹െന പറയാെമ്ؗ ْപേതّകം 
പറയുؗത് ഉൾെؚെട, ഡിئർമിനന്റ് 0 അെ׸بിൽ ശരി എ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, അതായത് വിപരീതം 
നിർവചിׯാൻ കഴിയുേآാൾ , ശരി എ്ؗ പറയും, നമു്ׯ അത് കൂടുതൽ ശװമായ ْപُാٝവന നട؋ാം 
ശരി എؗാൽ മു്آ  ഞ׹ൾ അത് െചുؗുإ , ഈ അനുബؖവും ഒരു മാْടി٧്ع ആെണ്ؗ ഇവിെട 
ചൂ؇ിׯാണിؗുׯത് ْപധാനമാെണ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗു, വാُവٝ؋ിൽ ഇത് ْപാരംഭ മാْടി٧عിന്െറ അേത
ْകമ؋ിലുت ഒരു മാْടി٧عാണ്, മാْതമب ഈ അഡ് േജായിന്റിന്െറ ഡിئർമിനന്റിെനുׯറി്׺ നമു്ׯ എ്ؓ
പറയാൻ കഴിയും  അർ،മാൂׯ, ഇേؚാൾ ഉയരുؗ സٔാഭാവികമായ ഒരു േചാദّം നأൾ െമْടി٧ുع കൾ 
േനാുׯേآാൾ എؓാണ് നിർ؉ായകം, ഇതിൽ നി്ؗ നമു്ׯ ഇേؚാൾ േനാׯാൻ ആْഗഹിؗുׯ 
േജായിന്റ ്ഡിئർമിനന്റ് െകാ؇ുവരാൻ കഴിയുേമാ, അതിനാൽ ഇവിെട ْശؑിുׯക  അനുബؖ 
വല؋ിന്െറ നിർ؉യം എؓാണ്, അതിനാൽ ആ േജായിന്റ ്ആയുെട നിർ؉യം എؓാണ് , ഈ 
േചാദّ؋ിന് ഉ؋രം നൽകുേآാൾ , സٔതْؓ ഉപേയാഗ؋ിന് സٔതْؓ ْപാധാനّമുت ഒരു േْപാؚർ؂ി 
ഞ׹ൾ ْപُാٝവിേׯ؇തു؇്, അതാണ് ര؇് ചതുര െമْടി٧عിന്െറ ഉൽؚؗ؋ിന്െറ നിർ؉യം 
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േപാകുؗത് ഞ׹ൾ ഉപേയാഗിؗുׯ േْപാؚർ؂ി അവയുെട ബؖെؚ؂ ഡിئർമിനന്റുകളുെട 
ഉൽؚؗമായിരിׯാം, ഞ׹ൾ ഉപേയാഗിؗുׯ േْപാؚർ؂ി ഞ׹ൾ ഉപേയാഗിുؗുׯ  യുെട യുെട a b 
നിർ؉യ ഘടകം യുെട സമയ നിർ؉യ؋ിന് തുലّമാണ്, ഇവിെട എؗിവ ചതുര b a, ba, b 
െമْടി٧ുع കളാണ് നി׹ൾ്ׯ പരിേശാധിׯാൻ കഴിയുؗ ചില ലളിതമായ ഉദാഹരണ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ah 
ഇതാണ് ഈ േْപാؚർ؂ിയുെട െതളിവിേല്ׯ ഞ׹ൾ ഇവിെട കടׯിب, പേײ ഇത് 
അ׹െനയാേണാ എ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ പരിേശാധിׯാം ഓ ഉപരിതല؋ിൽ ഇത് ഒരു ലളിതമായ േْപാؚർ؂ി 
േപാെലയായിരിׯാം, പേײ നി׹ൾ്ׯ ഉെ؇׸ിൽ അത് എبായ്േؚാഴും 
അ׹െനയب  ര؇് െമْടി٧ുع കളുെട ആെകു؋ക ഡിئർമിനന്റിന് അവയുെട ഡിئർമിനന്റുകളുെട 
ആെകു؋ക ആ മൂലّ؋ിന് തുലّമാേׯ؇ ആവശّമിب, എؗാൽ ഉൽؚؗ؋ിന്െറ ഈ 
സാഹചരّ؋ിൽ അത് സംഭവിؗുׯത് ൽ ആണ്.  ْശേؑയമായ ഒരു േْപാؚർ؂ി ആയി ْപവർ؋ിുׯക f-
, അത് എ׹െന ْപവർ؋ിുؗുׯ എؗറിയാൻ നമു്ׯ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം, ഉദാഹരണ؋ിന്, 
നി׹ൾ മാْടി٧്ع െയ ഒ്ؗ ര؇് ര؇് ആയി എടുുׯക, അതിന്െറ നിർ؉യം എؓാണ് എؗത് ഒ്ؗ a 
ൈമനസ് േഫാർ, ൈമനസ് മൂ്ؗ എ്ؗ പറയാം.  നമു്ׯ മെئാരു സ്കٔയർ മാْടി٧്ع ബി ഉ؇്, അത് ര؇് ഒ്ؗ 
ഒ്ؗ 2 എؓാണ് ഡിئർമിനന്റ് ലി4 ്ز ൈമനസ് 1 3 ഉം അവരുെട ഉൽؚؗെ؋ കുറി്׺ എؓാണ് ഇത് ab 
ര؇് ര؇് നാല് ഒ്ؗ ര؇് അ؀് ആഹ് ര؇് എഫ് അ؀്, നാല് അതിനാൽ ഡിئർമിനന്റ് നാല് പതിനാറ് 
ൈമനസ് ഇരുപ؀്؋ ആണ്  അതിനാൽ ൈമനസ് ഒآത് ഇതിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ഇവയാണ് 
ഡിئർമിനന്റുകൾ അതിനാൽ നമു്ׯ പരിേശാധിׯാം ന്െറ ഡിئർമിനന്റ് ബി ഓെകയുെട ab 
ഡിئർമിനന്റ് ആണ് എ്ؗ പരിേശാധിׯാം, അതിനാൽ ഇത് കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ഈ േْപാؚർ؂ി 
ഉപേയാഗിׯാൻ േപാകുؗു ആ സംയു؋װിന്െറ സംയുװ ഡിئർമിനന്റ്, വിപരീത؋ിന്െറ 
നിർവചന؋ിേലുׯം ഞ׹ൾ ഉരു؋ിരി؁ സാഹചരّ؋ിേലുׯം മട׹ിേؚാകുؗു, അവിെടയാണ് 
ഞ׹ൾ ഈ േْപാؚർ؂ി ْപേയാഗിׯാൻ േപാകുؗത് ഒരു ഉൽؚؗ؋ിന്െറ നിർ؉ായകമാണ്, കാരണം 
ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ക؇ത് പി.  യുെടയും യുെടയും സംയുװം ഒരു സമയ؋ിന്െറ ഡിئർമിനന്റിന് a a 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ ര؇് വശ׹ളുെടയും ഡിئർമിനന്റ് എടുׯാൻ േപാകുؗു , 
കാരണം നമു്ׯ െമْടി٧ുع കളുെട ഒരു ഉൽؚؗ؋ിന്െറ ഡിئർമിനന്റിെന ഡിئർമിനന്റുകളുെട 
ഉൽؚؗ؋ിേല്ׯ വിഘടിؚിׯാൻ കഴിയും. ഈ ആശയം എ׹െനയാണ് നമു്ׯ ആദّം ലഭിׯാൻ 
േപാകുؗത്, ْതീ ൈബ ْതീ േകസിൽ, ഞ׹ൾ ഇവിെട [സംഗീത؋ിൽ] േْപാؚർ؂ി ഉപേയാഗിുؗുׯ, 
അതിനാൽ ഒരു തവണ ഐഡന്റിئിയുെട നിർ؉യ؋ിന് തുലّമായ ഒരു േജായിന്റ ്എؗ വُٝു ത 
നമുുׯ؇് .  ശരി , ഇവിെട ഡിئർമിനന്റ് എടുുׯക , ഒരു സമയ؋ിന്െറ നിർ؉യം നമു്ׯ ഒരു 
ഓർأയുെട നിർ؉ായകമാണ് എؗത് ഒരു ഓർأയുെട നിർ؉ായകമായി മാറും എؗത് ഒരു സ്െകലാർ 
മാْതമാണ് ശരിയായ സമയം ഒരു ഐഡന്റിئി ആഹ് അതിനാൽ മൂ്ؗ മൂ്ؗ േകസുകളിൽ ശരിയാണ്  
ൈക വശം ഒരു കّൂബിന്െറ നിർ؉യം മാْതമായിരിുׯം, കാരണം ഈ മാْടി٧്ع ഡയഗണൽ മാْടി٧്ع 
അبാെത മെئാؗുമب , ഒരു കّൂബിന്െറ മൂ്ؗ മട്׹ െഡറിേവئീവ് ഡയഗണലുകളിെല ഡിئർമിനന്റ് 
ഉت ഡയഗണൽ മാْടി٧്ع ആണ് ഇത് മൂ്ؗ മൂ്ؗ േകസുകൾتുׯതാണ് , െപാതുെവ ഇത് ഒരു പവർ ന്െറn-
നിർ؉ായകമാകാൻ േപാകുؗത് ന്െറ നുت ഒരു െകയ് സ് ആണ് , കൂടാെത ഇടത് വശം നؗായി n- n-
ഉപേയാഗിുׯേآാൾ , െമْടിക് സിന്െറ ഒരു ഉൽؚؗ؋ിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് ഡിئർമിനന്റുകളുെട 
ഉൽؚؗമാണ് എؗ േْപാؚർ؂ി ഉപേയാഗി്׺ നി׹ൾ്ׯ ഒരു സമയ؋ിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് ലഭിുׯം. ഒരു 
വല؋ിന്െറ സംയുװം, അതിനാൽ ഡിئർമിനന്റ് പൂജّമെ׸بിൽ , ര؇് വശ׹ളിലും ഒരു 
ഡിئർമിനന്റ്  റؐാׯാം എ്ؗ എഴുതാം  മൂ്ؗ , െപാതുേവ, ഇത് യ് ്ׯ ൈമനസ്  ന്െറ ny n 1
നിർ؉ായകമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഒരു പുതിയ മാْടി٧്ع അവതരിؚിു׺, അത് യുെട സംയുװമാണ്a- 
, കാരണം ഞ׹ൾ ഡിئർമിനന്റുകെളുׯറി׺ാണ് സംസാരിؗുׯത്, കാരണം മാْടി٧عിന്െറ നിർ؉യം 
എؓാെണ്ؗ േചാദിؗുׯത് സٔാഭാവികമാണ്. ഇവിെട ആ േജായിന്റിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് യുെട a 
ഡിئർമിനന്റുമായി ബؖെؚ؂ിരിؗുׯതായി കാണുؗു, അത് ൈമനസ് ഒ്ؗ ശരിയാണ്, അതിനാൽ n 
ഇത് അനുബؖ ഡിئർമിനന്റാണ്, എؗത് 3 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ അത് ആയി കുറയുؗു  n wha t n 
എؗത് 2 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ അത് തെؗ നിർ؉ായകമാണ് ന് 1 ന് തുലّമായത് 1 ആണ്, അത് ഒരു ah, n 
ْപٍ٠മുت േകസ് അെ׸بിൽ ഒരു ْപേതّക േകസ് മാْതമാെണ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗു, കാരണം ഓേരാؗായി 
ഒരു ഡിئർമിനന്റിന് അത് ഒരു സ്െകയിലറാണ്.  ഒരു േകാഫാعെٚറ നിർവചിׯാൻ വളെര ബുؑിമു؂ാണ്, 
അതിനാൽ ഇ؋രെമാരു പദْപേയാഗം ഒؗിൽ കൂടുതലായി എടുׯണം എ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗു, 
അതിനാൽ ഇത് മാْടി٧عിന്െറ ഒരു അഡ് േജായിന്റിന്െറ നിർ؉ായകമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ളാെണ്ؗ 
നി׹ൾׯറിയാം. വിപരീത׹െളുׯറിു׺ം ഡിئർമിനന്റുകെളുׯറിു׺ം സؖികെളുׯറിു׺ം ആഹ് 
കെ؇؋ാൻ ْശമിുؗുׯ , ഇത് അഡ് േജായിന്റിന്െറ അടിرാന؋ിൽ ഞ׹ൾ നിർവചി׺ പുതിയ 
മാْടിക് സാണ് , ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇവിെട നി്ؗ എ׹െന മുേؗാ؂് േപാകാെമ്ؗ േനാׯാം. ഒരു മാْടി٧عിന്െറ
വിപരീതം കെ؇ു؋ക, ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ അേത കാരّ׹ൾ കൂടുതൽ ഔപചാരികമായ രീതിയിൽ 
ْപُാٝവിുؗുׯ, അതിനാൽ പലയിടു؋ം യുെട ഡിئർമിനന്റ് പൂജّമെ്ؗب ഞ׹ൾ പറ؁ി؂ു؇്, a 
അതിനാൽ പൂജّമبാ؋ അവرയുെട ഡിئർമിനന്റ് ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ പലതവണ 
അഭّർ،ിുׯകേയാ ഉപേയാഗിുׯകേയാ െചുإക ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ  അതിനാൽ ഇതിെന ure 
അടിرാനമാׯി നമു്ׯ ഒരു ഏകവചന മാْടി٧്ع നിർവചിׯാം, അതിനാൽ ഇത് ഒരു പുതിയ മാْടി٧്ع 
പുതിയ പദമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട ഉപേയാഗിؗുׯത് 0 ഡിئർമിനന്റ് ഉت ഒരു മാْടി٧്ع ആയി 
ഞ׹ൾ ഒരു ഏകവചന മാْടി٧്ع നിർവചിുؗുׯ  , കൂടാെത ഞ׹ൾ ഏകവചനമبാ؋ െമْടി٧عിെന 
നിർവചിׯാൻ േപാകുؗു. ഒരു േനാൺ-സിംഗുലാർ െമْടിക് സ്, പൂജّമبാ؋ ഡിئർമിനന്റ് ഉت ഒരു 
െമْടിക് സ് എؗ നിലയിൽ എؓാണ് സംഭവിׯാൻ േപാകുؗത്,  അതിനാൽ ഒരു ഏകവചന മാْടി٧്ع 
പൂജّം ഡിئർമിനന്റുت ഒؗായിരിുׯം, ഏകമبാ؋ െമْടി٧്ع പൂജّമبാ؋ ഡിئർമിനന്റുت 
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ഒؗായിരിുׯം, 
അ׹െന ഒരർ،؋ിൽ നأൾ  െമْടി٧ുع കളുെട ױാസുകൾ നിർവചിؗുׯതിെല ഡിئർമിനന്റുകളുെട 
ْപാധാനّം എടുു؋കാണിؗുׯ തര؋ിൽ,  അവയുെട ഡിئർമിനന്റുകൾ 0 ആേണാ അبേയാ 0 
ശരിയാേണാ എؗതിെന ആْശയി്׺, ഞ׹ൾ ഇവിെട ْപُാٝവിׯാൻ ആْഗഹിؗുׯ സിؑാؓം ഒരു 
ചതുര മാْടി٧്ع അെ׸بിൽ ഇൻെവർ؂ിബിൾ ആണ്, അത് ഏകവചനമെ׸بിൽ മാْതം, അതിനാൽ a a 
ഞാൻ ْപُാٝവന എഴുതെ؂, അതിനുേശഷം നമു്ׯ െതളിവ് േനാׯാം, അതിനാൽ സിؑാؓം ചതുര 
മാْടി٧്ع ഇൻെവർ؂ബിൾ ആെണ്ؗ പറയാൻ േപാകുؗു.  സീേറാ അبാ؋ ഡാئയുെ؇׸ിൽ മാْതം , a 
െതളിവ് എ׹െന നؗായി േനാുׯം, ര؇് വഴികളും േനാുׯം, ഭാഗമാെണ׸ിൽ മാْതം , ആദّം, a 
വിപരീതമാെണ׸ിൽ അത് ഏകവചനമب എ്ؗ പറയും. ഡിئർമിനന്റ് പൂജّമب, മെئാരു തര؋ിൽ , അത് 
ഏകവചനമبാ؋ മാْടി٧്ع ആെണ׸ിൽ , ഇൻെവർ؂ബിൾ ആെണ്ؗ കാണിׯാം, ആദّം നമു്ׯ ഈ a 
ഭാഗം േനാׯാം, അതിനാൽ വിപരീതമാെണ׸ിൽ , അതായത് ഒരു മാْടി٧്ع ഉെ؇ؗാണ് a b 
അർ،മാؗുׯത്.  ഐഡന്റിئി്ׯ തുലّമായ ബി മട്׹ തുലّമാണ് , ഇേؚാൾ ഡിئർമിനന്റ് എടുؗുׯ 
ഡിئർമിനന്റുകൾ എടുുׯേآാൾ , ന്െറ ഡിئർമിനന്റ് ഐഡന്റിئിയുെട ഡിئർമിനന്റിന് ab 
തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ ലഭിുׯം, അതിനാൽ െമْടി٧ുع കളുെട ഗുണന؋ിന്െറ നിർ؉യം എؓാണ് എؗത്
ബി യുെട ഡിئർമിനന്റിന്െറ നിർ؉യമبാെത മെئാؗുമب . ഐഡന്റിئി ഐഡന്റിئിയുെട നിർ؉യം 
എؓാണ് എؗത് ഒരു ഡയഗണൽ മാْടി٧്ع ആണ്, ഓേരാ മൂലകവും ഒؗാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒؗിന് 
തുലّമാണ്, ഇത് ഇേؚാൾ തെؗ പറയുؗു, യുെട ഡിئർമിനന്റ് പൂജّമب, എؓുെകാ؇് a 
പൂജّമായിരുെؗ׸ിൽ ഈ ബؖം  പിടിു׺നിൽׯിب , ഈ ഘ׹؂ളുെട ْകമ؋ിൽ ഈ ബؖം 
നിലനിർു؋െമ്ؗ ഞ׹ൾ ഉറؚുനൽകുؗു, ഞ׹ൾ ആരംഭിؗുׯത് വിപരീതമാണ് എؗ a 
വُٝു തയിൽ നിؗാണ്, അതിനാൽ ഇത് അർ،മാؗുׯത് ഒരു ഏകവചനമبാ؋ അവകാശമാണ് എؗ 
നിർവചന؋ിലൂെടയാണ്, അതിനാൽ അർ،മാؗുׯ ഭാഗം നിർവചിുׯകേയാ കാണിുׯകേയാ 
െചുإകേയാ െചുإക എؗതാണ്.  ഈ ഇൻെവർ؂ബിലിئിയുെട നിർവചനം ഉൾെؚെടയുت ഒരു കൂ؂ം 
ഘ׹؂ൾ ഉപേയാഗി്׺ എؗത് ഇൻെവർ؂ിബിൾ ആണ് എؗ വُٝു തയിൽ നി്ؗ ആരംഭി്׺, നി׹ൾ്ׯ a 
െമْടി٧عിന്െറ ഒരു ഉൽؚؗ؋ിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് എടുׯാൻ കഴിയിب , അതാത് ഡിئർമിനന്റുകളുെട 
ഉൽؚؗമبാെത മെئാؗും എടുׯാൻ കഴിയിب എؗത് ഒരു മാْടി٧്ع ആെണ്ؗ നമു്ׯ പറയാൻ കഴിയും. 
ഏകവചനം അبാ؋ത് , ഭാഗവും താരതേമّന ലളിതമാെണ׸ിൽ, അത് ഏകവചനമെ്ؗب 
നമുׯറിയാെമ׸ിൽ ശരി എ്ؗ പറയുؗു , അതായത് ഡിئർമിനന്റ് െകാ؇് ഹരിتു׺ സംയുװം 
േപാെലയുت ഒരു മാْടി٧്ع നമു്ׯ നിർവചിׯാം, അവിെടയാണ് ഡിئർമിനന്റ് എؗ വُٝു ത ഞ׹ൾ 
ഉപേയാഗിؗുׯത് പൂജّമب, നമു്ׯ ഡിئർമിനന്റ് െകാ؇് ഹരിׯാനാകും, ഇത് നأൾ ْപേതّകമായി ah 
മൂ്ؗ മൂ്ؗ േകസുകൾׯായി ക؇ി؂ു؇്, പേײ നമു്ׯ ഒരു െപാതു ൈബ േകസ് പരിേശാധിׯാം n n 
മാْതയുെട വിപരീതം നിർവചിുׯം  അതിനാൽ വിപരീത ഭാഗം അെ׸بിൽ വിപരീത ഭാഗം എؗത് ix 
ഏകവبാ؋താണ്, ഇതിനർ،ം യുെട ഡിئർമിനന്റ് പൂജّമب , അതായത് വിപരീതം എؗത് യുെട a a 
ഡിئർമിനന്റ് െകാ؇് ഹരി׺തിന്െറ അനുബؖമാണ് , നأൾ ക؇തുേപാെല  മാْടി٧്ع വിപരീത؋ിൽ 
നി്ؗ ആവശّമുتതിന്െറ ഗുണ׹െള തൃلിٝെؚടുുؗു؋ , അതിനാൽ വിപരീതമാണ്, ഇത് ഒരു a 
വിപരീത؋ിന് തുലّമായ വിപരീതെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ വിപരീതമാണ്, aa a 
അതിനാൽ വിപരീതമാണ്, അതിനാൽ എؗത് ഏകവചനമെ׸بിൽ മാْതേമ വിപരീതമാകൂ a a  
എؗായിരുؗു. േനാൺ-ഏകവചനം ഡിئർമിനന്റിന്െറ അടിرാന؋ിൽ നിർവചി׺ിരിുؗുׯ, 
അതിനാൽ നി׹ൾׯത് ഉ؇്, അെ׸بിൽ ഞ׹ൾെׯാരു വഴിയു؇്, അെ׸بിൽ ഞ׹ൾ ശരി എ്ؗ 
പറയുؗ ഒരു മാർഗമു؇് , ഒരു മാْടി٧عിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് കണׯാؗുׯതിലൂെട അത് പൂജّമെ׸بിൽ , 
അത് വിപരീതമാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ഉറؚുനൽകുؗു. അത് ഒരു ْപُാٝവന മാْതമب, െതളിവിൽ ഞ׹ൾ 
വിപരീതം നിർവചിؗുׯതിനുت ഒരു മാർഗം െകാ؇ുവؗി؂ു؇്, അതിനാൽ ഈ ര؇് കാരണ׹ളാൽ 
ഈ സിؑാؓം ْപാധാനّമർഹിുؗുׯ, ഇത് ര؇ും യുെട വിപരീതം പരിേശാധിؗുׯതിന് ഒരു a 
വّവر നൽകുؗു.  മാْടി٧്ع എؗത് ഡിئർമിനന്റിന്െറ പൂജّമبാ؋തും വിപരീതം എبാം ശരിയായി 
നിർവചിؗുׯതുമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഈ ْപُാٝവനയിൽ സംْഗഹിׯാം, അതിനാൽ നിർ؉ായക׹ൾ 
െമْടി٧ുع കളുെട വിപരീതത പരിേശാധിؗുׯതിനും വിപരീതം കണׯാؗുׯതിനും സഹായിുؗുׯ, 
അതിനാൽ ഇതാണ് അവസാന സിؑാؓ؋ിന്െറ ْപാധാനّ؋ിന്െറ ْപാധാനّം. സിؑാؓം അതിനാൽ 
ഡിئർമിനന്റുകൾ ْപധാനമാണ്, അതിനാൽ െമْടി٧ുع കളുെട ഇൻെവർ؂ബിലിئി കെ؇ؗു؋തിനും 
വിപരീതം കണׯാؗുׯതിനും ഡിئർമിനന്റുകൾ എ׹െന സഹായിുؗുׯെവ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു, 
ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ വിപരീത׹ളുെട കണുׯകൂ؂ലുകളുെട ചില ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാൻ േപാകുؗു , 
തീർ׺യായും അത് എ׹െന െചإാം  എبായ് േؚാഴും 
അ׹െനയب, ഇേؚാൾ നമുׯറിയാവുؗതുെകാ؇് ഈ അഡ് േജായിന്റ് മാْടിക് സിൽ നമു്ׯ ഒരു 
വിപരീതം നിർവചിׯാം കൂടാെത ഡിئർമിനന്റ് ഉപേയാഗി്׺ ചിലേؚാൾ ചില സؕർഭ׹ളിൽ 
ആതّؓികമായി വിപരീതം നിർവചിׯാനുت എളുؚവഴി ഏതാണ് എؗ േചാദّമാണ്  എഫ് 
ആെണ׸ിൽ മ്ئ ചില സؕർഭ׹ളിൽ വിപരീതമായിരിുׯം ഡിئർമിനന്റിനാൽ വിഭജിׯെؚ؂ 
സംയുװ നിർجചനം നമു്ׯ എേؚാഴും ഉപേയാഗിׯാവുؗ ഒരു െപാതു േകസാണിത് . അെ׸بിൽ 
ഉദാഹരണം ഇത് തികു׺ം ഡയഗണൽ മാْടി٧്ع ആണ്, പരിേശാധനയിലൂെട നമു്ׯ ഒരു വിപരീതവും 
െകാ؇ുവരാൻ കഴിയും, കാരണം ആതّؓികമായി ആശയം നി׹ൾ ഒരു മാْടി٧്ع എടുുׯകയാെണ׸ിൽ
അതിന്െറ വിപരീതം െകാ؇് അതിെന ഗുണി׺ാൽ അത് നി׹ൾ്ׯ ഐഡന്റിئി നൽകും, അതിനാൽ 
നി׹ൾ്ׯ ഏത് വഴിയും വരാം ഡിئർമിനന്റുകളുെട ْപാധാനّം, ഡിئർമിനന്റുകളുെട സംയുװ 
വിഭജന؋ിൽ നി׹ൾ്ׯ ഔപചാരികമായി നിർവചിׯാവുؗ ചില രീതികൾ ഈ അവേബാധ؋ിന് 
നൽകുؗു എؗതാണ് , അത് നി׹ൾ്ׯ വിപരീത വലത് നൽകും, അതിനാൽ നമു്ׯ ചില 
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ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം .  ഇനിؚറയുؗവ നമു്ׯ മൂ്ؗ മൂ്ؗ മാْടി٧്ع േനാׯാം x 0 0 0 y 0 0 0 z 
േപാെലയുت ഒരു മാْടി٧്ع പരിഗണിുׯക, ഇേؚാൾ ഈ മാْടി٧്ع േനാുׯേآാൾ ഇെതാരു ഡയഗണൽ 
െമْടി٧്ع ആണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഒരു ഡയഗണൽ െമْടി٧عിെന എ്ؓ െകാ؇് ഗുണിുׯം, 
അ׹െന അത് നി׹ൾ്ׯ ഐഡന്റിئി നൽകുؗു ഈ മാْടി٧عിന്െറ േജായിന്റ ്നിർവചിؗുׯതിലൂെട 
ഡിئർമിനന്റ് കെ؇ؗു؋തിലൂെട നമു്ׯ അത് െചإാം, മെئാരു വിധ؋ിൽ നമു്ׯ േനരി؂് പരിഹാരം 
എഴുതാം. നമു്ׯ ഓേരാ ഡയഗണൽ മൂലക׹െളയും അവയുെട വിപരീത׹ൾ െകാ؇് ഗുണിׯാൻ 
കഴിയുെമ׸ിൽ, എനി്ׯ െന 1 െകാ؇് െകാ؇് 1 െകാ؇് െകാ؇് ഗുണിׯാനും -െന െകാ؇്x xy y z z 

െകാ؇ും ഗുണിׯാൻ കഴിയുെമ׸ിൽ, അത് ഓേരാؗും 0 അെ׸بിേല ْപവർ؋ിൂׯ.  എനി്ׯ ഒരു z 
ഐഡന്റിئി ലഭിുׯം , ഞാൻ അത് എ׹െന നؗായി െചുإം , എനി്ׯ മെئാരു ഡയഗണൽ മാْടി٧്ع 
ഉെ؇׸ിൽ എനി്ׯ അത് െചإാൻ കഴിയും, അത് ഓേരാؗായി ൈബ ഒ്ؗ എ്ؗ x y z 
േരഖെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ ഞാൻ പറയുؗത് അത് െചإാനുت ഒരു മാർഗമാണ് ശരി എ്ؗ പറയുക 
എؗതാണ് ഞാൻ അതിെന 
അ׹െന ഗുണി׺ാൽ ഈ േറാമൻ അׯമായ ഒ്ؗ ഐഡന്റിئി അب, അതിനാൽ ഇത് 1 ആെണ്ؗ ah 
എനി്ׯ പറയാം. അതിനാൽ ഞാൻ 1 െകാ؇് െകാ؇് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ x 0 0 0 1 y 0 0 0 1 
നി׹ൾ്ׯ ഇത് പരിേശാധിׯാം ഈ മാْടി٧عിന്െറ ഉൽؚؗവും ഈ മുൻഗണനയും ഐഡന്റിئി 
ആയിരിുׯം, കാരണം പൂജّം പൂജّെ؋ ഈ ആദّ േകാളം െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഒ്ؗ െകാ؇് x x x 
എؗത് ഒരു പൂജّം പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് നിരകൾ ْപധാനമായും ഡയഗണൽ പദ׹ൾ മാْതേമ എടുൂׯ, 
എؗാൽ തുലّമبാ؋േؚാൾ ഇത് ْപവർ؋ിുׯം  പൂജّം പൂജّ؋ിന് തുലّമب പൂജّ؋ിന് x y z 
തുലّമب, അതിനാൽ ഇത് ഒരു പരിേശാധനാ മാർഗമാണ്, അതിനാൽ ഒؗുമിെ്ؗب 
നി׹ൾׯറിയാവുؗതുേപാെല ചില സؕർഭ׹ളിൽ ഇത് ْപവർ؋ിേׯ׺ാം, ഉം എേؚാഴും ഒരു മാْടി٧്ع 
വിപരീതം ആ സംയുװ റൂ؂ിലൂെട നിർവചിׯണെമ്ؗ നിർബؖമിب  ചിലേؚാൾ അവേബാധ؋ാൽ 
നമു്ׯ എبായ്േؚാഴും ഒരു കാരّം െകാ؇ുവരാൻ കഴിയും, എؗാൽ നأൾ ഇേؚാൾ 
െചയ് തിരിؗുׯതിന്െറ ْപാധാനّം അത് വിപരീതമായി വരാൻ ഒരു ഔപചാരിക മാർഗം നൽകുؗു 
എؗതാണ്, അതിനാൽ ഈ മാْടി٧عിന്െറ സംയുװം നിർവചിׯാൻ ْശമിׯാം വിപരീതം ഞ׹ൾ 
കൃതّമായി നിർവചി׺ിരിؗുׯ രീതിയിലാണ്, അതിനാൽ ആദّം നി׹ൾ െചؗുإത് ശരിയാേണാ എ്ؗ
പരിേശാധിുׯം, അതിനായി അത് വിപരീതമാേണാ എ്ؗ നമു്ׯ എ׹െന നؗായി അറിയാം , മാْടി٧്ع 
ഇൻെവർ؂ിബിൾ ആെണ׸ിൽ മാْതം ആെണ׸ിൽ മാْതം എ്ؗ സിؑാؓം പറയുؗു. ഡിئർമിനന്റ് 0 
 ,ർമിനന്റ് എؓാണ്ئ٧ിന്െറ ഡിعിൽ മാْതം , ഈ മാْടി׸ർമിനന്റ് പൂജّമാെണئണം , ഡിׯമിײ
അതിനാൽ ഇതാണ് ര؇ാമെ؋ വഴി , ര؇് രീതി ര؇് ഉം ഡിئർമിനന്റ് ഡിئർമിനന്റ് എؓാണ് 
അതിന്െറ ഒരു ഡയഗണൽ മാْടി٧്ع അതിനാൽ േْപാؚർ؂ി ْപകാരം ഡിئർമിനന്റ് ആണ്  xyz , 
ഡിئർമിനന്റ് പൂജّമെ׸بിൽ ഇത് ഏകവചനമب, അതിനാൽ ഉൽؚؗം പൂജّമب , ഞ׹ൾ ഇവിെട xyz 
കാണുؗ അേത അവرയാണ് നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയുؗത് , ഇവ ഓേരാؗും പൂജّമب, അത് 
പൂജّമب, തിരിു׺ം. നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് അേത അവرയാണ്, അതിനാൽ ഇത് ആഹാ ആയിരിുׯെമ്ؗ 
ഞ׹ൾ ഇതിനകം കാണുؗു, ഇത് ഒരു തു؋ലّമായ െഡറിേവേئഷൻ ആയിരിുׯം , ആ േജായിന്റിെന 
കുറി്׺ നമു്ׯ ഈ മാْടി٧عിന്െറ ഒരു അഡ്േജായിന്റ ്െകാ؇ുവരാൻ കഴിയുേമാ, അതിനാൽ ഇത് ആഹ് 
ആയിരിുׯം  ഓേരാ മൂലകെ؋യും അവയുെട േകാഫാعറٚുകൾ ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിؗുׯതിലൂെട
ലഭി׺ മാْടി٧്ع മാുئക, അതിനാൽ ഇതിന്െറ േകാഫാعർٚ എؓാണ് ഈ മാْടി٧عിന്െറ നിർ؉യം, അതിനാൽ

തവണ എؓാണ് ഈ വരിയും ഈ േകാളവും നി׹ൾ ؠാ്ׯ ഔ؂് െചᅃٝാൽ ഇവിെട നി׹ൾ്ׯ y z 
കാണാം മൂ്ؗ പൂജّ׹ളുت ഒരു െമْടി٧عിൽ അവേശഷിുؗുׯ, യഥാർ،؋ിൽ പൂജّ؋ിന് സമാനമായ 
ഒരു വരിയാണ്, അതിനാൽ അത് ഇവിെട പൂജّമായിരിുׯം , ഉദാഹരണ؋ിന് നി׹ൾ ഈ േകാളവും ഈ 
വരിയും ؠാ്ׯ ഔ؂് െചയ് താൽ നമു്ׯ അവേശഷിؗുׯത് ഈ നാല് ഘടക׹ൾ മാْതമാണ്.  
ഉപേയാഗിׯാനുت വഴികൾ ഈ വُٝു വിന്െറ നിർ؉യം പൂജّമാെണ്ؗ പറയാനുت ഇ േْപാؚർ؂ി, ഒരു 
വരി പൂജّം െസׯന്റ് ആണ് , ഡയഗണൽ മൂലക׹ളുت അؚർ ْതിേകാണ മാْടി٧്ع പൂജّമാണ്, നിരവധി 
വഴികളു؇് അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ േനരി؂് ഡിئർമിനന്റ് കണׯാׯാം. ഈ പദ׹െളبാം 
പൂജّമാകുെമ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു, ഇത് മട്׹ ആയിരിുׯം, ഇത് മട്׹ ആയിരിുׯം, ഇത് ഒരു x z x y 
ഡയഗണൽ മാْടി٧്ع ആണ്, അതിനാൽ ْടാൻസ്േപാസ് സٔയം തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് വീ؇ും 
എഴുതുക മാْതമാണ് ആയിരിുׯം, ബാׯി എبാം  പൂജّം ശരിയും വിപരീതവും േജായിന്റ ്yzxzxy 
ആകും ഡിئർമിനന്റ് സ് ശരി ആ പദْപേയാഗം ഞ׹ൾ െന െകാ؇് ഹരിുؗുׯ, അതിനാൽ ah yz- xyz 
നി׹ൾ്ׯ െകാ؇് ഒ്ؗ ലഭിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട ലഭി׺ത് െന െകാ؇് x xz- xyz 
ഹരി׺ാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം നأൾ െയ െകാ؇് ഹരിؗുׯ ഈ ഘടക؋ിന് യ് ്ׯ മുകളിൽxy xyz x 
ഒ്ؗ ലഭിുׯം, അതിനാൽ കൂടുതൽ ഔപചാരികമായ ഈ രീതിയിൽ നി്ؗ ഉരു؋ിരി؁ ഈ പദം 
നി׹ൾ്ׯ ഒേര കാരّം തെؗ നൽകും, അതിനാൽ ര؇ും ഔപചാരികമായി ഡിئർമിനൻ 
നിർവചിؗുׯതിലൂെട  കൂടാെത പരിേശാധനയിലൂെടയും ഞ׹ൾ സമാന രീതികൾ െകാ؇ുവരും, t 
അതിനാൽ ഇത് ആഹ് ഉദാഹരണ؋ിന്െറ ഉേؐശّം ശരി ഓ എ്ؗ പറയുക മാْതമാണ്, ഇത് എെؓ׸ിലും 
മാْؓികത ഉتേؚാൾ ഒരു ഡിئർമിനന്റ് െകാ؇ുവരാനുت ചില മാْؓിക മാർഗമب. േജായിന്റിെന 
എ׹െന നിർവചിുؗുׯ എؗതിൽ ഉൾെؚ؂ിരിുؗുׯ, േജായിന്റ ്നിർവചിؗുׯ ഒരു അഡ് േജായിന്റ ്
ആഹ് എؗ ആശയം ഒരാൾ എ׹െന െകാ؇ുവؗു എؗതിലും മുئം ഉൾെؚടുؗു, എؗാൽ 
ആതّؓികമായി ഈ രീതി അത് നأൾ ْപതീײിؗുׯതിേനാട് െപാരു؋െؚടുؗതാണ്, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ആ؎വിശٔാസം ഉ؇ായിരിׯണം ഈ ഉദാഹരണം മനشിലാׯിയ േശഷം, അെത , 
വിപരീതെ؋ നിർവചിؗുׯത് അഡ് േജായിന്റ് എടു്؋ അതിെന ഡിئർമിനന്റ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 
ശരിയാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇതിന്െറ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി േനാׯാം, ആ മാْടി٧്ع എ׹െന 

Pru
tor
@
IIT
K



കണׯാׯാം എؗതിെനുׯറിتു׺ നുأെട ധാരണെയ ദൃഢമാؗുׯതിേനാ رിരീകരിؗുׯതിേനാ 
േവ؇ി. ഡിئർമിനന്റ് സ് അതിനാൽ ഇതിൽ നമു്ׯ ര؇് ര؇് ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം, ഇവിെട നമു്ׯ 
ഒരു സംഖّാ ഉദാഹരണം േനാׯാം, അതിനാൽ ര؇് 1 3 2 ആയ ഒരു ഉദാഹരണം േനാׯാം, അതിനാൽ  
നമു്ׯ ഇവിെട വّതُّ ٝഭാഗ׹ൾ ഉ؇ായിരിׯാം ഒരു വിപരീതം കണׯാുׯക ശരി, അതിനാൽ ഈ 
മാْടി٧്ع േനാുׯേآാൾ ഇേؚാൾ ഇത് ഒരു മാْടി٧്ع ഉتതിന്െറ ഒരു ഉദാഹരണമാണ്, പരിേശാധനയിലൂെട 
ഇത് ഒരു സാധാരണ ര؇് ര؇് മാْടി٧عിന് വിപരീതമായി ഒരു വിപരീതം െകാ؇ുവരാൻ ْപയാസമാണ്, 
നി׹ൾ്ׯ ഒരു േഫാർമുല വികസിؚി്׺ വരൂ വിപരീതവും ശരിയാണ്, പേײ നമു്ׯ ഇത് ഘടനാപരമായ 
രീതിയിൽ െചإാം , വിപരീത കണുׯകൂ؂ൽ നടؗു؋തിന് മു്آ എبായ്േؚാഴും ആദّം െചേإ؇ത് 
അത് നിലവിലുേ؇ാ ഇبേയാ എ്ؗ പരിേശാധിׯണം എؗതാണ് , അതിനാൽ ആദّം േചാദിേׯ؇ 
േചാദّം വിപരീതം നിലവിലുേ؇ാ എؗതാണ്. വിപരീതം നിലവിലുേ؇ാ എ്ؗ എ׹െന 
പരിേശാധിׯാം, ആദّം യുെട ഡിئർമിനന്റ് എؓാെണ്ؗ േനാׯാം, 2 2 4 ൈമനസ് 3 4 ൈമനസ് 3 a 
ആണ് 1 അതിനാൽ വിപരീതം നിലവിലു؇് ഡിئർമിനന്റ് പൂജّമب , ശരി പിെؗ അടു؋ത്  um, 
വിപരീതം അടു؋തായി ഉെ؇്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അത് എ׹െന നؗായി കണׯാׯാം, ആ 
േജായിന്റ ്നിർവചിു׺െകാ؇് നമു്ׯ അത് കണׯാׯാം , വാُവٝ؋ിൽ ഇവിെട വിപരീതം എؗ y 
സംയു؋װിന് തുലّമാണ്, കാരണം ഡിئർമിനന്റ് ഒؗാണ്, അതിനാൽ എؓാണ് ആ സംയുװം , 
അേؚാൾ എؓാണ് വിപരീതം 
അ׹െന വിപരീതം എؗത് യുെട േജായിന്റ് ആയിരിുׯം, അതായത് യുെട നിർ؉ായകമായി, a  a a 
ആ േജായിന്റ് േസാർ؂് േജായിന്റ ്എؓാണ് എ്ؗ ഞാൻ ഇവിെട എഴുതെ؂, ഒരുപെײ അത് ഓേരാ 
മൂലകവും േകാഫാعറٚുെട േകാഫാعർٚ ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിؗുׯതിലൂെട ലഭി׺ ഒരു മാْടി٧عിന്െറ 
ْടാൻസ്േപാസ് ആയിരിׯാം .  ര؇് എؗത് മൂ്ؗ എؗതിന്െറ ര؇് േകാഫാക് ടർ ആണ്,  ൈമനസ് 1 3 
ൈമനസ് േകാഫാക് ടർ വരുؗു, കാരണം ഇത് ര؇ാം നിരയിെല ആദّ നിരയിൽ ആയതിനാൽ ൈമനസ് 1
പവർ 3, തുടർ്ؗ നി׹ൾ ഈ നിരയും ഈ വരിയും ഇبാതാׯിയാൽ നമു്ׯ ഇവിെട 3 സമാനമാണ്, 
അതിനാൽ ഇത് 2 ആണ് ൈമനസ് മൂ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ, ര؇് , ഇേؚാൾ നമു്ׯ പരിേശാധിׯാം, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ര؇് മൂ്ؗ ഒ്ؗ ര؇്, ര؇് ൈമനസ് മൂ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് ഡിئർമിനന്റ് ഒ്ؗ , ഇതാണ് ഈ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ നأൾ പഠി׺ത് മാْടി٧عിന്െറ വിപരീതമാണ്.  ര؇ും പരിേശാധിؗുׯത് എبായ് േؚാഴും 
നبതാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു തവണ വിപരീതം ആേണാ എ്ؗ പരിേശാധിׯാം , അതിനാൽ നമു്ׯ 
പരിേശാധിׯാം, അതിനാൽ എؓാണ് ഒരു വിപരീതം എ്ؗ നമു്ׯ പരിേശാധിׯാം, അതിനാൽ ഈ 
തവണ ഈ സമയം ഇതാണ് അതിനാൽ ആദّെ؋ ഘടകം 2 തവണ 2 ؛സ് 3 ആണ് തവണ ൈമനസ് 1, 
അതായത് 1 െസׯൻഡ് തവണ ൈമനസ് 3 ؛സ് 3 തവണ 2 i  s 2 
അ׹െന ൈമനസ് 6 ؛സ് 6 ആ 0 ഈ എൻْടി 1 തവണ 2 ؛സ് 2 തവണ ൈമനസ് 1 ആണ് 0 , അവസാന 
എൻْടി 1 2 തവണ ൈമനസ് 3 തവണ 2 
അ׹െന 4 ൈമനസ് 3 വീ؇ും 
അ׹െന ഒ്ؗ  ഇത് കൃതّമായി ഐഡന്റിئി േപാെലയാണ്, അതിനാൽ ഓം ഇതാണ് ആഹ് നأൾ 
െചإാൻ ആْഗഹിؗുׯത് പൂർ؉മാുؗുׯ , ഒരു വിപരീത അെ׸بിൽ വിപരീതം എ്ؗ നമു്ׯ േനരി؂്ah 
പറയാൻ കഴിയാ؋ മെئെؓ׸ിലും കണׯാׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ വിപരീതം എؓാണ്, 
പേײ ര؇ിന് േവ؇ിയായിരിׯാം ര؇് നി׹ൾ്ׯ െപാതുവായ സൂْതവാകّ׹ൾ െകാ؇ുവരാൻ 
കഴിയും, ഇത് ബുؑിമു؂ാണ്, പേײ ഒരു െപാതു മാْടി٧عിനുت വിപരീതം നമു്ׯ കണׯാׯാൻ 
കഴിയുؗ രീതി ഇതാണ്  അവയിൽ മിׯതിലും ഡിئർമിനന്റ് ഒരു ْപധാന പ്׸ വഹിുؗുׯ, പേײ മ്ئ 
വഴികളു؇്, ഉദാഹരണ؋ിന് , വിപരീതം എ׹െന കണׯാׯാം, വിപരീത׹ൾ ശരിയായി 
കണׯാׯാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ക؇ത് പരിേശാധനയിലൂെടയാണ്, ചില സؕർഭ׹ളിൽ അത് 
സംഭവിؗുׯ വഴികൾ ഏതാണ്  അതിനാൽ പരിേശാധനയിലൂെട എന്െറ ചില സؕർഭ׹ളിൽ 
പരിേശാധന ഉദാഹരണ؋ിന്, ആഹ് , അഡ് േജായിന്റ,് ഡിئർമിനന്റ് എؗിവയുെട ഈ നിർവചനം ah 
ഉപേയാഗി്׺ ഉ؇്, അതിൽ ഒരു ؛സ് േപായിന്റു؇്, അത് ഞ׹ൾ ആ േജായിന്റ് കണׯാׯേണാ ah 
േവ؇േയാ എ്ؗ നിർ؉യിؗുׯത് പൂജّമാേണാ എ്ؗ പരിേശാധി്׺ അത് നി׹ൾ്ׯ നൽകുؗു 
വിപരീത؋ിന്െറ നിലനിൽؚിനുت വّവر, അതിനാൽ ഡിئർമിനന്റും അനുബؖവും ഉപേയാഗി്׺, 
േബാണസ് എؗത് ഒരു വّവر നൽകുؗു എؗതാണ് േബാണസ്  എؗത് ഒരു വിപരീത؋ിന്െറ 
അُിٝതٔം പരിേശാധിؗുׯതിനുت ഒരു വّവر നൽകുؗു, ഒരുപേײ മ്ئ വഴികളും ഈ വിഷയം 
പൂർ؋ിയാׯാൻ ആْഗഹിു׺.  ഇതിന് ഒരു ലളിതമായ ഉദാഹരണം അവതരിؚിുׯക, അതായത്, 
നി׹ൾ്ׯ ഒരു േപാളിേനാമിയൽ സമവാകّം തൃപ് തിെؚടുؗു؋ ഒരു മാْടി٧്ع ഉെ؇׸ിൽ , ചില a 
സؕർഭ׹ളിൽ അത് വിപരീത കണׯാׯാനും ഉപേയാഗിׯാം, ْപേതّകിു׺ം ഞ׹ൾ എؗതിന് ah ah 
ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ അവതരിؚി׺ ഉദാഹരണം .  മുآെ؋ ഉദാഹരണ؋ിനായി ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ 
അവതരിؚി׺ ഉദാഹരണം നി׹ൾ മുآെ؋ ഉദാഹരണം തുടരുകയാെണ׸ിൽ , മാْടി٧്ع എؗത് 2 3 1 2 a 
എ്ؗ നിർവചി׺ിരിുؗുׯ. സമവാകّം തൃلിٝകരമാെണ്ؗ കാണി׺ാൽ ൈമനസ് 4 എ ؛സ് ഐ 0 ന് 
തുലّമാണ്. അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇത് പരിേശാധിׯാം, ഇത് ൈമനസ് 4 എയ്്ׯ തുലّമാേണാ അبേയാ 
എ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ഇത് പരിേശാധിׯാം. വിപരീത കിണർ കണׯാׯാൻ ഇത് എ׹െന ഉപേയാഗിׯാം , 
ഒരു വിപരീത കിണർ കണׯാׯാൻ ഇത് എ׹െന ഉപേയാഗിׯാം എؗത് പരിഗണിുׯക, നമു്ׯ ഒരു 
വിപരീതം െകാ؇് ഗുണിׯാം, അേؚാൾ നമു്ׯ വിപരീത സമയ׹ൾ േപാെല ഒരു സമവാകّം aa 
ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഞാൻ ഒരു ചതുര؋ിന് പകരം ൈമനസ് 4 െകാ؇് മാئി. ഒരു വിപരീതം a 
അതിനാൽ ഞാൻ ഈ 4 പുറെ؋ടു؋ത് ഒരു വിപരീത സമയമാണ്, അതിനാൽ ഇത് 0 ആണ്. അതിനാൽ 
ഇവയിെലാ്ؗ വിപരീത സമയ׹ൾ സംേയാജിؚിׯാം ഐഡന്റിئി, അതിനാൽ ഇത് ഐഡന്റിئി a 
സമയമാണ്, ഇത് വീ؇ും ഐഡന്റിئിയാണ് അതിനാൽ ൈമനസ് 4 ؛സ് ഒരു വിപരീതം  കാരണം i 
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ഐഡന്റിئി ൈടംസ് ഏെത׸ിലും മാْടി٧്ع െമْടി٧്ع തെؗയാേണാ അേതാ ഇെതാരു വിപരീതമാണ് 4 i 
ൈമനസ് എؗതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് നി׹ൾ്ׯ വിപരീതം നൽകുؗുേ؇ാ എ്ؗ േനാׯാം, a 
അതിനാൽ 4 എനി്4 0 0 4 ׯ ൈമനസ് എ ഉ؇ായിരിുׯം , ഇവിെട എഴുതിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് a 
െചുإം  2 ൈമനസ് 3 ൈമനസ് 1 ഉം 2 ഉം ഉം ആകുക ഈ 2 ൈമനസ് 3 ൈമനസ് 1 2 നമു്ׯ ഇവിെട thi 
ലഭി׺തിന് സമാനമാെണ്ؗ നമു്ׯ പരിേശാധിׯാം, അതിനാൽ ഇത് വിപരീതം കണׯാׯാനുت ഒരു 
മാർ״ം മാْതമب, ഇത് ഒരു വിപരീതവും ആണ്, അതിനാൽ ഒരു ْപപ؀ം കണׯാׯാനുت മെئാരു 
മാർ״ം ശരി, സൂآർ؉തയ് ׯായി ഞാൻ ഇത് കാണിുؗുׯ, കാരണം ഓ, വിപരീതം െകാ؇ുവരാൻ 
വّതُّ ٝവഴികൾ ഉتതുെകാ؇ാണ് ഞാൻ ഇത് കാണി׺തിന്െറ കാരണം, ആ േജായിന്റും 
ഡിئർമിനന്റും കണׯാׯി പരിേശാധനയിലൂെട നി׹ൾ്ׯ ആഹ് ഉ؇് , ഇത് ഒരു വഴിയാണ്  മ്ئ 
വഴികളു؇ാകാം, അതിനാൽ ഉം ഡിئർമിനന്റുകൾ ْപധാനമാണ്, പേײ തീർ׺യായും അവ വിപരീത ah
കണׯാׯാനുت ഒേരെയാരു മാർ״മب, ഞ׹ൾ അതിൽ ആയിരിുׯേآാൾ ഞാൻ അർ،മാؗുׯ 
ഒരു േചാദّം ഉയർؗുവരാനിടയു؇് എؗതാണ് അതിശയകരമാംവിധം ഇ؋ര؋ിലുت സമവാകّം 
എവിെട നി്ؗ വരുؗു എؗതാണ് അെ׸بിൽ ഒരുപേײ അതിശയിׯാനിب, കാരണം 
ഡിئർമിനന്റുകൾ വളെര ْപധാനമാണ്, ഈ സമവാകّ׹ൾ ചില ْപേതّക തരം െമْടി٧ുع കളുെട 
ഡിئർമിനന്റുകൾ േനാؗുׯതിൽ നിؗാണ് വരുؗത്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ സമവാകّം 
പരിേശാധിׯാം ഇനിؚറയുؗവ െചؗുإതിലൂെട ലഭിؗുׯ മാْടി٧്ع ലാംഡ ഐ ൈമനസ് എ a 
അെ׸بിൽ ലാംഡയുെട ഡിئർമിനന്റ് ഐ േസാ ലാംഡ ൈമനസ് 2 അതിനാൽ ലാംഡ ഇവിെട ഒരു 
േവരിയബിൾ സമവാകّമാണ് ലാംഡ ൈമനസ് 2 ൈമനസ് 3 ൈമനസ് 1 ലാംഡ ൈമനസ് 2 അതിനാൽ 
നി׹ൾ ലാംഡ തുലّമായി ഇ؂ാൽ നി׹ൾ െചുإം ഈ സമവാകّം േനടൂ, അതിനാൽ ഇത് 
പരിേശാധിׯാം, ഇത് െമْടിക് സുകൾ ലഭിؗുׯതിന് ഡിئർമിനന്റുകൾ എ׹െന സഹായിുؗുׯ എؗ 
ആശയവുമായി േനരി؂് ബؖെؚ؂തب, എؗാൽ നമു്ׯ െപാതുെവ സംرാന്؋ പരിേശാധിׯാൻ 
കഴിയുؗത്, നമു്ׯ ഏെത׸ിലും സ്കٔയർ മാْടി٧്ع എ ഉെ؇׸ിൽ, മാْടി٧്ع ലാംഡ നിർأിുׯക i 
എؗതാണ്  ൈമനസ് എ ഡിئർമിനന്റ് എടുുׯക , തുടർ്ؗ ലാംഡെയ എ ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിുׯക, 
അവിെടയുتത് നി׹ൾ്ׯ ഐഡന്റിئിׯായി മാئിرാപിׯാം, അേؚാൾ മാْടി٧്ع തൃلിٝെؚടുؗു؋ 
ആ സമവാകّം ഞ׹ൾ കെ؇ു؋ം, അതിനാൽ നി׹ൾ ലാംഡെയ മാئിرാപി׺ാൽ ഈ ഫാഷനിൽ 
ലഭിؗുׯ സമവാകّവും ഉൾെؚടുؗു. ഡിئർമിനന്റ് മാْടി٧്ع വഴി പരിഹരിׯാവുؗതായിരിുׯം , 
തുടർ്ؗ ആ വُٝു ത മ്ئ ചില സമവാകّ׹ളിലും ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് കൂടുതൽ വിപുലമായ
വിഷയമാണ്, അതായത് മാئിന്െറ മ്ئ ചില സവിേശഷതകൾ േനാുׯക എؗതാണ്.  അരി എؗാൽ 
ഇവിെട അവതരിؚിׯാനുت എന്െറ ْപധാന ഉേؐശം, ശരി മ്ئ വഴികളു؇ാകാം, എؗാൽ ഈ 
ഡിئർമിനന്റുകളും ْപധാനമാണ്, അതിനാൽ ആഴ؋ിലുت ഡിئർമിനന്റ് ഒരു ْപധാന ഉപകരണമാണ് , 
ഒരു സ്കٔയർ മാْടി٧ുع മായി ബؖെؚ؂ ഒരു ْപധാന സംഖّയാണ് നിരവധി രസകരമായ ഗുണ׹ൾ ഉ؇്  
ജّാമിതീയ ആശയ׹ൾ ചില ബീജഗണിത ആശയ׹ൾ അഹ് ഡിئർമിനന്റിന്െറ തെؗ വളെര 
രസകരമായ ഗുണ׹ൾ ആഹ് ചിലത് ഞ׹ൾ ഇവിെട അവതരിؚി׺ി؂ു؇് , ഉദാഹരണ؋ിന് 
ഡിئർമിനന്റിന്െറ ഉൽؚؗം ഉൽؚؗ؋ിന്െറ നിർ؉ായകമാണ്, ആശയ؋ിന് നിരവധി 
ْപേയാഗ׹ളു؇്, അവയിൽ ഒ്ؗ ഞ׹ൾ ഇവിെട ക؇ി؂ു؇് ഒരു മാْടി٧عിന്െറ വിപരീതം 
കെ؇ؗു؋തിലും ْപേതّകമായി ഞ׹ൾ നട؋ിയ ْപُാٝവന എെؓؗാൽ , െമْടി٧ുع കളുെട 
വിപരീതത പരിേശാധിؗുׯതിനും വിപരീതം കണׯാؗുׯതിനും ഡിئർമിനന്റുകൾ സഹായിുؗുׯ
എؗതാണ്, ഞ׹ൾ അവതരിؚി׺ സിؑാؓ؋ിന്െറ ْപാധാനّവും ഇതാണ്.  ഞാൻ ഈ ْപഭാഷണം 
അവസാനിؚിുؗുׯ, നി׹ളുെട ْശؑയ്്ׯ നؕി, നؕി 
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