
ࠫ ట࡛ݟ  ङߕల߯ ఈ ఉపހల లࣾ ݋ంߜ छࣃ ړߖࣃ గతం ڒబܽद ݟట࡛ ࠫ  ండవ ahࡓ ޴ఇ ࡹ ࣒ࡎࣄ ల߯ ఈ ݋ంߜ
ఉపߕङ సం, ఇݟ ࠭࠲ ߩߘ࠭ ޴ట࡛ ࠫ రछߖ ల ݋ంߜ చనం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ऒߕڕݡ ࠭ మߖڜ ࠾ࡍऒ  ऴߦంޑల 
ऐۯవ ޴ంۨ ఇࡍڷ ऒߖڜ   సందࡌग ల ࡍڷంۨ ࠭࠲ ࠪ ऱܼ .࠭ݞ
घࡍటݟ  झ݋ంߜ కएࡅ  घࡍటݟ  ࠪ ంۨࡍڷ లހల లࣾހలࣾ ݋ంߜ ऱܼ డߕޔࠓऒ ం ڒబܽद ݟటࡍघ ߘలހంటऱ లࣾߜ
एړࡵ ంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంచడం ߘࢗక ఉనऒ  ఆࡹచన ఏߕ޼ ఇతర ఆࣄफ ࠪߝڴࡍ޴ ఉంܿం޴, ఉ޳హరణڕ 
కएࡅ రంڒణڷ ङࠌदࣄवݟ  ܽ࢟ ऴߦపࡎ दݟܔ ߖంచడం ऴప߄న ఆࡹచన.
 సࡔ అۮ ߖపओ ऒޒऴపయ ړߖݞ ంచడం ޳छ రछߖ ࡌ చనం ߘంݟ మనڕ ఇపओ ࡍߖ మనం ޴నࣄ࡯ޘ ښܽ भషद 
పހࠪࡍల గణనߘ సరࢁకృతం ۯయగల࠭ ڒబܽद మనం ۯయదۨ࡯న޴ సࡔ అۮ ߖపओ డం మనڕ 
घࡍటݟ కएࡅ ݋ంߜ రछߖ  చనం ߗڒ ࣆࡱޘ సరࢁకృతం ޳ࡶ ࣋ۯ తߖڜ ࣋ۯ ࡏ࠻ऒ  లࣾހలޜ మనం 
࠭ంࡌ ڕ޶గలࠪ ࠭࠲ ఈ ࡌߖप యڒలߘ గށంۯ ऴపऴړయ మࡍంత ऴప࠙వవంతంڴ ఉంܿం޴, 
ఉ޳హరణݡ࠮ ࡏࠬ ڕ కڵ࡯ ఉనऒ  పంނߧ ఆࣄफ ࡍڷంۨ ఆ࣋ۨࡹफ ࣋ए  ఎ ab c ࡔస ࡏࠬ ఆ߯ ࠾ࡍమ ࡱ ࡛࡮
झ࠹݅ ప ࠉ  ऱ࣒ ప ࠉ తफం࠴ ࣄ  ऱ࣒  సంకలనం ࠾ࡍరం మڒణڷ ޴ఇ ޙ࠼అ , ࡏఅంܼ ߖఅ ޶ڒ కܽࡖమ ޴ߝఅ ࣄ 
కएࡅ రछߖ  చߕల ߘంݟ అߘసࡍం࢑ ۯషయ࠲ అ࠼నపओ .ڔܽ
 మనం ۫డగలం మߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍ తछ రࡹ ऴࣃ࢐फ ࠭ అం݄ ఒక ࢑ధంڴ ఒక వङ ړ फ అ޻ పߖހࠪࡍऒ  మࡍంత 
సమర बవంతంڴ గށంచగలڒ ݡబܽद ߕ ఉ޻भశङ ం ఈ ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఉంڒ ޴బܽद ఆࡹచన ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఉం޴ 
సంఖङ ݡ࠮ బܽदڒ లߘ పࡍగށంచంݟ  అం݄ ࣋ए ओߩۮ ࡱ ࡛࡮ ऱ  పࡏࣃ ం, ఒక޳ంڕ ऱ࣒  ఒక ࡏࣃऱ abc b c b 
 ప ऱ࣒ సంఖङ ݡ࠮ ߕ޼ఏ ڴయంߦऴతऴࣇ బܽदڒ సࠪనం ݢంࡓ బܽद ఈڒ సࠪనం ړ ऱࡏࣃ  ఇۨऐ ࡱ  a c ߕ
మనం ߖ޵ऒ  ఉపڵࡆంۨ గށంచవ۪ऐ ऒߖ޵ ޳ࡶ   ఉపڵࡆంۨ గށంచవ۪ऐ  ࡹయలړऴపऴ ݡంࡓ  ߗڒ 
మరबङࣃ ంڜ ࡹంۮం వङ ङޑ సం ఉంڒ ޴బܽद ఉ޳హరణڕ మనం ఈ ࢑ధంڴ గ࣋ށफ మనం ۯయవలࣄన ڷణڒరం 
ఒకܽ మ࠾ࡍ మనం ۯయవలࣄన޴ ఒకܽ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ఈ ࢙ߩ మనం ࡓం࡯࠻ۯ ݡ.
ۨ  ࡽ࠭   एܼ ఉనऒ ࡹణంࠪࡍప ښఒ బܽद ఇ࢑ڒ ߩంݟܔ ఒక ࠾ࡍమ ࡱ పओ छࡔ࢘ మనం ڔܽ  ߘऴశమ ࡹతफం࠴ ࡏ
వࡍ फంపܑڒ ࡯࠻బܽद అ޻ పࠪࡍణంࠚ࢑ ߗڒ ࡹనऒ ࡍవ ߖࢳన కృ࠳ फంపܑڒ ࡯࠻బܽद ݟటࡍघ కएࡅ ݋ంߜ  
రछߖ చߖߕऒ  ఉపڵࡆంۨ ݟటࡍघ కएࡅ ంటऱߜ  ఈ లࣾހలߘ ۫డటం ߘࢗక ఉనऒ  ఆࡹచన మనం ఎߕڽ࡮ 
एړࡵ ంచవ۪ऐ घࡍటݟ   घࡍటݟ ߗڒ ݋ంߜ झ݋ంߜ ऒߖڜ ߖࡹ   ߹చర ऱߘ ఉపڵࡆంచడం ޳छ  ఆࣣ మనం ߤషߖ߸ݥ ࡌ
ऒߖڜ  సరࢁకృత ࣇऴޑలޜ ࠭ంࡌ ڕ޶గల࠭, ఇࡌߖ ࢑प యڒలߘ గށంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంۨనߩओ  ࠲ऴతࠪ ݡ
ङߪకం ,ݞంڕڒ ట࡛ ߘ మనం ࡍߖ भషद ࡌߖप యڒల࡮࠮ ߘङ ంకనం ࠻ۯలڕߘనऒ ओߩ  ݞږ ݡ
ఉపࡆగపడ࠼ޑ.
ࠫ ట࡛ݟ  एړࡵ ߘ ݋ంߜ ంచడంࡹ మనڕ ఆసړ फ ఉనऒ  ࣋ए छ ࡛ ࠪऴޒకల పࠪࡍణం అ޴ ߭దभޔࡏࠪ ڴ޴ం޴ 
ࠫ ట࡛ݟ బܽदڒ  ,ంۨࠚరంߦడటం ऴ۫ ߘలހలࣾ ࠭࠲ బܽदڒ చనࡹథࠫక ఆߦడడం ऴ۫ ߘలހల లࣾ ݋ంߜ
ఉపڵࡆంۨ లࣾހలߘ ధృ࢒కࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ऒߖڜ  ࠭  ఉ޳హరణߖڜ ࡱऒ  లࣾࡱހ ఎంڕ޶ ah 
అర मవంతంڴ ఉంܼ࠼ అߝ ఆࡹచనߘ ߰ందړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ మ࠾ࡍ అం޶వలన సࡔ ah 
घࡍటݟ घࡍటݟ ݋ంߜ झ݋ంߜ కएࡅ   లࣾڒ ࡱހబܽद ߖڜ ࠭࠲ऒ కएࡅ లޑށరణ గ߄ࣃ  पࡌߖ  యڒల ࡱ࢑వలߘ
छ޳ फంచడంࡍڷ फࣃࠚరంߦऴ ࡌ ऒߖڜ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭ पࡌߖ న࠳సరళ ڴంࣾ߮ࣃ ޳ࡶ ߘకలޒరణ ࠪऴ߄ࣃ  యక 
గణనలߘ కڵ࡯ ఉనऒ ऒߖڜ   రڒల ࠪऴޒకలࡍڷ ߘ फంచగޙڵ࡯ సࡔ అߝ ఆࡹచన ఉంܿం޴.
ړసం ڴంࣾ߮ࣃ  ऱషद࠳న ࠪతృక ࡅకए ࠫ ట࡛ݟ  एړࡵ ߘ ݋ంߜ ంచడం అం݄, ఈ లࣾހలߘ ఉపڵࡆంۨ ߖߖ޳ 
దగ ࡹపంࡐ ठరࡌڕࣆޓ ڴవړߖݞ ऴపయޒऒ ంచడం, 
ࠫ ట࡛ݟ న࠳లభࣆ ڴంࣾ߮ࣃ దܽ࠴ ޳ࡶ फࣄదܽ ఆ࠴ ంచగలߖబܽद మనం గమڒ  ݋ంߝ
రछߖ చనం ߘంڴࡏߝ ݟ వ फ࣎ ం޴ మ࠾ࡍ అߕࣆ ࡏࠬ  ޴ऒ ల ࠴తफం వࡏసޜ ఒక చޔరऴస ࠪऴޒకߘ కڵ࡯ 
ఉం݄ సࡔ , ఆ ࠪऴޒక ࡅకए पࡌߖ  యకం ఏ޴ అޙ࠼ అ0 ޴ తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ ఎంڕ޶ అం݄ ߖరछ చనం ߘంݟ 
ఉనऒ ڵ࡯క ߘఎంऴܾల 0 ࡏࠬ  అݡन వࡏస࢑ ࡹసफ࣋ࡍफ అݡन వࡏస ࡅకए  ऴప࢘శం ࡅకए  ఉతओ  ࠾ࡍమ ࡱफޔ
క߷ڝ త߅సంబం ߖ޳ द࡛ ఒకए ޒऴప ࡹ࢐ܽ  ܽ 0 అޔ࢓ం޴ మ࠴ ࠾ࡍతफంߖ ڴర प࠼ంచబޔݡం޴  ۩మ ߕࣆऒ  
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం ऴڝࣆ࢐గ࠴ ڼ࡯దܽ ఆࣄफ ఏࠫటం݄  , ݟటࡍघ కएࡅ ݋ంߜ ऒߕࣆ సࡏन వݡతफం అ࠴   
అޙ࠼, నߘऒ  ࣾࠫంచంݟ, ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ  ऒߕࣆ సࡏन వݡతफం అ࠴   అݟ ߖ޳ ޙ࠼టࡍघ  ݋ంߝ
ऒߕࣆ ݞږ వࡱ࢑  అޔ࢓ం޴.
పओۮ బܽद మనంڒ  దڕ۪ࡱనऒ ఏࠫటం݄, ఒక ࣋ए ޴ छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ  ऒߕࣆ సࡏతफం వ࠴   అޙ࠼ , 
घࡍటݟ కएࡅ ݋ంߜ ओߩఇ ݞږ వࡱ࢑  ऒߕࣆ ݡ घࡍటݟ ,ఆࣣ ,޴ఉంܿం ڴ కएࡅ ݋ߝ రछߖ  చనంࡹ మనం 
నࣄ۫ ऱܿڴ, అ޴ మనం ۯయగڵ࡯ం޶ڒ ޴ ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  ࠭࠲ ޙ࠼అ ,ࡏࣃంపܑࡍ࢑సफ ࡹసࡏन వݡఅ ߘ 
యవ۪ऐۯ ݞږ ࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ ߖߖ޳ బܽद ఆࣣ, ࣋एڒ ,  छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ  ࢓ࡱߖ ޳ࡶ సࡏन వݡతफం అ࠴ 
వࡏస 0 అݟ ,ޙ࠼టࡍघ .࡯फ చద࢐ࣄఈ ఆ ޙ࠼వ 0 అࡱ࢑ ݋ంߜ
ऒߘబܽद నڒ   ఇߩओ పओۮ ݦ వछߖ ంݟ ఆ ݟܔంߘߩ ఇకए డ ۯయంڒ ݟబܽद ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ   नݡతफం అ࠴ 
వࡏస ࢓ࡱߖ ޳ࡶ వࡏస ߕࣆऒ  అޙ࠼ మ࠾ࡍ అݡन వࡏస మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ వࡏసల మధङ  ఈ రక࠳న 
పరసओ ర ࠪࡍओ फࣃ۫ ݞږ ࡹలހమనం ఇతర లࣾ ޴ߝఅ ݟ కएࡅ ߖ޳  ޴ంచడం మంۨߖబܽद గమڒ ࠭  
ఇకए డ మ࠾ࡍ ఇߩओ ङࠪ ݀ ࠑ ݡంࡓ వలంښ ړߖݞడ۫ ޾फంࣆۯ ߖప ࡮ఎ ޴ఇ  ݡ ऴܽڡझ भ޳۫ ߖ  ం , ڒబܽद 
మనం పࡍగށంۯ ఉ޳హరణ ݀ ࠑ ݀ ࠪङ ऴܽڡझ  అࡓ ޙ࠼ంߕࣆ ݡऒ  ఎంऴܾࡱ ఉం݄, ࠭࠲ cd um 
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రछߖ చనం ࣇ ޳ࡶऴߖޑऒ  ఉపڵࡆంۨ ݟటࡍघ .ంܼ࠭ڕࣆޓ ߖ ݋ంߜ
 ఇ޴ ఈ ఎంऴܾ సమయం అڝࣆࡱޘ ߖంݟ, ఈ ఎంऴܾߖ ఏ ࢑ధం࠳ ߕߞڴన࣒ ۯయవ۪ऐ , మనం ఈ అݡन 
వࡏస࢑ ࡹసफ࣋ࡍफ అࡓ 0 ޴ ऱܿ 0 ࡓ ऱܿ మࡓ 0 ࠾ࡍ ऱܿ ࢘ࡖకܽ అߖ మࡹ࢐ܽ ࠾ࡍ ऴపޒ ఒకए ܽ 0 అ࠼నం޶న 
ऒߕࣆ తफం࠴  అߖ మ࠾ࡍ ఒక పߖߖ ఊࣕం۪ڝవ۪ऐ   ఇ߄ࣃ ޴రణ ࠑ ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  न n nݡసం ఒక అڝ 
వࡏస࢑ ࡹసफࡍంచం࢓ࡱߖ ޳ࡶ ݟ వࡏస࢑ ࡹసफࡍంచంݟ, ఒక࢘ళ అࡍߪ ޴ फߕࣆ ڴऒ  అݟ ,ޙ࠼టࡍघ  ݋ంߜ
ऒߕࣆ వࡱ࢑  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఒక ߄ࣃరణ లࣾణం ۯ ߗڒయړߖݞ మంۨ޴.
  సࡔ అߝ గమߖక ڒబܽद ࠭࠲ ऴߦపࡎ द ࡓంࡍڷ ݡంۨ ࠪ ऱܼ  ښఒ ݞږ ړంܽݟంࡓ फࣄఆ ࡍప޶త ߝڕߘలݞ
࢑ధ࠳న ߿ऱవ࡛ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఆࡹచన ఏࠫటం݄, ࠬ࢑ ڕకర प ࠪతృక ఉం݄, ࢑కర प ࠪతృక అ޴ߝ 
ఉనऒ ڵ࡯క ߘలڒల࠮ ࠲ంట ࠪऴతࢗ ߖ޳  ࠪతృక అࡏڷ ߖफڝࣆۯంݟ.
 ࢑కర प మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన ఎంऴܾߕࣆ ࡱऒ ࢑కర బܽद మనంڒ  प ࠪతృకߘ ప࣋࡯ࢣࡍफ ࡌߖ ߖ޳प యకం ࢑కర प ఎంऴܾల 
ఉతओ फ తపओޒ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद 
࢑కర प ࠪతృక ࢑కర प ࠪతృక ڝసం ݟటࡍघ ࢑కర  ݋ంߜ प ఎంऴܾల ఉతओ  ޴ంޔڷࡏజ ڴࠈ ڕ޶ఎం ޴ఇ ࠾ࡍफ మޒ
ओߩఇ ࡏࠬ ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ࢑సफ ࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ ޳ࡶ సࡏन వݡఅ ߕ޼ఏ ݡ ࣋फ, ࠬڕ ఏࠫ ࠫ࡯ڵ ఉంܿం޴, 
ఎం޶కం݄ ߕࣆऒ .޻క పదం ఇڛఏ ݦంచబށڷ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఒక ఎంऴܾ ఉం ښఒ ߖڒ 
క߷ڝ ߖ޳  द࡛ छ޳  ओߩఎలऱ ޴ఇ ࡌ ࢑కర ݢ प ࠪతృక ࡅకए घࡌߖ  ऒߖހ  ంۨ ఒకࡍڷ ߖ޵ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡯߱ 
ఆࡹచనߘ ߰ందݡ࠮ ݡ࠮ ړߖݞ ࠪతృక ఉ޳హరణߘ ప޳࡯ࢣࡍभ ం, ڒబܽद మనం 3 ޳छ హరణ޳ఉ ࣋۫ ࡌ
 3 ࠪङ ऴܽڡझ  అం݄ ࠬڕ ࠪङ ऴܽڡझ  ఉం݄ అ࢑ ޴కర प ࠪతృక ڒ ߩ࢙ݟڕబܽद ఆ࢑ ࠆకర प పߕࣆ ࡱ޳ऒ  a 1ݡంࡓ 
ओߩఇ ࡔస ݡ࠮ ݡ࠮ ݡంࡓ ङࠪ ޴ఇ ݡ ऴܽڡझ  అݟ ߖ޵ ࠭࠲ ޙ࠼టࡍघ ऒߕంܿڕߘ࢐లڝࣆޓ ߖ ݋ంߜ ࠭ 
మనం ఏߕ޼ అݡन వࡏస ࢓ࡱߖ ޳ࡶ వࡏస࢑ ࡹసफࡍంచవ۪ऐ  ࡹసࡏन వݡఈ అ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ 
࢑సफ޳ࡍभ ࡓ  ړఈ ఎంऴܾ ޴బܽद ఇڒ ࠭ ऱܿ ڝ ߖ޳߷క द࡛ न 1 1ݡతफం అ࠴ బܽद ఈڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ 
వࡏసߘ ఈ ࢓ࡱߖ వࡏసޛ ߘలڵంచడం ޳छ క߷ڝ ࡌ द࡛ రछߖ  చనం ߘంࡏڷ ݟफం۪࡯࢐ڝ ఆ߯ మనڕ ah a 2

ఉనऒ ࡯ڵࠫ క߷ڒ ޴ द࡛  అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ఈ 1 1 ࡅకए న࣒ 1 పవ࡛ 1 ప࠳ కۨࣇ  ऱ࣒  1 2 0 0 0 a 3 3 
అం݄ 1 తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ , ఆ߯ మనం ۯయߖ ఇతర ߖబంధనࡱ ۨంޒంచవలࣄ ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ అ࢑ 
ओߩఇ ࡱ0 ࡱ޳కం݄ ఈ ప޶ఎం ࡱ0 రछߖ ऱࢁంۨ మࡍڷ ఈ పదం ݡ చనం ߘంࡓ ޳ࡶ ڴࡏߝ ݟంࡓ ݡంݡ 
ࠪऴޒక ࡅకए घࡍటݟ  छ޳ వడంڝࣆࡱޘ ݋ߝ ऒߖ޵ మనం ࡌ  ఒకܽࡓ ړంࡏࣃ ݡऱ ऴڝࣆ࢐వ۪ऐ   ఒక ݡ࠮ 
࢑కర బܽदڒ ݡ࠮ प ࠪతృక ࡅకए घࡍటݟ  ࢑కర ݋ߝ प ࠮లڒల ࡅకए  ఉతओ फ తపओޒ  మࡖకܽ ڒద࠭࠲ ߖ కڵ࡯ 
ఉߕऒ ࠭ మ࢑ ࠭࠲ ࠾ࡍవࡍంۨన޳ࡶ 2 ࠑ 2 ޴ అంతకం݄ ఎڕए వ ߄ࣃరణంڴ ఏߕ޼ ఇతర ऴకࠪړߖ 
.సంڝ కలޒऴࠪ ݡ࠮ ݡ࠮ ڴరణం߄ࣃ

छ޳ ࢑కర ఒక ࡏࠬ ࠭࠲ ࡌ प ࠪతృకࣄ۫ ߘనటऱߖ ߖ޳ ޙ࠼ర पڒ߅࠻రం అ࢑ ޻ధ࠳న ఆࣄफߖ కڵ࡯  n n c 
ఉంܿంړࡵ ߖߖ޳ ࡏࠬ ,޴ए ంۧలڕߘం݄ అࣆ ࡮ۧ ޴లభం, ࠬ࢑ ࡏకర प ప޳లߘ ప࡯ࢣࡍంۨ ࡅ ࢐ܽకए  
ఉతओ రߖ ߖߖ޳ ,ࣄۯ ࡏ࠻త ߖफޒ प࠻తघ కం࡯ߦ۫ ڴ.
ంచవ۪ऐࡍ࢑సफ ܿߦ ޜ ࠹లڒ ޳ࡶ సࡏవ ߘ న ఆࣣ࠳࢑ధ ఈ ࠭࠲ ݞږ రణం߄ࣃ    మߘ࠭ ࠾ࡍపܽ 
ఆࣄफړ సంబం߅ంۨ మࢁऱ ߖ޵ऒ ࢑కర ڕࠬ కం݄޶ఎం ޴వడం మంۨڝࣆࡱޘ  प ࠪతృక వంܽ ఏࡐࣃ ߕ޼పङ  
ऒߖߦࡐ  కڵ࡯ ఉనऒ ࠫ ట࡛ݟ  .ࣆࡱޘ ڕࠪ ޴ఉం݄ అ ݋ంߜ
  ࢑కర प ࠪతృక ڝసం ࠪऴతڕڒ ࠲ంݟ ݞటࡍघ ङ࡮࠮ ߘ ݋ంߜ ంకనం ۯయࣆ ړߖݞలభ࠳న ࠪࡌठ ऒߖ  
ऒߕޔࠓڝࣆޓ ࡎపߦऴ ޴ఇ ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍమ ࡏ द 3 ࡅకए  అంశం, అం݄ ࠬڕ ఏߕ޼ ऴڒ܉ࠜޒర ࠪతృక ఉం݄ 
ऴڒ܉ࠜޒర ࠪతృక అ޴ߝ ఒక߯ߖ޳ ࠪऴత࠮ ࠲లڒలߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴.
 ࢑కర पం ࡅకए गࡌఆ సంద ޙ࠼అ ,޴ఉంܿం ڴరంڒ܉ࠜޒవ ऴڷ޴ ޳ࡶ రంڒ܉ࠜޒవ ऴڷఎ ߩ࢙  లݞږ ࡹ 
మߩ޳޳ ࠾ࡍ అߖߕ߄࢑ ޻ऒ  ఉపڵࡆంచడం ޳छ  ࡌ
ऴڒ܉ࠜޒర ࠪతృక ࡅకए రߖ  पڒ߅࠻రం ݞږ ఉతओ మనం ۫పవ۪ऐ ߖందޔ࢓फ అޒ .
  ࢑కర प ఎంऴܾలߖ޵ ߘߝ ࡹऒ  ऴࣃ࢐फ फࣃऴ࢐ ߖफࣄఈ ఆ ߘߝ బܽदڒ ߘ ࡎపߦబܽद ऴڒ ߘ द ݡ࠮ అం݄ 
ऴڒ܉ࠜޒర ࠪతృక ڝసం ݟటࡍघ ࢑కర ޴ߝఅ ݋ంߜ प ఎంऴܾల ఉతओ  ݡంࡓ ࠑ ݡంࡓ న࠳సరళ ڴహరణ޳ఉ ړफޒ
ఉ޳హరణలߘ ప޳࡯ࢣࡍभ ం.
 

మ࠾ࡍ ఇకए డ 0 ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఎڷవ ऴڒ܉ࠜޒర ࠪతృక ࡐ ݟڕపంࡹ ఉంܿం޴ మߖ޵ ࠾ࡍ abc 
కएࡅ రߖ  पڒ߅࠻రం ఏࠫܽ ڒబܽद ࡅ ߖ޵కए घࡍటݟ   ݋ంߝ
తపओ ߵ݅ ࠹݅  మ޶ڒ ࠬࡔ, ఇ޴ మనం ۯయగڵ࡯న ca c 
࢑కర प ఎంऴܾల ఉతओ .࠲फ ࠪऴతޒ
  ఒక ఉ޳హరణ ޳छ  n ޙ࠼అ ,ݟడం۫ ݞږ ߖ ࡽజనర ޳ࡶ ޓऴ ࠑ ޓऴ ࡌ
రణ ࠪङ߄ࣃ ڕࠬ ऴܽڡझ  ఉం݄ ఈ ऴపޙङ క సందరग ంࠑ ݡ࠮ ࡹ ऴޓ అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ࠬڕ ఉం݄ abc 
మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡹ మనం ऴ޳۫ ߖޓभ ం.
छ޳ ర ࠪతృకڒ܉ࠜޒవ ऴڷ޴ ݡ࠮  गࡌఈ సంద ࡌ లࡹ మనߕࣆ ڕऒ ఆ߯ ఇకए ,࠼ఉంܼ ࡱ డ ఏࠫ ఉߕऒ  
పࡌछ వ۪ऐڒ ޴నࡕస ߕ޼ఏ ޴అ ޶ࡶ घࡍటݟ ࡏࠬ బܽदڒ  ङ࡮࠮ ߖ ݋ంߜ ంకనం ࠻ۯలڕߘం݄ ఇ޴ తڕए వ 
ऴڒ܉ࠜޒర ࠪతృక ఈ ࠪङ ऴܽڡझ ంచవ۪ऐࡍ࢑సफ ࡹసࡏन వݡమనం ఈ అ ڴ࡮పܽߘ࠭ ߘ   ఎం޶కం݄ ఈ 
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ऒߕࣆ ࡱఎంऴܾ ݡంࡓ క߷ڝ ߖ޳ ޴బܽद అڒ  द࡛ క߷ڝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴ  द࡛  ޴ఉంܿం ࣄ ݋ݞ అࣣ ࡗ܋ ࠉ ࡹ 
బܽद ఈ ۪కएڒ  మనం ఆం޾ళన ۮం࡯޳झ న అవసరం ڒ ޴ߖࡶవ۪ऐ   ఈ ࡓంݡ ప޳ల ࡍڷంۨ ఎం޶కం݄ అ࢑ 
ऒߕࣆ  మ࠾ࡍ ఈ ݟట࡛ ࠫ ओߩంపܑ࣋టࡍ࢑సफ ߖ ݋ంߜ  abc ޴ऱ ఇࢁబܽद మڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖऱ అࢁమ ޴ఇ ݡ
࢑కర प ఎంऴܾల ࡅకए  ࢑కర प ఎంऴܾల ࡅకए  ఉతओ  ah ޴ߝऱ అࢁమ ޴బܽद ఇڒ फޒ

ࠪऴޒక ࡅకए घࡍటݟ  एړࡵ ࡮ఎ ߘ ݋ంߜ ంۧۨࣇ ࡹ फ࣎ ం޴.ah a 
घࡍటݟ  కएࡅ ݋ంߜ  గణన ۧࣆ ࡮లభం, ڒబܽद ࠬࡏ ఒక ऴڒ܉ࠜޒర ࠪతృక ࢑ ޳ࡶకర प ࠪతృక ޳ࡶ ఒక 
ऒߕࣆ ޳ࡶ సࡏతफం వ࠴ ల ࢓ࡱߖ వࡏసߘ కڵ࡯ ఉనऒ  ࠪऴޒకߘ కڵ࡯ 
ఉం݄, ࡌߖ ߖ޳प యߖڒऒ एړࡵ  ంచడం ۧࣆ ࡮లభం ڒబܽद ఈ ݡ࠮ లࣾހల సࠫࡹޒ ఏࠫܽ  ࠭࠲ ఇߩओ  ݦ
ओߩఇ ޳ࡶ ࠭ࢡ۫ ओߦۮ ڴ࢑సफృతం ంۧ࠭, ఆࣣߖగమ ݦ లం݄ ࣆలభంړࡵ ڴए ంచగల ݟటࡍघ ऒߗఅ ࡱ ݋ంߝ  
సڒ ,ࡔబܽद తࡌछ త ࠭࠲ త޶పࡍ లࣾހల ࣊ࢗ ړ ݋ళ࠭ޑ మࢁऱ ۨࣇంచړߖݞ ఈ లࣾߖڜ ࡱހऒ  ah 
ऐࡍచ ࠭࠲ ޳ࡶ ࡱచనࡹత ఆށగڣࡔ ంۨన ࠊజగށత ఆࡹచనలޜ ఎ࡮ సంబంధం కڵ࡯ ఉߕऒ  ࡆ
చࡍऐ ంచړߖݞ ఇకए డ ࠭࠲ ऴపయޒऒ ంచవ۪ऐ , ఉ޳హరణ࠴ ࡏࠬ ڕతफం వࡏసߘ కڵ࡯ ఉనऒ  ࠪङ ऴܽڡझ  ah 
ए࣋ ޳ࡶ छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ ऒߕࣆ ޙ࠼ంۨనటऱۨࡹంۨ ఆࡍڷ  ల ڒ ߩ࢙ݟڕబܽद ࠬࡓ ڕࠪ ࡏంݡ ࠪऴޒకల ޳छ  ࡌ
పओۮ ߖఅ ݡంࡓ వछߖ ంݟ, ఎం޶కం݄ ݟ ࠭࠲టࡍघ కएࡅ ݋ంߜ ङ܉  ऐࡍంۨ చࡍڷ ޒࠫ ంۨన పࠪࡍణం 
మ࠾ࡍ ఒక అݡन వࡏస ߕࣆऒ కएࡅ కޒబܽद ࠪऴڒ   ࡱసࡏవ ࢓ࡱߖ ݡంࡓ 
సమࡶఖనం ۯయబݞन లङࢡ࢙ ڴథࠫకంߦబܽद ऴڒ అࣾం  ࠼ ం ޶ࡶ మ࠾ࡍ సࠪంతర చࡏޔग జంޜ y 
۪ दܿ࠭టदబݟన ऴߦంతం ࡶనం޶న ݟటࡍघ అర ߖఅ 0 ݋ంߜ म࠲ 
ऱపڕ ߘచనࡹఈ ఆ ߘߝ బܽदڒ फం࢑ ڴవࣃࡍफ ఒక ۨనऒ ޴బܽद ఇڒ ߘ  గమߖక మ࠾ࡍ అ޳ 2 ڕࠬ ޴छ  ఉం݄  2 ࡌ
ࠪङ ऴܽڡझ  ఒక అݡन వࡏస ߕࣆऒ వ۪ऐڒ ߕ޼ఏ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴ  మ࠾ࡍ అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ a b 
ऒߖ޵ ࡏࠬ ङ܉  ङߕగత ఉప ڴయంޓࠫ సంࣄۯ ࡹన ऱܿڴ ۨऴޓకࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ ࣋फ 
ఇ޴ అࣾం మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣾం అ࢓ࡱߖ ߖܽ࢒ ࡏࠬ  ޙ࠼ వࡏసࣃ࢑࠙ ڴࡱफ కࢗ ࡏ द࡛ కࢗ ࠹లڒ  द࡛ झ  బܽद x yڒ 
ఒకܽ 0 ఎ ڒబܽद ఇ0 ޴ ఎ మ࠾ࡍ మࡖకܽ ڒ ࠉ ࡗ܋వ۪ऐ బܽद ఇకएڒ  డ సࠪంతర చࡏޔग జం ఏࠫܽ ڒబܽद 
సࠪంతర చࡏޔग జం ޶ࡶ ఎం޶కం݄ ఈ ࡓంࢗ ݡక द࡛  బܽदڒ య࡛ߖ࡯ڜ ࠼ఉంܼ ڴసࠪంతరం ړߖ࢐సफ࢐ ࡱ 
కࢗ సࡏవ ࢓ࡱߖ द࡛ झ घࡍటݟ ޴ఇ ࠾ࡍంతం  మߦన ऴݟటदబ۪ ޜ  0 ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ڴ ݋ంߝ 0
.
 ఇߩओ घࡍటݟ ݡ ऒߕࣆ ݋ంߜ  అ࠼నం޶న ࠬߖ޳ ࡏऒ  మࢁऱ ړࡵ ڴࡏߝए ంచవ۪ऐ ࡎపߦऴ ߖఅ ࡔస ࡏࠬ ޳ࡶ  द 
ంచవ۪ऐߖగమ ݟంߘ ऒߕࣆ  లߖ ޜంݟన ࠪతృకߘ కڵ࡯ ఉండంݟ మࡌߖ ࠾ࡍप యకం ߕࣆऒ బܽद ఈ ۨనऒڒ   
గమߖక߰ࡐ ߘం޴ంచړߖݞ ऴప߄న ఆࡹచన ఏࠫటం݄, ࠭࠲ ఇߩओ ऐࡍచ ݦ ంۨన ఆࣄफߖڜ ޳ࡶ ړऒ  సందࡌग ऱࡹ  
మనం చࡍऐ ంచగల ڝ ࢐ܽసం ఇ޴ ఉపࡆగపޔݡం܉  ޴ङ ऒߖޑయ ۨऴޓࠫ  ޴కం݄ ఇ޶ఎం ݟంڝफం۪ࡏڷ 
మన అవڴహనڕ ఒక ߰రࣆݟܔ ߘफం޴ సڒ ࡔబܽद ఇߩओ ऱࡿࢗ ړफࣄఆ ࡍప޶మనం త ݡ లڕߘంܿߕऒ  బܽदڒ ࠭
ఆࣄफ ڒ ڷࡱߕబܽद ఈ ఆࣄफ ߖర पړߖ࠻ సంబం߅ంۨన޴  ࠪతృక ࡅకए झߤऴܼ ߖ޳ ࠾ࡍమ ݋ంߕ   ߱  బܽदڒ ܘ
కएࡅ తృకࠪ ࠭࠲  ऴܼߤझ  ߱ ࠪ ంۨࡍڷ ܘ ऱܼ ओߩటݦ ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ ݡ  ݟంڝ
, వࡏసࡱ మ࢓ࡱߖ ࢐ܽ ࠾ࡍ వࡏసలߘ పరసओ రం ࠪࡏऐ छ޳ వడంڝ కएࡅ తృకࠪ ࡌ  ऴܼߤझ  ߱  ܘ
߰ందబޔݡం޴ మݟ ࠾ࡍటࡍघ కएࡅ ݋ంߜ రछߖ  చనం ߘంڴࡏߝ ݟ వۯऐ  ښఒ ఏࠫటం݄ , ఆࣣ అ࢑ ޴
࢑ధంڴ ఉߕऒ पࡌߖ  ࠼ యڒ ࡱڒబܽद ࠪతృక మߖ޳ ࠾ࡍ ऴܼߤझ  ߱ पࡌߖ ښఒ ܘ యకతߘ కڵ࡯ ఉంܼڒ ࠼బܽद 
మనం  ࠪతృక ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ   అݡन వࡏస మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ వࡏసలߘ పరసओ రం ࠪࡏऐ ం݄, ࣋एڕ छ ࡛ 
ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ   అݡन వࡏస మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ వࡏసߘ ࠪరऐ డం ఇతర ప޳లࡌߖ ࡹप యకం ࡱ࢑వߘ ࠪరऐ  ޶
ఒక చޔరऴస ࠪతృక ࡅకए घࡍటݟ  ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ ݋ߝ డ ݟటࡍघ ऒߕफࣆڵࡆఉప ߖ ݋ంߜ బܽद ࣋एڒ ࠭ छ ࡛ a 
ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ  घࡍటݟ  एړࡵ ߘ ݋ంߜ ంచړߖݞ సం܉थ ࠪనం వࡵ ఇ޴ పࡍవర फన ࡅకए రߖ  पړߖ࠻ సࠪనం 
झߤబܽद ऴܼڒ  ߱ కएࡅ తృకࠪ ޴ߝఅ ܘ ऒߖࠪࡹ࢑  హऒۨ ۯంڵࡆఉప ړߖݞంచۨࣇ  ం ڒబܽद ߖర प࠻తघ క 
మߖ޳ ࠾ࡍ ऴܼߤझ  ߱ ङࡆఅ ޻అ ܘ  ࣾࠫంచంݟ ࣾࠪపణۮ ࡱపओ ంڒ ݟబܽद ࠪతృక మߖ޳ ࠾ࡍ ऴܼߤझ  ߱  ܘ
ఒߖ ښర पߖ࠻ऒ  కڵ࡯ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఇۯ ࡏࠬ ޴యగڵ࡯న޴ ఒక ࠱ݧనलన޳ࡶ ࡽ వࠑ ߤ వߤ ࣋ए छ ࡛ 
ࠪङ ऴܽڡझ झߤఅం݄ ऴܼ ,ݟసం ۫డంڝ   ߱ फࠬޙڜ ంۨࡍڷ ߖ޳ బܽदڒ సࠪనం ڕతృకࠪ ޴ߝఅ ܘ  ݡంࡓ ,޶ࡶ 
ङࠪ ݀ ࠑ ऴܽڡझ एړࡵ మనం ݞږ ڕ  ంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇ޴ జޔڷࡏంద޳۫ ߖभ ం ڒబܽद మనం ޳۫ ߖߖ޳भ ం
ङࠪ  ࠑ  ࡏࠬ ऴܽڡझ ङࠪ ڕࠬ ,ݟడం۫ ߖ  ऴܽڡझ  ఉం޴ సߖ޵ ,ࡔ ऴܼߤझ  ߱ 2 ܘ 2 abcd 
ఏࠫܽ ࢓ࡱߖ ޳ࡶ వࡏసలߖࡹ అݡन వࡏసలߘ ࠪరऐ డం ޳छ బܽद ఇకएڒ ,ఏࠫܽ ޴޻మనం ߰ం ࡌ డ ab 
అ޴ߝ ఒక అݡन వࡏస ڒబܽद మనం మࢁऱ అ޴ߝ అۯ ߖయవ۪ऐ   ఒక అݡन వࡏసࡹ మనం ఒక ࢓ࡱߖ ab cd 
వࡏస ߖ సۯ ࡍయవ۪ऐ घࡍటݟ ޴ߝన࣒ అ࠳ ݭ࠻ ޴బܽद ఇڒ  కएࡅ ߖ޵ బܽदڒ ݋ంߝ घࡍటݟ  cd ݭఅ ݋ߝ bc 
ఇకए ޙ࠼న࣒ అ࠳ డ మࢁऱ ߖ ߖ޵ర पڒ߅࠻రం ࠳ ݭ࠻న࣒ ڒబܽद ఇకए డ ݟ ݞږటࡍघ  న࣒ bc bc࠳ ݭఅ ݋ߝ

రऐࠪ ߘతృకࠪ ࡏࠬ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ࡮ښఒ ݢంࡓ బܽद ఈڒ వ۪ऐ  మࡏࠬ ࠾ࡍ ఒݟ ښట࡛ ࠫ   bc ߖ ݋ߝ
߰ందవ۪ऐ , ఇࠑ ݀ ޴ ݀ ࠪङ ऴܽڡझ ంచవ۪ऐࡍక࢒న ధృ࠳࢑ధ ఒక ࠭࠲ ݞږ సంڝ ޓऴ ࠑ ޓऴ ړ   ޳ࡶ 
రߖ पࡏڒ߅࠻ల ߖరछ చనం ߘంݟ ఇ޴ ఎ࡮ అߘసࣆࡍफం޾ తۯ ڥߖయవ۪ऐ .
 ఎం޶కం݄ అకए డ మనం సࡔ అంܼ࠭  ఒక అݡन వࡏస ࢓ࡱߖ ޳ࡶ వࡏస࢑ ࡹసफࡍంచవ۪ऐ  ࡏࠬ బܽदڒ 
ఇకए డ ۫ݞలڕߘం݄ ݟట࡛ ࠫ కएࡅ ݋ంߜ సओ ߘవࡱ࢑  షदంڴ గށంచడం కం݄ 
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ఇకए ࠭࠲ డ అݡन వࡏస࢑ ࡹసफࡍంۯ బࡱ޶ అݡन వࡏస࢑ ࡹసफࡍంۯ బࡱ޶ సࡔ అۮ ߖపओ వ۪ऐ .ab ab 
ఆ߯ ڒ ࠭࠲߷క द࡛ ఉనऒ ڴ࢑ధం ښఒ ࡱ  ऱܿ ۫ࣃफ ࠭ మڒ ࠾ࡍబܽद ݟటࡍघ  ంత   abࡍమ ࡱవࡱ࢑ ల ݋ߝ

ఉనऒ ࡹసࡏదܽ వ࠴ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴ࢑ధం ښఒ ړݡ࠮ ݡ࠮ కޒరణ ࠪऴ߄ࣃ  అߘ ڡ܊࡮ ޻ 
ࡍవ ࠭࠲ फంపܑయవ۪ऐ .
ړࡏనߩ ంపܑ࣋फ, ఆࣣࡍ࢑సफ ߘ ࠹లڒ ܿߦ ޜߖ޳ ࡏࠬ  फ޳ࡶ ڴ ఇండࣾߖ ߤ ఉపڵࡆంۨ ఒకࡏ సࡔ అߖ 
పओۮ వ۪ऐ  ఎం޶కం݄ మనࡓ ڕంࡓ ݡంݡ ࠪऴޒకࣆࡱޘ ࡱ మߖ޳ ࠾ࡍ ऴܼߤझ  ߱ ࠫ ట࡛ݟ ښఒ ܘ  ߖ ݋ߝ
కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ڒ߷క द࡛  లߘ ఏరओ క߷ڝ ߘకలޒऴࠪ ۯࡍ द࡛  ࠪऴޒకݞږ ࡱ అݟ ޻టࡍघ  ڵ࡯క ݋ߝ
ఉంܼ࠼.
छߖరణ ఎ߄ࣃ  ए࣋ ߤࡌ छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ ऒߖ޵ సం మనంڝ  ఇకए ࠾ࡍమ ޴నࡕస ݋ం࠼ߦ ޙ࠼యగల࠭, అۯ  డ 
గమߖంచవలࣄన ࢑షయం ఏࠫటం݄ , ࠪङ ऴܽڡझ  మߖ޳ ࠾ࡍ ऴܼߤझ  ߱ రߖ ښఒ ܘ पߖ࠻ऒ  కڵ࡯ ఉంܼ࠼.
 ఇࡏࠬ ޴ ఇߩओ ࠪ ݡ ऱܼ డదڕ۪ࡱనऒ  ఆࣄफ , ࠬࡏ  ఒక ߄ࣃరణ ࠪङ ऴܽڡझ  ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ 4 ڵ࡯క ߖ 
ఉనऒ టऱޙ࠼ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఒక వࡏసࡍࠪ ߘऐ ऐࡏࠪ ࡹసࡏక వࡖమ ߖߖ޳ , घࡍటݟ ࡏࠬ ,ం݄ڕ కएࡅ ݋ంߜ  
పరసओ ߘసలࡏవ ݡంࡓ రం ࠪࡏऐ నऒڕ ओߩ  ڵ࡯సంబంధం క ޜߖ޳ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ړफࣄఆ ࡍప޶త ݡ
ఉంܿం޴.
ఉనऒ ڵ࡯క ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ ఒక ࡏࠬ  టऱޙ࠼, అ࢑ ޻ధంڒ ڴలڝ ࠹సం ݟటࡍघ కएࡅ ݋ంߜ  ఏࠫ ڕవࡱ࢑ 
జޔڷࡏంߖߖ޳ ࡏࠬ ,޴ మࡖక ࢓ࡱߖ వࡏసࡏࠪ ޜऐ घࡍటݟ ࠾ࡍమ ݟంڝ కएࡅ ݋ంߜ  ఏࠫ ڕవࡱ࢑ 
జޔڷࡏం޾ మనం ۫ࣃफ ࠭, మనం ఇ࣋ۯ ࡮फ ݟటࡍघ కएࡅ ݋ంߜ  సంښతం ࠪޔࡏంڒ ޴బܽद 
అߘమޒంచంߖߖ޳ ߘߝ  ݟ ऴࣄ࢐, ఆ߯ అ޴ ఎంڕ޶ జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం, ڒబܽद త޶పࡍ ఆࣄफ ఏࡓ ߕ޼ంݡ 
అݡन వࡏస࢓ࡱߖ ޳ࡶ ࡱ వࡏసࡱ ఉం݄ మࢁऱ వࡏసࡱ మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ వࡏసల మధङ  ఈ రక࠳న 
దछ ందछ తछ ం ఉంܿం޴, అం݄ ఒకࡍڷ ߖ޳ంۨ మనం ߮ۮओ ࡍవ ڴసࠪనం ޴ फࣆफం޴.
 మࡖకܽ మ࠾ࡍ అ޴ ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ࠬࡏ అݡन వࡏసࡱ మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ వࡏసలߘ 
పరసओ రం ࠪࡏऐ झߤऴܼ ࠾ࡍక మޒऴࠪ ߝڕ  ߱ రߖ ښఒ ܘ पߖ࠻ऒ  కڵ࡯ ఉంܼڒ ࠼బܽद అ࢑ పరసओ రం 
ࠪరऐ బޙݟ అߩओ రߖ ݡ प࠻తघ క ۨహऒ ం ࠪࡏओ  ࡱసࡏन వݡఅ ݡంࡓ ߕ޼బܽद ఏڒ ࠼ంܼޔࡏࠪ ࠹ఉ ࡱ
పరసओ ࡱసࡏవ ࢓ࡱߖ ޳ࡶ రం ࠪరऐ బݟనటऱߖ , ޙ࠼ర प࠻తघ క ۨహऒ ం సڴࡍठ ऒߖ޵ ߘߝ ,ޙࡍࠪ   మࢁऱ 
చదవߖవछ ంݟ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఆపࡔషࡹ ߤ ۫డܼړߖ మనం ߖڜऒ  ఉ޳హరణలߘ పࡍగށంచవ۪ऐ , ఆ ఆࡹచనڕ
भ޳ࠚరంߦऴ ޜహరణల޳ఉ ݡంࡓ ݡంࡓ ం ఒక అݡन వࡏస మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ వࡏసߘ భࡎ फ ࣄۯ, ఆ߯ ߖర प࠻తघ క 
भ޳۫ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ڕవࡱ࢑ ం, ڒబܽद ఈ ఉ޳హరణࡹ మ࠾ࡍ ఈ ఉ޳హరణࡹ ఈ ࠪࡏओ ల ڝసం 
సం܉थ ऒߖߕࠪ  ఏࡌओ  ڵ࡯క ߘతృకలࠪ ݡంࡓ బܽद మనڒ ޴फంࣆۯ సࣔయం ڕࠪ ݞږ ړߖݞయۯ ܿ
ఉంܼ࠭.

మనం ߖ޵ऒ  అ޳ࡱߧ ߖभ ం, ߖ޵ऒ  అ޳ࡱߧ ߖभ ం మ࠾ࡍ మనం ࣆۯफనऒ  పࡍవర फన   abcd rho rho two 
ఏࠫటం݄, మనం ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݟంܽߖ పరసओ రం ࠪࡏऐ ऒߕంܿڕ r r r1 r2 ࠾ࡍబܽद మనం మڒ ࠭
వࡏస 1ړ బڴࡱ޶ మߖ ࠾ࡍ పరసओ రం ࠪࡏऐ నऒڕ ओߩ r1 r2 ޴ఇ  ޴ఉంܿం ڕమన ݡ rho 2 cd 
మړ ࠾ࡍ బޜ ߖߖ޳ ࠭࠲ ڴࡱ޶ పరసओ రం ࠪࡏऐ నऒڕ ం޶న మనڕ ఉం޴, ఇߩओ మనం cd ݡ ab ab 
घࡍటݟ भ޳ށగ ߘల ݋ߝ ం, ࡅ ߖ޵కए घࡍటݟ  ङࠪ ݀ ࠑ ݡంࡓ ऱࢁఏࠫ݇ మ ݋ంߝ ऴܽڡझ  bc ޳ࡶ న࣒࠳ ݭ࠻ 
మనం ޳ ߖ޵छ యవ۪ऐۯ ࡌ .
  అݡन వࡏస࢑ ࡹసफࡍంచడం మڒ ࠾ࡍ߷క द࡛  లߘ కھߘనడం ڒబܽद ఇ࠳ ݭ࠻ ޴న࣒ ڒబܽद ఇకए డ మࢁऱ bc 
घࡏ߷ ంۨ మనం ఇకएڵࡆఉప ߖ࡮ డ ఉనऒ घࡏ߷  ంۨ ఇకएڵࡆఉప ߖ࡮ డ ࠴దܽ ఎంऴܾ ఒక ࢓ࡱߖ వࡏసࡹ 
ఒకܽ ڒబܽद ఇ࢐ ޴సफ࠳ ړߖ࢐న࣒ ݟڕ ݭ࠻ మࡏࠬ ࠾ࡍ ۫࣋फ  ఈ ࡓంݡ పࡱ޳ ఇ࠳ ݭ࠻ ޴న࣒ c cb 
న࣒ తపओ࠳ ړࣄࠉ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद మనం ࡏڷफ࡯߱ ߘऐ  ۫࣋फ ఈ ࡓంݟంܽ మధङ ࡍߪ फࡏڷ  फޔࡏࠪ ڴం޴ 
ऐࡏࠪ ߘసࡏन వݡఅ ࡏࠬ బܽदڒ  ࠭࠲ ޙڵ࡯యగۯ ڴసࠪనం ڕసࡏవ ࢓ࡱߖ ߖߖ޳ ࠭࠲ ޳ࡶ ం݄ڕ
ङࠪ ݀ ࠑ ݡంࡓ ߖߖ޳ ऴܽڡझ యవ۪ऐۯ ڕ  ఇకए ࠭࠲   డ ۫߄ࣃ , ࠭ࢡరణంڴ ఒక ࠑ ࠪङ ऴܽڡझ  సం n nڝ 
ऒߖ޵ ࠭࠲ छ޳ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݟంߘ ݡ࠮  ఇకए ࠭࠲ ,యగల࠭ۯ ڷࡱߕ ࡌ డ ࣃब  ࠭࠲ ంచగల࠭ߧ
ఇߩओ పరసओ ߘసలࡏन వݡఅ ࡏࠬ ݞږ ڴకంࡍڒ߅ంత అࡍమ ߗڒ ంۧ࠭ࡍక࢒ధృ ݦ రం ࠪࡏऐ  ࡮ం݄ ఇڕ
పओۮ వ۪ऐ ओߩఅ ࡱసࡏవ ࢓ࡱߖ   घࡍటݟ ݡ కएࡅ ݋ంߜ  సంښతం ࠪరޔࠓందం݄ సంߪరप ࡱ࢑వ ఒښ 
࢑ధంڴ ఉంܿంߗڒ ,޴ సంښతం ࡍߪ फޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఆࣄफ ࠀ ఆࣣ త޶పࡍ ఆࣄफ ఆసړ फకరంڴ ఉంܿం޴

ఇߧࡐߖ ޴ంచړߖݞ ఈ ࡍߖ भషद ఆࣄफߖ ఉపࣆڵࡆफంߘߝ ߗڒ ޴ ఏࠫ ࣆۯफߕऒ ओߩఇ ࡏࠬ ߘ  ah ݦఉం ࡮ښఒ ݡ
ఉనऒ ڵ࡯క ߘసలࡏन వݡఅ ݡంࡓ టऱݟ , ޙ࠼టࡍघ కएࡅ ݋ంߜ ऒߕࣆ ݞږ వࡱ࢑   ࠪऴత࠲ అߖ t 
ङޙऴప ࠾ࡍफ మࣄన ఆ࠳న రక࠳షࢩ࢑ ࡮ۧ ޴ఇ ,޴ంޔࠋۮ ओߩనࣄ۫ ߖߖ޳ ంۨ మనంړ  ړߖ޳ ݡ
సంబం߅ంۨన ࡮ۧ ݞږ ࢓܌ࡏ ఆకర लނయంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ऴపకటన ఒక అݡन వࡏసڕ ࠪऴత࠲ 
పࠫࡍతం ࡮ۧ , ޶ڒ సందࡌग లࡹ మనం ఒక అݡन వࡏస ࡍڷంۨ ఏࠫ ߧۮओ  ݞږ ంۨࡍڷ ࠹లڒ మనం ߕ
పओۮ వ۪ऐ  మࡓ ࠾ࡍం࢓ࡱߖ ݡ వࡏసࡱ ఒ࡮ښ ఉం݄ ఆ ࠪऴޒక ࡅకए రߖ  प0 ݞږ ࡍڒ߅࠻ అߖ ऴపకటన 
ఉంܿం޴.
  .
भ޳࡯ࢣࡍప ߖߖ޳ బܽद మనంڒ  ం ڒబܽद ࠪతృక ࡅకए  
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 ࡮ښఒ బܽद అ࢑ڒ ޴ఉంܿం ࡮ښఉం݄ ఆ లࣾణం ఒ ࡮ښఒ ࡱసࡏవ ࢓ࡱߖ ޳ࡶ ࡱసࡏन వݡఅ ݡంࡓ
ఉంܼڒ ࠼బܽद 
घࡍటݟ ߖ޳ ऒߕࣆ వࡱ࢑ ݋ంߜ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠪతృక ࡅకए  ࡱసࡏవ ࢓ࡱߖ ޳ࡶ ࡱసࡏन వݡఅ ݡంࡓ 
ఒ࡮ښ ఉం݄.
 ఒ࡮ښ ఉం݄ ݟ ߖ޳టࡍघ ऒߕࣆ వࡱ࢑ ݋ంߜ ऒߖ޵ మనం ߗڒ బܽदڒ   ఎߧ۫ ࡮ంచగలం అޙ࠼ మనం ߖڜऒ  
ఉ޳హరణలߘ ప࡯ࢣࡍంۨ ۮపओ గలం, అޙ࠼ మࡍంత ఆసړ फకరంڴ మనం ఆࣄफ ఐߖ޶ ఎంత ڴࠈ 
ఉపڵࡆంచగల࠵ మనڕ ఉందߩۮ ߖओ  ం.ge޳ంڕ
ए࣋ ࡽరߜ   छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ ࡎపߦऴ ࡏࠬ  द ߸ అ࢑ ߖశछ  a ࢓ࡱߖ ޳ࡶ ࡱసࡏन వݡఅ ݡంࡓ ߕ޼ఏ ࠭࠲ , फ࣋ࣄ
వࡏసలࡏࠪ ߘऐ घࡍటݟ , ం݄ڕ కएࡅ ݋ంߜ  ۨహऒ ం స࡯ࡌࠪ ࡔ, అߖ࢐ܽ ࡏࠬ ޙ࠼ పరసओ రం ࠪࡏऐ ం݄ڕ
ఉం݄ ࠪङ ࡮ښఒ ࡱసࡏవ ݡంࡓ ऴܽڡझ  ࠪరݟ  ߗڒ ޶టࡍघ కएࡅ ݋ంߜ  సంښతం ࠪޔࡏంڒ ޴బܽद 
घࡍటݟ కएࡅ ݋ంߜ ధङࣃ ޴ఇ ࠲ऴతࠪ ޙ࠼వ 0 అࡱ࢑  మޔ࢓ం޴.
ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ   ऴࣃ࢐फ బܽद ࣋एڒ ࢓܌ࡏ బܽदڒ ߘ छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  ښఒ ޜసలࡏవ ښఒ ݡంࡓ ޴ఇ ,ݟంచంށగࡍప ߖ 
వࡏసలߘ కڵ࡯ ఉనऒ  నߩ࢙ݟڕ 
మనం ޳ۯ ࡽڒभ ం.
  ఆ వࡏసࡱ మ࠾ࡍ శړ फ ri rj ri 

అݡन వࡏసలߘ పరసओ రం ࠪࡏऐ  క rirj a aޒऴࠪ ޻అ ,ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖफందࣆక ఇޒऴࠪ ޻ం݄ అڕ
ఇࣆफంߘ࠭ ߗڒ ޴పܽ ఆࣄफ ߘంߖ ݟర प࠻తघ క ࠪࡏओ ల సంښతం అం݄ ࠬߖ ࡏర प࠻తघ కం కڵ࡯ ఉం݄ a a 
ࠪతృక ࡅకए రߖ  पࡏࠬ ࡍڒ߅࠻ a if  
పరసओ ర ࠪࡍओ కएࡅ ݟ ऐࡌࠪ ߘసలࡏవ ࠾ࡍమ ߘవࡱ࢑  ओߩఅ ,ࡏ घࡍటݟ ݡ కएࡅ ݋ంߜ  సంښతం ri rj 
కएࡅ ߖ޵ కएࡅ ߖ޵ బܽदڒ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳  రߖ  प࠻తघ క࠳న޴ ۧప ࡅకए రߖ  प࠻తघ క࠳న޴.

అߝ సంښత వࡏసࡱ మ࠾ࡍ పరసओ రం ࠪరߗڒ ࠼ޑ మ࠾ࡍ ఒ࡮ښ ఉనऒ ం޶న   rix a ri rj ri r 
ఈ ࠪతృక ఏ తపओ  మࡖకܽ ڒ ,޶ڒబܽद మనం ࡅకए घࡍటݟ న࣒࠳  కएࡅ ݋ంߜ రߖ  पړߖ࠻ సࠪనం అߝ a a 
పࣄࡍबړޒ వ ऐۧ ࠭, ఇࡅ ޴కए घࡍటݟ  ధङࣃ ࠲ऴతࠪ ޙ࠼అ ݋ంߜ మޔ࢓ం޴.a 
ऒߕࣆ   సڒ ࡔబܽद ࠭ߘపܽ ऴߦపࡎ दߖ ఉపڵࡆంۨ ࠭࠲ ఇకए డ ۮపओ దߕڕ۪ࡱऒ ࠭, ࠬ వదभ ఒక చޔరऴస 
ࠪతృక ఏ ఒښ వࡏసࡓ ࡱంࡐࣃ ݡపङ  వࡏసࡱ ఉం݄ ࡓ ࠭࠲ ޳ࡶంࡐࣃ ݡపङ  ښసం ఒڝ సలࡏవ ࢓ࡱߖ 
ఆࡏठङ घࡍటݟ ఉం݄ ఆ ڵ࡯క ߖ ݋ం࠱ ऒߕࣆ  ޴వ ఉంܿంࡱ࢑ ݋ంߜ  సڒ ࡔబܽद ఇݞږ ޴ ఒక ఆసړ फకర࠳న ఆࣄफ, 
ఎం޶కం݄ ࢡ ࡮ۧ ړߖ޵ఖ޳ࡶ ࡱ అߝక పరసओ ర సంబంࡱ߄ ఉߕऒ ړఒకܽ ఆస ࡹ࢐ܽ , ࠼ फకరంڴ ఉంܿం޴
फࣃۯ ߘకߖంۨ ఒక గమࡍڷ ߖ޳ ߘߝ బܽदڒ घࡍటݟ ޴అ ࠾ࡍమ ߘ కएࡅ ݋ంߜ రछߖ  చޔࢂࢗ ڵࡍޒ ړߖߕం޴ 
घࡍటݟ  ం݄ڕߘఅ ࡏࠬ బܽदڒ కएࡅ ݋ంߜ రछߖ  చనం ࡍڷంۨ అࡌߖ ޴प యకం అ޴ߝ ఒక అݡन వࡏస ޳ࡶ 
కएࡅ సల ఎంऴܾలࡏవ ࢓ࡱߖ  సంకలనం మ࢐ܽ ࠾ࡍ సంబం߅త ڒ߷క द࡛  ల ࠴తफం ࠪऴత࠲ అޔࠋۮ ߖం޴ 
కएࡅ సࡏन వݡక అࡖమ ࡏࠬ క߷ڒ  द࡛  లޜ ఒక వࡏస ࡅకए  ఎంऴܾల ఉతओ फޑ࠴ फޒ ऒߖ  ఈ ߘߝ ,ݟంڝࣆޓ 
ऴړం࢑ ޴ధంߕޔࠋۮ ڴऒ ङࠪ ޓऴ ࠑ ݡ࠮ మనం ,ߘ ऴܽڡझ भ޳۫ ߖ  ం మ࠾ࡍ మనڕ ऴࠑ ޓ ऴޓ ࠪङ ऴܽڡझ  
ఉందߩۮ ߖओ  ం޳ంڕ
.
 ah ݡంࡓ ݡంࡓ ఒకܽ ݡంࡓ ఒక ݡ࠮ ఆࣣ ఒక ݡంࡓ మనం ఒకܽ ఒకܽ ఒక ߝڴ࡮ ߘతృకలࠪ ݡ࠮  
ऒߖఅ ݡ࠮ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ݡ࠮ ఒక ݡ࠮ ఒక ݡ࠮ ݡంࡓ బܽद ఈ ۨనऒڒ ݟڕ   క aޒऴࠪ ࡱ 
కएࡅ  ఎంऴܾలߖ ߘర पࣃ࠼फ కएࡅ ऴప࢘శ  ࠾ࡍమ  ࠼ క߷ڒ లధనం࠮  द࡛  అߩۮ ߖओ ओߩం, అ޳ంڕ  AIj a ݡ
घࡍటݟ घࡍటݟ , ంపܑ࣋फࡍ࢑సफ ܿߦ ޜߖ޳ఒక ࡏࠬ ,޶ڒ ఏࠬ ݋ంߜ  ޴ߝఅ ݋ంߜ
ఒక ࡍࣃ ఒకܽ పऱ࣒  ఒకܽ ࡓంࡏࣃ ݡऱ ఒకܽ ࡓంݡ అޔ࢓ం޴.
 అదనంڴ ఒకܽ ࡏࣃ ݡ࠮ऱ ఒకܽ ࡏࣃ ݡ࠮ऱ ఈ ڒ߷క द࡛  లߘ ఈ ఇతర ఎ࠱࡯ం݋ ల ڒ߷క द࡛  లޜ భࡎ फ ࣋ۯफ ఏࠫ
జޔڷࡏంద޴ߝ ऴపశऒ , మࡗ ࠪటߦۮ ࡹओ లం݄, ߘߝ ఈ ऴړం࣋ۯ ߖ࢐ܽ ޴फ ఏమޔ࢓ం޴ ఒకܽ ఒకܽ ࡓంݡ 
ఒకܽ పऱ࣒  ఒకܽ ࡓంࡏࣃ ݡऱ ࡓంࡓ ݡంݡ పऱ࣒  ఒకܽ ࡏࣃ ݡ࠮ऱ వదभ  ࢛ ڒ ݡ࠮బܽद ఈ ࡱ࢑వ ఏࠫܽ a  
మ߄ࣃ ࠾ࡍరణంڴ మనం అݡन వࡏస࢓ࡱߖ ޳ࡶ ࡱ వࡏసల ఇతర ࢑సफరణల ڝసం ߖ޵ऒ  అడగవ۪ऐ  , 
ఇకए డ ఏࠫ జޔڷࡏంڴࠈ ޾ ఆࡹచన ޳ࡶ సࠪ߄నం ఏࠫటం݄ ఇ0 ޴ అޔ࢓ం޴ మߖ޵ ࠾ࡍऒ  ۫డܼړߖ 
 న ࠪరठం࠳లభࣆ
ఈ వङ ڔ फకరణ ޳छ पࡌߖ ࡌ యకం వङ ڔ फకࡍంచబݟన ఈ ఉతओ ళࢗ ڵࡍޒ ڕతృకࠪ ݟంߘ తफం࠴ फలޔ ऱړߖݞ 
ऴపయޒऒ ంచړߖݞ, ఆ ࠪతృకࡓ ڕంݡ ఒ࡮ښ వࡏసࡱ ఉߕऒ యߖ మ࠾ࡍ ࠬ వదभ ఏߕ޼ ఒ࡮ښ ఉనऒ  ݡంࡓ 
వࡏసࡱ ఉనऒ టऱࣄ۫ ࠭࠲ ޙ࠼న ࠭ߘపܽ ఆࣄफ ߘంݟ ࠪऴత࠲ అ࡯ޙ ߖం޴.
 ఆ ࠪङ ऴܽڡझ घࡍటݟ   ޴ంޔ࢓అ 0 ݋ంߜ
బܽद ఆ వङڒ ڔ फకరణ ࡏࣃऱ a 1 1 a 2 1 plus a one two times a two twoplus a one three 

అం݄ ఇߩओ भ޳ంపܑࡍ࢑సफ ߖ మనం ݡ ం  ఒకܽ ఇ޴ ఒకܽ ఒకܽ ࡓంݡ ఒకܽ times a two three ah a two
అ࠮ ޴ߝలకం ࡅకए క߷ڝ  द࡛  తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद అకए డ మన࠳ ڕన࣒ వߤ పవ࡛ ݀ޜ a two one 
ఉనऒ ڵ࡯క ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ ࠾ࡍమ ܿߦ छ޳ ంచడంڵలޛ ߘసࡏन వݡతफం అ࠴  న ࠪङ޴ం߰ ࡌ ऴܽڡझ  a21 
కएࡅ घࡍటݟ  ࡓ ఒక ړ ݋ంߜ ऱܿ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴   ఆ߯ ఒక  ఓښ ప ऱ࣒ న࣒ a12 a13࠳   3 2 a 3 3 a 1 2 1 
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పవ࡛ 2 ప ऱ࣒ ࡓ 2  ऱܿ ࠴తफం అݡन వࡏసߘ ࠪరऐ డం ޳छ  ߘసలࡏవ ࢓ࡱߖ ࠾ࡍమ ࡱసࡏవ ݡంࡓ ޳ࡶ ࡌ
छ޳ ంచడంڵలޛ ڴफࡍߪ కएࡅ న ࠪతృకݟందబ߰ ࡌ घࡍటݟ  ݡ࠮ ݡ࠮ ందడం వలన ఒకܽ ఒకܽ߰ ߘ ݋ߝ
ఒకܽ ݡ࠮ ݡ࠮ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ ۨవࡍ పదం ఒక ࠳ ݡ࠮న࣒ వߤ పవ࡛ ݀ పऱ࣒  ऱ ఒకܽࡏࣃ ݡ࠮ 
ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ ఒకܽ ࡓ ݡ࠮ంݡ సڒ ࡔబܽद ఈ పదం ࠳న࣒ ఒకܽ ఈ పదం పऱ࣒  వߤ  మ࠾ࡍ ఈ పదం 
 ޴ऴ࢐࣋फ , ఇ ߖߖ޵ ߘߝ ,ం݄ڕࣆޓ న࣒ ఒకܽ࠳ బయట ߘߝ బܽदڒ న࣒ ఒకܽ࠳
ఒకܽ ࡓంࡏࣃ ݡऱ ఒకܽ ࡓంݡ ఒకܽ ࡓ ݡ࠮ ݡ࠮ం࠳ ݡ࠮ ݡ࠮ ݡన࣒ ఒకܽ ࡓంݡ ఒకܽڴ ఒకܽ 
అޔ࢓ంݡ࠮ ݡ࠮ ޴ ఒకܽ ݟڕ ݡ࠮ ݡ࠮ పऱ࣒  ఈ పదం ۨవࡍ పదం ఇ޴ ఒకܽ ࡏࣃ ݡ࠮ऱ ఒకܽ ఒకܽ 
ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ ఒకܽ ࡓ ݡ࠮ంݡ సࡔ ఆ߯ ߘߝ ऴࣃ࢘ࣄ࠮ ߘ ݋ڙࠈफ ओߩఇ ࡏࠬ బܽदڒ ߘ  ߖߖ޵ ݡ
ప࣋࡯ࢣࡍफ ఇ޴ మ޶ڒ ࠬࡔ  ࠪతృక ࡅకए घࡍటݟ  घࡍటݟ ࠭࠲ బܽदڒ ݋ߝ కएࡅ ݋ంߜ రछߖ  చߖߕऒ వ࡛झࡍ   
फࣃۯ ࠭ ఇ޴ ࠪతృక o a 1 1 a 1 2 a 1 3 a 1 2 a 1 1 a one two a three and a three 

ࠪऴޒక ࡅకए घࡍటݟ   one a three two three two three ݟంߘ దశ ޴అ ,ޙࠉۮ ߘߝ ߖఅ ݋ంߝ
వۨऐ ం޴.
 ఇకए డ ߘంݟ ఇకए డ వరڕ ఈ అݡन వࡏస࢑ ࡹసफࡍంచడం ޳छ ఇకए ࠾ࡍమ ࡌ డ మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄, ఈ 
ऒߕఉ ࡱ޳న ప࠳࢑ధ ښఒ ݡంࡓ घࡍటݟ అం݄ ఈ ࣆࡱޘ ڕమన ݟంߘ फࣄపܽ ఆߘ࠭ ࠾ࡍమ ࠼  0 ݋ంߜ
అߖ అర बం.
ऒߖހࠈ ఈ ߭దभ ޴ంޜࠋۮ ఏࠫ ڕࠪ ޴ఇ ޙڵ࡯యగۯ ߘߝ బܽदڒ   ఇకए డ ڶయంݟ అం݄  , ఒక అݡन వࡏస 
కएࡅ  ऴప࢘శం ࡅకए  ఉతओ ङ࡮࠮ ߖफޒ ంకనం ۯయడం మߖߖ޳ ࠾ࡍ మࡖక అݡन వࡏస ࡅకए క߷ڒ  द࡛  లޜ 
ऒߕࣆ వࡱ࢑ తफం࠴ సం ఆڝ ంచడంށڷ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఆసړ फకర࠳న ఆࣄफ ڒబܽद ࠬڕࣆޓ ࡏం݄ ߕ 
ఉ޻भశङ ం ఒక అݡन వࡏస ࡅకए  ఎంऴܾࡱ మڒ ࢐ܽ ࠾ࡍ߷క द࡛  ల ఉతओ రߖ ޴తफం అ࠴ फޒ प࠻తघ కం, ߗڒ ah 
ओߩఇ ࡏࠬ సछ ࡍ࢐ ݡ ంత ڒ߷క द࡛  లࡔ࢘ ߘ వࡏసڒ ߖࡹ߷క द࡛  లޜ భࡎ फ ࣋ۯफ, అߕࣆ ޴ऒ  ޴అ ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ړ
ఈ ऴߦపࡎ दߖ ఉపڵࡆంۨ ۫పబޔݡం޴.
 ఇߩओ ంܿనऒڕߘల࠻ۯ మనం ݡ కएࡅ లހలࣾ ݡ࠮ ޴బܽद ఇڒ  ޻ఇ ޴  త޶ప݋࣊ ࡍ, ఇకए డ ࠬࡏ అݡन
వࡏసలߘ పరసओ రం ࠪࡏऐ ࠪ ࠭࠲ ంۨࡍڷ ߖ޳ ߝఅ ޴ంޔڷࡏం݄ ఏࠫ జڕ ऱܼ  ࢓ࡱߖ ࡏࠬ , ࠭ݞ
వࡏసలߖࡹ అݡन వࡏసలߘ పరసओ రం ࠪࡏऐ झߤం݄ ऴܼڕ  ߱  ࡱసࡏవ ࡮ښఒ ߕ޼ఏ ,޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ڕ ܘ
వ ڕ޶ం࠭ ڴసరళం ࠭࠲ ,޴ంޔڷࡏఉం݄ ఏࠫ జ ࡱసࡏవ ࢓ࡱߖ ޳ࡶ ऐۧ ࠭ ఆ ࠪతృక ࡅకए  
రߖ पࡍڒ߅࠻ ఎޔࡏࠪ ࡮ంۮ ޾పओ ठࡌࠪ ړߖݞ అ ࠾ࡍమ ࡱ ङ࠙ సంޜ ఈ లࣾࡓ ࡱހండవ సछ ࠙వం 
అڒ ࠼ޑ࢓బܽद ࠬڜ ࡏంత ఆపࡔషߖ ߤ ۫డవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇߩओ ࠫ ట࡛ݟ ݡ  ఏࠫ ڕవࡱ࢑ ݋ంߜ
జޔڷࡏం޾ ۫డవ۪ऐ ړఆస ݞږ ݋࣊ ࡍప޶ల తހలࣾ ݡ࠮  फకరంڴ ఉంܿంߖڜ ࡏࠬ  ޴ऒ फޑ࠴  లߘ 
ఉతओ ޳ࡶ కएࡅ फలޔ ऒߖڜ  फޑ࠴  ల޳ࡶ ߘ ఉతओ ङࠪ ޴అం݄ ఇ ޴ంޔڷࡏం݄ ఏࠫ జڕࣆޓ ߘफలޔ ऴܽڡझ  
కएࡅ  ఎంऴܾڒ ࡱబܽद ఉ޳హరణࡏࠬ ڕ ࠪతృక ࡅకए ంత సంఖङڜ ߘసࡏతफం వ࠴   फ ఏࠫ ah࣋ށڷ ޜ
జޔڷࡏంࡌߖ ޴प యకం ఎޔࡏࠪ ࡮ంࡓ ࠭࠲ ޳ࡶ ޴ంݡ వࡏసలߘ కޙߧ࡯  ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ   ࠪङ ऴܽڡझ  
ఎ࡮ సڴࡍठ फࣃ࡯ࢣࡍప ࡍప޶మనం త బܽद ఇ࢑ڒ ޴ంޔࡏࠪ  ࠭, ఇ࢑ త޶పࡍ లࣾހల సࠫڒ ޒబܽद ࢗంటߝ 
త޶ప݋࣊ ࡍ ఆࣄफ 7 మ࠾ࡍ  అݡन వࡏస ࢓ࡱߖ ޳ࡶ వࡏసߖࡹ ऴప࠮ ޒలߖڒऒ   फ a࣋ށڷ ޜంకంࡌबࣄ 
भ޳ࡱߧ ߖఅ ߖߖ޳ ం,  k 
घࡍటݟ కएࡅ ݋ంߜ k.޴फంࣆచన వࡹం݄ ఆڕࣆޓ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔݡంచబށڷ ޜ ݞږ వࡱ࢑ 
  ऴపޒ 
అݡन వࡏస ࠮లߖڒऒ छ޳  छ޳ ంచడంށڷ సంڝ సࡏవ ࢓ࡱߖ ޳ࡶ ࡌ  kߘవࡱ࢑ ߖ޳ సࡏन వݡతफం అ࠴ ࡌ
కएࡅ ంచడంށڷ ޜ ࠾ࡍఆ߯ మ ,޴फంࣆࡏࠪ घࡍటݟ  కएࡅ ݋ߝ छ޳ బܽद మనం ۫డటంڒ ,వࡱ࢑  k um ࡌ
ఒక ࠪࡌठ ऒߖ  ఎ࡯ߦ۫ ࡮ అం݄ ߖర पయకర फ ࡅకए రछߖ  చߖߕऒ  ۫డటం ޳छ  नݡఅ ݦంచబށڷ ࡏࠬ బܽदڒ  ࡌ
వࡏస࢑ ࡹసफࡍంచߖݞऒ  పࡍగށంచంڷ ݟణړߖࡌڒ ࠭ం޶ మ࠾ࡍ త࢐ࡏత అݡन వࡏస ࡅకए  ऴపޒ ah , 
ఎంऴܾ ࡅకए छ޳ రకంڒ  ऒߖڒరڒ ఆ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ంڵࡍ߭ ࡌ  బయటޓ ڕయవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త k 
घࡍటݟ छ޳ ݋ంߜ నڵࡍ߭ ࡌ ऱܿ ࠭࠲ ߰ం࠭ޑ޶.k 
బܽद మనం ఒక ࠪङڒ  ऴܽڡझ  abcd 
మ࠾ࡍ ఈ ࠮లకం ఒకܽ అޙࠉۮ ߖ వߤ అݡन వࡏస ࡏࣃऱ ఒకܽ సڒ ࡔబܽद ࣒ښ ۫డܼࡓ ړߖంݡ r r k r 
ࠪऴޒక ఉ޳హరణ అ޳۫ ߖभ ం ڒబܽद ࠪతృక మ࠾ࡍ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद  అ޴ߝ ah ka kb ques  tion 
ࠫ ట࡛ݟ ࡍ࢐ బܽद ఇకएڒ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ڕల ݋ߝ డ ݟట࡛ ࠫ घࡏ߷ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ݋ߝ  న࣒࠳ ݭ࠻ ࡮

۫࣋ బࡱ޶ మనం ࠹݅ ߖߖ޳झ క߷ڒ ߖ޳  द࡛ भࣃऴ࢐ ڴ  ం , అ޴ అߖ మనߖߖ޳ ߗڒ ࣆࡱޘ ڕ పऱ࣒  అߖ bc d 
ऴࣃ࢐भ ం.

ࡓ ऱܿ ڒ ߖ޳߷క द࡛ బܽद ఇకएڒ ࡔతफం స࠴ ޴ఇ ޙ࠼అ ,ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ࣄ న࣒࠳  డ ړߖ܉ߖ ఉం࡯ݞ  b c 
 d c ߗڒ ࡯ݞఉం ࠼న࣒ అ࠳ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ࠼అ ޴బܽद ఇڒ ݟఆࣣ ࣾࠫంచం ڴజంߖ ࠭࠲ ߗڒ
మనం ߖజంࣃۯ ڴफ ओߩఇ ࡏࠬ , ݟంచకంޒంۨ ڴంۨ అంతࡍڷ ߖ޵ ࠭ ఇకए ݡ డ అݡन వࡏసࡹ AB 
࢑సफࡍంۧࡏ అ޴ߝ ऴప߄న ఆࡹచన, ࠴ ࠭࠲దܽ వࡏస࢑ ݞږ ࡹసफࡍంపܑ࣋फ, ݟటࡍघ  ޾ంޔࠓڒ ޴ఏ ݋ంߜ
అ޴ అ޻  ప ऱ࣒  సమ࠻లߘ ࠪరऐ క߷ڒ ߖ द࡛ ࡓ ڒ  ऱܿ అޔ࢓ం޴ మࢁऱ ࠳న࣒ ߖࣄ ࠪరऐ క߷ڒ ߖ द࡛  బܽद d kbڒ 
ఇకए డ ఈ ߖ బయటޓ ڕయవ۪ऐ ࡓ ऱ ఒకࡏࣃ ޴బܽद ఇڒ  ऱܿ ఈ పऱ࣒ క߷ڒ ޴ంޔ࢓ऱ అࡏࣃ  द࡛ న࣒ k࠳ ࡱ  k b c 
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ఇకए డ అޙ࠼ ఇకए డ మ࠾ࡍ ఇకए డ వङ ڔ फకరణࡱ ఒ࢑ ښధంڴ ఉߕऒ యࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ  బܽद t tڒ ݡంࡓ ఈ  ࡏ
ఒښ ఒకए  ࢑షయం ڒబܽद ݟటࡍघ छ޳ రకంڒ ݋ంߜ घࡍటݟ ࡌ ए࣋ ݋ంߜ झࡽ  k k ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ߯ 
కएࡅ సࡏन వݡతफం అ࠴ ంత ࣋एڜ  ऒߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏజ ޴फ ఇ࣋ۯ రంڒణڷ ࡛࡮  సࡏవ ࢓ࡱߖ 
.యగల࠭ۯ ݞږ సంڝ
घࡍటݟ  छ޳ రకంڒ ఒక ݋ంߜ రऐࠪ ࡌ బޔݡం޳ࡶ ޴ ࣋ए  k ړߖࡌڒణڷ ޴బܽद ఇڒ ࡔస ޴ంޔ࢓అ ࡽ
సంబం߅ంۨన ఆࣄफ మ࠾ࡍ ఇߩओ घࡍటݟ ఉం݄ ࡍۯ తफం࠴ ࡹతృకࠪ ࡏࠬ ݡ  ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ڕ ݋ంߜ
ऒߕంܿڕߘలݞ۫ ࠭࠲ ࠭.
  ऴపޒ ఎంऴܾࡓ ߖం࠮ ݡలڒల ࠴తफంڴ వङ ڔ फకࡍంచగޙڵ࡯ , ఒక వࡏసߖࡹ ऴపޒ ఎంऴܾࡓ ߖం࠮ ݡలڒల 
వङ ڴతफం࠴ ڔ फకࡍంచగޙڵ࡯ , గߖޑށऒ ࡎߖ  पత ࠪऴޒకڴ ऴ࢐యవ۪ऐ .
फޑ࠴  లۯ ࡏ࢘ ߘయడం ޳छ नݞనబھߘక ࡌ फࣃऴ࢐ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ,࠼ ంత సओࡍమ ޴బܽद అڒ ߘ షदంڴ 
ఉండవ۪ऐ   फ ऴపకటన ఏࠫటం݄ࣄబܽद ఆڒ 
అݡन వࡏస ࢓ࡱߖ ޳ࡶ వࡏసߖڜ ߖࡹऒ ऒߖఅ ޳ࡶ   ޙڵ࡯ऴ࢐యగ ڴతफం࠴ ల޳ప ݡంࡓ  ߘలڒల࠮ 
అߩओ  ݡ
घࡍటݟ घࡍటݟ తफం࠴ ݋ంߜ घࡍటݟ ݋ంߜ झ݋ంߜ వङ ڴతफం࠴  ڔ फకࡍంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఈ ݟటࡍघ झ݋ంߜ  
छ޳ యడంۯ ࡏ࢘ ߘకలޒతफం ࠪऴ࠴ छ޳ యడంۯ ࡏ࢘ ߘతృకࠪ ࡱఅస ߘన ࠪతృకల޴ం߰ ࡌ  ߖ޵ ࡌ
అర बం ఏࠫܽ, ڒబܽद మనం ఒక ߄ࣃరణ ఉ޳హరణߘ మࢁऱ ࡓంࡓ ࠑ ݡంݡ ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం.
 మన దగ ठర ࠪతృక 

 ప ऱ࣒  ఉందڕߘం޳ం మ࠾ࡍ  పऱ࣒  అߗऒ  సࡔ, ఆ߯ మ࠾ࡍ అۮ ߖపओ ంڒ ,ݟబܽद ఈ ࡅ ࢑ࠈకए  a x b y c d 
घࡍటݟ పओۮ ߖఅ ࡔబܽद మనం సڒ ఏࠫܽ ݋ߝ ऒޒऴపయ ړߖݞ ంచవ۪ऐ  కం݄ x޶ఎం ࡯ంۧۨࣇ ߖఈ అ ߘߝ ,
ఇ࠴ ޴తफం ޳ࡶ అߗऒ ऒߖ޵ ࡏࠬ  ޴ంޔࠋۮ ݞږ  ऒߖڜ   సందࡌग ऱࡹ  వలం xښ ఈ ,ޙక߱ࡶऴ࢐య ڴతफం࠴ 
ऒߕࣆ  ࠪऴతڒ ࠲వ۪ऐ ऒߗఅవ ڕబܽद మనڒ , झ࡯࠻ࡌ ڴతफం࠴  న అవసరం ޶ࡶ , మࡖకܽ ࢀڕच ߱వడం పऱ࣒  
పరంڴ ఉండవ۪ऐ  ఉ޳హరణߕࣆ ڕऒ పओۮ బܽद మనంڒ  దڕ۪ࡱనऒ కएࡅ ߖ޵ ,టం݄ࠫ޻  फߵݥ 
घࡍటݟ న ࠪङ޴ం߰ ݋ంߝ ऴܽڡझ घࡍటݟ  ࠪ మనం ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ݋ంߜ ऱܼ నऒޔݡ चࢀڕ  ߱వడం పऱ࣒  xycd

సڒ ࡔబܽद ఈ ࢑ధంڴ మనݠ ڕకం߱ ఉంܿం޴ 
ఒక అݡन వࡏస࠮ ߖࡹలࡓ ࡱڒం࠮ ݡలࢀڕ ڴࡱڒच ߱గలڒ ࢓బܽद ఒక ݟట࡛ ࠫ  ݡంࡓ ߖ ݋ంߜ
ࠫ ట࡛ݟ फޑ࠴ ల ݋ంߜ छ޳ ݋ం࠱ ݋द࣋ ޴బܽद ఇڒ ݟయంۯ ݭ࣊ ړߖ भశङ޻మన ఉ ࡌ ం మߖ޵ ࠾ࡍऒ  ఎ࡯ߦ۫ ࡮
అం݄ మనం ߖ޵ऒ  పగల࠭۫ ڴࡏߝ 
छ޳ ంచడంࡍ࢑సफ ࡹసࡏవ ߩߘ࠭ ࠭࠲ రछߖ ࡌ చߖߕऒ  మࢁऱ ߖరछ ۨంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఇߩओ  ah ޒऴప ࡏࠬ ݡ
ఉతओ फޑ࠴ फޒ ऒߖ ओߩనࣄ۫  ఉతओ ޒऴప ݡ ప ړफޒ ऱ࣒ ప  ޳ࡶ  ऱ࣒ ओߩఅ ,޴ఉంܿం ޻ంܽ࡮అ ޳ࡶ   x b y ࠭࠲ ݡ
फࣃۯ ߕ࠳ంۨ, ఆ߯ మనం ఏ܊࢑భ ߖ࢐ܽ ࠭.
ఉతओ ݡంࡓ  ऒߕఉ ࡯ڵࠫ ࡱफޔ సछ ߖ޳ ,࠼ ంత ࡌߖप యڒల ࣊ࢗ ڵࡍޒ ړ ݋ళच వ۪ऐ ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ ,  ݦ
ओߧۮ నߖ޳ऒ  ऴࣃ࢐फ ࠫ ట࡛ݟ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉం ڴ࢑ధం ޴ంړచన ఈ ऴࡹఆ ఆ ߘ ఇకए ߖ ݋ంߜ డ మ࠾ࡍ మࢁऱ 
۫డటం కం݄ ۨవࡍ ఉ޳హరణڴ࡮ ࡹ ۫࣋फ  ߷ࡏघ వదभ  ప ࡮ ऱ࣒ ࡓ  ऱܿ ఈ ࠳న࣒ ࡏࣃऱ  ప ऱ࣒  మనం a x c b y 
ఈ అݡन వࡏస࢑ ࡹసफࣆࡍफߕऒ మߩۮ ߖओ పऱ࣒ ڕమన ࠾ࡍం మ޳ంڕ ࡓ  ऱܿ ڝ ߖ޳߷క द࡛  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ࡓ  ऱܿ x b y 
క߷ڒ ߖ޳ द࡛ తపओ ޴ఇ ړߖ࢐సफ࢐ ߖఉంద ڵ࡯క ߖ   మڒ ࠬࡔదߖ మనࣆࡱޘ ڕ మ࠾ࡍ  ఇ࠳  ޴న࣒ ࣄ తపओ  d 
మࡖకܽ ߄ࣃ ߗڒ ޶ڒరణంڴ మన࡯ޘ ڕయ޶ మ࠾ࡍ ఆࣣ ڒబܽद ߄ࣃరణంڴ అ࢑ ఏࠫ݇ మనం ߖజంڴ 
ऒߕफࣆࡍ࢑సफ కం݄ మనం޶ఎం ޶ࡶ న అవసరంࣄవలڝࣆࡱޘ ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ߖబంధనలܿߦ ޜ దృࢳद 
ऒߕफࣆࡍక޵ంऴښ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖऱ అࡏࣃ ߖߖ޵ బܽदڒ ࠭  ప ऱ࣒ ࡓ ࠉ  ऱܿ ࠳న࣒ ࣄ పऱ࣒  బంధనల dߖ ޴బܽद ఇڒ 
కएࡅ  ఒక ࣊݋ పऱ࣒ ऱ  పࡏࣃ  ऱ࣒ ࡓ  ऱܿ ࠳న࣒ ࣄ ఇߩओ  ఈx d y ޴దܽ࠴ ,޶ڒ కܽࡖమ ޴फ ఇ࣋۫ ߖܽ࢒ ࡏࠬ ݡ
పߖ޳ऒ రߖ  प࠼ం޴ۯ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ మࡓ ࠾ࡍండవݟ ޴టࡍघ తపओ ݋ంߜ  మࡖకܽ ޶ڒ ఈ పదం ࡅకए  
पࡌߖ ݡంࡓ యڒల ࠴తफం ఇ޴ ࠪతృక abcd 
మ࠾ࡍ ࠪతృక ࡅకए पࡌߖ  యకం,  ڒబܽद ࡓ ࠭࠲ంݟ ݡటࡍघ फޑ࠴ ల ݋ంߜ ࠫ ట࡛ݟ ఒక ړߖ  xycd ߖ ݋ంߝ
వङ క फప࠭ۧࡍ, అం݄ ఈ ߖర प࠻తघ క ࠴తफం అర बం సࡔ, ఇ޴ ఈ ఆࣄफ అߖ మࢁच ओߦۮ  లం݄, ࠬࡏ ఇకए డ ࠭࠲ 
పࡍగށంۨన అݡन వࡏస ޑ࠴फ ల࢑ ߘడ޵యగࡓ , ޙڵ࡯ంݡ ప޳ల ࠴తफం పరంڒ ڴలݞږ ߘ ࠹ 
࢑డ޵యగݟ ,ޙڵ࡯టࡍघ झڡఎ ݋ంߜ వ۪ऐڒ ఆ࡛ߧ  घࡍటݟ ݡంࡓ   ࡍవ ڴతफం࠴ ల ݋ంߜ पంచబݟం޴ సࡔ ఆࣣ ఆ߯ 
ࠪ ࠭࠲ ऱܼ డࡹ ࣒ࡎࣄ ࡃࠓ ۨవ޴ࡍ అ࠼న త޶పࡍ ఆࣄफ ڜంత ڝణంࡏ࢑ ړߖ޵ ࡹదमంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ 
ఉనऒ ڵ࡯క ࡏࠬ  ࠪङ ऴܽڡझ ओ߮ۮ ޴फ అ࣋۫ ߖ  ࡍߖ ఒక  ޴ भషद ࡌߖप యకం మࡏࠬ ࠾ࡍ  ࠪతృక ࡅకए  ݡంࡓ 
వࡏసలݟܔ ߘంۨ, ޜ࢐ܽ ఒక అݡन వࡏసߘ భࡎ फ ࣋ۯफ, ݟటࡍघ ࡎపߦఈ ऴ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޶రࠪ ݋ంߜ दߖ 
మ࠾ࡍ మనం ۫ࣄన ఆࣄफݞږ ߖ ఉపࣃڵࡆफ మۮ ߖపओ .޴ంޔߩ۫ ߖߖ޳ ۯంڵࡆఉప ړߖݞ
 ఇంత࠭ڕంࡓ ޶ంݡ ఒښ వࡏసల ࡍڷంۨ అం݄ ࡌߖप యకం ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ అݡन వࡏసల ࡍڷంۨ మనం 
ओ߮ۮ भ޳۫ फ ఏࠫ݇ࣄబܽद ఆ ఆڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘసలࡏవ ࢓ࡱߖ ޴ ం ڒబܽद ఇ޴ ఆࣄफ ࠫޛघ  फࣄఆ ࠾ࡍమ ޴
घࠫޛ   సࡏవ ࢓ࡱߖ ޳ࡶ సࡏन వݡలకం ఉం݄ ఒక అ࠮ ޒऴప ڕఅం݄ మన ޴
ఆ ࠮లకం ࡅకए  ࠾ࡍతफం మ࠴ 
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మࡖక అݡन వࡏస ࡅకए ࡎభ ޜలకం࠮  फ ۯయబޔݡంڒ ,޴బܽद ఆࡹచన ఏࠫటం݄ ఇపओ ఉనऒ ښܽ  ऴపޒ అݡन 
వࡏస ఆ ࠮లకం ࡅకए ࡎభ ޜలకం࠮ సలࡏन వݡఇతర అ ࠾ࡍతफం మ࠴  फ ۯయబޔݡం޴.
  అ޻ ఇతర అݡन వࡏస ࢓ࡱߖ ޳ࡶ వࡏస పࡍగށంచబޔݡంڒ ޳ࡶ ޴ల࠹ తࡌछ త  ݟటࡍघ కएࡅ ݋ంߜ  
 ړߖݞంచࡍ࢑వ ߖߖ޵ బܽदڒ ,޴ఉంܿం ڼ࡮వ అࡱ࢑
भ޳۫ ߘహరణల޳ఉ ݡంࡓ ݡంࡓ ం, మనڕ ࠪङ ऴܽڡझ  abcd 
ఉందߖ అڕߘం޳ం మ࠴ ࠾ࡍదܽ వࡏస ߖ  ప ऱ࣒ ࡎభ ޜ  फ ࣃۯफ ࠭.r1 r1 r2
 ఇ޴ ࠪతృక ߖ ఇవछ పऱ࣒ ߖ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ంޜࠓ  మߖ ࠾ࡍ  ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ మޜ ࠾ࡍ భࡎ फ a a c b b d c d
ऒߕफࣆۯ కएࡅ ߖ޵ బܽदڒ ࠭ రߖ  पڒ߅࠻రం ఏࠫܽ మࡅ ߖ޵ ࠾ࡍకए రߖ  पڒ߅࠻రం ఏࠫܽ అ޴ߝ మࡖక 
ऴపశऒ .
 ఇకए డ ࠳ ݭ࠻న࣒ ݟ ࣄࠉటࡍघ ఇకए ݋ంߜ డ ఉం޴ , మనం ࠭ߘపܽ ఆࣄफࣄ۫ ࡹన݄ऱ ఆ ࡅ ࢑ࠈకए  
घࡍటݟ ఈ ࠪङ ޴ߝంܼ࠭ అھߘక ࡮ఎ ߘ ݋ంߜ ऴܽڡझ  
కएࡅ घࡍటݟ  ङࠪ ߘ ݋ంߝ ऴܽڡझ కएࡅ  घࡍటݟ  ࡎభ ڴ ݋ంߜ फ ۯయవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ఇࡓ ޴ంݡ ఆࣣ abcd 
फޑ࠴ కएࡅ  ࠭࠲ బܽदڒ ࡱ  ప ऱ࣒ घࡍటݟ  వۨऐ ݟంߘ फࣄపܽ ఆߘ࠭ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉం ڵ࡯క ݋ంߜ ం޴ cdcd 
మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ ࠪङ ऴܽڡझ ऒߕఉ ࡮ښఒ ࡱసࡏन వݡఅ ݡంࡓ फ ఈ࣋۫ ߖ  యࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ  బܽद ఈڒ ࠭
घࡍటݟ ఉనऒ ࡯ڵࠫ ڕమన ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ0 ݋ంߜ .޶ࡶ ఏࠬ ޴
  t determinant of 

ఇకए డ ݞږ అڼ࡮ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ మనం ݀ ࠑ ݀ ࠪङ ऴܽڡझ फࣃ۫ సంڝ   రణ abcd n߄ࣃ ߗڒ ࠭
ङࠪ ݭంࠑ ऴܽڡझ घࡍటݟ నۨ࡯ంచదࡍ࢑వ మనం ޜߖ޵ బܽदڒ జంߖ ޴ఇ ڴరణం߄ࣃ ڕ  కएࡅ ల ݋ంߜ घࠫޛ   ޴
లࣾހలࡍߪ ߘफ ࠭ࣃۯ.
ఒకए ޒऴప ࡹ࢐ܽ  ऒߖڜ ࠭࠲ ܽ  ఉ޳హరణలߘ 
ప࡯ࢣࡍంۧ࠭ , త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡹ ఈ ऴߦపࡎ दߖ ఉపڵࡆంߖڜ ۯऒ  సమసङ లߘ ۫డటం అం݄ మనం ఏࠫ 
फࣃۯ ࠭, అޙ࠼ ఈ లࣾހలߘ ۫࣋ ఆࡹచన ఏࠫటం݄, మనం ߖڜऒ पࡌߖ  యڒల࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయవలࣄ
ఉంܿం޴.
రछߖ ڴࡏߝ  చߖߕऒ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ మనం ఇకए ߗڒ  డ ࣆۯफనऒ ऒߖڜ ޴ पࡌߖ రణ߄ࣃ  యక గణనࡱ మ࠾ࡍ 
ऒߖڜ  లࣾހలࡍڷ ߘ फంచడం ޳छ ړసం ڴంࣾ߮ࣃ ࠭࠲ ࡌ ऱషद࠳న ࠪऴޒకల ࡌߖप యڒలߘ ఒక ߄ࣃరణ పదमࡹޒ
ࠪరऐ వ۪ऐ ړసం ڴంࣾ߮ࣃ ࠭࠲ బܽदڒ  ऱషद࠳న ࠪऴޒకల ߖర पࡏڒ߅࠻లߘ ߰ందగల࠭ ߖ࢐ܽ ah 
యవ۪ऐۯ లభతరంࣆ  మ࠾ࡍ ఈ సరࢁకృత ఆࡹచన 
ఈ లࣾހలݞ۫ ߘలߝ లࣾङ ం ߘࢗక ఉంڒ ޴బܽद ࠬ దృࢳदړ ధనङ फࣃݟܔ ࡱހఈ లࣾ ࠾ࡍమ ࡱ޳࢐ యߖ 
ऒߕफࣆࢢఆ ߘߝ घࡍటݟ  ߘ నऒࠚ ڕహనڴల߯ ࠬ అవ ݋ߝ న ߰ర దృకओ࠳ థం ధనङ  ࡱ޳࢐
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