
  िनधाŊरकांǉा गुणधमाōवरील या ʩाƥानात आपले ˢागत आहे, ʉणून िनधाŊरकांवरील या अह मािलकेतील हे दुसरे ʩाƥान आहे.
 याआधी आपण िनधाŊरकांǉा ʩाƥेबȞल आिण काही ƗेũांबȞल बोललो होतो, Ǜाǉा काही घटना पुढे येतात.
  िनधाŊरकांǉा िनधाŊरकांǉा गुणधमाōǉा गुणधमाōबȞल बोलणार आहे, ʉणून िनधाŊरकांǉा गुणधमाōची गणना करǻाचा Ůयȉ 
करǻामागील कʙना ही इतर कोणȑाही गुणधमाōसारखीच आहे जी आपण पािहली असेल उदाहरणाथŊ गुणाकाराची िवतरणाȏक 
गुणधमŊ अह मुƥ कʙना ʉणजे ȑात जोडणे  ओके ʉणǻाचा Ůयȉ कŝन आपʞाला ʩाƥेवŝन जे आधीच मािहत आहे ते आपण 
काही िविशʼ Ůमाणांची गणना सुलभ कŝ शकतो का ʉणून आपʞाला काय करायचे आहे असे ʉणायचे आहे की आपʞाला 
िनधाŊरकाची ʩाƥा मािहत आहे परंतु आपण काही गुणधमŊ शोधू शकतो जे सोपे िकंवा बनवतील अिधक कायŊƗम ŮिŢया ǛाȪारे आʉी 
या िनधाŊरकांची गणना करतो , उदाहरणाथŊ , तुमǉाकडे तीन असलेʞा िवतरणाȏक मालमȅेबȞल िवचार केʞास ˋेलर आिण ab c 
आिण नंतर तुʉी ʉणता की ठीक आहे गुिणले अिधक ही बेरीज अिधक ही बेरीज काही नाही पण आता वैयİƅकįरȑा a b c b c 

गुिणले अिधक गुिणले घेतलेली असली तरीही हे असे काहीतरी आहे जे गुणाकार आिण बेरीजǉा ʩाƥेवŝन येते.a b a c 
 आʉी पाš शकतो आिण आʉी लवकरच ते िलš की कʙना अशी आहे की एक Ůकारे एक समान Ůमाण अिधक कायŊƗमतेने 
मोजǻात सƗम आहे ʉणून मला काय ʉणायचे आहे ते खालीलŮमाणे आहे ʉणून कʙना खालीलŮमाणे आहे ʉणून तीन संƥांचा 
िवचार करा  जे आपण ˋेलर ʉणू या आपʞाला मािहत आहे की गुिणले अिधक गुिणले अिधक एक गुिणले ǉा abc b c b c 
बरोबरी आहेत ʉणून हे दोन समान आहेत ʉणून तȇतः  कोणȑाही तीन संƥा िदʞास एकतर आपण हे वापŝन गणना कŝ शकतो 
िकंवा आपण हे वापŝन गणना कŝ शकतो परंतु दोन ŮिŢयांǉा कायŊƗमतेमȯे थोडासा फरक आहे, उदाहरणाथŊ जर आपण अशा 
Ůकारे गणना केली तर आपʞाला एक गुणाकार करावा लागेल आिण आपʞाकडे एक बेरीज आहे जी आपʞाला करायची आहे तर या 
बाजूला आपʞाला दोन करावे लागतील.

िटİ̪ɘकेशɌ आिण एक जोड mul  
 ȑामुळे जरी हे समान पįरमाण असले तरी आपʞाला वेगवेगʨा Ůमाणात Ůयȉ करावे लागतील आिण ȑाच Ůमाणात पण िभɄ Ůयȉ 
करावे लागतील जेणेकŝन िनधाŊरकांची ʩाƥा वापŝन िनधाŊरकांचे हे गुणधमŊ पाहǻामागील कʙना ही आहे की आपण तरीही गणना 
कŝ शकतो  िनधाŊरक, परंतु िनधाŊरकांǉा काही वैिश̽Ǩांचा वापर कŝन आह या ʩाƥेचा उपयोग कŝन आपण काही सोपी तȇे 
आणू शकतो जी अथाŊतच केवळ जेʬा आपण िनधाŊरकांची गणना करǻाचा Ůयȉ करतो तेʬाच उपयुƅ नाही तर जेʬा आपʞाला 
संगणकाȪारे िविशʼ िनधाŊरकांचे मूʞमापन करायचे असते तेʬा देखील.
 
Ǜा ˍेअर मॅिटŌ ƛसाठी आपʞाला िनधाŊरकाची गणना करǻात ˢार˟ आहे ȑाचा आकार मोठा होतो
 ȑामुळे िनधाŊरकांचे गुणधमŊ पाहǻाची ही मूळ कʙना आहे ʉणून आपण गुणधमŊ बघून Ůारंभ कŝ आिण वापŝन गुणधमŊ um 
सȑािपत करǻाचा Ůयȉ कŝ.
 काही उदाहरणे आिण काही िविशʼ गुणधमŊ का अथŊ देतात याची कʙना घेǻाचा Ůयȉ करतात िनधाŊरक िनधाŊरकांचे गुणधमŊ ʉणूनah 
आʉी फƅ काही साȯा िनधाŊरकांची काही साȯा मॅिटŌ ƛǉा िनधाŊरकांची मूʞे लƗात घेऊन सुŜवात कŝ, कʙना अशी होईल की 
जर तुʉाला काही िविशʼ मॅिटŌ ƛ िकंवा िविशʼ Ůकारचे मॅिटŌ ƛ ओळखता आले Ǜात तुलनेने सोपी िनधाŊरक गणना असेल तर आʉी 
काय कŝ शकतो.
  अिधक तुलनेने İƑʼ मॅिटŌ ƛǉा िनधाŊरकाची गणना करणे ʉणजे या गुणधमाōचा वापर कŝन ȑाला फॉमŊमȯे जवळ आणǻाचा Ůयȉ 
करणे 
ʉणजे पिहला गुणधमŊ िकंवा पिहला तुलनेने सोपा िनधाŊरक जो आपʞा लƗात येईल तो थेट ʩाƥेमधून येतो आिण ते ʉणजे  जर 
तुमǉाकडे शूɊाǉा संपूणŊ पंƅीसह एक चौरस मॅिटŌ ƛ 
असेल तर ȑा मॅिटŌ ƛचा िनधाŊरक काय असेल ते 0 िशवाय दुसरे काहीही नसेल कारण फƅ ʩाƥेनुसार जर तुʉी 0 नोदंी असलेʞा 
पंƅीǉा बाजूने िवˑार केला तर ȑाची बेरीज होईल.
  पंƅीǉा एंटŌ ीची उȋादने आिण ȑाǉाशी संबंिधत कोफॅƃर ȑांपैकी Ůȑेक 0 असेल आिण
 ȑामुळे एकूण िनधाŊर  मंुगी शूɊ असेल ʉणून आपण िलš शकतो की पिहली गुणधमŊ ʉणजे जर िनधाŊरकाची संपूणŊ पंƅी 
शूɊ असेल तर माफ करा, जर चौरस मॅिटŌ ƛची संपूणŊ पंƅी शूɊ असेल तर ȑाǉा िनधाŊरकाची िकंमत देखील शूɊ असेल.
 तर आपण हे सांगǻाचा Ůयȉ करत आहोत की जर ˍेअर मॅिटŌ ƛची संपूणŊ पंƅी शूɊ असेल तर िनधाŊरकाची िकंमत देखील शूɊ 
असेल आह जसे आपण िनधाŊरकाǉा ʩाƥेमȯे पािहले होते तसे आपण कŝ शकतो असे नाही.
 ˍेअर मॅिटŌ ƛ पंƅीǉा बाजूने िवˑाįरत केले आहे परंतु आपण ते एका ˑंभासह देखील कŝ शकतो आिण
 ȑामुळे पूणŊतेसाठी हा गुणधमŊ वाचला पािहजे जर ˍेअर मॅिटŌ ƛची संपूणŊ पंƅी िकंवा ˑंभ 0 असेल तर िनधाŊरकाचे मूʞ 0 असेल.
 ती जोड येथे करा ʉणजे मी ʉणतो की जर ˍेअर मॅिटŌ ƛची संपूणŊ पंƅी िकंवा ˑंभ शूɊ असेल आिण पंƅी आिण ˑंभ यांǉातील 
अशा Ůकारची अदलाबदली अशी गोʼ आहे जी आपʞाला इतर गुणधमाōमȯे देखील िदसेल, ʉणून हे लƗात घेणे चांगले आहे.
  ते येथे आिण आता हे कसे कायŊ करते हे पाहǻासाठी आपण फƅ दोन बाय दोन मॅिटŌ ƛ पाš या, जर आपण दोन बाय दोन मॅिटŌ ƛचे 
उदाहरण िवचारात घेतो Ǜामȯे दोन शूɊ नोदंी सीडी आहेत तर एकतर आपण ही ʩाƥा िकंवा सूũ वापŝन िनधाŊरक घेऊ.um 
 हे जाणून ƽा की ही एंटŌ ी वेळ आहे ही नोदं वजा या दोɎी मागाōनी आपण हे िमळवू शकतो की जर आपण या पंƅीǉा बाजूने िवˑार 
केला तर ती 0 पट अिधक आहे 0 पट आणखी काहीतरी आिण ȑांपैकी Ůȑेकाची बेरीज 0 असʞाने बेरीज शूɊ आहे आिण एखादी 
ʩƅी असे करǻाची कʙना कŝ शकते.
  हे सामाɊ बाय चौरस मॅिटŌ ƛसाठी फƅ एका ओळीत िवˑृत करा िकंवा ˑंभासह िवˑृत करा जर ते पूणŊपणे शूɊ असेल तर n n 
िनधाŊरकाचे मूʞ शूɊ असेल ठीक आहे, ʉणून ही एक साधी मालमȅा आहे परंतु काहीतरी बनवणे चांगले आहे.
  ओके ची टीप
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 ȑामुळे पुढील ŮॉपटŎ बȞल Ǜा ŮॉपटŎ दोन बȞल आपण बोलू इİǅतो ȑा ŮॉपटŎ दोन ची देखील चव सारखीच आहे आिण इथे कʙना 
अशी आहे की जर तुमǉाकडे कणŊ मॅिटŌ ƛ असेल तर आठवा कणŊ मॅिटŌ ƛ हे मॅिटŌ ƛ आहे Ǜामȯे फƅ ȑाǉा बाजूने घटक आहेत  
कणŊ आिण उरलेʞा नोदंी शूɊ आहेत ʉणून जर आपण कणŊ मॅिटŌ ƛ बिघतले तर ȑाचा िनधाŊरक हे कणŊ नोदंीचें गुणानुŝप दुसरे 
काहीही नसून 
कणŊ मॅिटŌ ƛ कणŊ मॅिटŌ ƛसाठी िनधाŊरक हा कणŊŮिवʼीचंा गुणाकार आहे आिण हे असे का आहे? पुɎा हे थेट ʩाƥेचे अनुसरण करते 
Ǜामȯे तुʉी आता कोणȑाही पंƅी िकंवा ˑंभासह िवˑाįरत करǻाचा Ůयȉ केला तर तुमǉाकडे काय उरले आहे कारण फƅ 
एकच Ůिवʼी आहे जी शूɊ नसलेली असेल, Ǜामुळे तुʉाला गुणाकार होणारी एकमेव संǒा असेल.
 ȑाǉा कोफॅƃर Ȫारे जी नेहमी 
कणŊ मॅिटŌ ƛǉा रचनेसारखीच एक रचना असेल, तर याची कʙना येǻासाठी आपण फƅ तीन बाय तीन मॅिटŌ ƛǉा उदाहरणावर एक 
नजर टाकूया ʉणजे आपण 3 बाय चे उदाहरण पाš.
 3 मॅिटŌ ƛ ʉणजे जर तुमǉाकडे मॅिटŌ ƛ असेल तर ते कणŊ मॅिटŌ ƛ बरोबर आहेa 1 
 ȑामुळे ऑफ कणŊ संǒा शूɊ आहेत एक दोन दोन आिण तीन तीन ठीक आहे आता जर हे मॅिटŌ ƛ असेल आिण आʉाला याचा िनधाŊरक 
ƽायचा असेल तर आपण कोणȑाही पंƅी िकंवा ˑंभासह िवˑाįरत कŝ शकतो ʉणून आपण उदाहरणाथŊ या पंƅीसह िवˑाįरत 
कŝ या ʉणजे ही नोदं याǉा 1 1 पट ȑाǉा कोफॅƃरǉा बरोबरीची असेल
 ȑामुळे ही संपूणŊ पंƅी हा ˑंभ हटवून कोफॅƃर ʩाƥेतून लƗात ठेवला जाईल.
 आिण मग आपʞाजवळ हे कोफॅƃर असेल कारण या 1 1 ची अनुŢमिणका अशी आहे की वजा 1 ah a 2 2 0 0 a 3 3 
घात 1 अिधक 1 जो 1 ʩितįरƅ काहीही नाही आिण नंतर इतर संǒा आपण करत नाही ȑाबȞल काळजी करावी लागेल कारण ते 0s 
आहेत कारण या अटी आहेत आता या संǒेचे काय पुɎा एकतर थेट ʩाƥेतून िकंवा दोन बाय दोन मॅिटŌ ƛचे िनधाŊरक जाणून घेऊन 0s 
आपण हे फƅ एक एक वेळा दोन दोन वेळा िलš शकतो.
  एक तीन तीन
 ȑामुळे तेथे आपʞाकडे असे आहे की कणŊ मॅिटŌ ƛचा िनधाŊरक हे कणŊ घटकांचे गुणानुŝप दुसरे काहीही नाही आिण आपण जे िचिũत 
केले आहे ते तीन बाय तीन मॅिटŌ ƛसाठी सवŊसाधारणपणे 2 बाय 2 िकंवा ȑाšन अिधक सामाɊतः  इतर कोणȑाही Ůकारǉा ऑडŊरसाठी 
आहे.

Ȫारे आʉी एक समान Ůकारची मालमȅा आहे की जर तुʉी कणŊ मॅिटŌ ƛकडे पािहले तर ȑाचे िनधाŊरक जर तुʉाला   n n c  
मोजायचे असतील तर ते खूप सोपे आहे तुʉाला फƅ कणŊ संǒा पहाʩा लागतील आिण ȑांचे उȋादन बनवा आिण ते िनधाŊरक आहे 
आिण ते दाखवा.
  सवŊसाधारणपणे देखील आपण अशा Ůकारचा आह एका पंƅी िकंवा ˑंभासह िवˑाįरत कŝ शकतो आिण पुɎा मागील 
गुणधमाōŮमाणे हे जाणून घेणे चांगले आहे कारण जर तुमǉाकडे एक िनधाŊरक असेल Ǜाचे ˢŝप कणŊ मॅिटŌ ƛसारखे काहीतरी असेल 
तर आʉाला मािहत आहे की ते  केवळ कणŊ मॅिटŌ ƛसाठी नʬे तर िनधाŊरकाचे मूʞमापन करǻाचा एक सोपा मागŊ ˢीकारणार आहे 
आिण खरं तर हा गुणधमŊ तीनचा िवषय आहे जो ʉणजे जर तुमǉाकडे िũकोणी मॅिटŌ ƛ असेल तर िũकोणी मॅिटŌ ƛ ही अशी गोʼ आहे 
Ǜामȯे फƅ एकावर घटक असतात.
 कणाŊची बाजू वरǉा िũकोणी िकंवा खालǉा िũकोणी असते परंतु ȑा Ůकरणांमȯे देखील आिण अंदाजे समान ŮिŢया वापŝन आपण हे
दाखवू शकतो की िũकोणी मॅिटŌ ƛचा िनधाŊरक देखील उȋादन असेल  कणŊŮिव̽ टांचे, तर मी हे खाली िलš दे, मला हा गुणधमŊ िलš दे, 
ʉणजे गुणधमŊ तीन ʉणजे 
िũकोणी मॅिटŌ ƛसाठी िनधाŊरक हा कणŊŮिव̽ टांचा गुणाकार आहे, उदाहरण ʉणून आपण साधे दोन बाय दोन उदाहरणे िवचारात घेऊ या.

आिण येथे एक 0 आहे abc 
 ȑामुळे हे वरǉा िũकोणी मॅिटŌ ƛǉा उजʩा ˢŝपात आहे आिण याचा िनधाŊरक काय आहे ʉणून याचा िनधाŊरक काही वेळा ca 
टाईप आहे जो फƅ  आपण कŝ शकलेʞा कणŊŮिवʼीचें उȋादन आहे  उदाहरणाȪारे तीन बाय तीन िकंवा सामाɊ देखील पहा c n 
परंतु कʙना अशी आहे की जर तुमǉाकडे सामाɊ मॅिटŌ ƛ असेल तर या िविशʼ Ůकरणात तीन बाय तीन ʉणूया, जर तुमǉाकडे abc
असेल आिण या Ůकरणात तीन पाš.
 तीन खालǉा िũकोणी मॅिटŌ ƛȪारे
 ȑामुळे या Ůकरणांमȯे आपʞाकडे शूɊ आहेत आिण नंतर येथे काय आहे ते काही फरक पडत नाही ते काही बरोबर असू शकते 
ʉणून जर तुʉाला िनधाŊरकाचे मूʞमापन करायचे असेल तर हे खालचे िũकोणी मॅिटŌ ƛ आहे या मॅिटŌ ƛचा आपण या पंƅीǉा बाजूने 
िवˑार कŝ शकǻापूवŎ कारण या दोन नोदंी शूɊ आहेत
 ȑामुळे ȑाचा कोफॅƃर एक वेळा असेल
 ȑामुळे कोफॅƃरमȯे शूɊ आह डॉट असेल ʉणून हा िबंदू दशŊिवतो की आपʞाला काळजी करǻाची गरज नाही असे काहीही b c 
असू शकते  या दोन संǒांबȞल कारण ते शूɊ आहेत आिण या िनधाŊरकाचा िवˑार करताना आपʞाला मािहत आहे की ते पुɎा abc 
आहे, ʉणून पुɎा 
कणŊ नोदंीǉंा कणŊ नोदंीचें हे गुणाकार आहे, 
ʉणून हे पुɎा हे मॅिटŌ ƛǉा िनधाŊरकाची गणना कशी करावी हे दशŊिवत आहे.ah 
 
िनधाŊरकाची गणना करणे तुलनेने सोपे आहे ʉणून जर तुमǉाकडे िũकोणी मॅिटŌ ƛ िकंवा कणŊ मॅिटŌ ƛ िकंवा मॅिटŌ ƛ Ǜामȯे शूɊांची 
एक संपूणŊ पंƅी िकंवा ˑंभ असेल तर ȑाचे िनधाŊरक मोजणे तुलनेने सोपे आहे ʉणून या तीन गुणधमाōǉा संचामȯे काय  आपण नुकतेच
पािहले आहे िकंवा लƗात आले आहे की आह मोǬा Ůमाणावर सहज मोजता येǻाजोगे िनधाŊरक आहेत हे सवŊ ठीक आहे,
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 ȑामुळे पुढे आपण पुढील गुणधमाōǉा पुढील संचाकडे जाऊ.
 येथे आʉी हे गुणधमŊ काही भौिमितक कʙनांशी िकंवा बीजगिणतीय कʙनांशी कसे संबंिधत आहेत यावर चचाŊ करǻाचा Ůयȉ कŝ 
शकतो Ǜावर आʉी िनधाŊरकाचा उʟेख केला तेʬा आʉी चचाŊ केली , उदाहरणाथŊ जर तुʉी संपूणŊ पंƅी असलेʞा एह मॅिटŌ ƛ िकंवा 
ˍेअर मॅिटŌ ƛबȞल िवचार केला तर शूɊाचे बरोबर आहे, जर तुʉी दोन बाय दोन मॅिटŌ ƛ ʉणूया कारण ते पįरमाण आहे Ǜामȯे 
आपण िनधाŊरकाǉा भूिमतीबȞल चचाŊ केली आहे आिण एक पंƅी शूɊ आहे, तर याचा अथŊ काय आहे की मॅिटŌ ƛचे दोन ˑंभ एका 
बाजूने संरेİखत आहेत  अƗ ʉणजे मुळात कोणतेही Ɨेũफळ नाही आिण याचा अथŊ असा होतो की िनधाŊरक 0 आहे कारण y 
समांतरभुज चौकोनामȯे कोणतेही Ɨेũफळ बंद केलेले नाही, ʉणून मी ही कʙना थोडƐात ˙ʼ करतो, ʉणजे ही एक छोटी टीप आहे 
आिण ती ʉणजे जर तुमǉाकडे 2 असेल तर  2 मॅिटŌ ƛ एक पंƅी शूɊ आहे आिण ʉणून हे काहीही असू शकते आपण आिण a b 
ʉणू या आिण नंतर जर आपण हे भूिमतीय पȠतीने रेखाटǻाचा Ůयȉ केला, जसे आपण मागील ʩाƥानात केले होते, हा अƗ आहे x 
आिण हा अƗ असेल तर  तु̱ हाला सिदश ̾ तंभ सिदश ̾ तंभ ̱ हणून ̝ याचा िवचार करता, तर एक आहे, कदािचत हा असेलy 0 a 0 a 
आिण कदािचत दुसरा शू̢ य असेल तर इथे समांतरभुज चौकोन काय आहे, समांतरभुज चौकोन नाही कारण हे दोन सिदश समांतर b 
आहेत.
 समरेखीय आहेत ʉणून ˑंभ ˑंभ सिदशाने बंद केलेले Ɨेũफळ 0 आहे आिण हे िनधाŊरक ˢतः च 0 असǻाशी सुसंगत आहे.
 आता िनधाŊरक शूɊ आहे ही वˑुİ̾थती तुʉी पुɎा थेट मोजू शकता िकंवा तुʉी फƅ गुणधमाŊवŝन लƗात घेऊ शकता की तुʉाला 
ठीक आहे एक मॅिटŌ ƛ शूɊांनी भरलेला आहे आिण ʉणून िनधाŊरक शूɊ आहे
 ȑामुळे फƅ ही छोटी नोदं बनवǻाची मुƥ कʙना ही आहे की आपण Ǜा मालमȅेवर चचाŊ केली आहे िकंवा Ǜांǉासाठी आपण 
चचाŊ कŝ शकतो ȑांǉासाठी फƅ एक असणे उपयुƅ ठŝ शकते.
 भौिमितक िचũ मनात आहे कारण ते फƅ आपʞा समजूतदारपणाला एक थर जोडते ठीक आहे, आता पुढे आपʞाला पुढील ŮॉपटŎवर 
जायचे आहे ʉणजे ŮॉपटŎ चार ʉणजे ही ŮॉपटŎ डेटमŎशी संबंिधत आहे मॅिटŌ ƛचे आिण ȑाचे टŌ ाɌपोज ʉणून आठवते जेʬा nant 
आपण मॅिटŌ ƛǉा टŌ ाɌपोजबȞल बोलतो तेʬा मॅिटŌ ƛचे टŌ ाɌपोज पंƅी आिण ȑांचे ˑंभ बदलून िमळवले जाते आिण िनधाŊरकाǉा 
ʩाƥेतून थेट Ůाɑ होणारी गोʼ ʉणजे ȑांǉाकडे समान आहे  िनधाŊरक ʉणून मॅिटŌ ƛ आिण ȑाǉा टŌ ाɌपोजमȯे समान िनधाŊरक 
असतात ʉणून गुणधमŊ असा आहे की जर आपण  मॅिटŌ ƛ ˍेअर मॅिटŌ ƛǉा पंƅी आिण ˑंभाची अदलाबदल केली तर चौरस 
मॅिटŌ ƛǉा पंƅी आिण ˑंभाची अदलाबदल केली तर  दुस̴या शɨांत िनधाŊरकाचे मूʞ बदलत नाही.
 ˍेअर मॅिटŌ ƛचा िनधाŊरक ʉणून आपण ˍेअर मॅिटŌ ƛǉा िनधाŊरकाची गणना करǻासाठी नोटेशन ʉणून येथे िनधाŊरक वापरत a 
आहोत, 
ʉणून टŌ ा̢˙ोज हे मॅिटŌ ƛǉा टŌ ाɌʬसŊ दशŊिवǻासाठी वापरले जाणारे िचɎ आहे 
ȑामुळे िनधाŊरक आिण ȑाचे हˑांतरण माफ करा माफी मािगतली तर मॅिटŌ ƛ आिण ȑाचे टŌ ाɌपोज समान िनधाŊरक आहेत आिण हे 
असे काहीतरी आहे जे तुʉी कŝ शकता एक िमतीय िकंवा एक एक चौरस मॅिटŌ ƛ पहा ʉणजे ते फƅ टŌ ाɌपोज मॅिटŌ ƛǉा बरोबरीचे 
आहे ʉणून ȑात नवीन काही नाही अहो दोन बाय दोन मॅिटŌ ƛसाठी देखील आपण गणना कŝ शकतो आिण हे घडते ते पाš या, तर 
आपण ते पाš.
 तुʉी 2 बाय 2 मॅिटŌ ƛ पहा तुमǉाकडे मॅिटŌ ƛ आहे ठीक आहे ȑाचे टŌ ाɌपोज काय आहे िकंवा कॉलममधील ओळीचंी abcd 
अदलाबदल कŝन आपण काय िमळवले आहे,
 ȑामुळे येथे ही एक पंƅी आहे ʉणून आपण ˑंभ पुɎा बनवू शकतो.ab ab cd 
  एक पंƅी आपण एक कॉलम सीडी बनवू शकतो ठीक आहे ʉणून हा एक जािहरात वजा बीसी आहे एक िनधाŊरक आहे तर याचा 
िनधाŊरक जािहरात वजा बीसी आहे इथे पुɎा काय आहे याचा िनधाŊरक जािहरात वजा बीसी आहे ʉणून येथे देखील िनधाŊरक जािहरात वजा
बीसी आहे 
 ȑामुळे हे दोɎी समान आहेत
 ȑामुळे तुʉी मॅिटŌ ƛचे टŌ ाɌपोज घेऊ शकता आिण तुʉाला समान िनधाŊरक िमळू शकतात हे दोन बाय टू मॅिटŌ ƛसाठी तीन बाय 
तीनसाठी आहे, तसेच आʉी िनधाŊरकांǉा ʩाƥेनुसार ते कसे पडताळते ते तपासू शकतो िकंवा तपासू शकतो.
 कारण ितथे आʉी ʉणतो ठीक आहे  पंƅी िकंवा ˑंभाǉा बाजूने िवˑार कŝ शकतो ʉणून जर तुʉाला हे पहायचे असेल तर 
िनधाŊरकाचे मूʞ ˙ʼपणे मोजǻाऐवजी आʉी पंƅी ǉा बाजूने िवˑाįरत करǻाऐवजी ओके ʉणू शकतो येथे आʉी या ˑंभाǉा ab 
बाजूने िवˑार करत आहोत  आिण नंतर आपण पाहतो की कोफॅƃर एकसारखे बाहेर येतात आिणab 
 ȑामुळे िनधाŊरकांची मूʞे अिधक सामाɊ मॅिटŌ ƛ तीन बाय तीनसाठी सारखीच िनघतात तसेच आपण तेच तकŊ  लागू कŝ शकतो जी 
पिहली पंƅी पिहली बनते.
 जर तुʉी ȑा बाजूने ˑंभाचा िवˑार केला तर पुनरावृȅीने िकंवा इंडƕन वापŝन कोणीही ठीक ʉणू शकतो कारण आपʞाला ah 
दोन बाय दोन मॅिटŌ ƛ मािहत आहेत आिण ȑाचा टŌ ाɌपोज समान िनधाŊरक आहे ʉणून कोफॅƃर मॅिटŌ ƛ मॅिटŌ क करतो जे कोफॅƃर 
बनवतात ȑांना देखील समान िनधाŊरक असतात आिण असेच  आपण हे सवŊसाधारण वातावरण चौरस मॅिटŌ ƛ आह साठी कŝ शकतो 
पण मुȞा Ɋाʊ आहे आिण येथे लƗात घेǻाजोगा मुȞा असा आहे की मॅिटŌ ƛ आिण ȑाǉा टŌ ाɌपोजमȯे समान िनधाŊरक असतात.
  ही ŮॉपटŎ 4 आहे ǛाबȞल तुʉाला आता बोलायचे होते पुढील गुणधमाŊचा संबंध आहे जेʬा तुʉी िनधाŊरकाǉा दोन ओळीचंी 
अदलाबदल करता तेʬा काय होते , जर तुमǉाकडे सामाɊ मॅिटŌ ƛ ˍेअर मॅिटŌ ƛ असेल आिण तुʉी एक पंƅी बदलून ती दुस̴ या 
ओळीत बदलली तर जर तुमǉाकडे एक ˑंभ असेल तर िनधाŊरकाǉा मूʞाचे काय होते ȑाचŮमाणे जर तुमǉाकडे एक ˑंभ असेल तर
तुʉी ȑास दुस̴ या ˑंभात बदलले तर िनधाŊरकाǉा मूʞाचे काय होते आिण आपण हे पाहणार आहोत की असे केʞास िनधाŊरकाचे िचɎ
बदलू Ȩा  मी ते िलšन ठेवतो आिण मग असे का घडते ते आपण पाš या पुढील गुणधमŊ असा आहे की जर कोणȑाही दोन पंƅी िकंवा 
ˑंभ पुɎा असतील तर पंƅी आिण ˑंभांमȯे अशा Ůकारचे Ȫैत आहे या अथाŊने की आपण एकाबȞल जे ʉणतो ते िततकेच चांगले लागू 
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होते.
  दुसरे आिण ते खालीलŮमाणे आहे कारण मॅिटŌ ƛ आिण टŌ ाɌपोज जेथे तुʉी पंƅी आिण ˑंभांची अदलाबदल करता तेथे िनधाŊरक 
समान असतात ʉणून जर ȑांची अदलाबदल केली तर िनधाŊरकाचे िचɎ बदल उम बदलते
 ȑामुळे मला हे पुɎा वाचू Ȩा जर कोणȑाही दोन ओळी िकंवा ˑंभ एकमेकांशी बदलले गेले तर िनधाŊरकाचे िचɎ बरोबर बदलते आिण 
हे कायाŊİɋत आहे हे पाहǻासाठी आपण काही उदाहरणे िवचारात घेऊ शकतो अहो आपण दोन बाय दोन उदाहरणांसह सुŜवात कŝ 
या आपण एक पंƅी आिण ˑंभ बदलू आिण नंतर िनधाŊरकाǉा मूʞाचे काय होते ते पाš या उदाहरणात आिण हे उदाहरण आपʞाला 
या बदलांसाठी फƅ एक नोटेशन ̾थािपत करǻास मदत करेल जेणेकŝन आपʞाकडे आपले दोन बाय दोन मॅिटŌ ƛ असतील  abcd
याला एक ʉणू या याला टू ʉणू या आिण आपण करत असलेले पįरवतŊन हे आहे की आपण एक आिण दोन ची rho rho r r 
अदलाबदल करत आहोत, तर काय होईल जेʬा आपण पंƅी 1 ऐवजी आिण बदलतो तेʬा आपʞाकडे आहे  ab r1 r2 rho 2 
जे आहे आिण ऐवजी आहे कारण आपण ते बरोबर बदलले आहे आपʞाकडे आहे आता आपण िनधाŊरकांची cd cd cd ab ab 
गणना कŝ या आधी Ůमाणे दोन बाय दोन मॅिटŌ ƛ अॅड वजा बीसी साठी िकंवा आपण ते कŝ शकतो.
  एका ओळीत िवˑार करणे आिण शोधणे ʉणजे ही जािहरात मायनस आहे, इथे पुɎा सूũ वापŝन आमǉाकडे cofactors bc 
आहे पंƅीतील पिहली नोदं एक ˑंभ एक आहेc 
 ȑामुळे ती ŮȑƗात वजा जािहरात बरोबर आहे आिण तुʉी पािहले तर  या दोन संǒा हे काही नाही पण जािहरात वजा बीसी चे वजा cb 
आहे
 ȑामुळे या दोन मधील िचɎाची तुलना केली तर बरोबर बदलते
 ȑामुळे जर तुʉी पंƅीची अदलाबदल केली िकंवा आʉी ˑंभासाठी समान रीतीने कŝ शकलो तर आʉी ते दोन बाय दोन 
मॅिटŌ ƛसाठी कŝ शकतो आपण येथे पािहले आहे की आपण तीन बाय तीन चार बाय चार असे कŝ शकतो सवŊसाधारणपणे एक बायn 

मॅिटŌ ƛ साठी आʉी येथे ̾थािपत कŝ शकतो आʉी नुकतेच सȑािपत केले आहे परंतु अिधक औपचाįरकपणे असेही ʉणता n ah 
येईल की जर तुʉी फƅ पंƅी बदलʞा तर  ˑंभ नंतर िनधाŊरकाचे िचɎ बदलणार आहे िनरपेƗ मूʞ समान असेल परंतु िचɎ पूणŊपणे 
बदलेल ʉणून ही मालमȅा आहे आह पुढील गुणधमŊ मनोरंजक आहे आह ते िसȠ करǻासाठी या िविशʼ गुणधमाŊचा वापर करते phi 
परंतु मी काय  ʉणते की जर तुमǉाकडे आता दोन पंƅी समान असतील तर िनधाŊरकाचे मूʞ देखील शूɊ आहे आह फƅ आह t 
अितशय उʟेखनीय Ůकारची मालमȅा आहे आिण िवशेषत: जेʬा आपण ते पाहतो तेʬा ȑाचा पुरावा देखील खूप आकषŊक आहे आिण 
हे िवधान  हे फƅ पंƅीपुरतेच मयाŊिदत नाही कारण आपण पािहले आहे की आपण पंƅीबȞल जे काही बोलतो ते बŠतेक Ůकरणांमȯे 
आपण ˑंभाबȞल देखील ʉणू शकतो आिण िवधान असे असेल की जर दोन ˑंभ एकसारखे असतील तर ȑा मॅिटŌ ƛचा िनधाŊरक देखील
0 असेल.
  .
 तर आपण फƅ ते पाš या ʉणजे गुण सहा ʉणजे जर मॅिटŌ ƛǉा दोन पंƅी िकंवा ˑंभ एकसारखे असतील तर एकसारखे असतील 
ʉणजे ते एकसारखे असतील तर 
ȑाǉा िनधाŊरकाचे मूʞ शूɊ असेल तर मॅिटŌ ƛǉा दोन पंƅी िकंवा ˑंभ एकसारखे असतील.
 समान असेल तर ȑाǉा िनधाŊरकाचे मूʞ शूɊ बरोबर आहे, परंतु हे कसे दाखवायचे अथाŊतच आपण काही उदाहरणे पाš शकतो आिण 
ʉणू शकतो परंतु अिधक मनोरंजक गोʼ ʉणजे आपण एक गुणधमŊ पाच वापŝ शकतो की आपʞाजवळ आहे असे ʉणू या ge 

ˍेअर मॅिटŌ ƛ जर तुमचा िवʷास असेल की ŮॉपटŎ असेल तर आमǉाकडे असे आहे की जर आपण कोणȑाही दोनneral a phi 
ओळी िकंवा ˑंभांची अदलाबदल केली तर िनधाŊरकाचे िचɎ बदलले पािहजे परंतु जर दोन ओळी सारƥा असतील तर जर तुʉी ȑांची 
अदलाबदल केली तर मॅिटŌ ƛ ˢतः  बदलणार नाही परंतु  िनधाŊरकाचे िचɎ बदलेल
 ȑामुळे िनधाŊरकाचे मूʞ ० असेल तरच हे शƐ आहे .
 ʉणून मी फƅ हे िलिहतो ʉणजे पुरावा आहे ʉणून चौरस मॅिटŌ ƛचा उजवा िवचार करा Ǜामȯे दोन समान पंƅी असलेʞा समान 
पंƅी आहेत आपण कॉल कŝया.
  ȑा पंƅी आिण ऊजाŊ आʉाला मािहत आहे की पंƅी ची अदलाबदल केʞाने समान मॅिटŌ ƛ िमळेल परंतु ri rj ri rirj a 
मागील गुणधमाŊवŝन िनधाŊरक बदलांचे िचɎ असे आहे की जर तुमǉाकडे िनधाŊरक असेल तर मॅिटŌ ƛ चा िनधाŊरक असेल  a a if 
तुʉी 
पंƅी आिण ǉा अदलाबदलीचे मूʞ बदलले आहे तर िनधाŊरकाचे िचɎ याचे वजा असेलri rj 
 ȑामुळे याचा िनधाŊरक मॅटचा िनधाŊरक असेल  जेथे िचɎ पंƅी आिण एकमेकांशी बदलतात परंतु आिण rix a ri rj ri r 
एकसारखे असʞामुळे हे मॅिटŌ ƛ दुसरे काही नसून ʉणून आपण अशा पįरİ̾थतीत येतो िजथे चा वजा िनधाŊरक ǉा a a a 
िनधाŊरकाǉा बरोबर असतो जे केवळ चा िनधाŊरक असʞासच शƐ आहे शूɊ सवŊ बरोबर आहे ʉणून मागील गुणधमाŊचा वापर a 
कŝन आʉी येथे असे ʉणू इİǅतो की जर तुमǉाकडे चौरस मॅिटŌ ƛ असेल Ǜात समान पंƅी दोन समान पंƅी असतील िकंवा 
आपण असे ʉणू शकतो की दोन समान ˑंभांसाठी समान युİƅवाद असेल तर ȑा िनधाŊरकाचे मूʞ असेल  शूɊ ठीक आहे ʉणून ही 
देखील एक मनोरंजक मालमȅा आहे कारण ȑात अनेक पįरणाम आहेत िकंवा अनेक पįरणाम आहेत जे आपण पाš शकतो की ȑापैकी 
एक मनोरंजक आहे ʉणून मी फƅ ȑाची एक नोदं करतो आिण ती िनधाŊरकाǉा ʩाƥेकडे परत जाते, जेणेकŝन तुʉाला वाटत 
असेल तर  िनधाŊरकाǉा ʩाƥेबȞल असे ʉटले आहे की िनधाŊरक ʉणजे काहीही नसून एका पंƅी िकंवा ˑंभाǉा नोदंीǉंा पंƅीǉंा 
गुणाकाराची बेरीज आिण ȑांǉाशी संबंिधत सहघटकांची बेरीज असते तर काय होते  तुʉी एका पंƅीǉा नोदंीǉंा गुणाकाराची बेरीज 
दुस̴ या पंƅीǉा सहघटकांसह ƽा, मी जे ʉणत आहे ते पुढीलŮमाणे तीन बाय तीन मॅिटŌ ƛ पाš आिण असे ʉणू की आपʞाकडे तीन 
बाय तीन मॅिटŌ ƛ आहे तीन बाय तीनचा िवचार कŝ.
 तीन मॅिटŌ ƛ ʉणून आधी वापरतो जसे आपण एक एक एक एक दोन अह एक ah 
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तीन दोन एक दोन दोन दोन तीन तीन एक तीन दोन आिण तीन तीन सवŊ ठीक आहे ʉणून हे लहान मॅिटŌ ƛǉा नोदंी िनधाŊįरत करतातa 
 आिण आपण असे ʉणूया की कॅिपटल हा एंटŌ ी चा आहे मग िनधाŊरक काहीही नाही परंतु आपण असे ʉणूया a aij cofactor 
की जर तुʉी एकाǉा बाजूने िवˑार केला तर िनधाŊरक एक एक गुणा एक एक अिधक एक दोन गुणा एक दोन असेल.
 अिधक एक तीन वेळा एक तीन आȅा Ůʲ असा आहे की तुʉी या कोफॅƃसŊǉा जागी या इतर घटकांǉा कोफॅƃसŊसह बदलʞास 
काय होईल दुस̴या शɨांत मी खालीलŮमाणे केले तर काय होईल एक एक दोन एक अिधक एक दोन वेळा दोन दोन अिधक एक a  
तीन वेळा  Ūी ʉणजे हे मूʞ काय आहे आिण सवŊसाधारणपणे आपण पंƅी िकंवा ˑंभांǉा इतर िवˑारासाठी हे िवचाŝ शकतो wo 
की येथे काय घडते याची कʙना चांगली आहे िकंवा उȅर असे आहे की हे 0 असेल आिण हे पाहǻाचा एक सोपा मागŊ असेल 
उȋादनांǉा या बेरजेपासून ȑा मॅिटŌ ƛकडे परत जाǻाचा Ůयȉ करा Ǜाचा िनधाŊरक या अिभʩƅीȪारे ʩƅ केला गेला आहे, असे 
िदसून येईल की ȑा मॅिटŌ ƛमȯे दोन समान पंƅी आहेत आिण फƅ मागील गुणधमाŊवŝन आʉी पािहले की तुमǉाकडे दोन समान 
पंƅी असʞास  तो मॅिटŌ ƛ िनधाŊरक 0 असणार आहे मी ते िलšन ठेवतो ʉणजे ती अिभʩƅी 1 1 वेळा 2 1 अिधक एक दोन वेळा दोन
दोन अिधक एक तीन वेळा दोन तीन हे काय आहे आता आपण फƅ दोन िवˑृत कŝया  एक हे एक एक दोन एक हे दोन एक ah a 
घटकाचे सहघटक नसून दुसरे काहीही नाही, ʉणून तेथे आपʞाकडे वजा एक घात दोन अिधक एक पट आहे मॅिटŌ ƛचा िनधाŊरक a21 
असलेली संपूणŊ पंƅी आिण ˑंभ हटवʞाने हे आहे आिण नंतर ठीक अिधक वजा 1 घात 2 a12 a13 a 3 2 a 3 3 a 1 2 
अिधक 2 पट मॅिटŌ ƛǉा िनधाŊरकाǉा संपूणŊ पंƅी बदलून िकंवा दोन दोनची संपूणŊ पंƅी आिण ˑंभ हटवून िमळवा ʉणजे एक एक 
एक एक  तीन एक तीन एक तीन तीन आिण ȑाचŮमाणे शेवटची टमŊ एक तीन वजा एक पॉवर दोन अिधक तीन वेळा एक एक एक दोन 
तीन एक तीन दोन ठीक आहे ʉणून ही संǒा उणे एक आहे ही संǒा अिधक एक आहे  आिण ही संǒा उणे एक आहे ʉणून जर मी 
बाहेŝन वजा एक घेतला तर मी हे िलšन ठेवʞास हे एक एक वेळा एक दोन एक तीन तीन दोन तीन तीन वजा एक दोन मȯे एक एक 
एक एक होईल  तीन एक तीन एक तीन तीन राईट अिधक ही टमŊ शेवटची टमŊ जी एक तीन वेळा एक एक एक दोन तीन एक तीन दोन 
ठीक आहे आिण नंतर मी कंस बंद करतो ʉणून तुʉी आता फƅ याची तपासणी केली तर यािशवाय काहीही होणार नाही  मॅिटŌ ƛचे 
िनधाŊरक ʉणून आपण िनधाŊरक ǉा ʩाƥेǉा उलट िदशेने जात आहोत जर मी फƅ असे ʉणतो की हा मॅिटŌ ƛचा िनधाŊरक s o 
आहे एक दोन एक तीन आिण तीन एक तीन दोन तीन तीन Ǜाची पायरी होती.a 1 1 a 1 2 a 1 3 a 1 2 a 1 1 a 
 इथे ते इथपयōत फƅ या पंƅीǉा बाजूने िवˑार कŝन होते 
आिण आपण येथे जे पाहतो ते ʉणजे या दोन समान संǒा आहेत आिण फƅ मागील गुणधमाŊवŝन आपʞाला मािहत आहे की याचा अथŊ
हा िनधाŊरक 0 आहे.
 ʉणून हे आपʞाला काय सांगत आहे जर मी कŝ शकतो  येथे फƅ हा मोठा बाण काढा  ʉणजे एका पंƅीǉा नोदंीǉा गुणाकाराचे 
मूʞमापन करǻासाठी आिण दुस̴ या ओळीǉा कोफॅƃरसह गुणाकार करǻासाठी ȑा बेरजेचे मूʞ शूɊ होणार आहे ʉणून ही एक 
मनोरंजक गुणधमŊ आहे ʉणून मला असे ʉणायचे आहे की जर तुʉी घेतले तर एका पंƅीǉा नोदंीǉंा गुणाकाराची बेरीज आिण ȑांǉा 
सहघटकांची बेरीज ही िनधाŊरक आहे परंतु जर तुʉी आता ȑांचे ˢतः चे कोफॅƃसŊ वेगʨा पंƅीǉा सहघटकांनी बदलले तर ȑाची 
बेरीज शूɊ होईल आिण ती या गुणधमाŊचा वापर कŝन दाखवता येईल.
  हेच आता आपʞाला करायचे आहे  तर हा पुढील तीन गुणधमाōचा संच आहे िजथे आपण पंƅीचंी अदलाबदल केʞास काय होते 
याबȞल आपण चचाŊ केली आहे , जर आपण ˑंभांमधील ओळीचंी अदलाबदल केली तर टŌ ाɌपोजचे काय होते, जर एखादी गोʼ 
एकसारखी पंƅी िकंवा ˑंभ असेल तर काय होते.
  मॅिटŌ ƛचा िनधाŊरक कसा बदलतो हे सांगǻाचे मागŊ आिण सरावाने हे गुणधमŊ दुस̴या ˢŝपाचे बनतात
 ȑामुळे तुʉी काही ऑपरेशन पाš शकता आिण िनधाŊरकाǉा मूʞाचे काय होते ते पाš शकता आता तीन गुणधमाōचा पुढील संच देखील 
मनोरंजक आहे.
  जर तुʉी मॅिटŌ ƛǉा नोदंी यापैकी काही बेरीज िकंवा उȋादने घेतली 
तर काय होते, उदाहरणाथŊ तुʉी मॅिटŌ ƛǉा संपूणŊ पंƅीला काही संƥेसह गुणाकार केʞास िनधाŊरक कसा बदलतो िकंवा जर ah 
आपण दोन ओळीचंी बेरीज केली तर काय होईल  मॅिटŌ ƛचे मॅिटŌ ƛ योƶ कसे बदलते
 ȑामुळे या गोʼी आहेत Ǜा आपण पुढे पाš या पुढील गुणधमाōचा संच आहे
 ȑामुळे लगेच पुढील संच गुणधमŊ 7 आहे  आिण हे सांगते की जर आपण a 
पंƅी िकंवा ˑंभातील Ůȑेक घटकाला 
İ̾थरांक आिण İ̾थरांकाने गुणाकार केला तर ȑाला ʉणू या तर  िनधाŊरकाचे मूʞ देखील ने गुणले जाईल k k 
ʉणून कʙना अशी आहे की जर तुʉी घेतले तर  संपूणŊ पंƅी Ůȑेक पंƅी घटकाचा ने िकंवा ˑंभासाठी गुणाकार कŝन ितचे मूʞ k 
बदलते मग आिण सह गुणाकार करणा̴ या िनधाŊरकाचे मूʞ आपण हे कसे दाखवू शकतो ते पाहणे ʉणजे फƅ िनधाŊरकाची k um 
ʩाƥा पाšन  ʉणून तुʉी पंƅीǉा बाजूने िवˑार करǻाचा िवचार करा Ǜाचा गुणाकार आह होत आहे की गुणाकार करǻापूवŎ 
आिण नंतर पंƅीची Ůȑेक नोदं ǉा घटकाने वाढली आहे आिण ʉणून आपण तो घटक काढू शकतो आिण नंतर आपʞाला कळेल k 
की िनधाŊरक ˢतः  ने वाढला आहे.k 
 
 ȑामुळे 
केस पाहǻासाठी आपण दोन बाय दोन मॅिटŌ ƛ उदाहरण ʉणू शकतो, ʉणून जर आपण मॅिटŌ ƛ ʉटला ah abcd 
आिण हा घटक जातो गुणा ओके ʉणजे मॅिटŌ ƛ आिण होईल.r one the row r one k r one ka kb 
  Ůʲ  हे ȑांǉा िनधाŊरकांचे काय होते ʉणून येथे िनधाŊरक आहे आिण जर फॉʄुŊला जािहरात वजा बीसी पाहǻाऐवजी आपण ते tion 
फƅ एक वेळा ʉणून िलšया ȑाचा सहकारक जे काही आहे ते आपʞाला मािहत आहे की ते आहे परंतु आपण ते अिधक िलšया.d 

ǉा गुणाकाराचा आʉाला मािहत आहे की तो उणे आहे पण आपण फƅ ते िलš या b cofactor c 
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 ȑामुळे ही बेरीज ठीक आहे
 ȑामुळे येथे असायला हवे पण आपण खरच Ɨमˢ नाही ʉणून हे असावे आिण हे उणे असावे पण आपण खरोखर कŝ  याचीc d c 
काळजी कŝ नका मुƥ कʙना अशी आहे की तुʉी आता पंƅी ǉा बाजूने िवˑाįरत केली आहे जर आपण पिहʞा पंƅीǉा ab 
बाजूने देखील िवˑाįरत केले तर िनधाŊरक काय आहे ते का गुणाकार असेल जे ȑाǉा समान अिधक वेळा बदलतcofactor d kb 
नाही कोफॅƃर जो पुɎा वजा बदलत नाहीc 
 ȑामुळे येथे हा बाहेर काढला जाऊ शकतोk 
 ȑामुळे हे ǉा पटीने या अिधक पट असेल जे काही उणे येथे येथे आिण तुʉाला िदसेल की येथे k b cofactors c t t 
अिभʩƅी समान आहेत  जसे हे तसे हे दोघे आहेत एकच गोʼ आहेk 
 ȑामुळे िनधाŊरक या घटकाने िनधाŊरक ˋेल वर जातो, जर तुʉी संपूणŊ पंƅीचा काही ˋेलर गुणाकार केला तर हेच आहे आिण k 
आʉी हे एका ˑंभासाठी देखील कŝ शकतो जे आपण पाहणार आहोत.
 िनधाŊरक घटक ने बदलणार आहे िकंवा मोजणार आहे ठीक आहेk 
 ȑामुळे गुणाकाराशी संबंिधत हा गुणधमŊ आहे आिण आता आʉी पाš इİǅतो की जर तुमची मॅिटŌ ƛमȯे बेरीज असेल तर काय होते ते 
िनधाŊरकाचे काय होते जेणेकŝन तुʉी िविशʼ आहात मॅिटŌ ƛचा गुणधमŊ पाहणे की Ůȑेक एंटŌ ी दोन घटकांची बेरीज ʉणून ʩƅ केली 
जाऊ शकते आिण जर पंƅीची Ůȑेक एंटŌ ी दोन घटकांची बेरीज ʉणून ʩƅ केली जाऊ शकते तर िनधाŊरक हा मॅिटŌ ƛचा िनधाŊरक 
ʉणून िलिहला जाऊ शकतो.
 
बेरीज िवभƅ कŝन सापडले आहेत ʉणून मी फƅ ते िलš Ȩा ते अिधक ˙ʼ होऊ शकते ʉणून गुणधमŊ िवधान असे आहे की जर  
पंƅी िकंवा ˑंभातील काही िकंवा सवŊ घटक  
दोन संǒांची बेरीज ʉणून िलिहता येतील तर 
िनधाŊरक एकंदर िनधाŊरक िनधाŊरकांची बेरीज ʉणून ʩƅ केला जाऊ शकतो आिण िनधाŊरकांची ही बेरीज 
मूळ मॅिटŌ ƛ िवभƅ कŝन मूळ मॅिटŌ ƛ िवभƅ कŝन िमळवलेली मॅिटŌ ƛची आहे  याचा अथŊ काय आहे ʉणून आपण फƅ एक साधे 
उदाहरण पुɎा दोन बाय दोन उदाहरण पाš या समजा आपʞाकडे मॅिटŌ ƛ अिधक आहे असे ʉणूया आिण अिधक सवŊ a x b y 
ठीक आहे आिण नंतर आिण या िविहरीचा िनधाŊरक काय आहे, आपण ठीक असे ʉणǻाचा Ůयȉ कŝ शकतो, मी हे दाखवले c d x 
पािहजे कारण ȑात बेरीज िकंवा सवŊ समान आहे  जर तुʉी काही Ůकरणांमȯे बेरीज ʉणून िलš शकत नसाल तर हा फƅ आह x 
शूɊ असू शकतो ʉणून असे नाही की आपʞाला ȑा सवाōची बेरीज ʉणून िलिहǻाची गरज आहे की बेरीज अशी असू शकते की इतर 
िवघटन अिधकǉा ̊ʼीने असू शकते.
  उदाहरणाथŊ शूɊ ʉणजे आपण काय ʉणू इİǅतो की याचा डे̪थ िनधाŊरक मॅिटŌ ƛǉा िनधाŊरकाǉा बरोबरीचा आहे, ʉणून हे िवघटन 
आहे ǛाबȞल  आपण अिधक बȞल बोलत आहोत ठीक आहे, तर आपण हे कसे िवघटन कŝ शकतो  एका िनधाŊरकाला दोन xycd 
िनधाŊरकांǉा बेरजेमȯे सेड करा कारण एका पंƅीचे घटक दोन घटकांमȯे िवघिटत होऊ शकत होते,
 ȑामुळे िवधानाचा अथŊ हाच आहे आिण हे कसे दाखवायचे हे आपण थेट दाखवू शकतो.

ǉा पंƅीǉा बाजूने िवˑार कŝन आʉी पूवŎ केलेली ʩाƥा पुɎा केली आहे आिण कारण आता जेʬा तुʉी Ůȑेकाची बेरीज   ah 
पाहता तेʬा Ůȑेक उȋादनाला अिधक िकंवा ɘस िकंवा असे काहीतरी असणार आहे, मग आʉी फƅ ȑा िवभािजत कŝ x b y 
आिण मग जे काही आʉी सोडले तर दोन उȋादने ȑाǉा ˢतः ǉा िनधाŊरकांǉा संचाकडे परत जाऊ शकतात ʉणून मी आȅा जे 
बोललो ते मला िलš Ȩा, कʙना खालीलŮमाणे आहे, जर तुʉी िनधाŊरकाकडे पाहǻाऐवजी शेवटǉा उदाहरणाŮमाणे येथे पािहले तर a 
ɘस गुिणले हे वजा गुिणले अिधक या सूũावर आपण असे ʉणूया की आपण या पंƅीत िवˑारत आहोत आिण x c b y 
आपʞाकडे अिधक गुिणले ȑाचा कोफॅƃर अिधक अिधक गुिणले ȑाचा कोफॅƃर आहे हे आपʞाला मािहत आहे की हे x b y d 
आिण िशवाय दुसरे काही नाही  हे  वजा ʩितįरƅ काहीही नाही परंतु सवŊसाधारणपणे आपʞाला मािहत नाही आिण ते आह ʉणून c 
सवŊसाधारणपणे आपʞाला हे मािहत असणे आवʴक नाही की ते काय आहेत कारण आपण फƅ िवˑार करत आहोत आिण आपण 
या अटीवंर लƗ कŐ िūत करत आहोत ʉणून हे वेळा ʉणून िलिहले जाऊ शकते.d 
 अिधक गुिणले वजा अिधक ʉणजे हा अटीचंा एक संच आहे अिधक गुिणले अिधक गुणा उणे आता जर तुʉी हे b c x d y c 
बिघतले तर हे दुसरे काहीच नाही पण पिहले काही नाही पण या पदाचा िनधाŊरक आहे आिण दुसरा काही नाही तर िनधाŊरक आहे  या 
संǒेची ʉणून ही दोन िनधाŊरकांची बेरीज आहे जी  मॅिटŌ ƛ चे िनधाŊरक अिधक राईटचे िनधाŊरक abcd matrix xycd 
आहेत ʉणून आʉी दोन िनधाŊरकांǉा बेरजेचा एक िनधाŊरक ʩƅ केला आहे ʉणजे िनधाŊरकांǉा बेरीजचा या अथाŊचा अथŊ आहे ठीक 
आहे, तर हा हा गुणधमŊ आहे जो पुɎा सांगायचा आहे की जर तुʉी एका पंƅीची बेरीज आʉी येथे िवचारात घेतली असेल तर दोन 
पदांǉा बेरजेǉा संदभाŊत ˑंभाची िवघटन कŝ शकत असाल तर िनधाŊरक एƛŮेशन होऊ शकतो.
  दोन िनधाŊरकांची बेरीज ʉणून आिण नंतर पुढील गुणधमŊ जी मािलकेतील शेवटची आहे ǛाबȞल आपण बोलणार essed ok ah 
आहोत हे काही अथाŊने याǉा उलट आहे आिण ते काय ʉणते की जर तुʉी मॅिटŌ ƛ पािहʞास एक िविशʼ िनधाŊरक आिण जर तुʉी 
मॅिटŌ ƛǉा दोन पंƅी जोडʞा आिण ȑांपैकी एक पंƅी बदलली तर िनधाŊरक अपįरवितŊत होणार आहे आिण ते दशŊिवǻासाठी वापरले 
जाते की आʉी ही मालमȅा वापरतो आिण आʉी पािहलेली मालमȅा देखील वापरतो.
 आधी दोन समान पंƅीचंा अथŊ असा होतो की िनधाŊरक शूɊ आहे आिण आपण पंƅीबंȞल जे काही ʉणतो ते ˑंभांसाठी देखील धारण 
करते, ʉणून आपण फƅ ते गुणधमŊ काय आहे ते पाš या ʉणजे हा गुणधमŊ नऊ आहे आिण गुणधमŊ नऊ ʉणजे जर आपʞाकडे 
Ůȑेक घटक असेल तर पंƅी िकंवा ˑंभाची जागा  ȑा घटकाǉा बेरीजने आिण 
दुस̴ या पंƅीǉा घटकाने बदलली जाते
 ȑामुळे कʙना अशी आहे की Ůȑेक पंƅी जी आधीपासून ȑा घटकाǉा बेरीजने आिण इतर पंƅीǉंा घटकाने बदलली जाईल.
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  तीच दुसरी पंƅी मानली जाते िकंवा ˑंभ असेल तर  िनधाŊरकाचे मूʞ सारखेच राहते
 ȑामुळे हे ˙ʼ करǻासाठी आपण दोन बाय दोन उदाहरण पाš या समजा आपʞाकडे मॅिटŌ ƛ आहे abcd 
आिण आपण पिहली पंƅी ची जागा अिधक ने कŝ.r1 r1 r2 
 हे मॅिटŌ ƛ देणार आहे ʉणून आपण ǉा जागी ɘस आिण ǉा जागी ɘस आिण आिण ने बदलत आहोतa a a c b b d c d 
 ȑामुळे दुसरा Ůʲ असा आहे की याचा िनधाŊरक काय आहे आिण याचा िनधाŊरक काय आहे येथे जािहरात वजा बीसी िनधाŊरक आहे येथे 
आपण ȑा िविहरीचा िनधाŊरक कसा शोधू शकतो जसे आपण मागील गुणधमाŊमȯे पािहले होते ȑाŮमाणे या मॅिटŌ ƛचा िनधाŊरक मॅिटŌ ƛ 

राईटचा िनधाŊरक ʉणून बदलला जाऊ शकतो कारण ही दोन आह बेरीज आहेत ʉणून आʉी  चे abcd cdcd plus 
राईट आहेdeterminant 

 ȑामुळे हे मागील गुणधमाŊवŝन आहे आिण आह जर तुʉी फƅ या मॅिटŌ ƛकडे पािहले तर आʉाला िदसेल की या दोन पंƅी 
एकसारƥा आहेत आिण ʉणून हा िनधाŊरक 0 वर जातो आिण आमǉाकडे जे िशʟक आहे ते काहीच नाही.

चे िनधाŊरक   abcd t 
जे येथे सारखेच आहे आिण हे आपण दोन बाय दोन मॅिटŌ ƛसाठी पाहतो परंतु सवŊसाधारणपणे सामाɊ बाइंड मॅिटŌ ƛसाठी खरे आहे,n 
 ȑामुळे यासह आपण िनधाŊरकांचे नऊ गुणधमŊ पूणŊ केले आहेत Ǜांचे आपʞाला ˙ʼीकरण करायचे होते.
  ȑापैकी Ůȑेकाने आʉी काही उदाहरणे पािहली आहेत की 
पुढील ʩाƥानात या गुणधमाŊचा वापर करणा̴ या काही सम˟ा पाहǻासाठी आʉी काय करणार आहोत परंतु या गुणधमाōकडे 
पाहǻाची कʙना अशी आहे की आʉाला काही िनधाŊरकांचे मूʞमापन करावे लागेल.
 थेट ʩाƥा वापŝ शकतो परंतु आʉी येथे काय करत आहोत ते काही साȯा िनधाŊरक गणना आिण काही गुणधमŊ लƗात घेऊन आʉी 
तुलनेने İƑʼ मॅिटŌ ƛचे िनधाŊरक सोɗा पȠतीने हाताळू शकतो जेणेकŝन आʉी तुलनेने İƑʼ मॅिटŌ ƛचे िनधाŊरक िमळवू शकू आिण ही
सोपी कʙना 
या गुणधमाōकडे पाहǻाचे उिȞʼ आहे, ʉणून मी तुमचे लƗ िदʞाबȞल आभारी आहे आिण मला आशा आहे की हे गुणधमŊ जोडले 
जातील  िनधाŊरकांबȞलǉा तुमǉा समजून घेǻासाठी एक िभɄ ˑर ̊ʼीकोन धɊवाद 
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