
 ఓښ హࡹ మݟ ࠾ࡍటࡍघ झ݋ంߜ घࡍటݟ  झ݋ంߜ  ߯  ఈ ࡵకऐ ࡛ లࣃ ڕछ గతం, ݟట࡛ ࠫ झ݋ంߜ  అం݄ ఏࠫ݇ అ࢑ 
ࠪऴޒకలޜ అߘబం߅ంచబݟన ఉపࡆగకర࠳న సంఖङ కऐࡵ ఈ ࠾ࡍమ ࡱ ࡛ ల లࣾङ ం ఈ సంఖङ ఎకए ࡱ డ 
ఉపڵࡆంచబߕޔݡऒ చన ఇవछࡹంత ఆڜ ంۨࡍڷ ࢐ܽ ࠾ࡍయడం మۯ చయంࡍప ࡆ డ࠲  లࣾࡱހ 
సڴࡍठ ࡮࠮ङ ంకనం ۯయగలڒ ࢓బܽद ߘߝ ఇకए డ ऴࣃ࢐फ ङޙऴప ޴బܽद ఆࣣ ఇڒ ߘ ࠪ ంۨ మనంړ ऱܼ డޔࠓనऒ  
࣋ए छ ࡛ ࠪऴޒకల ࡍڷంۨ ఎం޶కం݄ ఈ సంఖङ వర ࡱ ठ ࠪऴޒకలޜ సంబంధం కڵ࡯ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఇߖڜ ࢑ऒ  
࢑షࡱ࠻  బࣗ࡮ۧ ࢡ సందࡌग లࡹ ఎࡖ޶ए ఉండవ۪ऐ ߖ  మ࠾ࡍ ఇకए  బܽदڒ ޴फంࣆగకరం వࡆఈ ఉప ݦ
एࡖ޶ఎ ߖܽ࢒ నऒ ऒߖڜ   ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం, 
ల సరళ వङހహరణ సࠬకర޳దܽ ఉ࠴ ߝڕߘలݞ۫ ߘߝ బܽदڒ వసबߘ మనం ۫డగల࠭.

 ప ऱ࣒  ఈకछ ఈకछ ࡛ࠂ ࠾ࡍమ ߤ݃ ࡽ गࡌక సందߝऱ అࢁమ బܽद ఇ࢑ڒ ܿ ࡽ ऱࡹ  ఒక ࣃब फࣃవ ࡹ࠼  x y x y   ࠼
వ۪ऐڝߘఅ ߖఅ ߖ࢐ܽ బܽदڒ ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ఏࠫ ࠭࠲ ࠾ࡍफల మڕపం ݡంࡓ   ࠭ eq uations 
అం݄ ࢐ܽ ఖండన ࠼ߦంటऱߘ పࡍషए ङ܉ ޴బܽद ఇڒ ంచడంࡍ एڝయ దృޓࠫ ణం ߘంݟ ఈ సࠬకరߖߖ޻ ࡱހ 
फࣃۨࣇ ऒߕంܿڕߘలݞ۫ మనం ఏࠫ ࠾ࡍమ ࠼ కएࡅ ߖ޳ ࠵ ऒߖڜ   దృࢲद ంࡱޑ ࠪऴత࠲.
 ఖండన ࠉం࢓޶ ఉం޳ࡶ ޳ అ࢑ ఒక ࠉం࢓޶ వదभ కࣃࡱफ ڕࠪ ఏࠫ݇ ࡱ࢓޶ంࠉ ఖండన ࢐ܽ ߝఅ ޳ࡶ ࠻
రߖ బܽद మనంڒ ంతంߦఒక ऴ ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ प࠻తघ కంߖ ڴరछ ۨంۧలڕߘంܿనऒ ఎకए ޴ డ ߦऴత 
भ޳۫ ޾फంࣆࢳ߱ ం  ఈ సࠬకర࢑࢑ ࡱހధ ऴߦంޑలࡌ ݞږ ࡹవ۪ऐ , ఉ޳హరణߦ ࡏࠬ ڕఠࢡల ࠊజగށతం 
సమసङ ࠪ ంۨࡍڷ  ऱܼ  ޙ࠼నటऱݟ
, ఆࡽߧ మࡍߕ ࠾ࡍంజల సంఖङ  పړ޴ సࠪనం మ࠭࠲ ࠾ࡍ కڵ࡯ ఉంݞలߖ ߝڕߘరख ంధంߖڜ ޜऒ  
झࡽߧ࠻  మࡍߕ ࠾ࡍంజల࠻ۯ ࡱڿߘڜ ߘలߝ లࣾङ ం ࠪڕ ఉం޴.
  ఆࡓంܘ ల కం݄ ࡓ ڷࡱߕ ऱܿ ఎڕए వ ڒ ,ࡱ ࡽߧ࠻బܽद ఒకࡏ ఆ సࠪۧߖࡌऒ  ݡంࡓ ఈ ࡹతంށజగࠊ 
సࠬకరࡹހऱ ంచవ۪ऐ޴ڕ ړ , ఆࣣ  ప ऱ࣒  ప޴ అߖ మړ ڷࡱߕ ࠾ࡍ సࠪనం అߧۮ ߖओ x y x y ࡏࠬ  x 
మࡱ࢑ ࠾ࡍవలߘ కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ల వङހబܽद సࠬకరڒ  ࡏ వసबߘ పࡍషए ఇకए ࠲ంచడࡍ డ లࣾङ ం, y 
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ  ఎڒ ࡯࠻ۯ ڴࠈ ࡮బܽद ࢑࢑ధ ࠪࡌठ ऒߕఉ ࡱ  ࡹޒరణ ఆకృ߄ࣃ ంతࡍమ ߖ࢐ܽ బܽदڒ ࠼
ऴ࢐యړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ڒబܽद ఇࡓ ࢑ంݡ సࠬకరࡌ߷ ࡱހघ नݞऴ࢐యబ ڵࡍޒ ࡹ ݋  ah అ࢑ అ࢑ ,࠼
ऒߕफࣆۨࣇ ߖయగలవۯ ङࠪ ࠼ ऴܽڡझ  వలం ࠪతృక ఆࣣښ బܽद ఇ࢑ڒ ޴ంޔݡऴ࢐యబ ࡹపంࡐ ݋ࡕ 
సࠬకరހల వङ వసब ࠪऴత࠲, మనం ࡓం࠱ݧ ݡనलనࡽ ఉ޳హరణࣆ۫ ߘफߕऒ మߖ ఎవߕࡕ ఊࣕంచవ۪ऐ  ߗڒ 
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ మనం ఏࠫ ڴరణం߄ࣃ छښఈ ޴फంࣆۯ ߖప ݞږ సంڝ ࠹సदࣄ ࡽనलన࠱ݧ ޴అ ࠵ షߤझ  
అࣣ మࡍంత ߄ࣃరణంڴ మనం ఈ ࠪङ ऴܽڡझ ࠪ ڴ࡮ ంۨࡍڷ  ऱܼ డవ۪ऐ , ఇకए డ ఇࡓ ޴ంࠑ ݡ ݀ abcd 
࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ  ए࣋ ݀ ࠑ ݡంࡓ పంࡐ రణ߄ࣃ  छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  ఈ ࣊ܽदంڷలࡹ సహజంڴ వࣆफం޴ 
షएࡍప ࡮మనం ఎ ߘలހబܽद ఈ సࠬకరڒ घࡍటݟ ࡯ంۧࡍ एࢲࡍప , ݟరం ړ߯  ࡱ ݋ంߜ రం ࡅకए  ఒక పదमޒ ఈ 
ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఉంద޳۫ ߖभ ం, మనం అऴగ సࠬకరߖހऒ  మڷ޴ ࠾ࡍవ ఒక޳ ߖߖ޳छ  ంۨ, d bށڷ ࡌ
యవ۪ऐ࢘ࣄޓ ߗంܽݟంࡓ , అߩओ  c x dm bn ࠾ࡍమ ࡔన࣒ స࠳ ऱࡏࣃ  ޴फంࣆవ ࠉ న࣒࠳ ݭ࠻ ఆ ڕమన ݡ
ఒక࢘ళ ఆ పࠪࡍణం ߕࣆऒ ఆ సంఖङ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ࠭࠲ ,ޙ࠼నటऱڒ సࠪనం ړన࣒ 0࠳ ,ޙ࠼నటऱڒ   ad bcޜ
ంచవ۪ऐڵ࠙ , ఆ߯ అ࠳ ݭ࠻ ߖ ޴ߝన࣒ ޳छ  రణ x tm minus pn bc߄ࣃ  ݟబܽद ۫డంڒ ݟడం۪ ࡌ
࣊ܽदంࡹ ۃ ఇڝ ࢑సం పࢲࡍए రంڴ ఉంܼ࠼, అ࢑ ޻ధంڴ మనం ࡅకए  పࢲࡍए ऒߖࡌ  కھߘనవ۪ऐ  x yࡹߖ޳ ,
మనం సࠬకరހలߘ మࢁऱ ऴࣄ࢐, ఎڷవ ఒకڷ޴ ߖߖ޳వన ఒకށڷ ޜߖ޳ంۨ, సߖߖ޳ ,ࣄ࢘ࣄޓ ࡔ ऴࣄ࢐ c y 
సࠪనం  ࠳న࣒ ߘంߘ ݟం࠳ ݟన࣒ ऴపకటన వరڕ మࢁऱ ఈ సంఖङ ऒߕࣆ న࣒࠳ ݭ࠻   cm bc bc bc 
ओߩనڒ ऒߕࣆ సంڝ న࣒࠳ ݭ࠻ ޴బܽद ఇڒ ,అࣣ ޴ఇ ݡ छ޳ కం݄ 0޶ఎం ,޶ڒ  ओߩనݟంచబڵ࠙ ࡌ  bc ړ1 ݡ
రछߖ ۨంచߖ అߝక సమసङ ऒߕఉ ࡱ యࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ మ࠾ࡍ ఏ࢑ ޴షޙࢀࢗ ڵࡍޒ ړߖ࠻, మనం మࢁच  
పओۮ దڕ۪ࡱనऒ ए࣋ ݀ ࠑ ݡంࡓ కޒऴࠪ ڕఏࠫటం݄ , మన ޴ छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ abcda abcd mnݭఉం݄ , అ ڴ 
ऒߕࣆ న࣒࠳ ओߩనڒ  एࢲࡍప ݡ ओߩఇ ,࠼ޑనబడھߘక ࡱࡌ  న࣒ ఈ bc bc࠳ ݭ࠻ ణంࠪࡍఈ ప ݡ
రߖ ߖంܽݟంࡓ प࠼ం޴ۯ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.
छ޳ ݡంࡓ  छ޳ తృకࠪ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ తృకࠪ  ࡌ రߖ ߖంܽݟంࡓ ࡌ प࠼ంڒ ޴ۯబܽद ఈ సంఖङ  abcd 
సహజంڴ సࠬకరހల ࡅకए  సరళ ࣊ߘ ݋ పࡍషए సందరग ۯంࡍ ంࡹ వۯऐ  ߘహరణ޳ఉ ࡽనलన࠱ݧ ݡంࡓ 
మనం ۫࠭ࣃ, ఇ޴ ऴޓࠫޒయ ࠱ݧ ڷࡱߕనलన࠱ݧ ࡽనलనࡽ ఉ޳హరణ ڒవ۪ऐ .n 
 ఇ޴ ࠪతృక ࡅకए पࡌߖ  యకం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ, ఇ޴ ࠭ఖङ ల వङހసࠬకర ޳ࡶ ޴న࠳ వసबڕ పࢲࡍए రం 
ఉం޳ࡶ ޳ అߖ తۯ ڥߖయడంࡹ ఉపࡆగపޔݡంڒ ޴బܽद ݟటࡍघ छ޳ యడంۯ ڥߖత ߖ ݋ంߜ  ࡌ
పࢲࡍए సమసङ ړߖల ఉࡌ నవ۪ऐھߘక ߘ ओߩఇ ߘߝ , వछߖऴ࢐య ݦ ంݟ ࣎ ߤݪ  ݟటࡍघ  సరళ ޴ߝఅ ݋ంߜ
సࠬకరހల వङ వసबࡹ పࢲࡍए ठࡌࠪ ఒక ړߖݞయۯ ڥߖత ߖړߖల ఉࡌ ऒߖ  అంࣆ޴फం޴ ,  
छ޳ హరణ޳బܽद ఈ ఉڒ भశङ޻ఉ ߕ ࡌ ం ఏࠫటం݄ ఇ޴ ఈ ఉ޳హరణ ࡅకए  లࣾङ ం, ఇݟ ޴టࡍघ  ڥߖత ݋ంߜ
.ంచడంߧ۫ ޾ఉంܿం ࡮ఎ ڴన ࠪరठం࠳గకరࡆఉప ړߖݞయۯ
 
సࠬకరހల సరళ వङ వసबࡹ పࢲࡍए రం ఉڝ ړߖసం బࣗݟ ࢡటࡍघ घࡍటݟ ݋ంߜ  ړߖݞవࡌ పదం ߝఅ ݋ంߜ
వ۪ऐڒ ޻రణం ఇڒ  ఈ పదం ࡅకए రߖ ߘయړలం ऴ࠮  प࠼ంచడం మ࠾ࡍ ఇߖڜ ޴ऒ  గణనల ޳छ  ࡌ
రߖ प࠼ంచړߖݞ అߘమࣆޒफం޴, ఇ޴ పࢲࡍए ऒߕఉ ࡱࡌ ࡎߖ ޾ࡶ ࡆ पత అࣣ ࡅకए  గణన తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ, 
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ఇ࢑ మనం ࢇࢗऱ ߖڜऒ  ऴߦరంభ ఉ޳హరణࡱ ࠪऴత࠲.
घࡍటݟ ఒక ڴకంࡍڒ߅అ ޴ߝయడమۯ  एړࡵ ࡮ఎ ࡏ࢐ ߖ ݋ంߜ ంచవ۲ऐ  ۫డంݟ, అޙ࠼ ఇకए డ ఈ 
ఆసړ फకర࠳న సంఖङ ల కల࠼క ޳ࡶ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ   ఎంऴܾల కల࠼క ࡅకए  కߝఅ ޴ఇ ,޴ఉం ࠲ऴతࠪ ۨࡏ 
సందࡌग లࡹ వࣆफం޴ మߘߝ ࠾ࡍ ఇ࢐छ లڕߘంܿనऒ  త޶పࡍ సందరग ం ఆ ऴߦంతం పరంڜ ڴంۮం ఎڕए వ
ङ܉ అకए ࠾ࡍమ ۨࡏ యޓࠫ డ మనం ۫డ޴ࡃࠓ ఏࠫటం݄ ݟటࡍघ ఒక ࠭ఖङ ݋ంߜ  ޴फంࣆࢳ߱ ऴతߦ న࠳
రߖ ڴంతంߦహరణ ఒక ऴ޳ఉ ࡍప޶బܽद తڒ प࠻తघ కం 
गࡏޔసࠪంతర చ ޴ߝఅ ޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ߯ߖ޻ ంతంߦబܽद ఆ ऴڒ జం ࠪతృక ࡅకए  ఎంऴܾڒ ࡱబܽद 
మࢁच  మనం ۫ࣆफనऒ ङࠪ ݀ ࠑ ݀  ऴܽڡझ ऱ ఇకएࢁమ ߖ  డ ప޳࡯ࢣࡍभ ం మ࠾ࡍ అ࢓ࡱߖ ޴ వࡏసల ࢙࡮ࢡङ  ړߖ
ఎ࡮ సంబంధం కڵ࡯ ఉం޳۫ ޾भ ం.
 రణ߄ࣃ  
ࡎڒ दࣄయڝ ߤఆࡍ न݋ߝ ऴࢗ ߖܽ࢒ ࡹ ࠹߿క द࡛ झ फࣃށగࡍప ڴ  కࢗ ఈ ߘߝ బܽदڒ ࠭ द࡛  లࣄڶ ߘనటऱߘߝ ,ޙ࠼ ఈ ࢗక द࡛  ల
కएࡅ ࡍߖ  भషद దృࢲद ంߖޑऒ కࢗ ంۨన߅సంబం ړࣄఎ ݋ం࠼ߦ ޴फ, ఇ࣋ڶ  द࡛  అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఇ࠼ߦ ޴ం݋ 
కࢗ ంۨన߅సంబం ړݟࠉ द࡛  అۮ ߖపओ ంݟ 
సڒ ࡔబܽद  ఇ࢑ ఈ ࡓంࢗ ݡక द࡛ ओߩఇ ࠾ࡍమ ࡱ  ఏరओ ݟంߘ द࡛ లڒࢗ ఈ ݡ गࡏޔన సࠪంతర చݟ జం ࡍڷంۨ 
ఎవߕࡕ ఈ ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఆۨࡹంచవ۪ऐ ఇకए ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍమ ޴బܽद ఇڒ  డ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  అߘߝ ߖ bc t 
ఏࠫ సమࡍओ ంۧలڕߘంܿߕऒ गࡏޔఅం݄ ఈ సࠪంతర చ ߘ జం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ఏࠬ ޶ࡶ  అޙ࠼ 
పࢲࡍए  ڥߖత ڴ޴ߖڒ ࡗ܋ ࡹహరణ޳పܽ ఉߘ࠭ ࠭࠲ సంڝ ړߖల ఉࡌ
ऒߕफࣆۯ ࠭ మ࠾ࡍ అ޻ పߖހࠪࡍऒ రߖ ࢐తࡏత ࠭࠲  प࠻తघ కంڴ అࡍڒ߅కంߖ ڴరछ ۨంచవలࣄ ఉంܿం޴
న࣒ తపओ࠳ ݭంతం అߦబܽद ऴڒ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद అ޴ ఎ࡮ వࣆफంڒ ޴బܽद ۫޳भ ం ڒబܽद ߘߝ ఇకए డ bc 
అ޻ ߸గ࡛ ࡅకए  ߭దभ ࢗర लࣃڶ ߘ ߤफ  ,ߘ
ఇࢗ ޴క द࡛  ఇకए డ ࢗక द࡛  , ఇ޴ మߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍ జతపరచړߖݞ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ ࠭ సࠪంతర ac bd 
చࡏޔग జం ఆ߄రంڴ  ఆ ࢗక दర ऱ߯  ఈ ࠼ߦం࠴ ݋తफం  ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ  పऱ࣒  ఇߩओ  a b c d ࠻ࡍమనం ఈ ఏ ݡ
द࡮ݥ ऒߕంܿڕߘలߕھߘక ߘ ࠭ మڝ ߖ޵ ࠾ࡍసం మనం పࡍషए ంܿనऒڕߘంۧలࡍ  ࠪర ठం ߭దभ 
ऴߦంߖޑऒ  క࢘ࣄޓ ,ߖھߘయړߖݞ ऴపయޒऒ ంచడం.
भశङ޻ఉ ߕ  ం ఏࠫటం݄, మనం ఈ ࣄۯ ࣁݞన ऴߦంߖޑऒ  కڵ࡯ ఉండవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఈ ऴߦంతం ߘంݟ ఈ 
ऴࠜޒజం ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  ఈ ޵ర डచޔరऴసం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ఈ ऴࠜޒజం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ఈ ऴࠜޒజం ࡅకए  
ङ࡮ࢡ࢙ ऒߖ  ఈ ऴࠜޒజం ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  మ࠾ࡍ తࡌछ త ࡮ࢡ࢙ ߖ޵ङ ऒߖ యవ۪ऐ࢘ࣄޓ  .
ర޵   डచޔరऴసం ڒబܽद ޵ర डచޔరऴసం ࡅకए లङࢡ࢙ తफం࠴  ం ఎంత ߭దभ ޵ర डచޔరऴసం ఇ޴ ߰డࡓ ࢓ ऱܿ ࢗడࡱओ
కం݄ మࡖకܽ ޶ڒ, ఇ޴ పऱ࣒ ࡓ ࠉ  ऱܿ ࣄ ప ऱ࣒ ఇకए ࠾ࡍమ ࡔస ݟ  డ ߘంݟ మనం వङ ړ फగత ऴߦంߖޑऒ एړࡵ  ంۧ࡯ 
కएࡅ ݟంڝफం۪ࡏڷ బܽदڒ లङࢡ࢙  ం  ऴࠜޒజం సగం ࣒ࠐ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఇߩओ  फ aޔంۨన ఎڵࡆఉప ݡ
మ޵ ࠾ࡍర ड చޔరऴసం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ߰డࡓ ࢓ ऱܿ ࢗడࡱओ ర޵ బܽद ఈڒ  डచޔరऴసం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ఏࠫܽ 
ࣾࠫంచంݟ ఈ ऴࠜޒజం ఇ࣒ࠐ ޴ కం݄ ࠳న࣒ సగం ࡓ ऱܿ ఉంܿం޴, ఇ޴ మ޴ ࠾ࡍ  ఎޔफ ఈ a n c 
ర޵ डచޔరऴసం ࡅకए లङࢡ࢙  ం మ࠾ࡍ ఎޔफ ఆ߯ ߰డ࠳ ࢓న࣒ ఈ ऴࠜޒజం ఎޔफ మࢁऱ ఆ߯ ࣒ࠐ c b vc d b 
ओߩన࣒ సగం ఇ࠳ బܽदڒ ङ࡮ࢡ࢙ మనం ݡ फࡿࢗ ڕߩ࢙ ఈ ړߖ ࠭ ఈ ऴࠜޒజం ࡅకए ఇకए ࣒ࠐ న࣒ సగం࠳  డ bd 

మ࠾ࡍ ఎޔफ ࠳న࣒ ఈ ޵ర ड చޔరऴసం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ఆ߯ ఎޔफ మ࠾ࡍ ఈ ऴࠜޒజం ࡅకए  b d b c 
లङࢡ࢙ ం మࢁऱ ఇకए డ ఉనऒ  ఆ߄రం మ࠾ࡍ ఎޔफ ࠳న࣒  ࣔࠆ ఎڒ ࣄబܽद ఈ ఎڡझ  ऴ߭షࣆ ߖ ߤలభతరం a c 
भ޳ۯ ం ڒబܽद ࡮ݥद  అ޴ߝ పऱ࣒ పऱ࣒ ࣄ ڴࠉ  झڡఆ ఎ ࠾ࡍమ ݟ   ऴ߭షߤ లߘ ࣋క࣋ࡍफ మన࠳ ڕన࣒ ఎ࠳ ࣄన࣒ ݟࠉ 
పऱ࣒ ࣄఎ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉం ࣄࠉ న࣒ 2࠳ పऱ࣒ ݭ࠻  పऱ࣒ ࣄࠉ  भ޳ۯ కృతంࢁసర ߖన࣒ అ࠳ ࣄన࣒ ఎ࠳ ݟࠉ  ం  bd 
 యడం bc bd vd ac acۯ भ޶ఒకܽ ర ࡹܽ࢒ ࠾ࡍయడం మۯ भ޶ఈ ఒక ఒక ర ࠾ࡍబܽद ఈ మڒ న࣒ 2࠳
వలన ࠪڕ ऴపకటన ࠳న࣒ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ పదం మࢁऱ వࣆफంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఒక పࢲࡍए రbc ad minus bc 
సందరग ంࡹ వۨऐ ందڕࠬ ߖ ࠭ంࣆࡱޘ ޻ సࠬకరణం ࡅకए  సరళ వङ వసब ۧࠊ ࡮జగށత సహ  ntext 
ఇకए డ ఇࡍߪ ޴ फࠚ ڴనऒ నపओ࠼అ ޴న࠳ కएࡅ తృకࠪ ڔܽ  న సࠪంతరݟయబۯ ࡏ࠻త ۯసలࡏవ ࢓ࡱߖ 
చࡏޔग జం ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ फనऒࣆ  సందరग ం ఇతర ࠪటలࡹ ఇకए డ ࠭࠲ సࡔ అߖ 
ओߦۮ ࠭, ఇ޴ మࡖక ࢑ధంڴ ఉంద࢑࠙ ࠭࠲ ߖంۧ࠭.
 ఇࣄ ޴ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘం࠭࠲ ݟ సࠪంతర చࡏޔग జం ࡅకए  ఈ ڣࡔగށత ఆࡹచనࡿࢗ ڕच ࠭ d 
మ࠾ࡍ ఈ ऴߦంతం ߧ۫ ࠭࠲న ఈ ࡮ݥद  అ࠳ ݭన࣒ తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇߩओ  ండవ bcࡓ ݡ
సందరग ంࡹ వۨऐ న ఈ సంఖङ  ఇࢂࢗ ࠭࠲ ޻फߕऒ ࠫ ట࡛ݟ  ࠭ మనం అర ޴యడం అం݄ ఇۯ ࡽڒ ڴ ݋ంߜ बం 
నऒڕߘ࢐లڝࣆۯ  ऴߦరంభ ࠉంࢇࢗ ڵࡍޒ ڕ࢓޶ऱ޴ ఏࠫటం݄, ݟట࡛ ࠫ ఒక సంఖङ ޴ߝఅ ݋ంߜ  మ࠾ࡍ ఏߕ޼ 
సంఖङ  ࠪऴతߖ޳ ޶ڒ ࠲ ఉపࡆగకర࠳న సంఖङ  ఎంڕ޶ ఉపࡆగపޔݡం޴ ఎం޶కం݄ ఇ޴ ఉߖړߖ 
కھߘనడంࡹ సࣔయపޔݡం޴.
 
एࢲࡍల పހసࠬకర ࠹సदࣄ య࡛ߖࡰ ङ܉ ޴సం ఇڝ లࡌ రछߖ యޓࠫ చߖߕऒ  కڵ࡯ ఉనऒ  సࠪంతర చࡏޔग జం 
కएࡅ ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  కھߘనడంࡹ ఉపࡆగపޔݡం޴ మ࠾ࡍ సంऴగహంߦۮ ڴओ లం݄ ࠪతృక ࡅకए  
घࡍటݟ కएࡅ ݋ంߜ  అߝక అߧऱښషߘऱ ఉߕऒ .࠼
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కࢗ     द࡛ झ ఏరओ ݟంߘ  गࡏޔన సࠪంతర చݟ జ ࢙࡮ࢡङ రߖ ړߖ पࡍڒ߅࠻ ࠪతృక ࡅకए  ࠪతృక ࢓ࡱߖ um 
వࡏసల ߘం࢓ࡱߖ ݟ వࡏసߘ ఇࣆफందߘߝ ߖ ऴࣃ࢐फ ఖۨऐ ڴवసफపరంࢡతށగ , ߘ తంڴ ఉంݞలం݄ ߘߝ ఈ 
ऴߦంߖޑऒ झ݋ڝ  యవ۪ऐۯ న࣒࠳ ݭ࠻ ణంࠪࡍకం݄ ఈ ప޶ఎం ߘޑఉం۪ ࡹ  ࡍߖ   भషद ࡱ࢑వల bc 
ऴߦంߖޑऒ  బܽद ږߘࣃలం޳ࡶ ڴ ऴపږޒలంڴ ఉండటం అ޴ߝ మనం ߄ࣃరణంږߘࣃ ڴలం࢑࠙ ڴంۯ 
࢑షయం ڒబܽद ߕ ఉ޻भశङ ం ఏࠫటం݄ , సంబంߖ߄ऒ  ఇపओ ఉనऒ ڵ࡯క ڔܽ ం޶న మనం ߰ం޻ ऴߦంతం ࡅకए  
సంښతం అ࠼నపओ రߖ ڔܽ प࠻తघ క ऴߦంతం ࢐సफవ ऴߦంతం ڒవడం ࡅకए  సంߪరप ࡱ࢑వ ࡍڷంۨ 
ఆۨࡹంచవలࣄ ఉంܿం޴.
 ఈ గణనల ߘంߖڜ ݟऒ  ఇతర ఔۨతङ ం ݞږ ఉండవ۪ऐ , అޙ࠼ ఈ ࣎ए बࣃ వదभ మన ߵ  ఈ సࠪంతర ࡹ࠼
చࡏޔग జం ࡅకए లङࢡ࢙  ం సࠬకరހల వङ వసबڕ ࠭ం޶ వࡵ మࢁऱ ݟటࡍघ కएࡅ ݋ంߜ  సంߪరप ࡱ࢑వ ah 
छ޳ ఇవछ ࡌ బޔݡందڕࣆޓ ߖం޳ం.
 
తపओ రखߖ ڴ ࡽనलన࠱ݧ ݡంࡓ ڴࡍసߖ ం߅ంచబݟం޴, అޙ࠼ ఉ޳హరణࡹ ఉ޳హరణ࠱ݧ ݀ ࠭࠲ ࡹనलనࡽ 
ऒߕڕࣆޓ ߖ ࠹సदࣄ ࠭ అ࢑ ޻ధంڴ ఇకए డ మనڕ అవసరం ޶ࡶ ऴߦంښߖޑ పࠫࡍతం ڒవړߖݞ మనం ݡ࠮ 
ఆ సందరग ࠾ࡍంచగల࠭ మۨࡹంۨ ఆࡍڷ తృకࠪ ߩచదర ݡ࠮ ݟంߘ ంࡹ అݟ ޴టࡍघ  ޳ࡶ ݋ంߜ
घࡍటݟ కएࡅ ݋ంߜ  సంߪరप ࡱ࢑వߘ ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ మనం ࡍڷ ߖ޳ంۨ ݞږ ఆۨࡹంచవ۪ऐ   అ߅క 
ओ࣋ ࡽనलన࠱ݧ ࡍߪ బܽदڒ ࡔస ࡱ ࣒ फత ڝసం మనం ऴߦరంభ ఉ޳హరణࡿࢗ ڵࡍޒ ړभ ం, ఇݟ ޴టࡍघ  ߘ ݋ంߜ
కంߪङ ܽంۯ ۃయړߖݞ ఉ޳హరణڴ ఇ࠳ 4 1 1 ޴న࣒ 1 సڒ ࡔబܽद ఇ2 ࠑ 2 ޴ ऴకమబదमం ࠭࠲ xy abcd 
ࠪङ ऴܽڡझ ల వङހబܽद ఈ సࠬకరڒ ࠭ࣃۯ ࡱߘప ݡంࡓ ࠭࠲ ࠾ࡍంۨన ࠪతృక మࡍకނర߄ࣃ ڴ  వసबڕ 
పࢲࡍए రం ఉం޳ అ޳۫ ߖभ ం మړߖ޳ ࠾ࡍ ࠪరठం ఈ ࠪతృక ࡅకए घࡍటݟ  एړࡵ ߘ ݋ߝ ంచడం, ڒబܽद ఈ 
ࠪతృక ࡅకए రߖ  पڒ߅࠻రం ఏࠫܽ ࠳న࣒ ڒబܽद 1 ߘం࠳ ݟన࣒ 1 ࠳న࣒ అం݄ 1 ߘంڒ 4 ݟబܽद ఇ޴bbc b 
ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ ޶న࣒ ఐ࠳ న࣒ 4࠳ న࣒ 1࠳ एࢲࡍబܽद పڒ ޶ڒ సࠪనం ړ రం మࢁऱ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఒక 
వ۪ऐڝߘఅ ࡔబܽद మనం సڒ హరణ޳రణ ఉ߄ࣃ एړࡵ ڴࡏߝ ߖߖ޳   ంۧࡏ, అޙ࠼ అ߅క పހࠪࡍల ڝసంd 
సࠬకరހలߘ సओ షदంڴ పࡍషए ఊࣕంచవ۪ऐ ࠭࠲ ߖఉంܿంద ڴంచడం కషदంࡍ  మ࠾ࡍ ఆ సందరग ంࡹ 
घࡍటݟ ठࡌࠪ న࠳గకరࡆఒక ఉప ࡹ߷ ݋ంߜ ऒߖ  అందܑࣆफం޴ , అ࢑ ޻ధంڴ పࢲࡍए  ڥߖత ߖړߖల ఉࡌ
.޴फంࣆۯ
फరࣅ࢑  पం ࡅకए  ऴߦంతం ࡌߖ ݞږप యకం ࡅకए  సంߪరप ࡱ࢑వڕࣆޓ ߘం޳ం ڒబܽद ఇښ ޴వలం phi 
సంߪరप ࡱ࢑వڕࣆޓ ߘం݇ం޴ అࡖ߮ ߘߝ ߖए నऒ बࣃ ࠪ ڴరణంڒ  ఉనऒ ࡹ࠼  वసफ ahࢡ తށంత గڜ ڕफࡏڷ 
అర बం ఉందࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ.
ऐۯఇ ޴ఇ ,ݟంచంޒంۨ ࡮ۧ ంۨࡍڷ ߖ޳   సంఖङ  తށజగࠊ ޴బܽद ఇڒ ం޳द ߭డࢳడటం߯ దృ۫ ߘ
సందరग ం޳ࡶ ࡹ పంڕफల ఖండన ࠼ߦంటऱߘ కߝھߘ ऴపయతऒ ంࡹ ఈ ఉ޳హరణޜ మనం ऴߦరంࠚంۨన 
సࡍए ࡍߪ ߘ ࡽ फ ۯయడం.
  ࠪङ ऴܽڡझ  సమసङ  పరంࣇ ߖߖ޵ ڴऴޓకࡍంచߖݞऒ  ۫డంݟ 
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ మనం ఏࠫ ޳ࡶ ङࡲజࡍ ߖ޳ ࠵ షߤ సంఖङ కएࡅ   ఈ ޳ࡶ యడంۯ ڥߖత ߘవࡱ࢑ 
సంఖङ  ऴపకటనߘ గށంచడం߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿంࡓ  ޴ంߘ ݡంࡓ ݟంݡ చదరߩ ࠪऴޒక࠳ ڕన࣒ ఇ޴bc ah 
రߖ प࠻తघ కం తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఈ ݟటࡍघ న ࠭ఖङ࠳గకరࡆఉప ݋ంߜ న సంఖङ࠳  బܽद మనం ఏࠫڒ 
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ भࡿࢗ ڵࡍޒ ړߖ޳ ࠵ ం ڒబܽद 
ఈ ߰డ࢙న ప޳లࡹ ఒకܽ ऴ࢐యడం కం݄ ߖర पߩۮ ࡱࡌڒ߅࠻ओ पࡌߖ ం޳ంڕ యࡱڒ 

కएࡅ घࡍటݟ  थ܉సం ݋ంߜ ऒߖߕࠪ  ఉపࣃڵࡆफ  a dt ah ࡹసలࡏవ ࢓ࡱߖ ݡంࡓ ఈ ߖߖ޳ ࠭࠲ ޳ࡶ ࠼
ఉం۪࠭ޑ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక 
చదరߩ ࠪతృక అߖ మ࠾ࡍ మనం ఏࠫ ࠻ۯలڕߘంܿߕऒ మనం ఇపओ ࡱ࠻࢑ష ݡ࠮ ڴ޶ం࠭ ࠵ ښܽ
ऒߕంܿڕߘలݞ۫ ఇపओ ࠭࠲  ࡯࠻ۯ బܽद ఏࠫڒ ࠭ ܽవర࠭ࣃۯ ڕ , ఈ ࡓంݡ అࣣ ࢘ࡔछ  ࡏ
సందࡌग లݟ ࡹట࡛ ࠫ కएࡅ ݋ంߜ  అవసߖࡌऒ  ऴ߮ߧࡔంచړߖݞ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ ࠭, మనం ఏࠫ 
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ࠭ అం݄ ࠭ంڴ޶ అࡍڒ߅కంڴ ఒక ݟట࡛ ࠫ రछߖ ߘ ݋ంߜ ۨంచంڒ ,ݟబܽद ࠭࠲ 
అࡍڒ߅కంړࡵ ڴए ంۯ ऴపऴړయ߰ࡐ ޜం޴ంచబݟన ݟట࡛ ࠫ రछߖ ߘ ݋ంߜ फࣃۨ ࠭.
ङࠪ ࠑ రణ߄ࣃ  ऴܽڡझ घࡍటݟ సంڝ  एڕఎ ޴ߝఅ ݋ంߜ వࡓ ڴం޳ࡶ ݀ ࠑ ݡ ऴࠑ ޓ ऴޓ ࠪऴޒకల ڝసం n n 
ఉపࣃڵࡆफ ࠭, అޙ࠼ ఒక ࠪతృక తపओ ఒక సంఖङ ڴࡍసߖ రߖ బܽदڒ  प࠻తघ కం  ݟట࡛ ࠫ రछߖ ߘ ݋ంߜ ۨంۨన 
తࡌछ త సంఖङ ࠫ ట࡛ݟ ࠭࠲ ,సࠪనం ڕవࡱ࢑  एړࡵ ߘ ݋ంߜ ంచߖڜ ړߖݞऒ ठࡌࠪ  లߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭, 
రߖ బܽदڒ प࠻తघ ऒߖڒ एړࡵ  ంచߖ ړߖݞరछ చనం ఒక ࠪࡌठ ऒߖ  అంࣆ޴फం޴ , అޙ࠼ మనం ۫࣋޴ అߘమޒంۯ 
లࣾހల సࠫޒ.
 గށంచడం ࣆలభం అࡃङ  ࢑ధంݟ ڴట࡛ ࠫ రऐࠪ ߖ ݋ంߜ డం అం݄, అࡓ ޴ండవ సంఖङ  అߖ మనం ۫ࣃफ ࠭ 
మ࠾ࡍ ۨవరڕ మనం ఏࠫ ۯయߕޔࠓऒ ం అݟ ޴ߝటࡍघ కएࡅ ల ݋ంߜ  మߖڜࡍऒ  అߧऱښషߤ లߘ ۫డటం.
ओߩఇ ࠭࠲  एࢲࡍప ,ߤࡷ న࠳సࠪన ړߖ޳ ࣋۫ ݦ  ߖందޔݡసࣔయప ڕࠪ ޴ఇ ࡹనడంھߘక ߖړߖల ఉࡌ
ऒߖڜ ࠾ࡍమ ߘల࠻ࡍఏ ޴ఇ ,ࣆࡱޘ ڕࠬ  ఇతర ࢑ష࠻లߘ కھߘంܿంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఈ ߄ࣃరణ సంఖङ  
కएࡅ  శړ फߖ మనం ఎకए డ ఉపڵࡆంచవ۲ऐ  పࣃ࡯ࢣࡍफ ङߕఆࣣ ఈ ఉప  ޴బܽद ఇڒ ࠭ కएࡅ ݋࣊ లࣃ  
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ऒߕఉ ߝڴࠈ ࡱఖࡔߩࡐ थ܉బܽद ࠪ సంڒ ࠼ సओ ࡱߕࠪ షदంڴ ఉߕऒ యࡌߖ ߖम  ړߖݞవڝం۪ࡍ
ࠫ ట࡛ݟ రछߖ ߘ ݋ంߜ ۨంచడం ޳छ भ޳ࠚరంߦऴ ࡌ ం.
 అతߘ ఉప ࠮లࡱڒ ఉప ߖరछ చࡱߕ ۨవరݟ ڕటࡍघ కएࡅ ݋ంߜ రछߖ  చనంࡌ ޜవړߖݞ ࠭ం޶ 
ए࣋ ࠑ బܽद మనంڒ రऴస ࠪతృకޔరణ చ߄ࣃ ޴ߝబܽद అڒ ޴ఉంܿం ࣄయవలۯ छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  a ah n n 
అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ వࡏసۨࣇ ߘంۯ ఈ ऴߖޒߦధङ ంݞږ ࡹ ऴࣃ࢐फ ࠭.AIj ith 
 మڒ ࠾ࡍలڒ ࠹బܽद ࢓ࡱߖ వࡏస ࡏࠬ ޳ࡶ ࠪతృక࠴ ߘతफంڴ ऴ࢐యړߖݞ jth i row jth 
ऴపయޒऒ ࣋फ ఇڴ࡮ ޴ ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ࠴దܽ వࡏస మ࠴ ࠾ࡍదܽ ࢓ࡱߖ వࡏస తࡌछ త ఒకܽ a11 
  ఒక nth ݡంࡓ సࡏవ ࡍప޶త ࠹లڒ సࡏదܽ వ࠴ బܽदڒ సࡏవ ࢓ࡱߖ ండవࡓ ࡱసࡏదܽ వ࠴ ݡంࡓ
࣊కߘ వࡏస ࠴దܽ ࢓ࡱߖ వࡏస ࡓంࡓ ݡండవ వࡏస ࡓండవ ࢓ࡱߖ వࡏస ࡓండవ వࡏస వ ࢓ࡱߖ వࡏస n
మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంڴ మనڕ వ అݡन వࡏస ࠴దܽ ࢓ࡱߖ వࡏస వ వࡏస ࡓండవ ࢓ࡱߖ వࡏస ఆ߯ ۨవ޴ࡍ n n

ङࠪ  ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڕస వరࡏవ ࢓ࡱߖ వ ݟంߘ ऴܽڡझ ࡍߪ ߖ޳ ߘ  फ ࢑వరంڴ ऴ࢐యడం ޳ࡶ ऴޜn n i 
ంచవ۪ऐۨࡹమనం ఆ ݞږ ంۨࡍڷ ऴ࢐యడం ߘసలࡏవ ࢓ࡱߖ  ఈ jth j i ࠾ࡍస మࡏవ ࠹లڒ బܽदڒ 

ఎంऴܾ సࡕనڒ ޴బܽद ఇࠑ ޴ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ  ఇపओ ࠭࠲ బܽदڒ రణ߄ࣃ   AIj n n n ߘహరణ޳ఒక ఉ ښܽ
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ మనం ఏࠫ ࠾ࡍక మޒऴࠪ  ࠭ࢡ۫ ࠭ అం݄ సࡔ ఎߦۮ ࡮ओ  అం݄ a 2 by 2 ࡯
ఇߩओ ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ࡮మనం ఎ ݡ ࠭ అం݄ సࡔ అۮ ߖపओ డం లࣾङ ం, ڒబܽद లࣾङ ం ࡅకए  
రߖ प࠻తघ క࠳న޴ ఏࠫܽ అం݄ పరంࡅ ڴకए రߖ  प࠻తघ కం AIj a 
ఏࠫܽ ڒబܽद మనం ఏࠫ ࠻ۯలڕߘంܿߕऒ ࠭  ࠭ంڴ޶ మనం ࠳న࡛ అߧ ߖలవబߖ ߖߖ޳ ݦరछ ۨంۧ࡯ 
 mij ޜఎంऴܾ ޒన࡛ ऴప࠳ బܽदڒ ణంࠪࡍన పݟంచబ߅బంߘఅ ޜఎంऴܾ ޒऴప ޴ߝన࡛ అ࠳ బܽदڒ న࡛࠳ బܽदڒ
అߘబం߅ంచబޔݡం޴ 
ఓښ ఆࣣ మ࠳ ࠾ࡍన࡛ ఎߖ ࡮రछ ۨంచబޔݡం޴ అݟ ޴టࡍघ छ޳ ݋ంߝ రछߖ ࡌ ۨంచబޔݡం޴ ah ah ith
ఎޔफ అݡन వࡏస మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ వࡏసޛ ߘలڵంచడం ޳छ  jth jth ࢓ࡱߖ ࡏࠬ కߘక కޒన ࠪऴ޴ం߰ ࡌ
వࡏసߘ మ࠾ࡍ వࡏసޛ ߘల࣋ڵफ ࠬࡏ ఎంऴܾలߘ కڵ࡯ ఉనऒ  ࠪతృకߘ కڵ࡯ ఉనऒ టऱޙ࠼, ith aij 
ओߩఇ ࠭࠲ న࣒ ఉనऒ࠳ న࣒ 1࠳ ణంࠪࡍప ݡ  మࡖక చޔరऴస ࠪऴޒక ޳छ ऒߕఉ ࡯ڵࠫ ࡌ ࠭  ఆ ࠪతృక n 
కएࡅ घࡍటݟ  తపओ ݋ంߝ  మࡖకܽ ޶ڒ, ఇ޴   ऴޜ మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ వࡏసలޛ ߘలڵంۨన తࡌछ త i jth a 
కएࡅ న ࠪతృక޴ం߰ ݟంߘ घࡍటݟ  चࢁమ ߘన ఈ ࠪతృకࣄ࡯ޘ ڕమన ڕహరణ޳ఉ ,݋ంߝ  ఒక ఉ޳హరణ 
 ం.a޳ంڕߘఅ ߖక ࠪతృక అޒऴࠪ ݡంࡓ ం޳ంڕࣆޓ
 ࣔ  ఇంత࠭ڕం޶ ఒకܽ ఒకܽ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ఒకܽ సڒ ࡔబܽद ఇ޴ ఒకܽ 1 ఇ2 1 ޴ ఇ1 2 ޴ మ࠾ࡍ ఇ2 2 ޴ d 
 m ah ࠾ࡍస మࡏन వݡదܽ అ࠴ ޴ߝఅ ݡంࡓ  ఒకܽ ࠬ ݡంࡓ అం݄ ఒకܽ ߘߝ ݡంࡓ ఒకܽ ޴బܽद ఇڒ
छ޳ ంచడంڵలޛ ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ ండవࡓ న ࠪङ޴ం߰ ࡌ ऴܽڡझ కएࡅ  घࡍటݟ  తపओ ݋ంߝ  మࡖకܽ ڒ ,޶ڒబܽद 
फࣃڵలޛ ߘసࡏఈ వ ߘసࡏन వݡదܽ అ࠴ ࠭࠲ ࠭, ఆ߯ ࠭࠲ ఈ ࡓండవ ࢓ࡱߖ వࡏసޛ ߘలࣃڵफ ࠭ 
మ࠾ࡍ అ޴ߝ ࠪతృక ࡅకए घࡍటݟ  తపओ ݋ంߝ  మࡖకܽ ޶ڒ.m one two 
 ఇంࡹ޶ ఒ࠮ ښలకం ڷࡱߕ ఉం޴, ఇ޴ మనం ఇంతڕ ࠭ంߧۮ ޶ओ న ऱܿڷࡱߕ ڴ తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद
మనం ࣋ए ఒక ࣋ए ࡛࡮ సంఖङ ࡛࡮ కएࡅ  घࡍటݟ  ओߩఎలऱ ݋ంߝ ए࣋ ښఒ ݢ పओۮ ߖఅ ࡛࡮ ऒߕޔࠓ ం ڒబܽद మనం
࣋ए घࡍటݟ ࡛࡮ నऒڕࣆޓ ݋ంߝ ओߩ పओۮ ߖన࡛ 4 అ࠳ ݡ ऒߕޔࠓ ం.
 ఇ࠳ ޴న࡛ ࡅకए రछߖ  చనం మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త ࠳న࡛ ࡅకए రछߖ  చనంޜ దగ ठࡍ సంబంధం కڵ࡯ ఉంܿం޴ 
క߷ڝ ޴బܽद ఇڒ द࡛ కएࡅ   ఆࡹచన ڒ߷ङ క द࡛  ޜలకం࠮ ޒऴప ߖࡹతృకࠪ ݞږ ޴ఇ ߝڴࡍ޴ࠪ న࡛࠳ బܽदڒ 
అߘబం߅ంచబݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࣃۨࣇ ߖߖ޵ ࠭࠲फ ࠭ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭.

వࡵ మ࠾ࡍ సహ ڒరకం ࠳న࡛ ڕ సࠪన࠳న పࠪࡍణంࡹ ఉంܿంߗڒ ,޴ అࡔ࢘ ޴ సంߖޑښऒ    AIj e  
కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ సంښతం అݡन వࡏస మڒ ࠾ࡍలۨࣇ ࠹క ࡱ࢑వ߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿంڒ ޴బܽदi j 
ఈ ڒ߷క द࡛ న࣒ 1 పవ࡛  ప࠳  ऱ࣒  AIj i j 
ఇߤ ࠫ రछߖ ڴ ܘ ۨంచబݟం޴.
  ఇ޴  ప ऱ࣒  సࣄࠐ ޳ࡶ ࡍ అ߯ߖ޳ߝ ఆ߄రప࠳ ݟన࣒  ࡅకए  ఈ శړ फ, ఇڝ ޴߷క द࡛ i j 1 ޳న࠳సࠪన ڕ న࡛࠳ 
ࡓ న࣒࠳ ޳ࡶ ऱܿ ࠳న࣒ ړ సࠪన࠳న޳ అߖ ߖర पࣆ࠼फంڒ ޴బܽद ࠭ߘపܽ ఉ޳హరణڝ ࡹ߷క द࡛  a 1 2 
అޔ࢓ం࠳ ޴న࣒ 1 పవ࡛ 1 ప ऱ࣒  2 ఇߤ అޔ࢓ం޴, ఇ޴ ఆࣣ ࠳న࣒ వږ ߤङ ࠗ వߤ ݀ మ࠾ࡍ m 1 2 m 
ङږ ߤన࣒ వ࠳  m m ޴న ఇ޶నం࠼అ ࡛ࠂ ݀ ߤవ ࠾ࡍమ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ޴బܽद ఇڒ ߤన࣒ వ࠳ ࠗ
క߷ڝ  బܽदڒ ڷࡱߕ న࣒࠳ द࡛  ఇڝ ޴߷క द࡛  గణనڕ ఒక ఉ޳హరణ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ࡅకए  మߖڜࡍऒ  ah 
ఉ޳హరణల࢑ ߘవࣃࡍफ ࠫ ట࡛ݟ న࠼దశ అ ࡍప޶త ࠭࠲ ړࡍబܽद ۨవڒ ,࠭  ߘ ݋ంߜ
రछߖ ۨంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭, అړߖ޵ ޙ࠼ ࠭ం޶ మనڕ ఈ ࠳న࡛ మڝ ࠾ࡍ߷క द࡛ కएࡅ   ఉప అంࡱࢡ 
ఇߩओ .అవసరం ݡ
  మనం ఎం࡯࠻ۯ ࠀݟ ڕ޶ అߖ మనం సࡔ అڝߘవ۪ऐ ఇపओ ࡱ࠻࢑ష ࡮ۧ ޶ڒ   న࢑ࣄ࡯ޘ ڕమన ښܽ
ङࠪ ݀ ࠑ ݡంࡓ ऴܽڡझ ङࠪ ޜࣄࠉ న࣒࠳ ݭ࠻ ޜ  ऴܽڡझ  ఎڝ ݟࣄࠉసం జనరࡽ ऴࠑ ޓ ऴޓ జనరࡽ ఎڝ ࠑ ߤసం n 
ఎంڕ޶ అߖ ࡮రछ ۨంచږడ޶ అం݄ మనڕ ఒక ఇషदం ࡯࢐ڒ  ࣍గ࣌న సం܉थ ࠪనం ޜ ࣍గ࣌న ah 
రߖ पߖ࠻ऒ రछߖ  ۨంచړߖݞ సరళ࠳న ࣋ए లࡽࠋ ࠪరठం, ఇ޴ సరళ࠳న పదमࡹޒ ऴߖޒߦధङ ం వࣕంచడం 
క߷ڝ ࠾ࡍన࡛ మ࠳ బܽदڒ లభంࣆ द࡛ కएࡅ   ఈ ߖరछ చߕలޜ మనం ఇߩओ घࡍటݟ ݡ రछߖ ߘ ݋ంߜ ۨంచవ۪ऐ  
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రߖ బܽदڒ प࠻తघ క࠳న޴ ఉతओ కएࡅ फޒ . తफం࠴ 
  అݡन వࡏస ࢓ࡱߖ ޳ࡶ వࡏస ࡅకए  ࡱڒల࠮ 
࢐ܽ సహڒరڒలޜ సڒ ,ࡔబܽद మనం ఇకए డ అర बం ڕࣆۯనऒ ओ߮ۮ ఏࠫటం݄, మనం ޴ घࡍటݟ ,టం݄ࠫ޻  ݋ంߜ
అ޴ߝ ఒక ఉతओ కएࡅ फޒ వङ ࡹతफం࠴ ఆ ڴథࠫకంߦతफం ऴ࠴ ࠾ࡍతफం మ࠴  ړ फగత అంࡱࢡ ఉంܼ࠼ah ah 
ఏ ఉతओ అం݄ ఈ ఉతओ ࡱफޔ ङࠪ ఏࠫܽ ఇ࢑ ࡱफޔ ऴܽڡझ కएࡅ లڒల࠮   ఉతओ  సࡏन వݡబܽद ఒక అڒ ࡱफޔ
కएࡅ లకం࠮ ఆ అ࢑ ࠾ࡍస మࡏవ ࢓ࡱߖ ఒక ޳ࡶ  ఉతओ క߷ڒ త߅సంబం ࢐ܽ ࡱफޔ द࡛  బܽदڒ ࡱ 
సంబం߅త ڒ߷క द࡛ కएࡅ మనం ڴवసफపరంࢡతށబܽद గڒ  ࡱ  घࡍటݟ   a AIj ,࠭ޑࠋۮ ߖఅࣣ అ ݋ంߝ
సమ࠻ల ࡅకए  సమघ షࣄ ߤबరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ఒక ࢓ࡱߖ వࡏసߘ మ࠾ࡍ అݡन వࡏసల߯ AIj 
फޑ࠴ ऒߖ झڡ߸  యవ۪ऐۯ  ߯ ࠹లڒ ޳ࡶ   ఏ࢓ࡱߖ ߕ޼ వࡏసڡ߸ ߘझ యవ۪ऐۯ  ऒߗబܽद అڒ   ఇࣄ ޴बర࠳న i 
కएࡅ ܘܒܒ సంڝ  సమघ షڕ ߤ సࠪనం  ڒబܽद మనం ఒక ࡌߖप యߖڒऒ  ఎߖ ࡮రछ फࣃۨ ࠭ సࡔ ఆࣣ ۧ࡮ 
࢑షࡱ࠻ మనం ࣋ۯ అవࢡڒలߘ కڵ࡯ ఉం࡯ݞ అߘߝ ߖ అڕߘంܿߕऒ  నࣄయవలۯ మనం ޳ࡶ ߘ
ङࠪ ݀ ࠑ ݀  యడంۯ ڥߖऱ తࢀࢗ ڵࡍޒ ,࢑షయం ఏࠫటం݄ దܽ࠴ ऴܽڡझ రछߖ సం ఈڝ  చనం ߘంݟ abcd 
మనڕ లࠚంݟ ۯట࡛ ࠫ మనం ߰ందగలࠪ ad bc ޴ߝఅ ޳ࡶ ޳ڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ ޴ఏࠫటం݄, అ ݋ంߝ
ङࠪ ࡽనलన࠱ݧ క߅మనం అ ޙ࠼అ ,޶ڒ ޻ߝఅ ޳ࡶ ऴܽڡझ घࡍటݟ సంڝ  फࣃవ ࡮ఎ ޜ ݋ంߜ ం .
  మనం ۫డవలࣄన ఇతర ࢑షయం మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ మనం ڕࣆޓనऒ  ࢑షయం ఏࠫటం݄, ࣋ए కएࡅ ࡛࡮  
घࡍటݟ కܽ ࠪతృక తపओڜߖ޳ఒక ޴ߝఅ ݋ంߝ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद మనం ఇߩओ  ࡱహరణ޳ంచగల ఉށగࡍప ݡ
ఒڜए కए .࠼ఉంܼ ڴܽ
 ne by one determinant ah
 so ah apologies
 so one by one matrix which is a scalar its determinant as a Scalar is ok
 so one by one matrix is a Scala is a Scalar is a Scalar is a next  

ఏࠫ݇ ۫޳भ ం  ఇ޴ బయటڕ వࣆफంڒ ޴బܽद మనం ఇపओ ङࠪ  ࠑ  ښܽ ऴܽڡझ wo by two matrix 2 ߖప ޜ  2
ओߩఇ ߗڒ ,࠭ࣃۯ ऒߖ޵ ݡ  అࡍڒ߅కంڴ కݎన࠳న ࣊ܽदం޳ۯ ࡹ ۃभ ం ڒబܽद ఇకए డ ఈ అݡन వࡏసࡹ 
࢑సफࡍంచడం ޳छ भ޳ࠚరంߦऴ ࡌ ం సڒ ࡔబܽद మనం ఏࠫ ࡯࠻ۯ అం݄ ߖߖ޵ ऴ࡯࠻࢐ 
ࡓ ऱܿ ࡅకए క߷ڝ  द࡛ కएࡅ లకం࠮ ,బܽदڒ  క߷ڝ  द࡛ కएࡅ  క߷ڝ  द࡛  అం݄ ఏࠫܽ అ޴ߝ అݡन వࡏస a a 
మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ వࡏసޛ ߘలڵంۨన తࡌछ త వۯऐ  ࠪతృక ޳ࡶ ࠪతృక ࡅకए पࡌߖ  యకం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.
 ऱ dࡏࣃ 1 ߗڒ ,޴ఉంܿం ࡯ڵࠫ ࠲ऴతࠪ ڕफ, మన࣋ۯ भ޶ర ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ ఈ ࠾ࡍస మࡏन వݡఈ అ ࡏࠬ  
झڡݥఇం ࠹లڒ ࠾ࡍక మۨࣇ సࡏन వݡన࣒ 1 అ࠳ కएࡅ  फޑ࠴  ړశ ړߖ फߖ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ࡅకए  అݡन a 
వࡏస ۨࣇక ఒకܽ మࡅ ࠾ࡍకए  a ߤవ ߤన࣒ వ࠳ ޴ంޔڷࡏజ ޴బܽद ఇڒ ఒకܽ ݞږ కۨࣇ సࡏవ ࢓ࡱߖ 
 ప ऱ࣒  వڒ ߤబܽद ࠳న࣒ ఒక చޔరऴసం ڒబܽद ఇ޴ తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ࠭࠲ ఈ అݡन వࡏస పరంڴ d 
࢑సफࡍంۨనߩओ ఇకए ޴ఇ ݡ డ ࠭ࣆڷफం޴ అ࢑޻ధంڴ మనڕ ऴపకటన ఉంܿం޴, ఆ߯ ࠴తफంࡹ త޶పࡍ d ah 
పదం ࠮లకం మߖ޳ ࠾ࡍ సంబం߅త ڒ߷క द࡛ కएࡅ ޴బܽद  ఇڒ  క߷ڝ  द࡛ ప ړ  ऱ࣒ ࡓ  ऱܿ ఎڕए వ ڒబܽद b v b b 

కएࡅ క߷ڝ  द࡛ కएࡅ  క߷ڝ  द࡛  ఎంత అ޴ߝ అݡन వࡏసޛ ߘలڵంۨన తࡌछ త వۯऐ  ࠪతృక ࡅకए  b b 
पࡌߖ యకం మ࠾ࡍ ఆ ࡅకए తపओ ޴అ ࠾ࡍమ ޴న޴ంۮ ڕ ࠹లڒ   మߗڒ ޶ڒ ࠬࡔ అ޴ b c 
छ޳ పవ࡛ ߤన࣒ వ࠳ ޴ంޔݡంచబށڷ కएࡅ ࡌ  అݡन వࡏస మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ వࡏస ۨࣇక ࠴తफం, ڒబܽद b 
న࣒ 1 పవ࡛ 1 b࠳ ޴క ఇߘక ޴న޴ంۮ ڕసࡏవ ࢓ࡱߖ ండవࡓ ߗڒ సࡏन వݡదܽ అ࠴ ޙ࠼నటऱࣄ۫ ߖ ࡏࠬ
 ప ऱ࣒ ङږ న࣒ 1࠳ బܽदڒ 2  బܽद ఈ సంఖङڒ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ ࠗ ఇకए ޴ంޔ߱ܽ޳  డ ࠴తफంڴ ఈ ࠪతృక c 
కएࡅ घࡍటݟ  घࡍటݟ ݋ంߜ ఇకए ࣄ న࣒࠳ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޴ంޔ࢓అ ࣄࠉ న࣒࠳ ݭ࠻ ݋ంߜ డ వࣆफంڒ ޴బܽद 
మࢁऱ మనం ࠪ ఎڡझ  ऴ߭షࡿࢗ ڵࡍޒ ړ ߤफ ࠭, ఇ޴ మనం ۧࡏࣃ࡮ऱ ۫ࣄన ࠳ ݭ࠻న࣒ ࣄࠉ అݞږ ߖ 
పओۮ వ۪ऐ .

బܽद ఇకएڒ ݟంచంࡍ࢑సफ ܿߦ డ ࢑ ࠭࠲సफࡍంۧ࠭ ఈ అݡन వࡏస ߰డߕ࢓ ఈ అݡन వࡏస ޳ࡶ ఈ  ah a  
छ޳ ంచడంࡍ࢑సफ ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ ఈ ޳ࡶ ࠹లڒ యవ۪ऐۯ ڥߖమనం త ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ࡌ  ࡹ࢐ܽ బܽदڒ 
ఒకܽ 
भ޳ۯ ం మࡖక ڒల࢑ ܿߦ ޜ ࠹సफࡍంపܑ޳भ ం ఓࣣ ఇۯ ࡮యڒ ړߖݞరణం ߖర प࠻తघ క ߖరछ చనం మనం ߧۮओ న 
ంచవ۪ऐࡍ࢑సफ ࡹసࡏन వݡఅ ߕ޼ఏ ړߖ࢐సफ࢐ ޴నం అ߄࢑  ah޴అ ࠾ࡍమ ࡯ݞస ఉంࡏन వݡఒక అ ޴అ ߗڒ 
ఒక ࢓ࡱߖ వࡏస ޳ࡶ ఏ࢓ࡱߖ ߕ޼ వࡏస ۪ द݀ ంచవ۪ऐࡍ࢑సफ ݞږ   ࠼స అࡏవ ࢓ࡱߖ ఒక ޴అ ߗڒ ,
ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࢘ࡖక ࢓ࡱߖ వࡏస࢑ ࡹసफࡍంచడం ޳छ ऒߖ޳ ࡌ  తۯ ڥߖయړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం మ࠾ࡍ మనం 
అ޻ నంబ࡛ ڵࡍޒ ߘ ߰ం࡮޳ వ޳भ  అߖ ۫డంݟ, ఇకए డ ࠪङ ऴܽڡझ  ఉం޴ మߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍऒ  ࠭ం޶ abcd 
࢑సफࡍంపܑ޳भ ం మ࠾ࡍ మనం ࡯࠻ۯझ ంద࡮ऱ  సࡔ, ఇ޴ ఉతओ కएࡅ फޒ దܽ ఉతओ࠴  కएࡅ फޒ  ߖతफం అ࠴ 
ओߦۮ .࡯

ࡓ ऱܿ ڝ ߖ޳߷క द࡛  ఆࣣ పऱ࣒ ࡓ  ऱܿ ڝ ߖ޳߷క द࡛ एړࡵ ߖఆࣣ అ ښఓ ࣄ న࣒࠳ ࡹऱ మనం గతంࢁబܽद మڒ  ంۨన   b 
అݡन వࡏస ࢓ࡱߖ ޳ࡶ వࡏస࢑ ࡹసफࡍంۨߕ ࠪరࡅ ࠉ ߖకए క߷ڝ  द࡛  అం݄ ఏࠫܽ  
మ࢑ ޜߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍసफࣆࡍफߕऒ  d a ޶ڒ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ࠼అ ړߖ࢐సफ࢐ ఈ ఎంऴܾ  ࠹లڒ బܽदڒ ࠭
మ࠾ࡍ ఈ ޜ మనం ށڷంۧ࡯झ నߖ޳ ޴ సంబం߅త ڝ߷క द࡛ కएࡅ ࡹ܋߮ పܽߘ࠭ ࠭࠲ బܽदڒ   d d 

Pru
tor
@
IIT
K



క߷ڝ द࡛ एړࡵ ߘ  ంచڒ ޶ࡶబܽद ࠭࠲ మࡅ ࠾ࡍకए క߷ڝ  द࡛ एړࡵ ߖ  ంۧ࠭, ߗڒ ఇߩओ  సం a b aڝ ߘߝ ݡ
అڕߘంܿߕऒ ङࠪ ݀ ࠑ ݡంࡓ  ߘ ऴܽڡझ క߷ڝ  द࡛ एړࡵ ߘ  ంచడం ۧڴܽࣇ ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद అߝ d 
ऒߖݞయۯ ࢁڣ ߘ ࠹లڒ  ఊࣕం۪ڝంڒ ,ݟబܽद ߠ మۮ ړ ࠾ࡍం޴న޴ మ࠾ࡍ అߝ అݡन d b no d d 
వࡏస ڒబܽद ڒబܽद మన࡯ڵࠫ ڕ ఉనऒ छ޳ బܽद మనంڒ  వలంښ ޴ ऒߕफࣆށڷ ࡌ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ no c a d 
అ޶ग త࠳న వङ ڔ फకరణ మࢁऱ అ࠳ ݭన࣒ ڴ వࣆफం޴, ఇߘ࠭ ޴పܽߝڴ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ మంۨ bc
ۨతफ޴ࢤम తڥߖ మంۨ అڷߘణङ తߘ తۯ ڥߖయంڒ ݟబܽद ࣃ۫ ߘߝफ  ߘ
ఈ ఉపߕङ సం ߘం޷ ݟరంڴ ఉండవలࣄన ࢑ష࠻లࡹ మ޶ࡶ ࠬࡔ, ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ abcd ړ 
సంబం߅ంۨన ఈ పࠪࡍణం ࠳ ݭ࠻న࣒ ڒబܽद మనం ۫ࣄన޴ ఆࣣ ޴ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ    అࡍڒ߅క bc 
రछߖ చనం ޳छ छ޻ ޴फంࣆవ ࡮ఎ ࡌ  rminant ࠾ࡍం۪  మࢳ
ల వङހసࠬకర ࡽనलన࠱ݧ ݡంࡓ ࠭࠲ వసब వࡵ పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ ంۨనߩओ पࡌߖ ࡏࠬ ݡ యక 
రछߖ చߖߕऒ  సओ షदంڴ పࡍగށంచనపओ కएࡅ త ࠪతృక߅బంߘఅ ޴ऱ ఇࢁమ ࠾ࡍమ ڔܽ రߖ  पڴࡍڒ߅࠻ 
ఉంܿం޴, ఇ޴ పࢲࡍए ఉండవۧऐ ࡱࡌ కएࡅ తృకࠪ ڴతంށగڣࡔ फ࣋۫ ࡏࠬ ޳ࡶ ఆࣣ ޳ࡶ   ࢓ࡱߖ 
వࡏసల ޳छ ఏరओ ࡌ गࡏޔన సࠪంతర చݟ జం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ఈ సంఖङ  మనڕ ऴߦంߖޑऒ  ޴फంࣆయܑ࡯ޘ 
క సంఖङޒంऴࠪ ࡮ۧ ࡹణంڝ ఒక ޴బܽद ఇڒ गࡌక సందߝఅ ߖߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ  ల࠭࠲ ߖߖ޵ ,࠭ࢡ۫ ࡹ 
రߖ प࠻తघ క ࡅకए  అࡍڒ߅క ߖరछ చనం࠭ࢡ۫ ڴ.
एࢲࡍప ߖߖ޵ ࠭࠲  ఒక ࠪర ړߖݞయۯ ڥߖత ߖړߖల ఉࡌ ठ సంఖङ ఈ సంఖङ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫ ڴ  ߘ
సࠪంతర చࡏޔग జం ࡅకए  ऴߦంతం࠭ࢡ۫ ݞږ ڴ, సࡔ , త࢐ࡏత ۯయవలࣄన పߖ ఏࠫటం݄, ఇߩओ  ݡ
ङࠪ ޓऴ ࠑ ޓऴ ڴయంߦऴతऴࣇ ऴܽڡझ ఇపओ ࠭࠲ డటం۫ ߘ  घࡍటݟ ښܽ రछߖ ߖ ݋ంߜ ۨంۧ࠭  ߄ࣃరణ 
ࠪङ ऴܽڡझ  ఎߖछ ऒߖ޵ మనం ࡹణంڝ బܽद ఒకڒ సంڝ ڡऴܽ࠱ ߤࡌ  ఎړࡵ ࡮ए ంۧࡹ ఇపओ  ,࡯࢐ڝࣆࡱޘ ښܽ
అࡍߖ ޙ࠼ भషद ఉ޳హరణలߘ ۫డటం మ࠾ࡍ తۯ ࡏ࠻యడం݋ࡍ࠱ ࡮ۧ ࡹ ఉం޴.
 గణన ڒబܽद మనం ऴࠑ ޓ  ࠪङ ऴܽڡझ भ޳۫ ߖ  ం మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡹ మనం ఒక సంڣङ పర࠳న ఉ޳హరణ3ߘ
బܽद ఇకएڒ ం޳ంڕࣆޓ డ ఉనऒ ङࠪ  ࠑ   ऴܽڡझ ऒߕఉ ࡱఎంऴܾ  ࠾ࡍన࣒  మ࠳  ࡹ  3.࠼ 3 1 0 2 3 1 2 5 2 0
బܽद ऴపశऒڒ    ఇకए డ ݟటࡍघ  ఏࠫܽ ݋ంߜ
घࡍటݟ బܽद మనంڒ फࣃށగ ࡮ఎ ߘ ݋ంߜ ࠭ అం݄ మనం ࡯࠻ۯझ ంద࡮ऱ  ࠪతృకࣇ۫ ߘफ  ఏߕ޼ అݡन వࡏస 
 ంܼ࠭ڕఎం۪ ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ ޳ࡶ
ఉࡵ ࠹కए ల ڒరހల వలऱ ࠭࠲ ఎలऱߩओ एڕత ݢ వ ప޳ࡶ ߖߖ మࡍంత సమర बవంత࠳న ޑ࠴फ ऒߖ  
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ఇకए ࡏࠬ ࠭ డ ۫ࣆफనऒ ऱܿڴ, ఇకए డ ݡ࠮ వࡏస࢓ࡱߖ ݡ࠮ ࡱ వࡏసࡱ 
घࠫޛ ڴయంߦऴతऴࣇ ऒߕఉ ࡱకߧఎం ޴ ऒߕࣆ ఒక ࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ ఒక ࠾ࡍస మࡏन వݡఒక అ ޙ࠼అ ,࠼  
ఉంܿం޴, త޳छ ऒߕࣆ ఎంऴܾ ࡌ  అߖ సछ యంۧలకం࡯ޘ ڕࠪ ڴయܑࣆफంڒ ޴బܽद ࠬڒ ߖ޳ ࡏ߷క द࡛  ޜ 
ऒߖ޳ ంచవ۪ऐށڷ    పదం ߕࣆऒ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ڝ ࠭࠲߷క द࡛ एړࡵ ߘ  ంۧ࡯झ న అవసరం ڒ ޶ࡶబܽद ࠬࡏ 
క߷ڒ ݡంࡓ వలంښ फ࣋ࡍ࢑సफ ࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ డవ࠮ ޳ࡶ ࡹసࡏन వݡదܽ అ࠴ द࡛  లړࡵ ߘए ంచడం ޳छ  ࡌ
మనం తߧओ ం۪ڝవ۪ऐ ओߩబܽद ఇڒ , भ޳ంపܑࡍ࢑సफ ࡹసࡏదܽ వ࠴ ݡ ం ڒబܽद మనڕ ఒకܽ ఉంࡏࣃ ޴ऱ ڝ߷  

క߷ڝ బܽदڒ द࡛ పऱ࣒ ߤపవ࡛ వ ߤన࣒ వ࠳   వࡓ ߤ ऱܿ ࠴దܽ అݡन వࡏస మ࠴ ࠾ࡍదܽ ࢓ࡱߖ వࡏసߘ ctor 
छ޳ ంచడంڵలޛ న ࠪङ޴ం߰ ࡌ ऴܽڡझ కएࡅ  घࡍటݟ  छ޳త ,޴ఉంܿం ڴ ݋ంߜ  ݡంࡓ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡌ
ऒߕࣆ  అޔ࢓ం޴, ఆ߯ ࠮డవ ట࡛घ ండవ ట࡛घࡓ  ङࡏࣇ  ޴ఉంܿం ࡹ  ओߩఇ ࡱపణࠪࣾ ߖ ऒߕࣆ ݡ  ڴ
ࠪరߕޔࠓऒ ङ߷ڒ ,࠼ క द࡛  అం݄ ఏࠫ݇ ߖ ࠭࠲జంڴ పܽदం۪࠭ڝ ఎం޶కం݄ అߕࣆ ޴ऒ  ޜ
ऒߕࣆ ޴బܽद అڒ ޴ంޔݡంచబށڷ  అޔ࢓ం޴ , ఆ߯ ࠮డవ పదం ࡓంݡ అޔ࢓ం޴, ఇ࠭࠲ ޻ ఈ ఎంऴܾߖ 
࢑సफࣆࡍफߕऒ ࠭  ఈ ڒల࠹ ఈ అݡन వࡏస ࣾࠪపణޔࠋۮ ࡱంڒ ޴బܽद ఇ࠴ ޴దܽ అݡन వࡏస ࡅకए  ऱࡏࣃ 2 
 ࢓ࡱߖ డవ࠮ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓న࣒ 1 పవ࡛ అ࠳
వࡏస ࠴దܽ అݡन వࡏస మ࠾ࡍ ఈ ࢓ࡱߖ వࡏసޛ ߘలڵంచడం ޳छ घࡍటݟ న޴ం߰ ࡌ న࣒࠳ కం݄ 3 ݋ంߜ
1 5 2.
బܽद ఈ పదం ఇపओڒ  घࡍటݟ బܽद  ఈڒ 0 ښܽ న࣒ 1 ࣋ए࠳ ఆࣣ ݋ంߜ छ ࡛ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद 1 ࡓ ऱܿ ఈ ݟటࡍघ  ݋ంߜ
అߖ ఇߩओ घࡍటݟ ߵݠ 2 ࠑ మనం 2 ݡ కएࡵ ݋ంߜ లࡏࣃ ࡮ۧ ߘऱ ࣃۯమߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఇߩओ మనం ݡ
సࡔ ఇ޴ అۮ ߖపओ గలం ڒబܽद ߖ ߖ޵ర प࠻తघ కం ࠳ ݭ࠻న࣒ అޔ࢓ంڒ  ࠉ  ޴బܽद ఇకए డ ࠳న࣒ 1 abcd c 
బܽद పڒ ऱࡏࣃ 2 ړࡹ న࣒ 2࠳ 0 ݟంߘ ऱ࣒  2 మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 పవ࡛ 4 మࢁऱ 1 2 ݟ ݀ ࠑటࡍघ  బܽद మనంڒ ݋ంߝ
ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ అంܼ࠭ ߖఅ ޶ఐ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ న࣒࠳ ݡంࡓ ݟంߘ ݡ࠮ బܽद ఇకएڒ  డ మనڕ 
పऱ࣒ ڷࡱߕ న࣒࠳  వࣆफంࡓ  ޴ంࡏࣃ ݡऱ ఆ߯ ఇڒ 5 ޴బܽद ఇࡏࣃ 11 11 ޴ऱ 2 22 ࠳న࣒ 4 ڒబܽद ࠳న࣒ 4 ah 6 
 ప ऱ࣒  22 అం݄ 80ړ సࠪనం.
ङڣసం ޳ࡶ వࡱ࢑ ޴బܽद ఇڒ   ఉ޳హరణ ڝసం ݟటࡍघ ంచవ۪ऐށగ ࡮ఎ ߖ ݋ంߜ ङߕఈ ఉప ޴బܽद ఇڒ  సంࡹ 
మనం ఏࠫ ڕ ࠵ࣃۯऱప फంۮ ڴపओ घࡍటݟ ࠭࠲ బܽदڒ ,݋ం࠼ߦ ఒక మంۨ ړߖݞ ࠪ ంۨࡍڷ ల ݋ߝ ऱܼ  ࠭ݞ
మݟ ࠭࠲ ࠾ࡍట࡛ ࠫ రछߖ ߘ ݋ంߜ ۨంచడం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ए࣋ ࡹ޶బܽद ఇంڒ ,࠭ݞ కएࡅ ࡛࡮ घࡍటݟ  ݋ߝ
࣋ए ࡍڷ ߖఅ ࡛࡮ फంచడం ޳छ फࣃࠚరంߦऴ ࡌ ࠭.
కएࡅ లకం࠮    గణన ޳छ छ޳ ݡంࡓ ࡌ छ޳ ݡ࠮ ݡంࡓ ࡌ छ޳ రణ߄ࣃ ఒక ࠾ࡍమ ݡ࠮ ࡌ  ah n n ࡌ
घࡍటݟ రछߖ ߖ ݋ంߜ ۨంచడం ޳छ క߷ڒ ࠾ࡍऱ మࡏన࠳ ࡱڒల࠮ ࡌ दࡏऱ మ࠾ࡍ అంతڕ ࠭ం޶ ఈ ah 
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घࡍటݟ ఉతओ ࡱ ݋ߝ నऒ మࡃङ ऒߖڜ   ऴపࢡ޻లڒ ࠭ࢡ۫ ߘబܽद ఇ࡮ۧ ࢑ వరڕ ఉతओ నऒ మ࠼ޑ࢓.
 వంܽ సందࡌग बరతछࣄ ఆࣣ ࡱ ం ޳ࡶ పࢲࡍए ऒߕఉ ࡹړߖఉ ࡱࡌ ङߪకం ࠾ࡍనడం మھߘక ޾ࡶ ࡆ ܽంۃ 
ऴߦంޑలࡹ ఇ࢑ ఉతओ నऒ మࡃङ ऒߖڜ   ऴపࡱࢡ޻ అߕ ߖ ఉ޻भశङ ం మࡍۧ ࠾ࡍऴޑతघ కంڴ ఇ1600 ߩ޳޳ ࢑ల 
गࡌక ఇతర సందߝఅ ࢡబࣗ ࠾ࡍమ ݟంߘ లࡹ ఉపڵࡆంచబߕޔݡऒ యࣆ࢑࠙ ߘߝ ߖफߕऒ .ߘ
ల వङހయ సࠬకరڥࡔ  వసबࡱ ఉߕऒ एࢲࡍప ړ࢐ܽ ,ࡹంచడంށగ ߘలޑంߦऴ ړߖݞవڝࣆࡱޘ ޾ࡶ ࡆ  ࡱࡌ
ఉߕऒ సమసङ ߖࡶ నడం ఇషदంھߘక ߘఖల ఖండనలࡔ ߕ࠼క߱ࡶ ޳ࡶ ࠻ ల ࡍڷంۨ ۧ࡮ సంవతझ  ڴࡱࡌ
ఆۨࡹంచబߕޔݡऒ ړఆస ࡮ۧ ࠾ࡍమ ࠼ फకర࠳న ࢑షయం ఏࠫటం݄ ړࡵए ంߩ  ఈ ݟటࡍघ  ఈ ࡹల ݋ంߜ
ࠫ ట࡛ݟ झߤ࣌ ఆࣣ ޴ంޜڷࣃనڜ ڕफత అం۪ వరࣆగం ऴపࡆల ఉప ݋ంߜ  ࡱڴక రంߝఅ ࡹ ۃంࡍߗఇంజ ࡹ 
ఉߕऒ ఇకए ,࠼ డ ݟట࡛ ࠫ एړࡵ ߘల ݋ంߜ ంۯ ఆࡹచన మݟ ࠾ࡍట࡛ ࠫ ۪ ల గణన ݋ంߜ द݀  ఉనऒ  ఉనऒ త 
बࣃ  ऒߕఉ ڴగకరంࡆఉప ࡮ۧ ࡱతన ࠙వనߕ߇అ ࠼ ङߕఉప ࡍప޶త ࠭࠲  బܽद ఆࣣ ఏࠫܽڒ ࠼ సంࡹ 
घࡍటݟ కएࡅ ߕ ऒߖڜ   లࣾހలݞ۫ ߘలߖ ఆࣆࢢफߕऒ ࠭  ఈ అߧऱښషߤ ల࡮ۧ ࡹ వరڕ ఎ࣋ۯ ࡽࠋߝ nts 
 బܽदڒ
ङ࡮࠮ ࢐ܽ ంకనంߖࡹ ऴߦపࡎ दలߘ మనం త޶పࡍࣃࡍ పࣃ࡯ࢣࡍफ ङ࡮࠮ బܽदڒ ࠭ ంకనంࡹ సࣔయపݦ 
ऴߦపࡎ द࣒ ࠫ ట࡛ݟ ޳ࡶ   ࡯ݞ۫ మనం ߘల ݋ంߝ
కएࡅ ంڴऴ߱ऴ ࠭࠲ ࡍࣃ ࡍప޶త ޴బܽद ఇڒ  లࣾހలߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭.
पࡌߖ   యࡱڒ మ࠾ࡍ ࠬ దృࢳदړ ధనङ  ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡱ޳࢐
ङߕఉప ࡃࠓࡌ घࡍటݟ ࡹలࣃ కएࡅ ల ݋ߝ  ఇతర అంࢡలߘ ۫డܼړߖ ఎࣆ۫ ࡏ޶फߕऒ  ࡏ
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