
హ޳࢑ ࡹङ ङࠪ ࠹ߦ ࡱबࡏ థڡܽ࠱झ  ऴߦబऱ࡯ࣃ ࠹छ ంۃ ࣊షࣃ ړ ߤछ గతం ఇ޴ ఈ ࡵకऐ కऐࡵ ߖࡹ ࡛ ࡛ నంబ࡛ iit 
ఐߘߝ ,޶ సరళ సࠬకరހల వङ వసबڕ సంబం߅ంۨన మߖڜࡍऒ  ఆసړ फకర࠳న సమసङ లߘ పࡍషए फࣃࡍ  బܽदڒ ߘ
సమసङ  నంబ࡛ వߤ ऴపశऒ भ޳ࠚరంߦऴ ޜ ం  అߖऒ ం  అం݄ b1  b2 b3޳ఉం ࡹ ݋࣊ కలޒऴࠪ ࠹లڒ  b1 b2 b3
అ࢐ ࢑సफవ సంఖङ झࡽࠋయࡍ࢘ ࢐సफవ ࠾ࡍమ ࡱ న࣒  ప࠳  ऱ࣒   ప ऱ࣒  సࠬకరހల వङ వసब ࠳న࣒ x 2i 5z b1 2x 

 ప ऱ࣒  అం݄ ࠳న࣒  ప ऱ࣒  సࠪనం 4y 3z v2 x 2i 2z v3 ړ 
కߗసం ఒకܽ ఉంܿం޴  పࢲࡍए రం సࡔ అߩओ  ݡ
झࡽࠋయࡍ࢘ ࡽయࡍ  ࡹల ࠹సदࣄ ޴ంړ ߖࡹ 
ऴపړ ޒ కߗసం ఒక పࢲࡍए రం ఉంܿం࠴ ޴దܽ ࣄసद࠹  ప ऱ࣒  2  ప ऱ࣒  3 సࠪనం ࡓండవ b1 b2 b3 s x i z b1 
సࠬకరణం  ప ऱ࣒  సࠪనం ࠮డవ޴  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ప  ࡔండవ ࠙గం సࡓ సࠪనం ړ  ऱ࣒  4y 5z b2 x  2i 6z b3 x y 
 ప ऱ࣒  3 సࠪనం  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  6 సࠪనం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࠳న࣒ ࠳న࣒ 3 సࠪనం z b 1 5 x 2i z b2 2x y z b

࠙గం ࠳న࣒  ప ऱ࣒ న࣒  ప࠳ న࣒࠳ 2  ऱ࣒  సࠪనం మ࠮ ࠾ࡍడవ 3 c  x i 5z b1 2x 4y 10z b2 
సࠬకరణం ࠳న࣒  ప ऱ࣒  ࠙గం  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  సࠪనం x 2i 5z b3 d x 2y 5z b 1 3 2 z x b 2 x plus 4 

ऱ ఈ ऴపశऒࢀࢗ ڕకߘࢗ బܽदڒ ࡔన࣒ సࠪనం స࠳ బܽद ఇకएڒ ం޳࢓޶చ ڴऴగతफ܉ ߘ డ అ4 ޴ߝy 5z b3 s 
అߖऒ సࠬకరణ వङ ޴ంړ ޒకల సࠫޒऴࠪ ࠹లڒ  వసबࡹ కߗసం ఒకߕ޼ ఉందߦۮ ߖओ  b 1 b 2 b 3 ࡏ
పࢲࡍए రం ڒబܽद ړంࣄ ޴సदࡹ ࠹ ऴపړ ޒ కߗసం ఒక పࢲࡍए రం ఉంܿం޴ సڒ ࡔబܽद ࠭ంڴ޶ మనం b1 b2 b3
एࢲࡍసం ఒక పߗక ࡹ ࠹సदࣄ ఏࠫܽ అం݄ ఈ ޒबࣄࡍబܽद పڒ ࡯ߕھߘठ కڴࡍస ߘల ݋࣊ రం ఉంܿం޴  సࡕన޴ 
एࢲࡍసం ఒక పߗక ړ ࠹సदࣄ ޴ߝబܽद అڒ రߕ࠳ సࡔ ఉనऒ  ఆ అߖऒ కएࡅ   బܽद మనం s b1 b2 b3ڒ ,݋࣊ 
भ޳޴ం߰ࡐ ݟంߘ ݋࣊ దట࠴ ం అߘ࢓ సࡔ సڒ ࡔబܽद ఈ సమసङ షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం ڒబܽद ࡹߖ޵ ఇవछ బݟన 
చన వङࣇ వసबߘ పࡍగށంచంݟ ऴపశऒ  స࠳ ࡔన࣒  ప ऱ࣒ న࣒  ప࠳  ऱ࣒  x 2y pl  us 5cz b1 2x 4y 3z 
సࠪనం ࠳న࣒  ప ऱ࣒  అړ ޴ߝ సࠪనం ڒబܽद ఈ ࣄసदڝ ࠹సం ఆڻघ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ ठb2 x 2 y 2 z b 3ڴࡍస ߘ 
ऴ࢐యంݟ, ఇ࠳ ޴న࣒ 1 2 5 2 ࠳న࣒ 4 3 1 తపओ  మ࠳  ޶ڒ ࠬࡔన࣒ 2 2 సڒ ࡔబܽद ఇߩओ  మనం d1 b2 b3 ݡ
ऒߖڜ ࡍవ ߖ ߤషࡔఆప ࡗ  फంపܑ޳भ ం ఉ޳హరణڕ ఈ ऴܼߤझ  ఫࡔघ షߖ ߤ వࡍ फంపܑ޳भ ం  ࡏࣃऱ  మ࠾ࡍ r2 r2 2 r1 r3 
అ޴ߝ  ప ऱ࣒  సڒ ࡔబܽद ఈ పࡍవర फన ړంద ఈ ࠪङ ऴܽڡझ  ఎ࡮ తڵ ठం޳۫ ޾भ ం సߖߖ޳ ࡔ తࡌछ  r3 r1 ࡹ܋߮ ޒ
ऴࣃ࢐भ ం సڒ ࡔబܽद ࠴దܽ వࡏసࡹ ఎܿవంܽ ࠪࡏओ ओߩన࣒ 1 2 5 ఇ࠳ ޶ࡶ  ప  ݡ ऱ࣒ ࡎభ ޜ  फ b1 r2 r2 2r
ప 3 0 ޴ఇ ࠾ࡍమ 0 ޴బܽद ఇڒ ޴ంݟయబۯ ऱ࣒  10 13  ప ऱ࣒  2 ఇߩओ ప  ޴ఇ ࡔస ݡ ऱ࣒  బܽद 0 b2 b1 r3 r1ڒ 
మ0 ࠾ࡍ మ࠾ࡍ ఇ7 ޴ మ࠾ࡍ  పऱ࣒  సࡔ ఇߩओ ऒߖ޵ మనం ݡ  మࡍంత తڵ ठంۧ࡯ ఎం޶కం݄ b3 b1 
ఇపओ ܽవరڕ ఈ ࠪऴޒకల ࡌङ ంࡍڷ ڡంۨ మనం ఏࠬ ۮపओ ओߩబܽद ఇڒ ࡔస ࠭ࡶ  ఈ ߘߝ ݡ

ࡍవ ړ న࣒࠳  ߖ फంపܑࣃफ ప  ࠉ  ࠉ  న࣒࠳ బܽदڒ  ఆ࡛  ࠑ  ߘ ऱ࣒ సంఖङ  ࠉ    ఇߩओ r3ݡ r3 7 13 2 1 2 5 1 0 0 13 2 2 1
ఇకए డ ࠪరऐ ం0 0 ݟ ఇ0 ޴ సࡔ ఇ0 ޴ ఆ߯  ప ऱ࣒ ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ࡔస 13 ࠑ న࣒ 7࠳  फࣃ࢘ߧࡍۮ   b 3 b 1 ࡔస ߘ
అ13 ࠑ 7 ߘ࢓ ఇ޴  ప ऱ࣒ ओߩబܽद ఇڒ ࡔऱ సࡏࣃ 2  फࣃۯ మనం ఏࠫ ݡ ࠭  మన࠳ ڕన࣒ వࣆफం޴ r2 v2 b1 
ప 2 ࠉ 13 0 0 1 ࠉ న࣒ 1 2 5࠳ ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒ ࠉ న࣒ 13࠳ ఉࣣ 1 ࠉ 13 ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ0 0 0 ࠾ࡍమ 1 ࠉ 2 
ఎ ప 3 ࠉ 1 ऱ࣒ న࣒ 7 తపओ࠳ 1 ࠉ 13   మࡖకܽ ࠳ ޶ڒన࣒ 14 ࣋ڵ࠙ ޜ 13 ߖफ మన࠳ 6 ڕన࣒  ప ऱ࣒  b2 b1 b1 13b
వࣆफం޴ సߖߖ޳ ࡔ త޶పࡹߖ޳ ࡍ ऴ޳࢐भ ం ڒబܽद మనڕ ఈ ऴړంࣄ ޴సद࠳ ࠹న࣒ 1 2 5  ప ऱ࣒  v 1 0 0 13 b 2 

వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ మనڕ లࣆࠚफం࠳ ޴న࣒ ڒ 1 ࠉబܽद ࠳న࣒ ࠳ 1 ࠉన࣒ 7 2 ࠉ ప ऱ࣒  b 1 0 0 0 3 ࠉ 13 
 ݟంచంڵ࠙ ޜ13 ߖ
एࢲࡍసం ఒక పߗక ړ ࠹సदࣄ బܽदڒ రం ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠳న࣒ ࠳  ࠉన࣒  ࠉ  ప ऱ࣒ 1 ࡯ݞఉం ࠼అ  ࠉ   7 2 13 3 0
అߩओ घڻఆ ࠲ऴతࠪ ݡ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ  ङࡌ  ంࡅ ڡకए ङࡌ  ంޜ ڡ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ a 
ఇకए డ ࡅకए ङࡌ  ం2 ڡ మ࠾ࡍ అޙ࠼ ఈ ࠳న࣒ ࠳న࣒ 7  ప ऱ࣒  13 అޙ࠼, అ࠼ߦం݃ݭ a b 1 b 2 b 
కएࡅ ङࡌ  ంࡍڷ ڡంۨ మనం ఏࠬ ۮపओ .࠭ࡶ

అߩओ घڻఆ ݡ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ ङࡌ  ం2 ݞږ ڡ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ13 ޴ అ޴ߝ  ప ऱ࣒  b 3 0 b 3 b 1 b  ړ2 7 
సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ఇ޴ షరڒ ޔబܽद ࣊ڒ ݋ల࠹ ࠪङ ऴܽڡझ s b1 b2 b3 r3  ޴న޴ంۮ ړ ݋࣊ 
అం݄  ప ऱ࣒ ఏరओ ߖ ݋࣊ బܽद మనంڒ సࠪనం ړ  ర۪ߕڕऒ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ ࡛ߦ ݡ द 13 ߖ b3 b1 7 b2 s a 
एࢲࡍసం ఒక పߗక ړ తफం࠴ ݟంߘ ࠾ࡍం మ޳ంڕࣆޓ రం ఉం޳ అ޳۫ ߖभ ం ڒబܽद ࣄసद࠹ s b1 b2 b3
ఇ޴   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  అ޴ߝ  ప ऱ࣒  అړ ޴ߝ సࠪనం మ࠾ࡍ  పऱ࣒  2  ప ऱ࣒  6 అړ3 ޴ߝ x 2i 3z b1 4y 5z b2 x i g b 
సࠪనం ڒబܽद ࣄసदߖ ࠹ వߤ ఓښ అ޳ࡱߧ ߖभ ం ڒబܽद ࣄసदࡅ ࠹కए  ఆڻघ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ  ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ b 
వࡌ ࡗ܋ ߤయం3 ࠉ 6 2 1 2 ࠉ 5 ڷࡱߕ ݟ సڒ ࡔబܽद ߖ޵ऒ  తڵ ठ޳भ ం ڒబܽद మనం ఏࠫ ࡯࠻ۯ మనం 
ऴܼߤझ घࡔ߷  షߖ ߤ వࡍ फంపܑࣃफ ࡍవ ߖ బܽद మనంڒ ࠭ फంపܑ࠳  ࣄన࣒ ࡿࢗ ړफ స r3ࡏదܽ వ࠴ బܽदڒ ࠭ r3 r3 r1
ఒకܽ ࡓంࡓ ݡ࠮  ݡండవ వࡏస 2 ࠉ 5 4 0 ݞږ మ࠾ࡍ ఇ0 ޴ ఇ0 ޴ మ࠾ࡍ ఇ3 ޴ మ࠾ࡍ ఇ3 ࠉ ޴ v1 
బܽद ఇకएڒ  ࡱࢲࠫߖ డ sb 1 
ఆڻघ ం݃ࡅ ݭకए ङࡌ  ంړݟڕ  ڡ సࠪనం అ࠼న ࡅకए ङࡌ  ంޜ ڡ సࠪనం, ఇࣄ ޴సद࠹ అࣆۨࣇ ߖफం޴ b 3 a 
ఎం޶కం݄ మనం ఇపओ ऒߕࣆ ݡ࠮ ښܽ ర޵ ߖ޳ ݞږ ఈ ࠪతృక ࠾ࡍమ ࠭޳ం߰ ߘసలࡏन వݡఅ ߖڒ  ड 
.޴ఉంܿం ࡹపంࡐ
ऒߖఅ ړ ࠹సदࣄ  ङޙసం ऴపڝ   క࠳న పࢲࡍए రం ఉంڒ ޴బܽद ऴపޙङ b1 b2 b3 ޴ఉం ڵ࡯క ߘ ࠹సदࣄ ࠹సदࣄ ంۨ ఒకړ
ङޙబܽद ऴపڒ కంڴ ఒక ࣄసदࡅ ࠹కए  వङ వసबߘ కڵ࡯ ఉం޴, అߖऒ  లڕ సంబం߅ంۨన޴ ఓڒ ښబܽद b1 b2 b3 
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भࡿࢗ ړߖڴ࠙ ండవࡓ ం b .
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  3 అ޴ߝ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  సࠪనం ࠳న࣒ ࠳న࣒ ࠳న࣒ అړ ޴ߝ  x y z b1 5x 2y 6z b2 2x y 3z b3

సࠪనం ڒబܽद ఈ ࣄసदۮ ړ ࠹ం޴న అߖऒ एࢲࡍసం ఒక పߗక ړ  రߕ࠳ ఉం޳ అߖ త޳ۯ ڥߖभ ం s b1 b2 b3
छࡽࣃ ݀ సदంࣄ भ޳ۯ  ం ڒబܽद ࣄసदڡࣄ ݀ ࢟ࠀ 3 1 1 ࠹झ బܽदڒ ښఓ 3 ࠉ 2 ࠉ 1ࠉ ޓన࣒ ऴ࠳ ߤన࣒ వ࠳ ݀ న࣒࠳ 
ఇ޴ ఓڒ ښబܽद మనం ڜంత ࡗ ऴܼߤझ  ఫࡔघ షࣃۯ ߤफ న࣒ b1 TR  r2࠳  నం߄సࠪ ޴ఇ  ޴దܽ࠴ బܽदڒ ࠭ 5 

 r1 b 2 p 1 5 v 1ࡔన࣒ 5 స࠳ న࣒ 9࠳ న࣒ 15࠳ న࣒ 3 6࠳ న࣒ 5࠳ న࣒ 5 2࠳ న࣒ 10 2࠳ 2 0 ޴బܽद ఇڒ
फࣃऴ࢐ ߖన࣒ అ࠳ ߖఅ ߘߝ ప  ޴ంܿంڕࣆޓ ߤషࡔఈ ఆప ' ߘ ऱ࣒  2  ప ऱ࣒  2 ࣾࠫంచంݟ r2 r2 r3 r3 r1 r 1 
ఇకए డ ࠪ޶ࡶ ࢁڣ ڕ సࡔ  ప ऱ࣒ న࣒ 1 ప࠳ ఆ߯ ޴ంޔ࢓అ 0 ޴బܽद ఇڒ 2  ऱ࣒  2 అޔ࢓ం࠳ 1 ޴న࣒ 3 r 3 r 1 
 ప ऱ࣒  6 అޔ࢓ం3 ޴ మ࠾ࡍ  ప ऱ࣒ ओߩబܽद ఇڒ ࡔస 1 ࠉ 2   బܽदb  3ڒ ޴ఉం ࣄయవలۯ 0 ߘమనం ఈ ఎంऴܾల ݡ
త޶పࡍࣃࡍ మనం ఏࠫ ࣃۯफ ࠭ అం݄  ప ऱ࣒ छ޳  డవ࠮   ࡎభ ࡌ फ ۯయబݟన ऴܼߤझ घࡔ߷  షߖ ߤ r3 1 r2 r3
వࡍ फంపܑࣃफ भ޳۫ బܽदڒ ࠭ ం  ఈ పࡍవర फనޜ ఎ࠱࡯ంటࡗ ࡎ ఆపࡔషߖ ߤ  ప ऱ࣒ r3 r3 ޴फంࣆࡏࠪ ڴ 3 1  r3 r2
సࠬకరణ వङ ޴బܽद ఇڒ వసबߘ మࡍంత తڵ ठࣆफంڒ ޴బܽद 1 1 3 ࡓండవ వࡏస࠳ 0 ࡹన࣒ 3 ࠳న࣒ 9 మ࠾ࡍb 1 

ఇకए ࠾ࡍన࣒ 5 మ࠳ డ ߘߝ అݡन వࡏస 21 ߖ వం࣋ށڷ ޜޔफ మన࠳ 1 ڕన࣒ 1 వࣆफం޴ మ࠾ࡍ b 2 b 1 
ऒߕࣆ ޴फ అ࣋ݟܔ ړߖ޳ డవ࠮ ߖߖ޳  మ࠳ ݡ࠮ ࠾ࡍన࣒ ߕࣆ ݡ࠮ऒ  సࡔ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ha  ve b 
ऴޓ ప ऱ࣒ పऱ࣒ ߤవ ࠉ ݀   వ࠳ 2 ࠉ   3 ࠑ ߤన࣒ 5 1 ࠉ సڒ ࡔబܽद మనڕ ఏࠫ లࣆࠚफం࠳ 0 3 1 1 ޴న࣒ 3 ࠳న࣒ 9 0 
0 0 ఇ1 ࠉ ޴ ఇ࠳ 2 ࠉ ޴న࣒ 5 1 ࠉ మ࠾ࡍ ఇ࠳  6 ޴న࣒ 5 ڒబܽद 1 ࠉ ప ऱ࣒ ప 2 ࠉ  ऱ࣒  ݟంచంڵ࠙ ޜ3 ߖ 3 ࠉ 3 
ڵత ڕమన ޴బܽद ఇڒ ठన ࣄసदڒ ࠹బܽद 1 ࠉ ప ऱ࣒ ప 2 ࠉ  ऱ࣒ एࢲࡍప ࠹సदࣄ ఈ ߝޙ࠼సࠪనం అ ړ0 3 ࠉ 3  రం 
ఉంܿం޴.
एࢲࡍసం పߗక ړ݀   ࠹సदࣄ  ޴फంࣆۨࣇ ޴బܽद ఇڒ  రం ఉంݞలం݄, ړߖ޵ సంబం߅ంۨన ऴపړ 3ࠉ 2ࠉ 1ࠉ ޒ ఒక
ङࡲ࣍ షߤ ఉంߘ ,࡯ݞంݟ అߖऒ ప 1ࠉ ړ3 ࠉ 2 ࠉ 1 ࠉ  ऱ࣒  2 ప ऱ࣒ ओߩకం݄ అ޶ఎం  ࡯ݞఉం 0 3 ࠉ 3   s ݡ
ࠪऴతࡌ ࠲ङ ంڡ ఆڻघ ం݃ݭ అޔ࢓ం޴  ࠪతృక ࡅకए ङࡌ  ంޜ ڡ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ a 
ఎం޶కం݄ ఇకए డ ࡅకए ङࡌ  ంڡ అ2 ޴ అࣄ۫ ࡏࠬ ߖనటऱޙ࠼ మ࠾ࡍ  పऱ࣒   ప ऱ࣒  3 a b 1 b 2 b 3 0 
అޙ࠼ ఆڻघ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ  ङࡌ  ంࡓ ݞږ ڡంݡ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఆ߯ ఉంܿం޴ కߗసం ఒక 
పࢲࡍए రߕ࠳ సࡔ సڒ ࡍబܽद అం݄ ఈ షరޔ సڴࡍठ ఉంڒ ࡯ݞబܽद సߗڒ ࡔ ఈ షరޔ ప दܿ޶ڝ అߖऒ  b 1 b 2

లం݄ 13 b 3 belo sݞఉం ࡹ కం݄޶ఎం ޴న޴ంۮ ړ 1 1 6 ڕహరణ޳ఉ ޶ڒ జంߖ సంڝ s b 3 b 1 
ప 1 ࠉ ఏࠫܽ ޒबࣄࡍప ړߖఉండܼ ࡹబܽद 13 3ڒ ࠲జߖ ޴క ఇߘసࠪనం క ړ2 ऱ࣒  సࠪనం.plus 7 b b ړ2 ࠉ 7 

బܽद ఖۨऐڒ  తంڴ ఇߖ ޴జం ఈ ࠼ߦంړߖ޵ ݋ సంబం߅ంۨన޴ అޙ࠼ ఈ షరݡ࠮ ߘޔ షరޔలݡ࠮ ߘ
అ޳ࡱߧ ߖभ ం ఇ޴ కڵ࡯ ఉండڒ ޶బܽद ޵నర बం ࣄసदࡓ ࠹ంݟంܽړ కߗసం ఒక పࢲࡍए రం ۮ ړ ޶ࡶం޴న ऴపޒ s b1

ङࡲ࣍ సం ఒకߗక ړ షߤ అߕ࠼ సڒ ࡔబܽद ࣄసद࠹  ప ऱ࣒ న࣒  ప࠳ ޴ߝన࣒ 5 అ࠳  ऱ࣒  v2 b3 x 2y z b1 2x 4y 
అం݄ ࠳న࣒  ప ऱ࣒  సࠪనం అ࠼న ࡛ߦ द ࡿࢗ ړभ ం ړ ఓڒ ښబܽद ఈ ࣄసद޳ࡱߧ ߖ ࠹भ ం 10z b2 x 2y 5z c b3

ࣾࠫంచంࣄ ݟసद࠹ ऴߖޓ ఇࣃ ߤद ऒߖ޵ ࡔస ڷࡱߕ బܽदڒ ࣆࡱޘ ࡱవࡱ࢑ ݡ࠮ ڕࠬ ݟయంۯ ࡽ  ߭ం۪ߘޑ 
घڻఆ ࠉ  ࠉ  న࣒࠳  న࣒࠳  న࣒࠳  న࣒࠳ ࠹సदࣄ బܽदڒ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ भ޳࡯ࢣࡍప ߖ  ం   2 1ࠉ 5 2 4 10 1 2 5 1 2
ڵత ߖߖ޵ బܽदڒ 3 ठ޳भ ం ڒబܽद మనం ࠳న࣒ 1 ߘం࠳ ݟన࣒ 5 మࠉ ࠾ࡍ వరڕࣆޓ ڕంܼ࠭  1 ߖ r 2 r 2 
 ప ऱ࣒  2  ప ऱ࣒ ఇకए ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ 0 ڕమన ޙࢀࢗ ړ1 2  డ 0 ݞږ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ 0 ݞږ r 1 r 2 r 
వࣆफం޴ మ࠾ࡍ  పऱ࣒  మన0 0 0 ڕ మ࠾ࡍ ఇకए డ  ప ऱ࣒  వࣆफం޴ మ࠾ࡍ  పऱ࣒  బܽद r3 r1 b2 2b1 b3 b1ڒ 
మనం ఉపڵࡆంۨన వࡏస ఆపࡔషߤ ఏࠫܽ, ࠭࠲ 

 పऱ࣒ ప  ޴ߝఅ ࠾ࡍంۧ࠭ మڵࡆఉప ߖ  ऱ࣒  r2 2r1 r3 r 3 r 1.
బܽद ఇకएڒ  డ ఇ޴ ఒక ࡌङ ంࣆۨࣇ ߖ ڡफంڒ ޴బܽद ఈ ࣄసदڕ ࠹ కߗసం ఒక పࢲࡍए రߕ࠳ ఉం޳  ప ऱ࣒  b2 2 b1 
పऱ࣒  ࠾ࡍఅవసరం 0 మ ݢంࡓ  b3 b1 1 1 6 ߗڒ ࡯ݞఉం ࠼జం అߖ ࡱޔషర ݡంࡓ బܽदڒ సࠪనం ړ0 
ऐࡍచ ࡹగం࠙ ࡍవۨ ࠭࠲ ంۨన ऱܿ ۮ ړం޴న޴ ఇ޴ ఈ ࡓంݡ పࡍవర फనలߘ సంతృߧफ పరచڒ ޶బܽद ࣄసद4 ࠹   s

ऒߖన అ޴ంۮ ړ एࢲࡍసం ఒక పߗక ړ  రߕ࠳ ఉండڒ ޶బܽद అߝ ۨవࡿࢗ ړߖڴ࠙ ࡍभ ం మ࠾ࡍ s b1 b2 b3 d 
ఇకए డ ࣄసद࠹  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ छ޳  ఇవछ ࡌ బݟం޴  ప ऱ࣒  సࠪనం x 2y 5 z b1 2x ړ 

అ޴ߝ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  1 ప ऱ࣒ 3z b2 x 4y z b3 ڥߖమనం త ޾ࡶ ޾ఉం ڵ࡯క ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ޴ߝన࣒ 5 అ࠳ 
ऒߖఅ  ࡯࠻ۯ  మۮ ړ2 ࠾ࡍం޴న అߖऒ एࢲࡍసం ఒక పߗక ړ3 ݟంߘ  రం, ఈ వङ వసबߘ ఐ޶ b b b 1 b b 
సࡔ అ޳ࡱߧ ߖभ ం ڒబܽद ࣄసदࡅ ࠹కए  ఆڻघ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ  ఒకܽ ࡓంݡ ఐࡓ ޶ంߕࣆ ݡऒ  ఒకܽ ݡ࠮ 
भ޳న࣒ 5 ऴ࢐࠳ ڷࡱߕ ం ఆ߯ ࠬߖ޳ ࡏऒ  తڵ ठంచంڒ ݟబܽद 5 2 1 ޴࣋ۯ ࠭࠲ అ࠭࠲ ޙ࠼ b1 b2 b3 b1 

ङޑऴప ڕ న࣒࠳  ࠪऒ యం࠳  ڴన࣒ ߖ వࡍ फంపܑࣃफ న࣒ r2࠳  న࣒࠳  న࣒࠳ ޴ఇ  ޴బܽद ఇڒ ࠭ r2 2 r1 0 4 3 10
7 మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఆ߯ ࠳ ݡ࠮న࣒ ఒకܽ  ڒబܽद ߕࣆऒ  ఇ޴ ఉࣣ ݀ మ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒ ݃ߤ b2 2b1 r r 
ఆ݋ࡕ ࡽ మࠉ ࠾ࡍ ऴ࠳ ޓన࣒ ࠉ వߤ ఓڒ ښబܽद ఇߩओ फࣃۯ ߤషࡔఆప ࡗ ࡎంట࠱࡯ఎ ࠭࠲ ࡍప޶త ݡ బܽदڒ ࠭
ఇకए డ మనం ࡹ ఏ ఆపࡔషߤ ఉపڵࡆంۧ࠵ ऴ޳࢐भ ం మ࠳ ݡ࠮  ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ r two two r one r r 
సڒ ࡔబܽद ఇకए డ మనం ఆపࡔషߤ  ప ऱ࣒ फࣃڵࡆఉప ߖ1 2 ࠑ 1  ࠭ ఆ߯ మన࠳ 5 2 1 ڕన࣒ 4 r 3 r b 1 0 
 b 2 b 1 2 ࠑ న࣒ 7࠳ న࣒ 10࠳ న࣒ 7࠳ న࣒ 1࠳  న࣒ 10࠳ ఆ߯ ࡔస 0 ޴ఇ 0 ࠾ࡍన࣒ 2 మ࠳ న࣒ 7࠳
ప 1ࠉ న࣒࠳ 3ࠉ ఆ߯ ښఓ 2 ࠑ న࣒ 27࠳ 2 ࠑ న࣒ 7࠳ న࣒ 10࠳ ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒  బܽद b1ڒ ࡔన࣒ స࠳ 2 ࠉ 2 ࠑ 1 
ఏ࠳నపओ एࢲࡍసం ఒక పߗక ړ తफం࠴ ࠹సदࣄ ఈ ڔܽ ऒߖࡌ  కڵ࡯ ఉం޴, ఎం޶కం݄ ఇకए డ ࠭࠲ b1 b2 b3 a 

Pru
tor
@
IIT
K



కएࡅ ङࡌ  ంࡅ ڡకए ङࡌ  ంړ ڡ సࠪనం అۮ ߖపओ వ۪ऐ , ఇޔࢂࢗ ړ ړ ޴ం޴, ఇ޴ డࡽࠋ a b1 b2 b3 3 i b 
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇࣆۨࣇ ޴फంࣄ ޴సद5 ࠹ అߖऒ  b1 b2 b 
एࢲࡍసం ఒక పߗంۨ క߅సంబం ړంܽݟ࠮ ऒߖࡌ  కڵ࡯ ఉం޴, అం݄ ࣄసद࠹ వߤ మࣄ ࠾ࡍసद࡛ࠂ ࠹ ఐ ࡛ࠬߦ ߤ द 
ఎ మ࡛ߦ ࠾ࡍ द ࣄ ࡛ࠂసद࡛ߦ ࡹ ࠹ द ߖరछ ۨంచబݟ ఉంܿం޴ మ࡛ߦ ࠾ࡍ द ࡛ࠂ అߖऒ ంܽڔ కߗసం ఒక 
పࢲࡍए ऒߖࡌ  కڵ࡯ ఉంܿం޴  మࠉ ࠾ࡍం࢓ࡶ ࡹߖ޳ ࡱڴ࠙ ࢓޶ సڒ ࡔబܽद మࡖక b 1 b 2 b 3 b 
సమసङ  ऴపశऒ షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం 

అࡌߪ ޴ߝप ంڒల ڝఆࡍ न݋ߝ ల࠼ߦ ޜం ऱܿڴ ఉండߖవछ ంݟ xyz 
, అం݄ అ޴ߝ సޓ܉య సࠬకరހల వङ వసबߘ సంతృߧफపࡌߪ ۯࡍप ంకం ࠳న࣒ ࠳న࣒ సࠪనం  xyz 3x y z 
న࣒  ప࠳ 0 ऱ࣒  సࠪనం 0 ࠳న࣒  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ం࠼ߦ అܿవంܽ ޙ࠼సࠪనం అ ړ0  ऱܿ ࣋ए छ ࡛ 3x z 3x 2i z x 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ एڕసࠪనం కం݄ త ړ100 ࡛ వ 100 ఓڒ ښబܽद ߖܽ࢒ పࡍషए भ޳ࡍ ం ڒబܽद ࠬߖܽ࢒ ࡏ y z 
ఇకए ޙ࠼నటऱࣄ۫ డ సࡔ.
  సޓ܉య వङ వసब సࠬకరڒ ࡱހబܽद సޓ܉య సࠬకరణ వङ వసब ߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఇڒ 0 ޴బܽद ఇకए డous b

కࢗ द࡛  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 ࠳న࣒ 1 ࠳న࣒ 3 0 1 ࠳న࣒ 3 2 1 ڒబܽद ఈ సందరग ంࡅ ࡹకएb 0 0 0 b 0 a 3 a 
ङࡌ ంڡ ఎలऱߩओ घڻసࠪనం  ఆ ݢ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ ङࡌ  ంڒ ڡరణం, ఎం޶కం݄ అڒࢗ 0 ޴ߝद࡛ సڒ ࡔబܽद ab b a 
కएࡅ ङࡌ  ంߖ ڡ కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ڒబܽद మన࠳  ڕన࣒  ࠳న࣒  ࠳న࣒  ࠳న࣒ 3 1 1 3 0 1 3 2 1 
छ޳ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, అߩओ ప  ޴ߝఅ ݟంచంࠫࣾ ښఓ ࠭࠲ ݡ ऱ࣒  మ࠾ࡍ అ޴ߝ r 3 r2 r2 r1 r3 r3 
 ప ऱ࣒  అ࠼న అݡन వࡏస ߦࡐంతߖࡌऒ  వࡍ फంపܑయంڒ ,ݟబܽद ࠴దܽ అݡन వࡏస ఒ࡮ښ ఉంܿం޴, ఇ0 ޴ r1 
ఇ࠳ ޴న࣒ 1 మ࠾ࡍ ఇ0 ޴ ఇ0 ޴ ఇ1 ޴ మ࠾ࡍ ఇ0 ޴ సڒ ࡔబܽद ఇߩओ ऒߖ޳ ݡ  మࡍంత తڵ ठ޳भ ం, మనం ߖr3 

 ప ऱ࣒ फࣃڵࡆఉప ڴ  ࠭, ఆ߯ మన࠳ 3 ڕన࣒ 1 ࠳న࣒ 1 0 ࠳న࣒ 1 0 మ0 0 0 ࠾ࡍ ఉంܿంڒ ޴బܽद r3 r2
ఇకए డ ࠬࡌ ࡏङ ంڡ ۫࣋फ 2 ࡌ ݋ࡕङ ంڡ అړ2 ޴ߝ సࠪనం, ఇ3 ޴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴, ఇࣄ ޴సद࠹ a 
అనంత࠳న అనంత࠳న అߝక పࢲࡍए  ,޴फంࣆۨࣇ ߖఉంద ڵ࡯క ߘలࡌ
ڵబܽद తڒ ठంచబݟన ڕࣆޓ ߖం޳ం  సࠬకరణం ࡅకए న࣒ 1 0 0 0 sy࠳ న࣒ 1 0࠳ న࣒ 1࠳ ండం అం݄ 3ڒ 
మ࠾ࡍ అړ0 0 0 ޴ߝ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇ޴ మన࠳ ڕన࣒ ࠳న࣒ 0ړ సࠪనం మ࠾ࡍ అ޴ߝxyz 3x y z y 
సࠪనం y z 3x ړ ޴ߝఅ ޴సࠪనం ఇ ړ0 ࠾ࡍసࠪనం మ ړ0
అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ࠬߖ ࡏ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ޜߖ޳ ,ం݄ڕࣆޓ ڴ  0 3 ఆ࡮औ  మࡌߪ ࠾ࡍप ంకం ڝసం ࠭࠲ x
पࡌߪ ంక పࢲࡍए రం߯ ఆసړ फ కڵ࡯ ఉߕऒ पࡌߪ ޴బܽद ఇڒ ࠭ ంక పࢲࡍए రం ࡅకए సࠬకరణ వङ ࠆఆ ݋࣊  వసब 
కएࡅ पࡌߪ  ంక పࢲࡍए ऒߖࡌ .޴फంࣆۨࣇ 
 సࠬకరࡱހ సڒ ࡔబܽद ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ऒߖబܽद ఎڒ సࠪనం ړ100 ࡛  పࢲࡍए  फ x y zߧసంతృ ࡱࡌ
పࣃࡏफ एڝߘక ࡆ औ࡮బܽद ఆڒ ࡯࢐  0 3 ఆ࡮औ  సంతృߧफ ۮందړߖݞ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ x y z 
సࠪనం కం݄ తڕए వ  100ړ మనڕ ఆ࡮औ  చޔరऴసం మ9 ࠾ࡍ ఆ࡮औ  చޔరऴసం 100ړ సࠪనం అం݄ 10 
మ5 ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ తڕए వ 100ړ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇ޴ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ కం݄ తڕए వ 10 ړ సࠪనం అߖ 
ఇۨऐ ,޴फంࣆۨࣇ న ఆ࡮औ पࡌߪ  ంకం సࡔ ఇࣆۨࣇ ޴फం޴  ప ऱ࣒  ఇ࠳ ޴న࣒ ۮ ڕం޴న࠳  ޴న࣒  ࠳  l 3 2 nus 1
0 1 2 3 సࡌߪ , ࡔप ంకం పࢲࡍए ए࣋ ޴బܽद ఇڒ ࡱࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ 100 కం݄ తڕए వ x y z 
छ޳ న࣒࠳ న࣒ 3࠳ న࣒ 1 0࠳ 9 0 3 6 0 2 3 0 1 0 0 0 ఇవछ ࡌ బޔݡం࠳ 0 2  ޴న࣒ 6 ࠳న࣒ 3 0 ࠳న࣒ 9 ڒబܽद 
నర޵ बం ࠴తफం ࠼ߦంటऱ సంఖङ ంటऱ సంఖङ࠼ߦ తफం࠴   7 ఓڒ ښబܽद ఇ޻ ۨవࡍ సࠪ߄నం ڒబܽद ఈ ऴړం޴ 
సరళ సࠬకరހలߘ ప޳࡯ࢣࡍभ ం  ప ऱ࣒ ప ࠑ  ऱ࣒  సࠪనం  0  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  అߕࣆ ޴ߝऒ  సࠪనం x cz bx cy az cx ړ
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߕࣆ  సࠪనం, ఆ߯ ఒక ప ړ ऱ࣒   ప ऱ࣒  అړ0 ޴ߝ సࠪనం ڒక߱ޙ మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ay bz b c b 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అ޴ߝ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ఒక సమతల c ab bc ca ࡱހసࠬకర ݟపం۫ ߖߖ޳ ޙ࠼సࠪనం అ ړ 
సమతߖ࡮ऒ छ޳ ݡంࡓ  फࣃۨࣇ ࡌ ఒక ప ,࠼ ऱ࣒ ప ࠉ  ऱ࣒ ऒߕࣆ ࣄ  ఒక ࣋ए ޙక߱ڒ సࠪనం ړ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ప ऱ࣒  
ए࣋ ࣄ छ ప  ݞږ ࡛ ऱ࣒  ab ca ߘ࢓అ ޶ڒ సࠪనం ړࣄࠉ 
అߩओ  డవ ࠙గం ఉం݄࠮  ࡔస ޴फంࣆߧ۫ ߖफందࣆۨࣇ ߘలߕ࢑ࠪ ࣋࡯వదभ క ݋ం࠼ߦ ښసࠬకరణం ఒ ݡ
ఒక  ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ ఓښ మ࠾ࡍ ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఈకछ ప  ܿ ࡽ ऱ࣒  pl  us b c 0 b c ab bc 
 ప ऱ࣒  ca ޴ంޔߩ۫ 
సࠬకర࠴ ࡱހతफం ࣃۨࣇ ߖफ బܽद ఈ సమసङڒ ࡔస ࠼ షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం ࠼ߦం݋ వߤ సڒ ࡔబܽद ఇకए డ ప ऱ࣒  rq
పऱ࣒ ࠉ ऒߕࣆ ࣄ  ए࣋ ࠾ࡍమ ޶ڒ సࠪనం ړ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࣄ  छ ࡛ అ޴ߝ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ab bc ca ړ 
సࠪనం ڒబܽद ߖ޵ అర बం 2 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  2 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  2 ࣋ए छ  న࣒ 2 a b c ab bc ca 0࠳ న࣒ 2࠳ న࣒ 2࠳ ࡛
రऴసం పऱ࣒ޔతफం చ࠴ ࠉ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ తफం ࣋ए࠴ ࣄ న࣒࠳ ࠉ  छ ࡛ ప ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴ న࣒࠳ ࣄ  छ ऒߕࣆ ࡛  
సࡕనڒ ޴బܽद ఇࣆۨࣇ ޴फం޴, ఎం޶కం݄ ࠳న࣒ ࠴ ࠉతफం చޔరऴసం ڒబܽद ఇ޴ ऴߦథࠫకంڴ ఇݡ࠮ ޴ 
.తफం࠴ తफం࠴ ఉࣣ ࢟ܽ܊ߦ
  ऴపږޒల సంఖङ వङ ࠾ࡍమ ޒऴప ޴బܽद ఇڒ తफం 0࠴ ࠾ࡍమ ࡱ ړ फగత పదం 0 అࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇ࠳ ޴న࣒ ࠉ 
.0 ࡯ݞన࣒ ఎ ఉం࠳ ࣄ 0 ࡯ݞఉం ࣄ న࣒࠳ ࠉ 0
 సڒ ࡔబܽद ఇࣆۨࣇ ޴फం޴ ఈకछ छڙఈ ࠉ ܿ ࡽ झࡽ కం݄ పऱ࣒޶ఎం ࠾ࡍమ ړ ࣄ  ప ࠉ  ऱ࣒  a ޴బܽद ఇڒ  ޶ڒ 0 ࣄ 
 ޶ڒ సࠪనం ړ0
छړఈ ޴బܽद ఇڒ झࡽ  ఈڙछ झࡽ ఈకछ ࠉ ܿ  झࡽ  ంܽ a࡮ښఒ ࡱހబܽद సࠬకరڒ ࠭ޑ޶మనం ߰ం  ߖఅ ࣄ ܿ 
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 ߮ ऱࣃۨࣇ ߘ ߤफ యߖ ఇࣆۨࣇ ޴फంڒ ޴బܽद ࡿࢗ ړभ ం ڒబܽद  మనڕ పऱ࣒   ప ऱ࣒  ఉంܿం޴.pi 2 pi 2 b c 
ए࣋ ࠾ࡍమ ޶ڒ సࠪనం ړ0  छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࣄ  छ ࡛  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ࣄࠉ  బܽद ఇకएڒ  ޶ڒ సࠪనం ړࣄ  డ ab 
మనం ఈ ڝఎ߹ࢳయం݋ ࠪङ ऴܽڡझ  abc bc acab ޴ం, ఇ޳ంڕࣆޓ ߖ 
తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ߖర प࠻తघ కం ఏࠫܽ ࡅకए घࡍటݟ  న࣒ ఒక ࣋ए࠳ ऱࡏࣃ ఒక ޴ߝఅ ݋ంߝ छ ࡛ a bc 
న࣒ సమయం ࣋ए࠳ छ న࣒  ప࠳ ࡛ ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳ ऱࡏࣃ  छ ࡛ అޙ࠼ ఇ࠳ 3 ޴న࣒ ఒక ږङ ࠗb b ac c ab c abc 
ङږ న࣒࠳ ङږ న࣒࠳ ࠗ ࠗ తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद మనࣄ࡯ޘ ڕన ऱܿڴ ఒక ږङ ࠗ పऱ࣒   ప ऱ࣒ ङږ  ࠗb c bq c 
అ޴ߝ ఒక ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ए࣋ ߖ  छ ప ڴ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ న࣒  ప࠳ న࣒࠳ న࣒࠳ ࡛ ऱ࣒  b c b c ab bc c 3 abc  
కएࡅ ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ڕమన ޴సࠪనం, ఇ ړ घࡍటݟ  పऱ࣒ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ݋ߝ కएࡅ   న࣒ a࠳ 
వరڕ   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ బܽद పڒ న࣒࠳ న࣒࠳ న࣒࠳ ࡛ ऱ࣒   ప ऱ࣒  b ca b c ab bc ca b c 
అߕࣆ ޴ߝऒ ఒక ࣋ए ࠾ࡍమ ޶ڒ  छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ప  ݞږ ࡛ ऱ࣒   ప ऱ࣒ b c ab bc ca ,޶ڒ సࠪనం ړ 
ఇ޴ a 
కएࡅ రߖ  पߖ࠻ऒ ऒߕࣆ ޴फంࣆۨࣇ  సࠬకరణ వङ ޴బܽद ఇڒ  వసब ߕࣆऒ  య సࠬకరణޓ܉స ݟంచంࠫࣾ ޶ڒ 
వङ వసब సޓ܉య సࠬకరణం ఒక ऴపޙङ క࠳న పࢲࡍए ऒߖࡌ  కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ, x 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ సࠪనం ړ ऒߕࣆ సࠪనం ړ బܽद అలओڒ సࠪనం ړ एࢲࡍన ప࠳ రం ࠪऴత࠲  పࢲࡍए రం y, z, 
కߘక ఇࡱߕ࢑ࠪ ޴ కࣆࡱफߕऒ యߖ ఇࣆۨࣇ ޴फం޴, ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ   0 ఒ࠼ߦ ښం݋ వదभ సࠬకరࡱހ 
సࠬకరణࡱ సࠬకరణలࣃۨࣇ ߘफ   ࠼
भࡿࢗ ړߖడవ పࣿ࠮ ,ࡔబܽद సڒ ం ڒబܽद ప ऱ࣒ ప ࠉ  ऱ࣒ ए࣋ ࠾ࡍమ 0 ࣄ  छ ࡛ ప ऱ࣒ రऴసం పऱ࣒ޔఏࠫܽ  చ ࠉ   c 
చޔరऴసం  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ నࣄۯ ࡹదܽ ࠙గం࠴ బܽद మనంڒ ࡱޔషర ݡంࡓ బܽद ఇ࢑ڒ సࠪనం ړ  ऱܿڴ ab bc c
ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఈకछ ప  ܿ ࡽ ऱ࣒   ప ऱ࣒  ఇࣆफం޴ పऱ࣒   b c AB bc ca a ړࣄ సࠪనం అం݄ ړࠉ 
సࠪనం ఓښ మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ 
ఇ޴ ޴छ बࣃ  ݋ߩ  నంࡹ ఉనऒ  ప ऱ࣒  అࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇ޴  అࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇ޴ ఈܘ ఈకछ ࣒ ࡽ av 0 ړ  a 0 a 
ఈకछ ࣒ ࡽ ఈకछ ࣄ ܿ  ࣒ ࡽ ङږ ܿ  ޴फంࣆۨࣇ ߖనద޴ంۮ ߕ޼ఏ ޴బܽद ఇڒ  ܿ  ࠗ అ޴ߝ సࠬకరހల 0 xyz r 
వङ వసब ࡅకए  పࢲࡍए రం అޔ࢓ం޴ సڒ ࡔబܽद సࠬకరణం r3 
కएࡅ తफం ओ࣋࠴  ఇకए ߘߝ బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ ޴ఇ ߖफందࣆۨࣇ ߘ ࡽࣟ ࣒ డ ఆߘޑߩ స޳࢑ ࡔङ  ࡌ࡮बࡏ
ओߩఇ ߘߝ ఇకए ݡ फࣃఆ߮ ݦ కएࡅ ࣒ࡎࣄ ఈ ޴ఇ ߘ  ۨవࡍ ఉపߕङ సం ధనङ ఈ సమసङ ࡏࠬ  ࡱ޳࢐  పࢲࡍए ర 
࣊షߤ లڕ ࣔజࡕనంߖ࢐ܽ ࡏࠬ ڕ޶ ఆࣃछ ऒߕफࣆࢢఆ ߘߝ ߖంۧర޴ ऒߕफࣆయܑ࡯ޘ ࡱంࣾڒ࠙ࢤ ڕࠬ ,ߘ ߘ
ధనङ  ࡱ޳࢐
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