
வணக்கம் மாணவரக்ள் ஐஐூ பைன கணிதம் ஼க்கல் ோரக்்ஶம் அமர௵்க்ஶ வ௠க, இௌ ௳ரி௵ைர 
எண்    ஐந்தாஶம்.

அதாவௌ அைவ உண்ைமயான எண்கள் மற்௥ம் நிஜ மா௣களில் உள்ள   b2 b3 b1 b2 b3 
சமன்பா௄களின் அைமப்௖ என்பௌ க௯த்தல் ஷட்டல் minus x plus 2i plus 5z b1 2x 4y 3z
என்பௌ ைமனஸ் ஷட்டல் க்ஶ சமம் க்ஶ சமம் ஶைறந்தௌ ஒன்௥ உள்ளௌ  ோர௵் v2 x 2i 2z v3 
சரி அப்பூயானால்  , ஒவ்ெவா௠ ௔1 ௔2 ௔3க்ஶம் ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ ோரை்வக் ெகாண்ூ௠க்ஶம்
௔ன்வ௠ம் அைமப்௖களில் எந்த அைமப்௖ ௔ளஸ் 2 ஐ ஷட்டல் 3 என்பௌ ௔1 இரண்டாவௌ x z 
சமன்பா௄ ௔ளஸ் சமம் ௔2 ௛ன்றாவௌ சமம் 4y 5z 

௔ளஸ் ௔ளஸ் சமம் ௔3 இரண்டாம் பாகம் சரி ௔ளஸ் ௔ளஸ் 3 சமம் x  2i 6z x y z b 1 5 x 
௔ளஸ் ௔ளஸ் 6 சமம் மற்௥ம் க௯த்தல் ைமனஸ் ைமனஸ் 3 சமம் 2i z b2 2x y z b 3 c  
பஶொ ைமனஸ் ஷட்டல் 2 க௯த்தல் சமம் க௯த்தல் ஷட்டல் சமம் x i 5z b1 2x 4y 10z b2 
மற்௥ம் ௛ன்றாவௌ சமன்பா௄ க௯த்தல் ஷட்டல் சமம் பஶொ என்பௌ ஷட்டல் x 2i 5z b3 d x 

ஷட்டல் சமம் 2y 5z b 1 3 2 z x 
ைமனஸ் க்ஶ சமம் க்ஶ சமம் சரி எனேவ நாம் ொ௠ம்௔ச ்ெசன்௥ b 2 x plus 4 4y 5z b3 

இந்தக் ேகள்௳ைய கவனமாகப் பூப்ேபாம் எனேவ இங்ேக என்பௌ அைனத்ௌ ெந௄வரிைச s 
ெமட்ரிக்ஶகளின் ெதாஶப்பாஶம் என்பௌ ௔ன்வ௠ம் சமன்பாட்ூன் அைமப்௖ b 1 b 2 b 3 
ஶைறந்தபடச்ம் ஒன்ைறக் ெகாண்௄ள்ளௌ என்௥ ஷ௥ழறௌ  ோர௵் எனேவ ௔ன்வ௠வனவற்௣ல் 
எந்த அைமப்௔ல் ஒவ்ெவா௠ க்ஶம் ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ ோர௵் இ௠க்ஶம், எனேவ b1 b2 b3 
௚த௧ல் நாம் சரியான ெதாஶப்ைபக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், எனேவ நிபந்தைன என்ன 
என்றால் இந்த அைமப்௔ல் ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ ோர௵் உள்ளௌ  சரி, என்பௌ அைனத்ௌ ௔1 ௔2 s 
௔3௜ன் ெதாஶப்பாஶம், அதற்கான ஼ஸ்டத்ொல் ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ ோரவ்ாவௌ உள்ளௌ, எனேவ 
ஆம், சரி சரி, இந்தச ்஼க்கைலத் ோரப்்ேபாம் .
 ேகள்௳ சரி ைமனஸ் ௔ளஸ் என்பௌ க்ஶ சமம் க௯த்தல் ஷட்டல் x 2y pl  us 5cz b1 2x 4y 

என்பௌ க௯த்தல் 2 ஷட்டல் 2 என்பௌ க்ஶ சமம் எனேவ இந்த அைமப்௔ற்கான3z b2 x y z b 3 
ஆக்ெமன்ட்டட் ேமட்ரிக்ைஸ சரியாக எ௱த௵ம், இௌ ைமனஸ் 1 2 5 2 க௯த்தல் 4 3 1  ைமனஸ் 2 2 

சரி, எனேவ இப்ேபாௌ ஼ல வரிைச ெசயல்பாட்ைடப் பயன்ப௄த்ௌேவாம், d1 b2 b3 
உதாரணத்ொற்ஶ இந்த மாற்றத்ைத ஐப் பயன்ப௄த்ௌேவாம், ேம௩ம் 2 ௚ைற மற்௥ம் r2 r2 r1 

என்பௌ ஷட்டல் ஆஶம், எனேவ இந்த மாற்றத்ொன் வழ் இந்த ேமடர்ிக்ஸ் எவ்வா௥ r3 r3 r1 
ஶைறக்கப்ப௄ழறௌ என்பைதப் பாரப்்ேபாம் சரி அ௄த்த பக்கத்ொல் எ௱ௌேவாம் சரி
 அதனால் ௚தல் வரிைச௜ல் எந்த மாற்ற௚ம் இல்ைல 1 2 5 இப்ேபாௌ ஆனௌ ௔ளஸ் b1 r2 r2 

உடன் மாற்றப்பட்டௌ, எனேவ இௌ 0 மற்௥ம் இௌ 0 3 ஷட்டல் 10 என்பௌ 13 ஷட்டல் 2 2r b2 b1 
இப்ேபாௌ சரி இௌ ௔ளஸ் எனேவ 0 மற்௥ம் 0 மற்௥ம் இௌ 7 மற்௥ம் ௔ளஸ் சரி r3 r1 b3 b1 
இப்ேபாௌ நாம் அைத ேம௩ம் ஶைறக்க ேவண்௄ம், ஏெனனில்  இந்த ெமட்ரிக்ஶகளின் 
தரவரிைச பற்௣ இௌவைர எௌ௵ம் ெசால்ல ௚ூயாௌ, எனேவ இப்ேபாௌ இந்த ஐ r3 r3 
ைமனஸஓக்ஶப் பயன்ப௄த்ௌழேறன் 7 ஆல் 13 ஆர ்2 எனேவ க௯த்தல் 1 2 5 ௔ 1 0 0 13 ௔ 2 ஷட்டல்
2 ௔ 1 எண் இப்ேபாௌ இங்ேக மாற்௥ 0 0 இௌ 0 சரி இௌ 0 ௔ன்னர ் ஷட்டல் ைமனஸ் 7 b 3 b 1 
ஆல் 13 சரி எனேவ நான் இைத அ௯க்ழேறன் சரி ஆமாம் 7 ஆல் 13 இௌ ஒ௠ ஷட்டல் 2 r2 v2 
மடங்ஶ சரி சரி சரி இப்ேபாௌ நாம் என்ன ெசய்வௌ ைமனஸ் ெப௥ேவாம் எனேவ இௌ b1 
ைமனஸ் 1 2 5 ௔ 1 0 0 13 ௔ 2 ௔ளஸ் 2 ௔ 1 மற்௥ம் 0 0 0 க்ஶ சமம், இௌ 13 ௔ 1 உஹ் ைமனஸ் 13 ௔ 1
௔ 3 ஏ ௔ளஸ் 13 ௔ 1 ைமனஸ் 7 த௳ர ேவ௣ல்ைல ஐ 13 ஆல் வஶத்தால் b2 minus 14 b1 

ழைடக்ஶம் சரி அைத அ௄த்தொல் எ௱ௌேவாம் 6 minus b1 plus 13b 
ழைடக்ஶம் ைமனஸ் ௔ 1 எனேவ ைமனஸ் ௔ minus 1 2 5 v 1 0 0 13 b 2 plus b 1 0 0 0 

1 ைமனஸ் 7 ௔ 2 ஷட்டல் 13 ௔ 3 ஐ 13 ஆல் வஶக்க ேவண்௄ம், எனேவ கணினி௜ல் 
ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ ோர௵் உள்ளௌ, எனேவ ைமனஸ் ௔ 1 ைமனஸ் 7 ௔ 2 ஷட்டல் 13 ௔ 3 0 ஆக 
இ௠க்க ேவண்௄ம் ௔றஶ மட௄்ம் ஆக்ெமன்ட்டட் ேமட்ரிக்௻ன் ேரங்க் இன் ேரங்க் ேபாலேவ a 
இ௠க்ஶம், ஏெனனில் இங்ேக இன் ேரங்க் 2 ஆஶம் , ஆனால் நிய௘க்கப்படட் இன் ேரங்க் a b 
பற்௣ நாம் எௌ௵ம் ஷற ௚ூயாௌ, எனேவ இந்த க௯த்தல் க௯த்தல் 7 ஷட்டல் 13 b 1 b 2 b 3 0 
௔றஶ ஆக்ெமன்டட் ேமட்ரிக்௻ன் ேரங்க் 2 ஆக இ௠க்ஶம், எனேவ 13 என்பௌ ௔ளஸ் 7 b 3 b 1 b
2 க்ஶ சமம் என்பைத இௌ ஶ௣க்ழறௌ எனேவ ெதாஶப்௖ என்பௌ ெந௄வரிைச அணி s b1 b2 b3
க்ஶ ெசாந்தமானௌ 13 ஆனௌ ௔ளஸ் 7 க்ஶ சமம் எனேவ நாம் ெதாஶப்ைப b3 b1 b2 s 
உ௠வாக்ழ௞ள்ேளாம், எனேவ இப்ேபாௌ பஶொ ஐ எ௄த்ௌ, இல் இ௠ந்ௌ அைனத்ௌ a s b1 b2 b3
க்ஶம் ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ ோர௵் உள்ளதா என்௥ பாரப்்ேபாம், எனேவ கணினி இௌதான்  x plus 

ஷட்டல் என்பௌ ஷட்டல் என்பௌ க்ஶ சமம் மற்௥ம் ஷட்டல் 6 2i 3z b1 4y 5z b2 x plus 2 i g 
என்பௌ க்ஶ சமம் எனேவ கணினிைய ஒன்௥ சரி என்௥ அைழப்ேபாம் எனேவ கணினி௜ன்b 3 
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ெபரிதாக்கப்பட்ட அணி ஒன்௥ இரண்௄ ௛ன்௥ ஒ௠ ௗஜ்௷யத்ைத எ௱த௵ம் நான்ஶ 5 b b 2 1 2
சரி, இைதக் ஶைறப்ேபாம், இைதக் ஶைறப்ேபாம், நாம் என்ன ெசய்ேவாம், நாம் மாற்றம் 6 b 3 

ஐப் பயன்ப௄த்ௌேவாம், எனேவ ஐப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், ைமனஸ் க்ஶ r3 r3 r3 r1 
ெசல்ழேறாம், எனேவ ௚தல் வரிைச ஒன்௥ இரண்டாக உள்ளௌ.
  ௛ன்௥ ஷட இரண்டாவௌ வரிைச 0 4 5 மற்௥ம் இௌ 0 இௌ 0 மற்௥ம் இௌ 3 மற்௥ம் இௌ v1 b 2 b
3 நி௘டம்  எனேவ இங்ேக sb 1 

இன் ேரங்க், 3 க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் இன் ேரங்க், ேரங்க், அதாவௌ , நாம் augmented b a 
ஏற்கனேவ ௛ன்௥ ௗஜ்௷யம் அல்லாத வரிைசகைளப் ெபற்௣௠ப்பதால், இந்த ேமட்ரிக்ஸஓம் 
அதன் நீண்ட வூவத்ொல் உள்ளௌ.
 கணினி ஒன்௥ 
அைனத்ௌ க்ஶம் தனிப்பட்ட ோர௵் உள்ளௌ என்பைத ஶ௣க்ழறௌ b1 b2 b3 
எனேவ ஶ௣ப்பாக 
ஒ௠ கணினி அைமப்௖ உள்ளௌ அைனத்ௌ க்ஶ ெசாந்தமானௌ ஶைறந்தௌ ஒ௠ ோர௵்b1 b2 b3 s 
உள்ளௌ, எனேவ இரண்டாவௌ பஶொ க்ஶ ெசல்ேவாம் இௌ ஒன்௥ம் இல்ைல  ௔ளஸ் b x y 
ஷட்டல் 3 என்பௌ ஷட்டல் ஷட்டல் என்பௌ க்ஶ சமம் ைமனஸ் க௯த்தல் z b1 5x 2y 6z b2 2x y
ைமனஸ் என்பௌ க்ஶ சமம், சரி எனேவ இந்த அைமப்பானௌ ஐச ்ேசரந்்த அைனத்ௌ 3z b3 s b1

க்ஶம் ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ ோர௵் உள்ளதா என்௥ பாரக்்கலாம் கணினி இரண்ைட சரி b2 b3
ெசய்ேவாம், எனேவ கணினி 1 1 3 ஐந்ௌ இரண்௄ ஆ௥ க௯த்தல் இரண்௄ க௯த்தல் ஒன்௥ 
க௯த்தல் ௛ன்௥ சரி எனேவ இௌ சரிb1 b2 b3 
 அதனால் நாம் என்ன ெசய்ேவாம் ஼ல வரிைச மாற்றங்கைள ெசய்ேவாம் எனேவ ௚த௧ல் 
ஒன்௥  இௌ பொல் க௯த்தல் 5 எனேவ இௌ 0 2 க௯த்தல் 10 2 க௯த்தல் 5 2 க௯த்தல் b1 TR  r2 r1 
5 ைமனஸ் 3 6 க௯த்தல் 15 ைமனஸ் 9 க௯த்தல் 5 சரி நான் ஐ ைமனஸ் b 2 p 1 5 v 1 r2 r2 
என்௥ எ௱ௌழேறன்  என்பௌ ௔ளஸ் 2 ஷட்டல் 2 என்பைத எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறன்,r3 r3 r1 r 1 
மன்னிக்க௵ம் இங்ேக இடம் இல்ைல சரி ஷட்டல் 2 எனேவ இௌ 0 ஆக௵ம் க௯த்தல் 1 r 3 r 1 
ஷட்டல் 2 ஆக௵ம் 1 க௯த்தல் 3 ஷட்டல் 6 ஆக௵ம் 3 ஆக௵ம் ஆக௵ம் மா௥ம் 3 ௔ளஸ் 2 ௔ 1 சரி, b 
இப்ேபாௌ நாம் இந்த உள்ள௄ீகைள 0 ெசய்ய ேவண்௄ம், எனேவ அ௄த்த ௚ைற நாம் என்ன 
ெசய்ேவாம் என்பௌ ௔ளஸ் 1 ௛ன்றாவௌ ஆல் மாற்றப்ப௄ம் மாற்றத்ைதப் r3 r2 r3 
பயன்ப௄த்ௌேவாம், எனேவ பாரப்்ேபாம்  இந்த மாற்றத்ௌடன் அூப்பைட வரிைச r3 
ெசயல்பா௄ ஐ ஷட்டல் 1 3 ஆக இௌ சமன்பாட்ூன் அைமப்ைப ேம௩ம் ஶைறக்ஶம் r3 r3 r2 
எனேவ 1 1 3 இரண்டாவௌ வரிைச௜ல் 0 க௯த்தல் 3 க௯த்தல் 9 மற்௥ம் ைமனஸ் 5 b 1 b 2 b 1 
மற்௥ம் இங்ேக நான் வரிைச 2 ஐ ௛ன்௣ல் 1 ஆல் ெப௠க்ழனால், நமக்ஶ 1 க௯த்தல் 1 
ழைடக்ஶம், அௌ ௛ன்௣ல் ஒ௠ ௗஜ்யம் மற்௥ம் ௛ன்௥ க௯த்தல் ௛ன்௥ ௗஜ்௷யம் சரி, நாம் ha  

சரிve b three plus two b one plus one by 3 b2 minus 5 b1 
 அதனால் நமக்ஶ என்ன ழைடக்ஶம் 1 1 3 0 இௌ இௌ minus 3 minus 9 0 0 0 b 1 b 2 minus 

மற்௥ம் இௌ 6  க௯த்தல் 5 ஆக ஷட்டல் ஷட்டல் 3 ஐ 3 ஆல் வஶத்தால் இௌ 5 b 1 b 1 b 2 b 3 
நாம் சரி ெசய்யப்ப௄ம் ஶைறக்கப்பட்ட அைமப்௖ எனேவ ஷட்டல் 3 க்ஶ b 1 plus b 2 b 3 0 
சமமாக இ௠ந்தால் மட௄்ேம இந்த அைமப்௖க்ஶ ோர௵் ழைடக்ஶம்.
 எனேவ இௌ ஶ௣க்ழறௌ  ஼ஸ்டம் இரண்ூல் ஶைறந்தபடச்ம் ோர௵் இ௠க்க ேவண்௄மானால், 
இைதச ்ேசரந்்த ஒவ்ெவா௠ க்ஶம் ஒ௠ ோர௵் b1 b2 b3
இ௠க்க ேவண்௄ம், இ௧௠ந்ௌ அைனத்ௌ க்ஶம் ௔ளஸ் 2 ஷட்டல் 3 s b 1 b 2 b 3 b1 b 3 0 
இ௠க்க ேவண்௄ம், ஏெனனில் ேரங்க் மட௄்ம் அொகரிக்கப்பட்டௌ.
  அணி இன் தரவரிைசக்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், ஏெனனில் இங்ேக இன் ேரங்க் 2 ஆக௵ம், a a b 1
ஷட்டல் ஷட்டல் 3 ஆக௵ம் இ௠ந்தால், ெபரிதாக்கப்பட்ட அணி௜ன் தர௚ம் b 2 b 3 0 
இரண்டாக இ௠க்ஶம், ௔ன்னர ்இ௠க்ஶம் ஶைறந்த படச்ம் ஒ௠ ோரவ்ாக இ௠ந்தா௩ம் சரி
 அதனால் இந்த நிபந்தைன சரியாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ஆனால் இந்த நிபந்தைன இல்ைல 
என்பௌ எல்லா ௔ 1 ௔ 2 ௔ 3 ெபேலா௳ற்ஶம் ெபா௠ந்தாௌ  ஏெனனில் ning to s 
எ௄த்ௌக்காட்டாக 6 1 1 க்ஶ ெசாந்தமானௌ ஏெனனில் இல் இ௠க்க 13 என்பௌ s s b 3 b 1 
ஷட்டல் 7 க்ஶ சமம் என்௥ இ௠க்க ேவண்௄ம் எனேவ இௌ உண்ைம தான் சரி 13 இல் b 2 b 3 
இ௠ப்பதற்கான நிபந்தைன என்ன க்ஶ சமம்.b 1 plus 7 b 2 
 எனேவ கண்ூப்பாக இௌ உண்ைமதான் இந்த ௖ள்ளி இதற்ஶச ்ெசாந்தமானௌ ஆனால் இந்த 
நிபந்தைனைய ௛ன்௥ நிபந்தைனகள் ௛ன்௥ என்௥ அைழக்கலாம், அௌ நடத்த௳ல்ைல, 
அதாவௌ கணினி இரண்ூல் ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ ோர௵் இல்ைல.

க்ஶ ெசாந்தமான ஒவ்ெவா௠ க்ஶம் ஶைறந்தௌ ஒ௠ ோர௵் சரி, எனேவ பஶொ க்ஶ  s b1 v2 b3 c 
ெசல்ேவாம், இௌ அைமப்௖ ௔ளஸ் க௯த்தல் 5 என்பௌ க௯த்தல் ஷட்டல் x 2y z b1 2x 4y 10z 
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என்பௌ க௯த்தல் ஷட்டல் என்பௌ சமம்  ௔ 3 க்ஶ சரி, இந்த அைமப்ைப b2 x 2y 5z 
அைழக்கலாம் மன்னிக்க௵ம் ஼ஸ்டத்ைத நி௥வ௵ம் ௛ன்௥ உங்க௬க்ஶ ௛ன்௥ மொப்௖கள் 
ெதரி௞ம் எனேவ நான்ஶ சரி இைத உயரத்்ௌழேறன் சரி எனேவ கணினிக்கான ஆக்ெமன்டட் 
ேமட்ரிக்ைஸ ைமனஸ் 1 2 ைமனஸ் 5 2 ைமனஸ் 4 10 1 ைமனஸ் 2 5 ௔ 1 ௔ க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம்
 2 ௔ 3 எனேவ இைத ஶைறப்ேபாம் எனேவ ைமனஸ் 1 ௚தல் ைமனஸ் 5 மற்௥ம் ௔ வைர 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம்  1, ஆனௌ ஷட்டல் 2 ஷட்டல் 2 க்ஶ 0 ஐப் r 2 r 2 r 1 r 2 r 1 
ெப௥ழேறாம், இங்ேக௞ம் 0 ஐப் ெப௥ழேறாம், இங்ேக௞ம் 0 ஐப் ெப௥ழேறாம் 
, ௔ன்னர ் ஷட்டல் க்ஶ 0 0 0 மற்௥ம் இங்ேக ஷட்டல் மற்௥ம் எனேவ r3 r1 b2 2b1 b3 plus b1 
நாம் பயன்ப௄த்ொய வரிைச ெசயல்பா௄ என்ன ௔ளஸ் மற்௥ம் என்பௌ ௔ளஸ் r2 2r1 r3 r 3 
r 1.
 எனேவ இங்ேக இௌ இன் ேரங்க் என்ன என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ , எனேவ இந்த அைமப்௔ற்ஶ a 
ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ ோர௵் இ௠க்க ேவண்௄ம்.

௔ளஸ் 2 இரண்௄ம் ேதைவ 0 மற்௥ம் ஷட்டல் க்ஶ சமம் எனேவ இரண்௄  b2 b1 b3 b1 0 
நிபந்தைனக௬ம் உண்ைமயாக இ௠க்க ேவண்௄ம் ஆனால் 6 1 1 கடந்த பஶொ௜ல் நாம் 
௳வாொத்தௌ க்ஶ ெசாந்தமானௌ இௌ இந்த இரண்௄ மாற்றங்கைள௞ம் ௗரத்்ொ s 
ெசய்ய௳ல்ைல எனேவ அைமப்௖ 4   க்ஶ ெசாந்தமான அைனத்ௌ க்ஶம் ஶைறந்தௌs b1 b2 b3 
ஒ௠ ோர௵் இ௠க்காௌ, எனேவ என்ற கைட஼ பஶொக்ஶ ெசல்ேவாம், d 
இங்ேக கணினி ஷட்டல் ஷட்டல் 5 ஆனௌ க்ஶ சமம்.x 2y z b1 2x plus 

என்பௌ ௔ளஸ் ௔ளஸ் 1 ௔ளஸ் ைமனஸ் 5 என்பௌ க்ஶ சமம் எனேவ இொல்  3z b2 x 4y z b3
உள்ளதா என்பைத நாம் சரிபாரக்்க ேவண்௄ம் 
அைனத்ௌ ௚தல் வைர அைனத்ௌ மற்௥ம் க்ஶம் ஒ௠ ோர௵், இந்த அைமப்ைப b 1 b b 3 b b 2 
ஐந்ௌ சரி என்௥ அைழப்ேபாம், எனேவ கணினி௜ன் ெபரிதாக்கப்பட்ட ேமட்ரிக்ைஸ ஒன்௥ 
இரண்௄ ஐந்ௌ இரண்௄ ௗஜ்௷யம் ௛ன்௥ ஒன்௥ நான்ஶ க௯த்தல் 5 ஐ எ௱ௌேவாம் b1 b2 b3 
௔ன்னர ்நீங்கள் அைதக் ஶைறக்க௵ம், நாங்கள் ெசய்வௌ 1 2 5 ஆஶம், ௔றஶ b1 r2 
ைமனஸஓக்ஶப் பொலாக ைமனஸ் 2 ஐப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், எனேவ இௌ 0 இௌ r2 r1 
ைமனஸ் 4 3 ைமனஸ் 10 ைமனஸ் 7 மற்௥ம் ைமனஸ் ௔ன்னர ் ௛ன்௥ க௯த்தல் b2 2b1 r r 
ஒன்௥  எனேவ ௗஜ்௷யம் இௌ உம் இரண்௄ மற்௥ம் இௌ ைமனஸ் ெடன் ஆல் ைரட் மற்௥ம் ௔ த்ரீ 
ைமனஸ் ௔ ஒன் ஓேக எனேவ இப்ேபாௌ அ௄த்ததாக நாம் எ௧ெமண்டரி ேரா ஆபேரஷைன 
ெசய்ேவாம், எனேவ  இல் நாம் பயன்ப௄த்ொய ெசயல்பாடை்ட இங்ேக r two two r one 
எ௱ௌழேறன்.

௛ன்௥ க௯த்தல் ஒன்௥ சரி, எனேவ இங்ேக நாம் ௔ளஸ் 1 ௛லம் 2 ஐப்   r r r 3 r 1 
பயன்ப௄த்ௌேவாம் , ௔ன்னர ்1 2 5 ைமனஸ் 4 ைமனஸ் 7 ைமனஸ் 2 மற்௥ம் 0 b 1 0 b 2 b 1 
இௌ 0 சரி ௔றஶ க௯த்தல் 10  ைமனஸ் 1 ைமனஸ் 7 ைமனஸ் 10 ைமனஸ் 7 ஆல் 2, அௌ ைமனஸ் 
10 ைமனஸ் 7 ஆல் 2 ைமனஸ் 27 ஆல் 2 ஓேக ௔ன்னர ்௔3 ைமனஸ் ௔ 1 ௔ளஸ் 1 ஆல் 2 ௔ 2 
ைமனஸ் சரி, எப்பூ௜௠ந்தா௩ம், இந்த அைமப்௔ல் அைனத்ௌ க்ஶம் b1 b1 b2 b3 
ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ ோர௵் உள்ளௌ, ஏெனனில் இங்ேக இன் தரவரிைச இன் தரவரிைசக்ஶ a a 
சமம் என்௥ நாம் ஷறலாம், இௌ அைனத்ௌ க்ஶம் b1 b2 b3 
3 க்ஶ ெசல்௩ம் நான் இரடை்ட க்ஶ ெசல்ழேறன், எனேவ இௌ ஶ௣க்ழறௌ ஼ஸ்டம் 5 ஆனௌ b 
அைனத்ௌ ௔1 ௔2 ௔ ௛ன்௣ற்ஶம் ஶைறந்தௌ ஒ௠ 
ோரை்வக் ெகாண்௄ள்ளௌ, அதாவௌ ஼ஸ்டம் ஒன் மற்௥ம் ஼ஸ்டம் 4 ஐ அதாவௌ பஶொ மற்௥ம் a 
பஶொ நான்ஶ அைமப்௔ல் பஶொ வைரய௥க்கப்பட௄்ள்ளௌ மற்௥ம் பஶொ நான்ழல் ஶைறந்தௌ 
ஒ௠ ோர௵் உள்ளௌ  மற்௥ம் ௖ள்ளி பஶொகள் அொல் இல்ைல, எனேவ மற்ெறா௠ b 1 b 2 b 3 b 
஼க்கல் ேகள்௳ையத் ோரப்்ேபாம் என்பௌ ௚௱ எண் ஆயத்ெதாைல௵க௬டன் ௖ள்ளிகளாக xyz 
இ௠க்கட௄்ம் , அதாவௌ என்பௌ ஒேர மாொரியான சமன்பா௄களின் அைமப்ைப xyz 
ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌம் ௚௱ எண் க௯த்தல் ைமனஸ் சமம்  0 க௯த்தல் ஷட்டல் என்பௌ 3x y z 3x z 
0 ைமனஸ் ஷட்டல் ஷட்டல் என்பௌ 0 க்ஶ சமம் என்றால் 3x 2i z 

சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் 100 க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் சௌரம் 100 க்ஶ சமம் x y z z 
சரி, எனேவ இைத சரிெசய்ேவாம்.
 ஒேர மாொரியான அைமப்௖  சமன்பா௄கள் எனேவ ஒேர மாொரியான சமன்பாட்ூன் ous 
அைமப்௖ உள்ளௌ, இௌ 0 ஆஶம், எனேவ இங்ேக என்பௌ 0 0 0 என்பௌ 0 ொைசயன் மற்௥ம் b b b 

என்பௌ 3 க௯த்தல் 1 க௯த்தல் 1 க௯த்தல் 3 0 1 க௯த்தல் 3 2 1 எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் இன்a a 
தரவரிைச எப்ேபாௌம் சமமாக இ௠க்ஶம்  ஆக்ெமன்டட் ேமட்ரிக்௻ன் ேரங்க் காரணம், AB 
ஏெனனில் என்பௌ 0 ொைசயன் சரி, எனேவ இன் ேரங்ைகக் கண்௄௔ூக்க ௚யற்஼ப்ேபாம், b a 
எனேவ 3 க௯த்தல் 1 க௯த்தல் 1 க௯த்தல் 3 0 1 க௯த்தல் 3 2 1 ஆல் ெகா௄க்கப்ப௄ம் ஐப் a 
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ெபற்௥ள்ேளாம்.
மன்னிக்க௵ம் என்பௌ ௔ளஸ் மற்௥ம் என்பௌ ௔ளஸ் ஆக இ௠க்ஶம்   r 3 r2 r2 r1 r3 r3 r1 

வரிைச மாற்றத்ைதப் பயன்ப௄த்த௵ம், எனேவ ௚தல் வரிைச அேத சரி, இௌ 0 இௌ ைமனஸ் 1 
மற்௥ம் இௌ 0 இௌ 0 இௌ 1 மற்௥ம் இௌ 0 ஆஶம் சரி, இப்ேபாௌ அைத ேம௩ம் ஶைறப்ேபாம் 
இங்ேக நாம் ஐ ௔ளஸ் ஆகப் பயன்ப௄த்ௌேவாம், ௔றஶ 3 ைமனஸ் 1 ைமனஸ் 1 0 r3 r3 r2 
ைமனஸ் 1 0 மற்௥ம் 0 0 0 ஆக இ௠க்ஶம், எனேவ இங்ேக நீங்கள் ேரங்க் பாரத்்தால் 2 வலௌ ேரங்க்

என்பௌ 2 க்ஶ சமம், இௌ 3 ஐ ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ, இௌ அைமப்௖ எல்ைலயற்ற எண்ணற்ற a 
பல ோர௵்கைளக் ெகாண்௄ள்ளௌ என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ, 
எனேவ ஶைறக்கப்பட்ட ஐ எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம் சமன்பாட்ூன் தண்௄ என்றால் 3 க௯த்தல் sy 
1 க௯த்தல் 1 0 க௯த்தல் 1 0 0 0 மற்௥ம் என்பௌ 0 0 0 க்ஶ சமம், இௌ நமக்ஶ க௯த்தல் xyz 3x y 
ைமனஸ் என்பௌ 0 க்ஶ சமம் மற்௥ம் என்பௌ 0 க்ஶ சமம் 0 க்ஶ சமம் என்பௌ க்ஶ சமம்z y z 3x 
என்பைத 
இௌ ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ நீங்கள் ஐ ஒ௠ ஆல்பாவாக எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், அத௑டன் x alpha 

ஐ௞ம், ௚௱ எண்ேக்காக௵ம் நாம் ௚௱ எண் ோர௳்ல் ஆரவ்மாக இ௠ப்பதால் சரி 0 3 alpha 
என்பௌ சமன்பாட்ூன் அைமப்௔ன் ௚௱ எண் ோர௳்ன் ெதாஶப்பாஶம்.
 
சமன்பா௄கள் சரி, எனேவ இௌேபான்ற எத்தைன ோர௵்கள் சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் மற்௥ம் x y z
சௌரம் 100க்ஶ சமம் சரி, எனேவ ஆல்பா 0 3 ஆல்பாைவ  ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌவௌ சரி  100க்ஶ 100 
க்ஶ சமமான ஆல்ஃபா சௌரம் 
மற்௥ம் 9 ஆல்பா சௌரம் 100  க்ஶ சமம் என்பைத இௌ ஶ௣க்ழறௌ  3 ைமனஸ் 2 ைமல்  nus 1 0 
1 2 3 சரி ௔றஶ ௚௱ எண் ோர௵்கள் எனேவ இௌ நன்றாக உள்ளௌ சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் x y 
மற்௥ம் சௌரம் 100க்ஶ சமம் z 
0 0 0 1 0 3 2 0 6 3 0 9 க௯த்தல் 1 0 க௯த்தல் 3 க௯த்தல்  2 0 ைமனஸ் 6 ைமனஸ் 3 0 ைமனஸ் 9 ஆக 
இதன் ெபா௠ள் ெமாத்த ௖ள்ளிகளின் ெமாத்த எண்ணிக்ைக 7 பரவா௜ல்ைல, இௌேவ இ௥ொ 
௳ைட, மற்ெறா௠ ேகள்௳ையத் ோரப்்ேபாம்  
, எனேவ ௔ன்வ௠ம் ேநரியல் சமன்பா௄கள் ஷட்டல் மற்௥ம் என்பௌ சமம்  0 ஷட்டல் x cz bx cy
ஷட்டல் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் மற்௥ம் ஷட்டல் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்az cx ay bz 
சமம், ௔ன்னர ் ஆனௌ 0 க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் மற்௥ம் ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் a plus b plus c b 
சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் க்ஶ சமம் என்றால் அைதக் காட௄் c ab plus bc plus ca 
சமன்பா௄கள் ஒேர மாொரியான ௳மானத்ைத இரண்டால் ஶ௣க்ஶம் என்றால், ஒ௠ ௔ளஸ் ௔ 
௔ளஸ் ஼ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இல்ைல என்றால் ஒ௠ சௌரம் ௔ளஸ் ௔ ஸ்ெகாயர ்௔ளஸ் ஼ 
ஸ்ெகாயர ்என்பௌம் ஏ௔ ௔ளஸ் ௔஼க்ஶ சமமாக இல்ைல, ஆம் ca, 
௔ன்னர ்சமன்பா௄ ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் சந்ொக்ஶம் ௳மானங்கைளக் ஶ௣க்ஶம் என்பைதக் 
காட௄்ழறௌ.
  ௛ன்றாம் பஶொ என்றால் ஒ௠ என்பௌ 0 மற்௥ம் சரி மற்௥ம் ஒ௠ சௌரம் pl  us b plus c 
மற்௥ம் சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் க்ஶ சமம் சமன்பா௄கள் b c ab plus bc plus ca rq 
௚௱வைத௞ம் ஶ௣க்ழன்றன என்பைதக் காட௄்ழன்றன சரி, எனேவ இந்த ஼க்கைலத் 
ோரப்்ேபாம் ௖ள்ளி ஒன்௥ சரி, எனேவ இங்ேக ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இல்ைலa plus b plus c 
மற்௥ம் ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் என்பௌ க்ஶ சமம் b c ab plus bc plus ca 
எனேவ இதன் ெபா௠ள் 2 சௌரம் ஷட்டல் 2 சௌரம் ஷட்டல் 2 சௌரம் க௯த்தல் 2 a b c ab 
க௯த்தல் 2 க௯த்தல் 2 என்பௌ 0 ஆஶம் ஒ௠ க௯த்தல் ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் க௯த்தல் bc ca b b c
௚௱ சௌரம் மற்௥ம் க௯த்தல் ஒ௠ ௚௱ சௌர ௗஜ்யம் சரி சரி என்௥ இௌ ஶ௣க்ழறௌ, c 
ஏெனனில் இௌ ஒ௠ க௯த்தல் ௚௱ சௌரம் எனேவ இௌ தான் அூப்பைட௜ல் இௌ ௛ன்௥ b 
ேநரம்ைறகளின் ஷட௄்த்ெதாைக ஆஶம்.
 எொர௘்ல்லாத எண்கள் மற்௥ம் ஷட௄்த்ெதாைக 0 எனேவ இௌ ஒவ்ெவா௠ மற்௥ம் தனிப்பட்ட 
ெசாற்க௬ம் 0 ஆக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைத இௌ ஶ௣க்ழறௌ, இௌ ஒ௠ க௯த்தல் என்பௌ 0 b 

ைமனஸ் என்பௌ 0 ைமனஸ் ஆக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ.b c c a 0 
 சரி, எனேவ இௌ ஶ௣க்ழறௌ சமம் க்ஶ சமம் க்ஶ சமம் மற்௥ம் ஏெனனில் a b c a plus b 

அல்ல  எனேவ இௌ 0 க்ஶ சமமாக இல்ைல, plus c 0 
எனேவ இௌ என்பௌ க்ஶ சமம் க்ஶ சமம் என்௥ ெப௥ழேறாம், எனேவ சமன்பா௄கள் a b c 
ஒேர மாொரியான ௳மானத்ைத ஶ௣க்ழன்றன என்பைத இௌ ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ க்ஶ pi 2 
ெசல்ேவாம், எனேவ க்ஶ ஒ௠ ௔ளஸ் ௔ளஸ் உள்ளௌ 0 க்ஶ சமம் இல்ைல மற்௥ம் ஒ௠ pi 2 b c 
சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் க்ஶ சமம் இல்ைல, b c ab plus bc plus c 
சரி, இங்ேக இந்த ஶணகம் ேமட்ரிக்ைஸ எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம், இௌ ஐத் த௳ர abc bc acab 
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ேவ௥ எௌ௵௘ல்ைல,  எனேவ எௌ ோரம்ானிக்ழறௌ இன் ோரம்ானிப்பான் என்பௌ ஒ௠ ௚ைற a bc
க௯த்தல் ஒ௠ சௌரம் க௯த்தல் ேநரம் சௌரம் க௯த்தல் ஷட்டல் ௚ைற b b ac c ab minus c 
சௌரம், எனேவ இௌ 3 ைமனஸ் ஒ௠ கனசௌரம் க௯த்தல் கனசௌரம் க௯த்தல் abc b c 
கனசௌரம் 
த௳ர ேவ௣ல்ைல.
  ஒ௠ கனசௌர௚ம் ஷட்டல் கனசௌர௚ம் ஒ௠ ௔ளஸ் ௔ளஸ் ஐ ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் bq c b c b 
சௌரம் ௔ளஸ் சௌரம் ைமனஸ் ைமனஸ் ைமனஸ் ஷட்டல் 3 க்ஶ சமம், இௌ c ab bc c abc 
நமக்ஶத் ெதரி௞ம், எனேவ இௌ 

ைவ நிரண்௜ப்பவர ்சமம் என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ ஒ௠ ஷடூ்ன் க௯த்தல்  சௌரம் a b plus ca 
மற்௥ம் சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் க௯த்தல் ைமனஸ் ைமனஸ் என ெகா௄க்கப்படட் b c ab bc ca 
ஒ௠ ஷட்டல் ஷட்டல் ௗஜ்யம் அல்ல, ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் b b c ab plus bc

க்ஶ சமமாக இல்ைல plus ca 
ௗஜ்௷யம் எனேவ இௌ சமன்பாட்ூன் அைமப்௖ ௗஜ்௷யம் அல்ல மன்னிக்க௵ம் ஒேர 
மாொரியான சமன்பாட்ூன் ஒேர மாொரியான சமன்பா௄ ஒ௠ தனித்ௌவமான ோரை்வக் 
ெகாண்ூ௠க்ஶம், ேம௩ம் இௌ ஒன்௥ம் இல்ைல என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் x y, 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ அற்பமான ோர௵் மட௄்ேம  ோர௵் z 
எனேவ ௳மானங்கள் சந்ொக்ழன்றன என்பைத இௌ ஶ௣க்ழறௌ,  இௌ ௗஜ்௷யம் ௗஜ்௷யம் 0 
என்ற ஒற்ைற ௖ள்ளி௜ல் சந்ொப்பைத சமன்பா௄கள் ஶ௣க்ழன்றன, சரி, ௛ன்றாம் 
தரப்௔ன௠க்ஶ ெசல்ேவாம், எனேவ ஒ௠ ௔ளஸ் ௔ ௔ளஸ் ஼ என்பௌ 0 மற்௥ம் ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் 
௔  சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் க்ஶ சமம் எனேவ இைவ இரண்௄ c ab plus bc plus c 
நிபந்தைனகளாஶம் எனேவ நாம் ௚தல் பஶொ௜ல் ெசய்தௌ ேபால் ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் b 
ஷட்டல் சௌரம் ெகா௄க்ழறௌ ஷட்டல் சமம் க்ஶ சமம் க்ஶ c ab plus bc plus ca a  b c 
சமம் சரி மற்௥ம் இௌ இ௠ ேபாட்ட க்ஶ பொலாக ஒ௠ ப்ளஸ் என்பைத இௌ ஶ௣க்ழறௌ.av 0 
 

க்௟ப் என்பௌ சமன்பா௄களின் அைமப்௔ன் ோரவ்ாக இ௠க்ஶம், r 
எனேவ சமன்பா௄ 

இன் ௚௱ ௳ண்ெவளி ௌைளைய௞ம் ஶ௣க்ழறௌ என்பைத இௌ ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ நான் r3 
இங்ேக நி௥த்ௌழேறன் சரி மாணவரக்ேள நான் இப்ேபாௌ இங்ேக நி௥த்ௌழேறன் இந்த 
ெதாடரின் கைட஼ ௳ரி௵ைர நன்௣  நீங்கள் இந்த ஼க்கல் ோரக்்ஶம் அமர௵்களில் கலந்ௌ 
ெகாண்டதற்காக நீங்கள் அவற்ைற ர஼த்ோரக்ள் என்௥ நம்௖ழேறன், உங்க௬க்ஶ 
நல்வாழ்த்ௌக்கள் நன்௣ 
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