
ङࠪ ࠹ߦ థڡܽ࠱झ  ऴߦబऱ࡯ࣃ ࠹छ ంۃ ࣊షࣃ ړ ߤछ గతం ఇࡵ ܽߝ ޴కऐ కऐࡵ ࡹ ࡛ ࡛ నంబ࡛ ߘߝ ,ݡ࠮ iit 
ࠪऴޒకࡱ మݟ ࠾ࡍట࡛ ࠫ ऒߖڜࡍంۨన మ߅సంబం ڕల ݋ంߜ  సమసङ లߘ పࡍషए फࣃࡍ  ߘ
బܽद సమసङڒ  నంబ࡛ వߤ ऴపశऒ भ޳ࠚరంߦऴ ޜ ం  , ఇۮ ړ ޴ం޴న ࠴తफం ޷ࣆర సంఖङ  r x ޴అ ݟనంھߘక ߘ
࢐సफవ సంఖङ సం ࣋एڝ ߖ޵ ࡱ छ ࡛ 1 ప ऱ࣒ ङږ  ࠗ 2 ࣋ए छ ࡛ 1 ప ऱ࣒ ङږ 8  ࠗ 3 ࣋ए छ ࡛ 1 ప ऱ࣒  xx x x 4 x x x 9 x 

ङږ ࠗ ఈڙछ झࡽ  ܿ ఈڙछ झࡽ घࡍటݟ బܽद మనం ఈڒ  ܿ  छښఈ ݋ంߜ షߘ ߤ సంతృߧफప27 ߖ ۯࡍ x z 10 x
కڝߘए ओߩబܽद ఎڒ ࡯࢐ షएࡍప ݡ फࣃࡍ ం  ࢐సफవ సంఖङ  అ࠼ ఉంڒ ࡯ݞబܽद మనం ఈ ݟట࡛ ࠫ  x ݡంࡓ ߖ ݋ంߜ
भ޳޵࢑డ ڴࡱڴ࠙ ం ࠴దܽ ࠙గం ࣋ए छ ࡛ 9 ࣋ए छ ࡛ 1 1 1 ఇ࠴ ޴దܽ ݟటࡍघ  ండవ x 2x 3x x xࡓ ݋ంߜ
घࡍటݟ ए࣋ 4 ߩచదర ݋ంߜ छ ࡛ 9 ࣋ए छ ङږ ࡛ ࠗ వదभ ږङ ङږ 27 ࠗ ࠗ ఇړ 10 ޴ x 2 x 3 xx x x x x x 
సࠪనం సڒ ࡔబܽद ఇߩओ షएࡍప ߖߖ޵ ݡ भ޳ࡍ ం ఈ ݟటࡍघ घࡍటݟ ఈ ࡱ ݋ߝ फࣃۯ లభతరంࣆ ߘల ݋ߝ  ࡔస ࠼
फࣃۯ ఏࠫ ߘߝ బܽदڒ घࡍటݟ దܽ࠴  ߘంܼڕࣆޓ ߤమڒ ߘߝ అం݄ ߘ  x ݟంߘ 1 ࠹లڒ ߘߝ ݟంߘ ݋ంߜ

ए࣋ ݟంߘ 2 ࠹లڒ ࠾ࡍమ ࠹లڒ छ  x x ߘߝ ڼ࡮అ ,޴फంࣆవ 1 1 1 9 4 1 3 2 1 ڕబܽद మనڒ ంܼ࠭ڕࣆޓ ࡛
ए࣋ 1 ࠹లڒ छ ङږ ݟంߘ సࡏవ ࢓ࡱߖ ݟంߘ ࡛ ࠗ వరڕࣆޓ ڕంܼ࢓ࡱߖ ߘ వࡏస 3 ߘంݟ x x x x x 
࣋ए छ ङږ ړࡹ ࡛ x 1 2 3 1 4 9 1 8 27 ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ޴ఇ ,޴फంࣆవ  ڕమన ࠾ࡍమ ړࡹ ࠗ 10 x 
ङږ న࣒ 3 ప࠳ 2 ݟంߘ న࣒ 1࠳ న࣒ 9࠳ 4 ݟంߘ 1 ࠗ ऱ࣒  1 ఇ18 ߤ అࣆۨࣇ ߖफం࠳  ޴న࣒ 12 సࡔ పऱ࣒  ఇ޴ పవ࡛
ओߩఇ ࠾ࡍమ ړ6 ఇకए ݡ డ ߘߝ వࡏస 2 ߘం2 ݟ మ3 ࠾ࡍ వࡏస ߘంڕࣆޓ ߖ3 ݟంܼߘ .x 
 ޾फంࣆࠚఏࠫ ల ڕమన ޴ఇ ࡔసࠪనం స ړ10 ޴ఇ ޴फంࣆవ 9 3 1 4 2 1 1 1 1 1 ڕమన 3 ݟంߘ బܽद 2ڒ 
ङږ ࡯డनھ ړపవ࡛ 6 ޴ఇ ,  ޴फంࣆۨࣇ న࣒ 5 ప࠳ 2 ࠗ ऱ࣒  1 ప ऱ࣒  6 ప ऱ࣒  6 మ࠾ࡍ ఇߘ 1 ޴ం࠳ 18 ݟన࣒ 12 x 
ङږ 2 ړ పవ࡛ 6 ޴బܽद ఇڒ ښఓ ړసࠪనం  10 ړన࣒ 2࠳ 3 ݟంߘ న࣒ 4 1࠳ 9 ݟంߘ న࣒ 1࠳ ࠗ పऱ࣒  6 అߖ x x 
న࣒ 5 ప࠳ ࠾ࡍమ 6 ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ऱ࣒  1 అړ10 ޴ߝ సࠪనం ڒబܽद మనڕ వࣆफంڒ ޴బܽद 12x6 
మనڕ సࡕనږ 2 ޴ङ ࠗ పऱ࣒ పవ࡛ 6 ప 6 ޴సࠪనం 10 ఇ ڕ పవ࡛ 6 ݟంߘ 12  ऱ࣒ ङږ   x x x x ړ న࣒ 5 0࠳ ࠗ
సࠪనం ڒబܽद ߖߖ޳ ߷ङ క द࡛ भ޳ۯ ڴ  ం ڒబܽद మనڕ పవ࡛  ప ऱ࣒ ङږ  ङږ  ޴फంࣆన࣒  వ࠳ ࠗ న࣒ 6࠳ ࠗ 6 x 5 x 
5 అړ0 ޴ߝ సࠪనం అం݄ మనڕ పవ࡛ ږङ ङږ ࠗ ࠗ పऱ࣒ ङږ న࣒ 5࠳ 1  ࠗ పऱ࣒  1 ఈڙछ झࡽ  x x޴బܽद ఇڒ 0 ܿ 

ङږ ࠗ పऱ࣒  1 ఇږ 6 ߤङ ङږ ߖڴ 0 ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ న࣒ 5 అం݄ 0࠳ ࠗ ࠗ పऱ࣒  1 అం݄ 0 6 ޳ࡶ x x x 
ఆږ ࡏङ ऒߕࣆ ޶న࣒ ఐ࠳ ࠗ ङږ బܽदڒ ࡔస ݢంࡓ ޳ࡶ సࠪనం ړ ࠗ పऱ࣒  వࡅ ߤకए  పࢲࡍए రం x ah x 
ऒߕࣆ షएࡍప ߖߖ޵ ,ࡔసࠪనం స ړన࣒ 5 0࠳ 6 ޳ࡶ సࠪనం ړ भ޳ࡍ ం, ఈ ࡓంݡ సࠬకరހల ࡮࠮లߘ xq 
కڜߘए ం޳ం ڒబܽद ߖ޵ ߘߝऒ  మ   ◌ి◌ంత ࣆలభతరం ۯయగలڒ ߘబܽद ఇ5 ޴ ద 6 ࡌ࢐ శړ फړ క   షࠫంచంړ0 ݟ
సࠪనం ڒబܽद ఇకए డ ߘߝ ఏࠫ ࣃۯफ फࣃۯ ߘߝ ݄   అ ߘ ऒߖڜ  ߘ ऒߖߦࡐ రణ߄ࣃ   ߘంܼڕࣆޓ 
ఉ޳హరణڕ ۫డంږ ߘߝ ,ݟङ ࠗ మږ ࠾ࡍङ కएࡅ ࠗ ऒߖ࡮࠮   గࣃށफ ప  ޴ఇ ,ߘ ऱ࣒  రऴసం x xޔచ ࡯డनھ 
తపओ  మࡖకܽ ࠳ ޶ڒన࣒ ھడन࡯ ప ऱ࣒  చޔరऴసం ڒబܽद ఇߕࣆ ޴ऒ  x ړ న࣒࠳ అం݄ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ
సࠪనం ఇ޴ ఇ࠴ ޻దܽ ఆࣔరం మ࠾ࡍ సࠪనం ఈ ߕణङ ప  ڕసం మనڝ సࠬకరణం ޑ ऱ࣒  న࣒ x xa࠳ 
ఒక ప ޴ఇ 2  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜరऴసంޔన࣒ 4 చ࠳ ऱ࣒ తపओ 3 ݋ࡐ న࣒࠳   మޜ2 ߘߝ ,޶ڒ ࠬࡔ a 
भ޳۫ ࡔబܽद సڒ ࡔస ࡱ࠻࢑ష బܽद ఈڒ ࡔస ߘంۧڵ࠙ ం ڒబܽद అ࠳ ޴ߝన࣒ ړ సࠪనం మ࠾ࡍ x a x 
అ޴ߝ పऱ࣒ छ޳ ,సࠪనం ړ3 ݋ࡐ న࣒ ఒక࠳   i 2 న࢑ݟంచబڵ࠙ ࡌ

కएࡅ  x.ࡱ࡮࠮ 
ङږ   ࠗ ప ऱ࣒  ఒక ږङ ࠗ అړ0 ޴ߝ సࠪనం.
బܽद ఇకएڒ  డ ࠬࡏ ۫࣋फ మనڕ ఒښ ఒక ߖజ࠳న ݋ࡐ ఉం޴, అ޴ అం݄ ࠳న࣒ ڕ సࠪనం సڒ ࡔబܽद x x 
ङږ ࠗ పऱ࣒ ङږ  ࠗ అం݄ 0ړ సࠪనం అం݄ ఒښ ఒక ߖజ࠳న ݋ࡐ ఉం޴ , ఇ޴ ࣾࠫంచంݟ సࠪనం  అ޻ x 
࢑ధంږ ڴङ ङږ న࣒࠳ ࠗ ࠗ అం݄ 0  ړ సࠪనం అޙ࠼ ఇۨऐ న ఒక ߖజ࠳న ݋ࡐ ࠪऴత࠲ ఉం޴ x x x 
ఇۨऐ న ఒక ߖజ࠳న ݋ࡐ ఓښ ఇతర ࡓంڒ ݡం߭ऱڡझ  ఒకܽ ఓڒ ښబܽद ࡏࠬ ࠭࠲ పࡍऴశమߘ అ࢑ ޻ధంڴ 
యవ۪ऐۯ అర ߖ޵ బܽदڒ  बం ఏࠫܽ ږङ ࠗ పऱ࣒  ఒకܽ ߕࣆऒ ङږ  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ  x 6 ࠑ న࣒ 5࠳ ࠗ
అړ 0 ޙ࠼ సࠪనం, ࡍయ6 ࠑ ݋ࡐ ࡽ పవ࡛ 1 3 సڒ ࡔబܽद ߖ޵ అర बం  x 5 
ఈ సࠬకరణం ࣄ ࣋ए छ ࡛ 1 ప ऱ࣒ అర ߖ޵ ߖफందࣆࠚల ࠲ऴతࠪ 2 ݋ࡐ న࠳జߖ ړߖ޳ఒక ڕసం మనڝ  बం ږङ ࠗ x 

࣋ए छ ࡛ 1 ప ऱ࣒ ङږ 8  ࠗ 3 ࣋ए छ ࡛ 1 ప ऱ࣒ ङږ 27  छ޳ అ࢑ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ10 ࠗ  x 4 x x x 9 x x x 2 ࡌ
ఇవछ బݞन छ޳ సࠪనం  1 ړపవ࡛ 1 3 ࠑ 6 ړ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ న࣒ 1࠳ ࠼ x pi ࡍవۨ ޴బܽद ఇڒ 3 ࡌ
సࠪ߄నం ڒబܽद మࡖక సమసङ షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం సڒ ࡔబܽद a 
అ޴ߝ ऴޓ ऴ࣒ڒ ऴޓ ࠪङ ऴܽڡझ ए࣋ ޴సࠪనం, అ ړ1  छ ࡛ 1 ప ऱ࣒  2 ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ 1 ప ऱ࣒  3 ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ 2 ప ऱ࣒  l pi 
ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ 2 ప ऱ࣒  2 ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ 2 ప ऱ࣒  3 ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ 3 ప ऱ࣒  ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ 3 ప ऱ࣒  2 ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ 3 ప ऱ࣒  3 ఆ࡮औ
࣋ए छ ङࠪ 3 ࣒ڒऴ 3 ࠉ ࡛ ऴܽڡझ  అం݄ ࡅకए घࡍటݟ  औ࡮న࣒ 6 4 8 ఆ࠳ ݋ంߝ  వ ఎంత aࡱ࢑ సࠪనం ఆ߯ ړ
అޔ࢓ం޴  ఆ࡮औ  సڒ ࡔబܽद మనం ࠴దట ఆ࡮औ  పరంݟ ڴటࡍघ छࡌత ࠾ࡍమ ࡯ߕھߘక ߘ ݋ంߝ త ޒ ࠭࠲ऒ
పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ फࣃ ࠭  సࠬకరణం ఓڒ ښబܽद అ޳ۯ ࡮भ ం ڒబܽद ߖ ߖర प࠼ం޴ۯ ఏࠬ ߗڒ ޶ڒ ఆ a 
भ޳ۯ లభతరంࣆ ߘబంధనలߖ ం ڒబܽद ఇ1 ޴ ప ऱ࣒  2 ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ 1 ప ऱ࣒  4 ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  4 ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ 
ప 1 ޴డవ࠮ ऱ࣒ झڡࣄ   ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ घࠫޛ  ए࣋ ޴ छ ࡛ ఓښ అߩओ పऱ࣒ ڷࡱߕ సࡏండవ వࡓ ݡ औ࡮ఆ ڷࡱߕ   n  pi 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఓښ మ࠾ࡍ ఇ4 ޴ ప ऱ࣒  8 ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  4 ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ఇ4 ޴ ప ऱ࣒  6 ఆ࡮औ  l pi 12 ޴ఇ ޶ڒ 
ࣾࠫంచంݟ ఇ4 ޴ ప ऱ࣒  12 ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  9 ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ఓڒ ښబܽद  నߘऒ  ࣾࠫంచంݟ, ࣾࠫంచంڒ ݟబܽद ఇ4 ޴ ప ऱ࣒  

Pru
tor
@
IIT
K



12 ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  9 మ5 ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ స࠮ ࡔడవ వࡏస 9 ప ऱ࣒  6 ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ సࡔ ఆ߯ 9 ప ऱ࣒  12 ఆ࡮औ  
 ప ऱ࣒  4 ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ సࡔ మ࠾ࡍ  అߩओ డవ ऴప࢘శం 9 ప࠮ ݡ ऱ࣒  18 ఆ࡮औ  ఓښ ప ऱ࣒  9 ఎࠀ ࡽ ࣋ए छ  గܽ࢟ 5ߜ ࡛
࣋ए छ ࡛ ఓڒ ښబܽद ఇࠫޛ ޴घ ओߩబܽद ఇڒ ښఓ ޴ घࡍటݟ ޴ఇ ݡ ऒߖ޵ బܽदڒ ݋ంߝ  సరࢁకࡍంచړߖݞ a 
ऴపయޒऒ भ޳ ం సڒ ࡔబܽद మనం ڜంత ࣃۯफ ࠭.
ऒߖڜ    ऴߦథࠫక వࡏస ఆపࡔషࣃۯ ߤफ फࣃۯ  ߘߝ బܽदڒ ߘ r2 r2 r1 ߖ న࣒࠳ ߖ ߤషࡔఈ ఆప ߘߝ అం݄ ߘ
వࡍ फంపܑࣃफ फࣃ࢘ࣄޓ ޜస 2ࡏन వݡఅ ߘసࡏబܽद మనం 1వ వڒ ߘ ࠭ మ࠾ࡍ అݡन వࡏస 3 ݞږ అݡन వࡏస 

फࣃ࢘ࣄޓ ޜసࡏవ వ ߖ 1 ޜ ߤషࡔఆప ࡗ ࡎంట࠱࡯బܽद మనం  ఈ ఎڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ న࣒࠳  బܽदڒ ࠭ 3 r3 r3 r1
घࡍటݟ छࡌఫ ޴బܽद ఇڒ ޶రࠪ ݋ంߜ ओࡏࠪ ఎܿవంܽ ࡹసࡏదܽ వ࠴ ఏࠫܽ అం݄ ޴బܽद ఇڒ ޶ࡶ  ޶ࡶ 
ప 1 ߖߖ޳ ࠭࠲ బܽदڒ ऱ࣒  2 ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ 1 ప ऱ࣒  4 ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  4 ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ఓښ 
మ1 ࠾ࡍ ప ऱ࣒  6 ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  9 మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ అߩओ ప 3 ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ న࣒࠳ ݡ ऱ࣒  2 y r2 r1 
ఆ࡮औ ఇకए ޴ంޔ޶ం߰ ߘ డ మన3 ڕ ప ऱ࣒  4 ఆ࡮औ  వࣆफం޴ ఇకए డ మన3 ڕ ప ऱ࣒  6 ఆ࡮औ  వࣆफం޴ సࡔ మ࠾ࡍ 
పऱ࣒ ޴ࠫߖఎ ڕబܽद మనڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡ࠮ సࡏడవ వ࠮ औ࡮ఆ ڷࡱߕ   ఓښ మ࠾ࡍ ఎ޴ࠫߖ పऱ࣒  r r 
ఎ޴ࠫߖ ఆ࡮औ  ఓښ మ࠾ࡍ మన8 ڕ ప ऱ࣒  12 ఆ࡮औ  ఓښ వࣆफంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇߩओ  బܽदڒ ޻ఇ ޴ۯంࠚల ڕమన ݡ
ऒߖڜ ऱࢁమ ࠭࠲ ओࡏࠪ  फࣃۯ ࡱ चࢁమ ࠭࠲  ࠭ ऒߖڜ   ऴߦథࠫక వࡏస ఆపࡔషనऱࣃۯ ߘफ ࠭, ఉ޳హరణڕ uh 
ऒߖ޳ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ڴసࡏफ  వ࣋ށڷ ߖߖ޳ండవࡓ ߘߝ  uh uh ޴బܽद ఇڒ ݟయం࢘ࣄޓ ޜసࡏడవ వ࠮ 
ఆపࡔష࠳ ߘߝ ߤన࣒ 2 ࣃۯफ भ޳۫ ߖఅ ࠭ޑ޶బܽद మనం ఏࠫ ߰ంڒ ࡔస ߘ ం ڒబܽद ఇకए డ ࠴దܽ r3 r2 
మࡓ ࠾ࡍండవ వࡏస ݟటࡍघ ఈకछ ݋ంߜ ओࡏࠪ ఎܿవంܽ ࡹ ࡽ  a ࡹసలࡏవ ݡంࡓ దܽ࠴ ,ࡔస ޶ࡶ 
ఎܿవంܽ ࠪࡏओ బܽद ఒకܽ పऱ࣒ڒ ޶ࡶ   2 ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ ए࣋ ࠀ  छ ࡛ 1 ప ऱ࣒  4 ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  4 ఎࡽ ߸ ࣋ए छ ࡛ 1 ప ऱ࣒  6 n 
ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ߤߞ   ࣋ए छ ࡛ సࡓ ࡔండవ వࡏస ݡ࠮ పऱ࣒  ݀ ఆ࡮औ  3 ప ऱ࣒  4 ఆ࡮औ  మ3 ࠾ࡍ ప ऱ࣒  6 ఆ࡮औ  
అߩओ औ࡮బܽद ఆڒ న࣒ 2࠳ బܽदڒ న࣒ 2࠳ ߤషࡔఆప ݡ  పదం ݋ڞߕ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद r 3 r 2 r 3 r 2 
మనం ఇకए డ 2 మ2 ࠾ࡍ మ࠾ࡍ ఇ2 ݞږ ޴.
 సڒ ࡔబܽद నߘऒ  అߘమޒంచంݟ  మࡖక ࡍࣃ ధృ࢒కࡍంచంݟ సڒ ࡔబܽद సߖ޵ ߘߝ ࡔऒ ࡍߪ  फڴ 
వछߖంచڵలޛ ంڒ ݟబܽद మనం ߖ޵ऒ  మࡍంత ࣆలభతరం ۯయగల࠭ ڒబܽद అߘ࢓ మనం ఇߩओ ऒߖڜ ݡ  
फࣃۯ ߤషࡔఆప ࠹లڒ ࠭ ఉ޳హరణߘߝ ڕ ఈ ఆపࡔష࠳  ߘ ߤన࣒ ࣃۯ ړफ న࣒c2࠳  ࠭࠲  ࠾ࡍమ ߘ c1 c3 c3

ࡍవ ߖ फంపܑࣃफ ࠭ సࡔ, ఆ߯ మనڕ ఏࠫ లࣆࠚफం޳۫ ޾भ ం, త޳छ రߖ ޴అ ࡌ प࠼ంచబޔݡంߕ  ޴ంࡱ࢑ ݋వc1
ࠪరڒ ޶బܽद ࠴దܽ ࢓ࡱߖ వࡏసࡹ ఎܿవంܽ ࠪࡏओ బܽद 1 పڒ ޶ࡶ  ऱ࣒  2 ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ 3 ప ऱ࣒  2 l phi 
ఆ࡮औ  2 మ࠾ࡍ ఇ2 ޴ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  3 ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ ఇ4 ޴ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  8 ఎࠀ ࡽ ࣋ए छ ࡛ 
ఇ2 ޴ ఆ࡮औ  మ࠾ࡍ ఇ4 ޴ ఆ࡮औ  సࡔ మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ޴ऒ  అޔ࢓ం޴, ఇߕࣆ ݞږ ޴ऒ  సڒ ࡔబܽद ఇߩओ  ݡ
మనం ݟటࡍघ फࣃࡏޘ ࡹడవ ࠙గం࠮ ߖߖ޳ ࠭࠲ ߗڒ ޶ڒ ఏࠬ ޴బܽद ఇڒ రవగల࠭ޘ ߖ ݋ంߜ ࠭  అݡन 
వࡏస ڒబܽद ఇࡏࣃ 2 ޴ऱ 4 ఆ࡮औ ప  2 ߘ ऱ࣒  3 ࣋ए छ औ࡮ఆ 4 2 ݋ం࠼ߦ న࣒ 2࠳ ࡛  ప ऱ࣒  8 ఆ࡮औ  n l pi n 
࣋ए छ औ࡮ऱ  ఆࡏࣃ  ڕߕ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆఇ ࠲ऴతࠪ ߘ ࡛  ࣋ए छ ࡛ ఐ ࡽݥ ࢙ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ఆ࡮औ ङږ  ࠗ ఓ2 ښ 8 16
ఇࣆफంڒ  ޴బܽद ఇ8 ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  12 ఆ࡮औ औ࡮న࣒ 8 ఆ࠳   ࣋ए छ औ࡮న࣒ 16 ఆ࠳ ࡛ ङږ  ࠗ తపओ  l phi q 
మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ ఇ޴ ۨనऒ  ࣋ए छ औ࡮న࣒  ఆ࠳ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ࡛ ङږ  బܽद pi 8ڒ సࠪనం ڕ ࠗ a 
కएࡅ రߖ  प࠳ ࡍڒ߅࠻న࣒  ఆ࡮औ ङږ  బܽद ऴపశऒڒ ࡔసࠪనం స ړ ࠗ ఇవछ ޴అ ࡹ బݟంݟ ޴టࡍघ న࣒ 8࠳ ݋ంߜ
648 ఆ࡮औ औ࡮న࣒ 8 ఆ࠳ ޴సࠪనం ఇ ڕ ङږ  औ࡮న࣒ 6 48 ఆ࠳ ࠗ औ࡮ఆ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ڕ  న࣒ 8 81 q࠳ 
సړ0 ࡔ సࠪనం ఇ޴ ఆ࡮औ झ࠹݅   ఆ࡮औ औ࡮ఆ ޴బܽद ఇڒ  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړన࣒ 9࠳   l pi ࡱవࡱ࢑ 
0 9 మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 9 అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ఇ࢑ ఆ సࠬకరణం కڵ࡯ ఉనऒ  ఆ࡮औ కएࡅ  బܽदڒ ࡱవࡱ࢑ ݡ࠮ 
ఇ޴ ۨవࡍ సࠪ߄నం సࡔ సڒ ࡔబܽद మࡖక సమసङ  ऴపశऒ షएࡍప ࡹకలޒऴࠪ 3 ࣒ڒऴ  ߘ भ޳ࡍ ం b2 3 mn n 
చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ڒక߱ړ ޙ సࠪనం  mn nm
మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ శړ फ 4ړ సࠪనం ڒబܽद ࠴దܽ ࠙గం ߖర प࠻తघ కం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ m m mn 
ऒߕࣆ ङࠪ ࡗ܋-ߤߕ ޴ఉంܿం ޓऴ ࣒ڒండవ ࠙గం ఉం݄ ऴࡓ సࠪనం ړ ऴܽڡझ  అం݄ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  a3 u m mn 
࣋ए छ ऒߕࣆ ࡛  ࠪతృక సࡔ సڒ ࡔబܽद ఈ సమసङ షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం సࠪ߄నం సڒ ࡔబܽद ఇ޴ ఇవछ బݟం޴ u n 
అం݄ సࠪనం అߖ ఇవछ బݟం޴ nm 
అ޴ మనڕ ఏࠫ ఇࣆफం޳۫ ޾भ ం  ڒబܽद ߘ  ݟڕ ߘߝంݟ మߘ ࠾ࡍంړࡹ ݟ ఉࣣ ڒబܽद ࣋ށڷ ߘफ t n mn 

࣋ए छ సࠪనం mn nmn ړ ࡛
మ࠾ࡍ ఇߩओ ఇకए ߘߝ ݡ డ ఈړछ झࡽ  ఈకछ झࡽ ࡍవ ߘ  फంపܑࣃफ ए࣋ ڕబܽद మనڒ ߘ छ ࡛ ఈకछ  mn nm mn ܿ  ࡽ
ఓښ మ࠾ࡍ ఇ޴ ࣋ए छ రऴసం ࣋एޔచ ڕబܽद మనڒ  సࠪనం ړ ࡛ छ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړ ࡛ ऒߝ޵ ݡ  n m mn n 
ए࣋ ݟంڝࣆޓ छ ࡛ అ޴ߝ పవ࡛ 4ړ సࠪనం, ڒబܽद ఇ޴ పవ࡛ 4ړ ࣋ए छ m m n 0 ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖ న࣒࠳ ࡛
ࠪऴޒకࣆۨࣇ ߘफంڒ ޴బܽद ఇࣆۨࣇ ߖ0 ޴फం0  ޴ ࠪङ ऴܽڡझ  0 ࠪङ ऴܽڡझ  అ޴ߝ అߖऒ  ఎంऴܾలݟږ ޜన 
ࠪङ ऴܽڡझ  0 సڒ ࡔబܽद ఇߩओ ङߩߖࠪ ంతڜ ࡹఈ సࠬకరణం ݡ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ߤషࡶ भ޳ ం, ڒబܽद ߘߝ 
ఎలऱߩओ ए࣋ ݢ छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  0ms m n mn n ߘऴ࢐యగల ߖసࠪనం అ ړ పవ࡛ 4 ݟంߘ న࣒࠳ ࡛
ࠪతృక 

ఇకए డ ߄ࣃరణంڝࣆޓ ڴవచऐ ఇకए ޴అ ,޴फంࣆۨࣇ ߖ డ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ, ఇకए డ mi m n 
ए࣋ ߘߝ छ फࣃࡏࠪ ړ ߩచదర ߖ ࡛ ए࣋ ߘߝ బܽदڒ ߘ छ క mn n mߘసࠪనం క ړ  ړ  పవ࡛ ߖ న࣒࠳ ࡛ n m n 4 0
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ఇߘߝ  ޴ ఇకए డ ߘంڕࣆޓ ݟం݄ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  mm n n n m ࠭ޑ޶మనం ߰ం ޴फంࣆۨࣇ ߖ ࡛
న࣒ ࣋ए࠳ छ ప  ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ  ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ߖ ࡛ छ ऒߕࣆ ࡛  అߖ ߰ం࠭ޑ޶ n 0 m n m n 
ऒߖހబܽद ఈ సࠬకరڒ  నంబ࡛ వߤ అ޳ࡱߧ ߖभ ం ڒబܽद ఇߩओ गࡌసంద ݡంࡓ ݡ లߘ పࡍగށంచంݟ, ఇకए డ m 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ రߖ ࡛ प࠼ంచబޔݡంߕࣆ ޴ऒ  సࡔ అం݄, ࠴దܽ ࠙గం ఏࠫటం݄, మనం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  n m mn 
࣋ए छ కएࡅ ࡛ घࡍటݟ  అం݄ ࣋ए ࡯ంۧߧࡐߖ ߖ ݋ߝ छ ࡛  అߖ అర बం ڒ ࡯࢐ڝࣆۯబܽद ఈ ݟటࡍघ 0 ߘߝ ݋ంߜ
घࡍటݟ ߖߖ޵ ప  ڴ ݋ంߜ ऱ࣒  ࣋ए छ घࡍటݟ ޴ఇ ,ߘऴ࢐యగల ڴ ࡛ ప  ݟంߘ  సࠪనం ړ ݋ంߜ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ m n m m n 
కएࡅ घࡍటݟ  పऱ࣒  ࠾ࡍమ ݋ంߝ  ࣋ए छ కएࡅ ࡛ घࡍటݟ  ऒߕࣆ ࠭࠲ ߖ ݋ంߜ ऒߕफࣆށగࡍప ڴ  m n޴బܽद ఇڒ ࠭
ऒߕࣆ  అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ఇంࡹ޶ ఈ ߕࣆऒ న ࣋एࣄ࡯ޘ ڕߕ  ऒߕࣆ బܽद ఈڒ ࡛࡮ లޜ గందరڿళం 
घࡍటݟ బܽद ఈڒ  ࡔస ݟందకంۮ ऒߕࣆ ݋ంߜ రߪ ందړ ࣒ښ దܽ ࠙గం ఈ࠴ బܽद అం݄ڒ  फ࠼ంڒ ޴బܽद అ࡮ 
ఉంߗڒ ޴ మࡖక సందరग ం ࣃ ݞږధङ  అం݄ 2 ࣒ښ అం݄ ࠲

 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ऒߕࣆ ࡛ गࡌసంద ࠲ऴతࠪ బܽद ఇ࢑ڒ ޶ڒ సࠪనం ړ ధङࣃ ࡱ  m n tw  o ࡮అ ޴క ఇߘక ࠲
అޙ࠼ 

 ప ऱ࣒  చޔరऴసం ࡹ࢑మంڴ ఉందߖ అర बం అం݄ ఈ ࡹ࢑మం ఉం޴ సࡔ అߩओ  m n ߖమనం సࠬకరణం 1 ݡ
ఎడమ ߘంݟ  ప ऱ࣒ ప  ޴ఇ ࡔస ࡯ంۧށڷ ޜమంࡹ࢑  ऱ࣒  ࣋ए छ ऒߖࠪࡹ࢑ ࡛   ప ऱ࣒ m n m n m n  ޴फంࣆۨࣇ ړࡹ 
చޔరऴసం ࠳న࣒ చޔరऴసం ߕࣆऒ ఇకए ,ࡔస ࡔసࠪనం స ړ డ మనం ఏࠫ ߖ࢐ܽ ࠵ࣃۯ ఎడమ ߘంݟ m n 
సࠬకరړߖހ ࣋ए छ ࡍڷ ޴బܽद ఇڒ ࡯ంۧށڷ ߧ࡯మం కࡹ࢑ ࡛ फంߩ ࠪతృకߘ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఇ࠳ ޴న࣒ n m n 
చޔరऴసం  ࠪऴޒక అࣆۨࣇ ߖफం޴  సڒ ࡔబܽद ߘߝ ఇకए फࣃవ ݦ ए࣋ ޴ߝఅం݄ అ ߘ छ సࠪనం 0 ړ ࡛ m n 
మ࠾ࡍ ఇࣃ ޴ధङ ం ޶ڒ సࡕన޶ڒ ޴ ఇࣃ ޴ధङ ం ޶ڒ ఎం޶కం݄ ऴపశऒ ए࣋ ޶ڒ ࡹ छ  m n ,޶ڒ సࠪనం ړ ࡛
ఇࣃ ޴ధङ ం ޶ڒ సࡔ సڒ ࡔబܽद  ఇ2 ࣒ښ ޴ సంభ࢑ంచదࣆۨࣇ ߖफం޴ ఎం޶కం݄ అ޴ సంభ࢑ంۨనటऱޙ࠼ 
అߩओ ङ߄ࡏ࢙ ࠭࠲ ݡ ంద సందరगړ ޴బܽद ఇڒ ࡔంܼ࠭ సڕࡏۯ ړߖ ంڵ࠭ ࡹంచబݟన ࢑ధంڴ ࣋ए छ ࡛ m 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛ घࡍటݟ  ऒߕࣆ ݋ంߝ  అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ࠴దܽ޴ ࠙గం ࠴దܽ ࠙గం ߪర फ࠼ం޴ mn 
ऒߖڴ࠙ ండవࡓ ࡹండవ ࠙గంࡓ బܽदڒ ండవ ࠙గం ఏࠫܽࡓ బܽदڒ भ޳ۯ ࢓܌ࡏ  ం , అకए డ ߕࣆऒ  తృకࠪ ߖڒ 
ఉం޴ అߖ మనం ۫ߧంۧڒ ࡯బܽद ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ऒߕࣆ ޴ߝఅ  ࠾ ࡛  ండవ m mnࡓ బܽदڒ సࠪనం ړ
࠙గంࡹ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ऒߖڜ ࡛ ङࠪ ࡗ܋-ߤߕ  ऴܽڡझ  బܽद m mn u uڒ ࡔస ࡯ంۧߧ۫ ߖసࠪనం అ ړసం 0ڝ 
ఈ ߕࣆऒ  ఇߕࣆ ޴ऒ  ࠪతృకࣆۨࣇ ߘफంڒ ޴బܽद ߘߝ అߖऒ ంܽߖ ऴపࣃफ ࢑ంۧ࡯झ న అవసరం ޶ࡶ 
ऒߕࣆ  ࣋ए ए࣋ ۯంۨࣇ ߘ ࡛࡮ ఉనऒ ࡛࡮ ओߩ డ࡮ऱ  ఓߖښ అߘసࡍంచడం ࣆలభం అߘߝ ߖ అڕߘంܿߕऒ  ,ߘ
మߩ࢙ࡗ అ޴ ࠪతృక అޙ࠼ అ޴ ࠪతృకࣆۨࣇ ߘफం޴, అం݄ మనం ߕࣆऒ ࡍڷ ߖ తృకࠪ ߖڒ  फంۧ࡯.u
ओߩబܽद ఇڒ ࡔజం సߖ  भࡿࢗ ڵࡍޒ ړసࠬకరణం ఒకܽ ݡ ం ఒకߘ ߖ޳ంݟ ఈښछ షߤ నంబ࡛ వߤ అం݄ మనం ఈ m 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ߖ ࡛ छ ऒߕࣆ ం݄ڕࣆޓ ړࡹ ࡛ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړ ऒߖ޵ ࡏࠬ ݡ  ఓޜߖ޵ ښ n m n m 
ए࣋ ޴ߝఅ ޴ంޔ߱ࡍफ స࣋ށڷ छ ࡛ ప ऱ࣒  అࣆۨࣇ ߖफం޴ మ࠾ࡍ చޔరऴసం ࠳న࣒ చޔరऴసం mn m m m n 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ఆ߯ ,ࡔసࠪనం స ړ న࣒ ࣋ए࠳ ߘతృకࠪ ߖڒ  छ రछߖ ڴ ࡛ ۨంచంݟ, ఇ޴ ऴపశऒ కएࡅ   am n 
పࡍకలओ న ߘంݟ ऴపశऒ ए࣋ ޴ఇ ࡔస ޶ڒ సࠪనం ړ0 ݟంߘ  छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అࣆۨࣇ ߖफంߕࣆ ޴ऒ  m m u 
ࠪऴޒకڕ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ సࡔ అߧࡐߖ ߖంచబݟం޴ అڒ ߘ࢓బܽद మࡖక సమసङ షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం ڒబܽद m 
అ3 ޴ߝ ऴ3 ࣒ڒ ࠪङ ऴܽڡझ छ޳ 1 0  ఇవछ ࡌ బݟం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక ࠼܉ం޳ ݋छ  a 1 2 3 3 3 b 1 ࡌ
ఇవछ బޔݡం޳ ޴छ ఇవछ ࡌ బޔݡం࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ వߤ ఓښ ࣊కంݭ మనం ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ఆࡏ m 
ఇకए ښన࣒ ఒకܽ ఓ࠳ ݡ࠮ ޶న࣒ ఐ࠳ ݡంࡓ డ మ࢐ ࠾ࡍసफవ సంఖङ ࢐సफవ సంఖङ ࠾ࡍమ ࡱ  a b a bࡱ
సࡔ ఆ߯ నంబ࡛ వߤ పऱ࣒  అߧ۫ ߖంచంݡ࠮ ݟ ࣊కం࡛ߦ ݭ द సࠪనం ࠼܉ంࡹ࢑ ݋మం మ࠾ࡍ b a  m m
కएࡅ మంࡹ࢑ డవ ࠙గం m࠮ , సࠪనం ړ న࣒࠳ ݋ం࠼܉ 
ఆ࡮औ కࢗ ఒక ࣒ڒऴ ݡ࠮ అం݄ ړࡹࠪڴ ܼࠊ  द࡛ औ࡮ఆ ޙ࠼సࠪనం అ ړ3 2 1  పऱ࣒ ܼࠊ న࣒࠳   m ړ3 ࠪڴ 
సࠪనం ڒబܽद ఇ޴  అ޴ߝ సమసङ भ޳۫ బܽदڒ  ం ߖ޳ऒ  పࡍషए भ޳ࡍ ం ڒబܽद ఉࣣ ఇవछ బݟం࠼܉ ޴ం݋ m 
ఇవछ ݞږ బݟం޴ మ࠾ࡍ అ޴ߝ మ࠾ࡍ అߝ ఎంऴܾలڒ ࡯࢐ڝࣆࡱޘ ߘబܽद ऴߦథࠫకం࠴ ڴదట m a b a
మ࠾ࡍ లߘ గށంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం ڒబܽद ࠴దܽ సమసङ ऒߖڴ࠙ దܽ࠴   పࡍషए भ޳ࡍ ం ڒబܽद ఇకए డ b m
ఉం1 0 ޴ ఎ 1 2 ऴޓ ऴࠉ ޓ వߤ ఆڒ ݋ࡕ ࡽబܽद ࡅకए  వߤ వڝ ߤ߷క द࡛  అం݄ ఏࠫܽ ڒబܽद ఇ࠴ ޴దܽ అݡन m 
వࡏస మ࠴ ࠾ࡍదܽ ࢓ࡱߖ వࡏసޛ ߘలڵంచడం ޳छ సࠗ ࠪङ ۯంࠚల ࡌ ऴܽڡझ కएࡅ  घࡍటݟ  తపओ ݋ంߝ  
మࡖకܽ ޶ڒ.
కएࡅ కޒఉప ࠪऴ 1 ࠉ 3 2  घࡍటݟ  घࡍటݟ బܽद ఈڒ ݋ంߜ  ݋ం࠼܉ ࠭࠲ బܽदڒ ࡔస ࠉ న࣒ 3࠳ 2 ݋ంߜ
ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ ޳ࡶ   సࠪనం m ړఎంऴܾ 1 1 ࠉ న࣒ 3࠳ అం݄ 2 ࠉ న࣒ 3࠳ బܽद ఈ 2ڒ ࣆࡱޘ ݋ం࠼܉ 
వ ఉమघڷఎ ࡯࢐ڒ న࣒ 1 తపओ࠳ ޴ఇ ߩ࢙ݟڕ ݟ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇ3 ޴ అం݄ 3ړ సࠪనం అߖ m b 
ओߩబܽद ఇڒ ࠭޳బܽद మనం ߰ంڒ సࠪనం ړఅం݄ 1 ,޴फంࣆۨࣇ కएࡅ కޒఉప ࠪऴ ݡ घࡍటݟ   b b ݋ంߝ
తపओ  మࡅ ߖࡶ ࠬࡔకए క߷ڒ ఒక ݡ࠮  द࡛  m col ߘ దܽ࠴ ࠾ࡍస మࡏడవ వ࠮  ݟనంھߘక ߖ 
छ޳ ంచడంڵలޛ ङࠪ 2 ࣒ڒఈ 2 ऴ ޴క ఇߘక  ޴ంݟందబ߰ ࡌ ऴܽڡझ కएࡅ  घࡍటݟ 1  తపओ ݋ంߝ  umn a 2 3 
మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ ఇ࠳ 3 ޴న࣒ తపओ  మ2 ,޶ڒ ࠬࡔa 
క߷ڝ ޴ߝఅ ݋ం࠼܉ బܽदڒ द࡛  ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ   ऴܼߤझ  ߱  ఒక m uh ݡ࠮ బܽद ఈڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ܘ
క߷ڝ द࡛  ఉమघ కएࡅ ݟ  ఒక ࣃ ݡ࠮ब నంߖ ࡹలछ న࣒ ఉమघ࠳ 3 ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔݡయబۯ  కएࡅ ݟ  m 2a m 
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1 3 ऴప࢘శం అࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇ࠳ ޴న࣒ 1 తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇړ4 ޴ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం2 ޴a a is
బܽद ఒక పڒ సࠪనం ړ2  ऱ࣒ సࠪనం పऱ࣒ ړ2 ࠉ   1 అం݄ 3ړ సࠪనం ڒబܽद ࠴దܽ ࠙గం ఓڒ ښబܽद ࡓండవړߖ޳ 
भࡿࢗ ం ڒబܽद ߘߝ ఎڡझ  ऴ߭షߤ మ࠼܉ ࠾ࡍం݋ ఇనछ ࡛झ भ޳ऴ࢐ ߖ ݋ం࠼܉ మࡹ࢑ ܿߦ ޜ  ం అߖ m m 
mࡱవࡱ࢑ ࠾ࡍమ ڕబܽद మనڒ ࡯ంۧߧ۫ ߖఅ ࡔమనం స ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ ޴ఇ ޴ంޔࠋۮ a b 
बࣃ  ంۨڵࡆఉప ߘవలࡱ࢑ బܽद ఈڒ ࣆࡱޘ నం3 2 1 2 2 1 0 ࡹ అޔ࢓ం޴ మڒ 1 ࠉ 3 ࠾ࡍబܽद 1 1 3 1 ࠉ AI 
भ޳ށబܽद గڒ ం ڒబܽद ࡅకए घࡍటݟ  న࣒ 9 తపओ࠳ ఉࣣ 1 ݋ంߝ  మ޶ڒ ࠬࡔ  ఇ࠳ ޴న࣒ 1 ߘం࠳ 1 ݟన࣒ 9 m 
 ప ऱ࣒ .న࣒ 6࠳ 1 ݟంߘ 2 
కएࡅ బܽदڒ సࠪనం ړన࣒ 2࠳ న࣒ 10࠳ 8 ޶ڒ ఏࠬ ޴బܽद ఇڒ  घࡍటݟ   బܽद m mڒ సࠪనం ړన࣒ 2࠳ ݋ߝ
కएࡅ  ఉమघ రߖ ߖݟ प࠼ం޴ۯ అߖ మన࠴  ࣆࡱޘ ڕతफం చޔరऴసం ࡅకए पࡌߖ  యకం తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ m 
ఎం޶కం݄ ऴڒ 3 ࣒ڒబܽद ఇړ0 ޴ సࠪనం ڒ 4 ߖڒబܽद ޵నర बం ఉమघ  m 3 m ڴమంࡹ࢑ ޴తృక ఇࠪ ݟ
ఉంܿంڒ ޴బܽद సڒ ࡔబܽद వङ ڔ फకరణ޳ۯ ࢓܌ࡏ ߘभ ం ڒబܽद మనڕ ఇ࠼܉ ߖ ࣆࡱޘ ޴ం࠼܉ ړࡹ ݋ం݋m m 
ऐࡌۯ ړߖࠪࡹ࢑ ࣄۯ ࡍవ ڕకలޒऴࠪ ݡంࡓ ߕ޼ఏ ޴బܽद ఇڒ ࡏ फࣆफం޴, ఇࡍڷ ޴ फంߩ ࠪతృక తపओ  మࡖకܽ m 
घࡍటݟ ޴ߝఅ ޴ంࡍۯ ߘߝ ޴ఏ ݋ం࠼܉ బܽद మనڒ ޶ڒ ఇనछ ݟంߘ ݋ంߝ ࡛झ  mi m m m m ݋ం࠼܉ 
छ޳ ݟంߘ లߩ࢙ ݡంࡓ ݟంߘ ߩబܽद మనం ఎడమ࢙ڒ  సࠪనం ړߖࠪࡹ࢑  i m ޴ఇ ߖంచగలమށڷ ࡌ
छ޳త ,޴फంࣆۨࣇ కएࡅ బܽदڒ ,࠭ޑ޶ం߰ ߖసࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑ ࠭࠲ ࡌ घࡍటݟ   మ m m mࡹ࢑ ݋ߝ
రߖ पయకం߯ 1ړ సࠪనం అߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఇ޴ 

पࡌߖ మࡹ࢑ యకం తపओ  మߘߝ  ޶ڒ ࠬࡔ ఈ ࡹ࢑మ ߖࠪࡹ࢑ऒ  మ m m mࡹ࢑ ޴బܽद ఇڒ ߘऴ࢐యగల ݞږ 
ఓࡅ ښకए తపओ ݋ం࠼܉   మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद 
మనڕ ఈ సంబంధం ఏࠫܽ మ࠴ ࠾ࡍతफం ࡹ࢑మం ࡅకए కएࡅ ,సࠪనం ړ ݋ం࠼܉  पࡌߖ  యకం߯m m m 

అ޴ߝ ఒక ఉమघ నర޵ బܽदڒ ࡔమం సࡹ࢑  సࠪనం ړ ݟ बం ࠼܉ంࡹ࢑ ݋మం పऱ࣒ కएࡅ మంࡹ࢑   m m m m 
కएࡅ ݋ం࠼܉ घࡍటݟ  ߯ ݋ߝ కएࡅ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  घࡍటݟ  m 2m ړ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ  న࣒࠳ ݋ంߝ m 2 m
సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ సࡕనదߧࡐߖ ࠭࠲ ߖంۧలڕߘంܿߕऒ  m m ࠾ࡍమం మࡹ࢑ ݋ం࠼܉ ޴బܽद ఇڒ ࠭
కएࡅ మంࡹ࢑ ओߩఇ ,ࡔబܽद సڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ ݋ం࠼܉  भࡿࢗ ړߖڴ࠙ డవ࠮ ݡ ం, ࠮డవ వంߘޔ m
పࡍషए भ޳ࡍ ం అߘߝ ߖ ۨవࡍ పంړ फߖ ऴࣃ࢐फ .޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ߘ
 

మڝ ࠪڴ ܼࠊ ࠾ࡍసం 1 2 3ړ సࠪనం, m 
ఆ߯ ࠳న࣒ ܼࠊ పऱ࣒ కएࡅ న࣒ 2࠳ బܽदڒ సࠪనం ړ3 ࠪڴ  घࡍటݟ  ఇవछ ݋ంߝ బݟం޴ సࡔ , అం݄ mh m 
అర ߖమం అࡹ࢑ बం ڒబܽद ࡹ࢑మ ࡹ࢑మం అం݄ ఏࠫܽ ݟటࡍघ छ޳ ݋ߝ  m m adjoint m ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ
సڴࡍठ ఇ޴ ఏࠫܽ అం݄ ఉమघ फࣃڵ࠙ ޜన࣒ 2࠳ ߘఆ ࠪతృక ߘߝ ߘతృకࠪ ݟ छ޳ 1 ڕబܽद మనڒ ߘ  2 ࡌ
छ޳ న࣒ 1࠳ छ޳ 1 2 ࡌ छ޳ న࣒ 5࠳ న࣒ 1࠳ న࣒ 4 3࠳ 2 ࡌ छ޳ 5 ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆవ 2 ࡌ  2 ࠑ న࣒ 3࠳  2 ࡌ
మ࠾ࡍ ఇڒ 2 ࠑ 1 ޴బܽद ఇࡹ࢑ ޴మం సࡕనڒ ޴బܽद ఇߩओ ऒߖ߄మనం ఈ సంబం ݡ  సڴࡍठ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭ m 
औ࡮బܽद ఆڒ కएࡅ ࠪڴ ܼࠊ  औ࡮ఆ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ3   m 1 2 m  ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ࠪڴ ࠾ࡍమ ܼࠊ 
3 2 1 ߘߝ బܽदڒ ޴फంࣆࠚల ڕफ మన࣋ށڷ ޜమంࡹ࢑ ߘ द࡛ڒࢗ ࠹లڒ ఈ ࡏࠬ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ మంࡹ࢑ m 
फࣃऴ࢐ ڴమంࡹ࢑ ޻ऱ అࢁమ ߖߖ޳ छ޳ 1 ޴బܽद ఇڒ ߘ छ޳ న࣒ 1࠳ 2 ࡌ छ޳ 1 2 ࡌ తపओ ݋ࡵ న࣒ 4࠳ 2 ࡌ  
మࡖకܽ ߘߝ  ޶ڒ మࢁऱ ࠳న࣒ 4 3 ࠳న࣒ 1 5 ࠳ 2 ࠑన࣒ 3 ޳ 1 2 ࠑछ  2 ࠑ 1 ޴బܽद ఇڒ ࡔంۨ 1 2 3 సށڷ 2 ࡌ
.న࣒ 2 3 2 5 1 6࠳
 ఉࣣ ࠳ ݡ࠮న࣒ ࡓంݡ࠮ ݡ ఒక ࣊క࠳ ڷࡱߕ ߘన࣒ ࡓంࡓ ݡం޳ ݡछ  న࣒ 1࠳ ޴ఇ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡌ
ఇ࠳ ޴న࣒ 4 ࠳న࣒ 5 ప ऱ࣒ छ޳ 2 3  औ࡮మనం  ఆ ޴బܽद ఇڒ ښఓ 1 ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ  ߘࠪڴ ܼࠊ 
߰ందంݟ అం݄ ఇ޴ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ 1 ࠪڴ న࣒ 1࠳ ܼࠊ 1  పऱ࣒ ܼࠊ న࣒࠳  1 ࠪڴ 
 ప ऱ࣒  1 2 ప ऱ࣒  1 3 ఇړ3 ޴ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ఇڕࡏڝ ࠭࠲ ޴నऒ  ړߖݞంచߧࡐߖ ߖఅ ښఓ ޻ఇ ޴
క సమసङࡖబܽद మڒ ښఓ ښఓ ޴ంࣄۯ ࡮డవ పࣾం అ࠮ బܽदڒ షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం ࢐సफవ సంఖङ  x ޴న޴ంۮ ڕ
మݭࡵ ࠾ࡍ అ3 0 0 2 2 0 1 1 1 ޴ߝ మړ ࠾ࡍ సࠪనం  6 మ࠾ࡍ అ޴ߝ p q 2 xx 0 4 0 xx r pqp 
छࡌఆ త ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖࠪࡹ࢑ త ࠴దܽ ࠙గం ࡅకए రߖ  पړࡍڒ߅࠻ సࠪనం r 

 ప ऱ࣒  ऱ 1 2 xx 0 4 0 xx 5 x r abࡏࣃ 6  ޙ࠼ऱ 1 సࠪనం అࡏࣃ ޙ࠼సࠪనం అ ړసం 0ڝ ండవ ࠙గంࡓ 8 
అߩओ ప  ݡ ऱ࣒ బܽद ఈ సమసङڒ సࠪనం ړ  షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం సڒ ࡔబܽद మనం ఏࠫ ऴߦరంࠚంۧ࠭ eb a b 5 

भ޳ࠚరంߦऴ ޜ బܽद ఈڒ ం ࡹ࢑మం సࡔ అߩओ  r pqp ݡ
కएࡅ घࡍటݟ  घࡍటݟ ߖ ޴ߝఅ ݋ంߜ घࡍటݟ ߖ ڴ ݋ంߝ घࡍటݟ ڴ ݋ంߜ రߖ ڴ ݋ంߜ प࠼ంచడం తపओ  r p q 

మࡖకܽ ޶ڒ.
  మనࣄ࡯ޘ ڕన ऱܿࡹ࢑ ڴమం ࡹ࢑మం ࡅకए घࡍటݟ   p p erminant p ޴బܽद ఇڒ ద ఒకܽࠬ ݋ంߜ
घࡍటݟ కएࡅ , ޶ڒ కܽࡖమ ݋ంߜ घࡍటݟ  తపओ ݋ంߝ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ࠪతృకڕࣆޓ ߘం޳ం , r q q 
ఉ࠹ సߖߖ޵ ࡔ ऴࣃ࢐भ ం సࡔ, 
ओߩత ࡮ۧ ߘߝ ऒߕफࣆۯ  ओߩత ࡮ۧ ߘߝ ݟంచంࠫࣾ ߘ ऒߕफࣆۯ  కएࡅ ߘ घࡍటݟ  కएࡅ ݋ంߜ  r q 
घࡍటݟ घࡍటݟ బܽद ఈ ࠪతృక అం݄ ఏࠫܽڒ సࠪనం ړ ݋ంߜ అం݄ ࠪङ ݋ంߜ ऴܽڡझ  అం݄ ఏࠫܽ, ߘߝ q 
ऒߖ޵  2 మ࠾ࡍ అߖ ऴࣃ࢐फ ړశ ࡏఆ ߘߝ బܽदڒ ߘ फߖ ఐ޶ పऱ࣒  ఒకܽ ࢑డࣃ޵फ ओߩఅ ߘ  xx 0 4 0 xx x 6 ݡ
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घࡍటݟ  ߘయగలۯ ߘߝ घࡍటݟ ݡంࡓ ߖ ݋ంߜ రߖ ߖ  ޴అ , ݟయం޵࢑డ ࡹల ݋ంߜ प࠼ం޴ۯ తపओ  మࡖకܽ 2
బܽद ఇకएڒ ޶ڒ డ 0 ߖߖ޳ ߘߝ ప ऱ࣒  0 అߖ ऴ࢐యగలߘ, అߩओ ప  ߖߖ޳ ߘߝ ݡ ऱ࣒  2x x 0 4 0 xx 5 
घࡍటݟ కएࡅ ండవ ࠪతృకࡓ బܽद ఈڒ ߘऴ࢐యగల ߖఅ 0 2 ࠆఆ ݋ంߜ రߖ  प࠻తघ క࠳న޴ xx 4 x 0 0 1 
छ޳ సࡏవ ࢓ࡱߖ డవ࠮ ࡏࠬ ओߩఅ ,޴ంޔ࢓అ ޻వలం అښ ޴ఇ ޙ࠼నటऱۨࡍޘ ࡌ  ߘవࡱ࢑ ఈ ࠭࠲ ݡ
ओߦۮ ऒߕంܿڕߘంۧలߧࡐߖ ߖߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ కएࡅ బܽदڒ ࠭ घࡍటݟ  కएࡅ 2 ݋ߝ  r xx 0 4 0 
घࡍటݟ సࠪనం  ప ڕ ݋ߝ ऱ࣒ xx 5 ޻ఏࠫܽ  ఇ ޴బܽद ఇڒ   8
మనం ఓ࠻ۯ ښలߕڕߘऒ ం ڒబܽद ࡛ߦ द ఓښ అࡿࢗ ړߖڴ࠙ ߝभ ం ڒబܽद ࡛ߦ द ݀ అం݄ మనం అం݄ ߕࣆऒ  x ړ
సࠪనం అڒ ࡯࢐ڝࣆޓ ߖబܽद ߕࣆऒ  అޙ࠼ అߩओ  తృక ࠪతృక 2 0 0 0 4 0 0 0 x q qࠪ ޴ఉంܿం ࡮ఎ ݡ
6 సڒ ࡔబܽद ఇ޻ ࠪతృక మనߝڴࠈ ڕ ఉంڒ ޴బܽद ఇߩओ సओ ߖమనం అ ݡ షदంࡏڷ ڴफం۪࡯࢐ڝ q r r r 

నర޵ బܽदڒ మంࡹ࢑ बం మనࣆࡱޘ ڕ మ࠾ࡍ మనం ࡹ࢑మం సࡔ కڝߘए  బܽद అం݄ pqp  p p p ppڒ ࡯࢐
అం݄ ఏࠫ݇ ఇకए డ ࡏڷफ۪ޘ ڕऐ కएࡅ బܽद మనంڒ ం 1 1 1 0 2 2 0 0 3޳ంڕ घࡍటݟ   p ߖఅ ޳ڒ ݋ంߜ
యవ۪ऐۯ ڥߖత ڴలభంࣆ ऒߕࣆ   ࢐రङߖఅ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ం మࡹ࢑ ߧ ߖߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍమ 
࢐ङ फࣃ࢘࡯޴వ ڴమం࠻ ఉమघ ߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ߘ छ޳ నడంھߘక ߖݟ एړࡵ ࡌ ంచవ۪ऐ  మࡏࠬ ࠾ࡍ ఆ 
ఉమघ छ޳ ߖݟ घࡍటݟ ߖ బܽदڒ ݟంచంڵ࠙ ࡌ घࡍటݟ ࠾ࡍమ ݋ంߜ  p uh p p ࡏࠬ ޴నࡕస ࡏఆ ݋ంߜ
घࡍటݟ ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړࡏఆ ޴ߝఅ ݋ంߜ  ࢐ङ फࣃ࢘࡯޴వ ڴమం࠻ छߝబܽद ఇڒ ߘ  అం݄ ఏࠫܽ p p 

ऒߖ޵ ߘߝ फࣃऴ࢐ ߖఅ 2 ࠾ࡍమ 0 0 3 ࠑ న࣒ 1࠳ సగం 0 0 2 ࠑ న࣒ 1࠳ ڴࡏߝ   rse 1 ޶ڒ ߘ࢓బܽद అڒ ߘ
ࣾࠫంచం0 ݟ నߘऒ  అߘమޒంచంݟ అߕࣆ ߘ࢓ऒ ऒߕࣆ   ఒకܽݡ࠮ ړ సࡔ అߘ࢓ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ࡓంݡ 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ    వ࠳ ݀ ࠑ ߤన࣒ వࠑ ߤ ऴࡗ܋ ޓ వࠑ ߤ ऴޓ అڒ ߘ࢓బܽद ఇࡹ࢑ ޴మం ڒబܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ  p 
࢐ङ వ۪ऐڝࣆޓ ڴమం࠻  ఇ࡮ۧ ޴ కషदం ޶ڒ సࡔ సࡔ ఇߩओ भ޳ށగ ߘతృకࠪ ݡ ం ڒబܽद ఇߩओ  r ݡ

అం݄ ఏࠫܽ అߩओ ࢑కర 3 0 0 2 2 0 1 1 1 ޴ߝఅం݄ అ ݡ प ࠪతృక 2 0 0 0 0 4 0 0 0 6 మ࠾ࡍr r r p in qq 
भ޳ށڷ ߖంܽݟ࠮ ఒకܽ ߘఒక ࣊క 3 1 0  0 3 ࠑ న࣒ 1࠳ 2 ࠑ 1 0 0 2 ࠑ న࣒ 1࠳ మం 1ࡹ࢑ మࡹ࢑ ం ڒబܽद p p 

ఇ޴ ఒకܽ 
2 2 0 0 3 తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ మ࠾ࡍ ఇ2 ޴ తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ ఆ߯ ఇ࠳ ޴న࣒ 1 మ0 ࠾ࡍ ఆ߯ 0 ఇ0  ޴ మ࠾ࡍ
ఆ తࡌछ త 0 1 2 ࠑ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ2 ޴ మ࠾ࡍ ఆ߯ ߕࣆऒ ప ޓऴ ࠑ ڷࡱߕ న࣒࠳  ऱ࣒ న࣒ ఉࣣ࠳ ݡంࡓ ݀ 
అߘ࢓ ఇ࠳ ޴న࣒ ࡛ࠂ ܿ ऴޓ సࡔ ఆ߯  ఆఖ0 0 ޴ࡍ మ2 ࠾ࡍ సڒ ࡔబܽद ఇߩओ ऒߖ޵ మనం ݡ  మࢁऱ ޳ށڷभ ం, 
ఆ߯ మనం ఏࠫ ߰ం࠭ޑ޶, మన޳ 2 1 2 ڕछ छ޳ 4 4 0 3 ࡌ  ,ࡔస 6 ࠾ࡍమ 0 ޴ 0 ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ 3 ࡌ
ఇ޴ ࠪङ ऴܽڡझ  సࡔ సڒ ࡔబܽद ఇۨऐ న ޳ ߖ޳छ ఇవछ ࡌ బݟన޴ ఇࡹ߷ ޴ అޔ࢓ం޴ అం݄ 6 ࡏࣃऱ 1 r r 1 ab 

సڒ ࡔబܽद ࠬ࣋ށڷ ޜ 1 ߖ ࡏफ ࠬ2 ڕ ప ऱ࣒  ప ऱ࣒  వࣆफంࠉ 3 ࠑ 2 ޴ అం݄ 6 ఓ4 ښ ఎ ప ऱ࣒ అం݄ab r ښఓ ࠉ 3 ࠑ 4  ab
6 ఎ మ࠾ࡍ ఇࠉ 6 ޴ ఈకछ झࡽ ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ݋ࡕ ࡽఆ ࠉ 6   సరࢁకృతం ࣋ۯफ ࠬڕ పऱ࣒  ఎ ప ऱ࣒  ࠉ 3 ࠑ 2 
వࣆफం޴ ఇړ4 ޴ సࠪనం మ࠳ 2 ࠾ࡍన࣒ 4 ࠉ 3 ࠑ అం݄ 0ړ సࠪనం ڒబܽद ࠬࡏ ఈ సࠬకరߖހऒ  a 
పࡍషए  a a 2 b b ࠉ బܽदڒ అం݄ సࠪనం  4 3 ࠑ 4 ޴ߝఅ ࠾ࡍబܽद మڒ సࠪనం ړఅం݄ 8 4 ڕࠬ ޴फ ఇ࣋ࡍ
3 ఓڒ ښబܽद ߘߝ ఇకए ࡍߪ ݦ फ ࣃۯफ పऱ࣒ ޴ఇ ,ߘ అం݄ 2 ప ࠉ  ऱ࣒  3 సࠪనం 5ړ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद 
ఇ࠭࠲ ޻ ఓښ ఓ޳࢑ ښङ ऒߕڕߘంۧలߧ۫ ڕबలࡏ ం ڒబܽद ࣃۯ ߘߝफ  ߘ
త޶పࡍ ࣊షࡹ ߤ ఈ ࣊షڕ ߤ ࣔజࡕనంڕ޶ ధనङ  ࡱ޳࢐
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