
హ޳࢑ ࡹङ ङࠪ ࠹ߦ ࡱबࡏ థڡܽ࠱झ  ऴߦబऱ࡯ࣃ ࠹छ ంۃ ࣊షࣃ ړ ߤछ గతం ఇࡵ ޴కऐ ࡛ నంబ࡛ ݀ మ࠾ࡍ iit 
ङߕఉప ܽߝ ࠾ࡍమ ࡱకޒऴࠪ ڡߧܼ ࠪ సంߖ ࡹర प࠻తघ కం, ߘߝ ࠪऴޒకలڕ సంబం߅ంۨన మߖڜࡍऒ  
సమసङ లߘ పࡍషए फࣃࡍ ఈ సమసङ ࠾ࡍమ ߘ లڕ అవసర࠳న ߝపޢङ ऒߖ రߖ  प࠼ంచడం ఇపओ  దܽ࠴ ښܽ
ఉపߕङ సంࡹ ఇవछ బݟం޴ సڒ ࡔబܽद  
3 ऴ3 ࣒ڒ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ  ऴపశऒ ޙ࠼అ 3 1 1 7 1 2 4 4 1 ݋ం࠼܉ ࠾ࡍమ ݋ం࠼܉   నంబ࡛ వߤ ऴపశऒ  b ޜ
ऴߦరం޳ࠚभ ం, అߩओ కएࡅ ښఓ ݡ घࡍటݟ  కएࡅ ݋ంߜ ధङࣃ  మࡃङ ऴపశऒ ޴బܽद ఇڒ ఏࠫܽ ࡱవࡱ࢑   బܽद pڒ 
ఈ సమసङ షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం ڒబܽद ఓښ అߖ సࠪ߄నం ۮపओ ంڒ ,ݟబܽद 

ऴ࣒ڒ ࠪङ ऴܽڡझ  n n ڕ 
అߘబంధం ࡅకए घࡍటݟ  घࡍటݟ ړ న࣒࠳ పవ࡛ ޴ߝఅ ݋ంߝ a a n 1.ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖసࠪనం అ ړ ݋ంߜ
 సࡔ మ࠾ࡍ మనڕ ఉమघ ఇవछ ڴ4 ݟ బޔݡంڒ 3 1 1 7 1 2 ޴బܽद ఇࡅ ޴కए  అߘబంధం సࡔ p 1 4 p 
కएࡅ ߖ޵ బܽदڒ ࡔస ޴బܽद ఇڒ घࡍటݟ  కएࡅ బܽदڒ ߘࡌۯ ࡹ ߘߝ ఏࠫܽ ݋ߝ కएࡅ ݋ం࠼܉   p p 
घࡍటݟ छ޳ 3 ݟంߘ 1 ݋ߝ ఇవछ ࡌ బޔݡం࠳  ޴న࣒ 7 ఓ࠳ ښన࣒ 4 ߘం࠳ 6 3 ړࡹ 2 ݟన࣒ 7 ప ऱ࣒ ࡓ 4  ऱܿ 2 n 
.న࣒ 1࠳
 సڒ ࡔబܽद ఇ޴ ఏࠬ ڒ ޶ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ 4 ఇ޴ పऱ࣒  4 ఆ߯ ఇ޴ పऱ࣒  4 మ࠾ࡍ ఇړ4 ޴ సࠪనం ڒబܽद ఇۨऐ న 

కएࡅ  అߘబంధం ࡅకए घࡍటݟ   కएࡅ రऴసంޔతफం చ࠴ ޴సࠪనం, ఇ ړ ݋ంߜ घࡍటݟ  n  p 3 ړ ݋ంߜ
సࠪనం, ఇࡏࠬ ޴ ࣾࠫంచంݟ అߖ ߖర प࠼ంచߖݞऒ घࡍటݟ ޴ఇ ࡔస ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ   p p ߖఅ ݋ంߝ
घࡍటݟ ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ తफం ࣋ए࠴ ݋ంߜ छ ࡛ అం݄ 4ړ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴ .p 
 ప ऱ࣒ भ޳ۯ ڥߖత ࡹ ݭ࠼దܽ సऱ࠴ ߘߝ బܽदڒ  న࣒࠳  ం సࡔ ఇߘߝ ޴ ఏߕ޼ జనరࡽ ࠪङ ऴܽڡझ 2 ߘࣃసం ऴ࢐ڝ 
ఈ ߷ࡏघ కएࡅ బܽदڒ నం߄సࠪ ࡍవۨ ޻బܽद ఇڒ ࡔస ࡔస ࡮ घࡍటݟ  పऱ࣒ ݋ߝ  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡓంݡ p 
క ऴపశऒࡖసం మڝ ࠾ࡍమ ࡱకޒऴࠪ 3 ࣒ڒऴ 3  ݡంࡓ  ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘవలࡱ࢑ షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం మ࠾ࡍm n 

झߤదܽ ࠙గం ऴܼ࠴ బܽदڒ  ߱ ए࣋ ޳ࡶ ڡऴܽ࠱ࣄ ܘ ऒߖమ ޳ࡶ ڡऴܽ࠱ࣄ రంڒऴప ڡऴܽ࠱ࣄ ࢟ ంచంݟn n mn am 
సߖ޵ ࡔऒ  మࡖక ޳ࡶ ߤࡷ సమࡐపతࡹ ऴࣃ࢐भ ం ڒబܽद  ఇ࠴ ޴దܽ ࠙గం ڒబܽद ఇ߮ۮ ޴ओ  ࠾ࡍమ ޴
ऴܼߤझ  ߱ झ࡯ంۧߧ۫ మనం ߖయడం అవసరం అۯ ܘ న అవసరం ఉం޴ బࡰ޴ జరघ  ఉం݄ n m ڴషदంࣆ ߤ
సమࡐపంڴ ఉం݄ అ޴ ఇపओ ङޙऴప , ޴ఉంܿం ڴషदంࣆ ڔܽ క࠳న޴ అࡓ ޙ࠼ండవ ࠙గం ߘంߘ ݟంݟm m n 

ऒߖఅ ޴ߝఅ ړࡹ ړࡹ  బܽद ఈ n n m skew symmetric  m nڒ ࡔస ࠾ࡍమ ࡱకޒऴࠪ ڕల ڡऴܽ࠱ࣄ 
సమసङ షएࡍప ࡮ఎ ߘ నࠫవछ߄సࠪ ړߖ޳ బܽदڒ ࡔస ࡯ంۧࡍ ంڒ ݟబܽद ࠴దܽ ࠙ߖڴऒ  ఓښ పࡍషए भ޳ࡍ ం 
झߤऴܼ ޴ం, ఇ޳ంڕߘఅ ߖషद ࠪతృక అࣆ ఒక ޴ߝదట అ࠴ బܽदڒ  ߱  m m m ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ ܘ
ఇߩओ ङࠪ ڡऴܽ࠱ࣄ  ࡯ంۧߧ۫ ߖమనం అ ݡ ऴܽڡझ झߤऴܼ ߖ޳ బܽदڒ   ߱  ం n transpose mn޳ంڕࣆޓ ܘ
అం݄ ఈ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ   ऴܼߤझ  ߱ झ࡯ంۧߧ۫ మనం ߖఅ ښఓ ࡮ۧ ܘ న అవసరం ఉంڒ ޴బܽद మనం జతߖ 
త޳ۯ ࡏ࠻भ ం ఉ޳హరణ࠴ ڕదܽ޴ ऴܼߤझ  ߱ మనం ఒక ࠪङ ߖ ܘ ऴܽڡझ  ంܼ࠭.n mڕࣆޓ ړࡹ 
  ఇ޴ మࡖక ࠪతృకڴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴܼߤझ  ߱ झߤऴܼ ࠾ࡍమ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ܘ  ߱  m ࠾ࡍమ ܘ
ऴܼߤझ  ߱ झߤऴܼ ࠆఆ ܘ  ߱ తపओ ܘ  మࡖకܽ ޶ڒ ఎం޶కం݄ ऴܼߤझ  ߱ झߤऴܼ ޴ߝఅ ܘ  ߱ రऐࠪ ړࡹ ܘ డం ab b 
తపओ  మࡖకܽ ڒదڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ఇߩओ झߤమనం ऴܼ ݡ  ߱ घࡏ߷ ܘ ࡍవ ߘ ࡽ फంపܑయవ۪ऐ  ࠪతృక 
కएࡅ  ఈ ऴڡܐߦ द ࡹ ఇ޴ ऴܼߤझ  ߱ झߤऴܼ ܘ  ߱ తపओ ࠾ࡍమ ܘ  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ ऴܼߤझ  ߱  n m n m m ܘ
झߤऴܼ ޴బܽद ఇڒ  ߱ తపओ ܘ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ࠭࠲ ఏࠫ ۫ߧంۧ࠭ ऴܼߤझ  ߱ झߤऴܼ ܘ  ߱  n mn n mn ܘ
అ޴ߝ ऴܼߤझ  వ࡛झ  తపओ  మࡖకܽ ڒదߧ۫ ࠭࠲ ߖంۧ࠭.n mn 

రऐࠪ ړࡹ ߘ డం  n n 
సమࡐప ࠪతృక అߖ ఇࣆۨࣇ ޴फంڒ ޴బܽद ఇߩओ  ం݄, ఆڕߘఅ ߖఅ ښఓ ڡऴܽ࠱ࣄ ݡంࡓ మనం ఆ ۨऴతం ݡ
࠙గంߖࡹ మࡖక ࠙గం ݞږ ࣋ए వछߖఉండ ڴ ڡऴܽ࠱ࣄ ࢟ ంݟ, ఇ޴ ऴܼߤझ  ߱  m m ߖసࠪనం అ ڕ న࣒࠳ ܘ
.޴फంࣆۨࣇ
झߤऴܼ ࠭࠲   ߱ झߤऴܼ ߖ޳ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ߖ ܘ  ߱  పܽ n mnߘ࠭ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ܘ
 సऱࡹ ݭ࠼ ఇ޴ ऴܼߤझ  ߱ झߤऴܼ ܘ  ߱ తపओ ܘ  మࡖకܽ ڒదࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ మ࠾ࡍ ఇߩओ झߤऴܼ ݡ  ߱  n m m ܘ
बࣃ  నం࠳ ߖߖ޳ ࠭࠲ ࡹన࣒ ڴ ऴࣃ࢐फ झߤన࣒ ऴܼ࠳ ޴బܽद ఇڒ  ࠭  ߱ తపओ ܘ  మࡖకܽ ޶ڒ m n mn 
झߤऴܼ ޴బܽद ఇڒ  ߱  n m ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ܘ
࣋ए ङࠪ ڡऴܽ࠱ࣄ ࢟ ऴܽڡझ  ࣋ए ङࠪ ڡऴܽ࠱ࣄ ࢟ ऴܽڡझ  ࣾࠫంచంݟ ࠪङ ऴܽڡझ  సڒ ࡔబܽद మనం ࠴దܽ ࠙ߖڴऒ  ఎ࡮ 
फࣃߧࡐߖ ࠭ ఇߩओ भ޳ۯ ࢓܌ࡏ మనం ݡ ం  ࡓండవ ࠙గం ఇకए డ మ࠾ࡍ సమࡐప ࠪऴޒకࡱ అޙ࠼ , m n mn
న࣒ ࣋ए࠳ వछߖఉండ ڴࡱకޒప ࠪऴࡐసమ ࠾ࡍబܽद మڒ ࡯ంۧߧ۫ ߖఅ ښఓ ڡऴܽ࠱ࣄ ࢟ ంݟ, ఇ޴ nm m n m
ऴܼߤझ  ߱ झߤऴܼ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ ܘ  ߱ ओߩబܽद ఇڒ ࡔస ܘ भ޳۫ ݡ ం ఈ ࠪతృక ࠳న࣒ ߖ n n mn nm 
झߤఆ߯ ऴܼ ,ߖڕࣆޓ  ߱ झߤऴܼ ࠉ న࣒࠳ ޴ఇ ,ݟయంۯ ܘ  ߱ झߤऴܼ ޴ߝఅ ܘ  ߱ झߤऴܼ ࠉ న࣒࠳ ܘ  ߱ తపओ ܘ  
మࡖకܽ ڒదڒ ࣆࡱޘ ߖబܽद ఇ޴ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ ऴܼߤझ  ߱ झߤన࣒ ऴܼ࠳ ܘ  ߱  m n ޴ఇ ܘ
ऴܼߤझ  ߱ झߤऴܼ ܘ  ߱ ఇకए ܘ డ ఉతओ రऐࠪ ߖफޒ ంݟ.m 
घࡏ߷ ۯంڵࡆఉప ࠭࠲   झߤऴܼ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡮  ߱ झߤऴܼ ࠾ࡍమ ܘ  ߱ తపओ ܘ  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ ఇ޴ m 

ऴܼߤझ  ߱ యడం తపओۯ ܘ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ऴܼߤझ  ߱ న࣒ తపओ࠳ ޴బܽद ఇڒ న࣒࠳ ޴ఇ ܘ  n nm m m mn 
మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद మనం ఒక ߄ࣃరణ ࠳న࣒ ڕࣆޓంܼ࠭ ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ఏࠫ݇ mn nm mn 
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झߤऴܼ  ޴फంࣆۨࣇ  ߱ కएࡅ న࣒࠳ ޴ߝఅ ܘ  ऴపږޒలత ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ఒక ࣋ए ࢟ nm mn n mn nm 
ङࠪ ڡऴܽ࠱ࣄ ऴܽڡझ  అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद సڒ ࡔబܽद సڒ ࡔబܽद ࡓ ࠭࠲ంڴ࠙ ݡలߘ ఓښ అࣃߧࡐߖ ߖफ ࠭ 
షएࡍబܽद పڒ भ޳ࡍ ం  మࡖక సమసङ  ऴపశऒ  మࡓ ࠾ࡍంݡ ఏకపࣾ ࡗ܋-ߤߕ ݡ࠮ ݡ࠮ ࣋ए  x yb ڡऴܽ࠱ࣄ ࢟
ࠪऴޒకల޳  ߘటߖవछ ంݟ మ࠾ࡍ ఏకపࣾ ࠪऴޒక ࠱ࣄ ࡗ܋-ߤߕ ݡ࠮ऴܽڡ ࠪతృకޔܿ޳ ߘం޴, z bn 
ఆ߯ ږङ ङږ పవ࡛ 4 ݟంߘ న࣒࠳ పవ࡛ 4 ݟంߘ ࠗ ࠗ ఒక అࣆߧ۫ ߖफం޴.y z z y 
ङࠪ ڡऴܽ࠱ࣄ   ऴܽڡझ ࡛ߦ ࠉ  द ߘంݟ పవ࡛ 44 ప ऱ࣒ ङࠪ ڡऴܽ࠱ࣄ ړ పవ࡛ 44 ݟంߘ  ऴܽڡझ ࡛ߦ  द పవ࡛ 4 x y cx z 
ङږ ङږ న࣒࠳ ࠗ ࠗ పవ࡛ 4 ڕ ࣋ए పవ࡛ 23 ప ࠑ ڡऴܽ࠱ࣄ ࢟ ऱ࣒  పవ࡛ 23  ڕ ఒక ࣋ए ङࠪ ڡऴܽ࠱ࣄ ࢟ ऴܽڡझ  z x y 
ऒߖ޵ ߘߝ फࣃ࢘ߧࡍۮ  సమసङ ޴బܽद ఇڒ ߘ షएࡍప ߖߖ޵ బܽदڒ  भ޳ࡍ ం 
సڒ ࡔబܽद ऴܼߤझ  ߱ झߤన࣒ ऴܼ࠳ ܘ  ߱ ఇవछ ߖసࠪనం అ ړ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ܘ బݟం޴  ऴܼߤझ  ߱ x xy y z ܘ
అړ ޴ߝ సࠪనం ఎం޶కం݄ మ࠾ࡍ ࣋ए ङࠪ ڡऴܽ࠱ࣄ ఒక ࠾ࡍమ ࡱకޒऴࠪ ڡऴܽ࠱ࣄ ࢟ ऴܽڡझ  సࡔ z x y z 
పओۮ ంۨ ఏࠫࡍڷ బܽद మనంڒ గల޳۫ ࠵भ ం శړ फߖ ړ ࠪరऐ ంݟ మߖ ࠾ࡍ శړ फړ ࠪరऐ ంߕڛߖ޻ ݟ x n y g n 
బۯ ࡰ޴యంݟ సహజ ࠫޒघ झߤపవ࡛ ऴܼ ߖ బܽदڒ ࡔస  ࡍ  ߱ भ޳۫ ߖఅ ܘ ం, అߖ ࡏࠬ ޙ࠼ er n x n x n 
झߤऱ ऴܼࡏࣃ  ߱ घࡏ߷ బܽद ఆڒ ښऱ ఓࡏࣃ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡯ంۧށڷ ޜ ܘ  n ߘ࡮

ऴܼߤझ  ߱ झߤऴܼ ܘ  ߱ ऐࡔࠪ ړࡹ ܘ  ऴܼߤझ  ߱ కएࡅ ܘ  ఉతओ फࣃڵࡆఉప ߖफޒ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ޴ మࡖకܽ ޶ڒ.x x 
झߤऴܼ ړ పవ࡛ ޴బܽद ఇڒ ࡔన࣒ స࠳   ߱ తపओ ܘ  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ ఇ޴ పవ࡛ ࠳ ړన࣒ తపओ  x n x n x 
మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇ޴ పవ࡛ ړ పవ࡛ ࠳ ړన࣒ 1 తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇ޴ మనڕ ఉనऒ  సంబంధం nx n 
అం݄ పవ࡛ ऴܼߤझ  ߱ సࠪనం x n 1 ړ పవ࡛ ݟంߘ పవ࡛ ݟంߘ  న࣒࠳ ܘ nx n 
అర ߖ޵ బܽदڒ बం ऴܼߤझ  ߱ झߤऴܼ ړ అం݄ పవ࡛ ܘ  ߱  x x n n n n x ړ ړ ఉం݄ పవ࡛ ڴసࠪనం ޴ߝఅ ܘ
సࠪనం అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴  శړ फ࠳ ړన࣒ ࣄࠐ అړ ޙ࠼ అߖ ޻జం ఎం޶కం݄ ࣆ ݞږషदంڴ n x y y 
ఉంܿంڒ ޴బܽद శړ फړ ऴܼߤझ  ߱ ړశ ܘ फړ ړ సࠪనం అޙ࠼ ఇ޴ శړ फ࠳ ړన࣒ అޔ࢓ంࣄࠐ ޴ y n n y n n y n 
అޙ࠼ ఇߩओ పओۮ ంۨ ఏࠫࡍڷ మనం ݡ గల޳۫ ࠵भ ం పవ࡛ ऴܼߤझ  ߱ छ޳ ޴బܽद ఇڒ ܘ  z n z ࡌ
झߤऴܼ ޴బܽद ఇڒ ࡔస ࡔऱ సࡏࣃ ࠾ࡍన మݟంచబށڷ  ߱ झߤऴܼ ߖ ܘ  ߱ झߤफ ऴܼ࣋ށڷ ޜ ܘ  ߱ తపओ ܘ  z z z z 
మ޶ڒ ࠬࡔ మ࠾ࡍ ఇ޴ శړ फړ ऴܼߤझ  ߱ ࡎఎన ࠾ࡍమ ܘ ण ऴܼߤझ  ߱  z z.޶ڒ ࠬࡔమ ޴బܽद ఇڒ ܘ

అڒ ړߖࡌڒ߅బܽद మనڕ ఉం޴ పవ࡛ ऴܼߤझ  ߱  z n z n n z  ࠾ࡍమ ڔࡍసࠪనం అంద ړ ړ పవ࡛ ޴ߝఅ ܘ
సڒ ࡔబܽद ఈ ڴ࠙ ڷࡱߕలߧࡐߖ ߘంచడంࡹ ఈ సంబం߄లߘ ఉపڵࡆం۪ڕం޳ం ڒబܽद ࡎߦ दࡿࢗ ړभ ం సࡔ
ओߧۮ ߖఅ ޴బܽद అڒ ం޴ ఇ޴ మనం ږङ ङږ న࣒࠳  ࠗ झ࡯ంۧ߅ࢬࡍప ߖ ࠗ న ࠪङ ऴܽڡझ  సࡔ y y z 4 z 4 y 
ङږ ޴బܽद ఇڒ రऐࠪ ړ పవ࡛ ߖ ࠗ డం తపओ  మ࠳  ޶ڒ ࠬࡔన࣒ పవ࡛ ړ ऴܼߤझ  ߱ ङږ న࣒࠳ ܘ ࠗy z 4 z z 4 y 
ऴܼߤझ  ߱ ओߩబܽद ఇڒ ښఓ ܘ ऱ ఉతओࢁమ ݡ తపओ ޴फ   ఇޒ  మࡖకܽ ޶ڒ  పవ࡛ ږ ړङ ङږ పవ࡛ ߖ ࠗ ࠗ 1 z 4 y y 
ऴܼߤझ  ߱ ङږ న࣒࠳ ܘ ࠗ ऴܼߤझ  ߱ झߤऴܼ  ܘ  ߱ ङږ న࣒࠳ ܘ ࠗ ऴܼߤझ  ߱ झߤऴܼ  ܘ  ߱ y z 4 ܘ y z 4
ఎం޶కం݄ అ࠱ࣄ ޴ߝऴܽڡ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ బܽदڒ   ఏߕ޼ పవ࡛ మߖ޳ ࠾ࡍ ऴܼߤझ  ߱ z z z ߖ ޻అ ܘ
ఇࣆफం޴  శړ फ  సࡔ  ఇకए డ  ࣄࠐ సంఖङ ङږ బܽदڒ  ࠗ ऴܼߤझ  ߱ ङږ న࣒࠳ ޴ߝఅ ܘ ࠗ తపओ  మ4,޶ڒ ࠬࡔ y 3 y y 
ఇ࠳ ޴న࣒ ࠳న࣒ ږङ ࠗ మ࠾ࡍ ఇڒ ޴బܽद ఇ޴ ఏڒ ޶ڒ ޵బܽद ఇږ ޴ङ  న࣒ y z 4 y z 4 z 4 y࠳ ࠗ
ङږ ࠗ అߗऒ  కߧ࡯ ఏࠬ ఉండڒ ݟڕ  ޶బܽद ߖ޵ అర बం ఇ޴ ఈ హڕए బܽद ఈ ࠪङڒ సࠪనం ޜ ऴܽڡझ  ڡऴܽ࠱ࣄ 
ࠪङ ऴܽڡझ  అߖ అర बం, ఇږ ޴ङ ङږ న࣒࠳ ࠗ ࠗ ఒక ࠱ࣄऴܽڡ ࠪङ ऴܽڡझ  ఒక ࠱ࣄऴܽڡ ࠪङ ऴܽڡझ  y z 4 z 4 y 
సڒ ࡔబܽद మనం ࠙గ࠳న మࡖక ࠙ࡿࢗ ړߖڴभ ం ڒబܽद ఇకए డ మనం ఈ ߖ పవ࡛  ప ऱ࣒ b x ړ పవ࡛ ߖ  44 y 
ప߅ࢬࡍంۧڒ ,࡯బܽद ఇړ ޴ సࠪనం  పవ࡛  ऴܼߤझ  ߱ ప ܘ ऱ࣒  పవ࡛  ऴܼߤझ  ߱ బܽद x 44ڒ ښఓ ܘ 44 y 44
ऴܼߤझ  ߱ भ޳ۯ ܘ ం ڒబܽद  సࡍ సంఖङ .44
  అం݄ ఇ޴ పవ࡛ 44ړ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ ఇ޴ పవ࡛ 44 ړ ఇ޴ అߖ అర बం, ఇ޴ పవ࡛ 44ߖ ړ x y x
ङࠪ ڡऴܽ࠱ࣄ ޴ߝఅ ړపవ࡛ 44 ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ऴܽڡझ  సڒ ࡔబܽद ఇߩओ y x ړߖڴ࠙ ݦఉం ࡯߱ ߖ ݡ c 
.ݟళऱంࢗ
 శړ फږ ړङ ङږ న࣒࠳ ࠗ ࠗ పవ࡛  ڒ ړబܽद ఎڡ݄ ࣒޴ ڡ ऴܼߤझ  ߱ z z x 4 4ࣄ  పవ࡛ ܿ ޴ఇ ࠾ࡍమ ܘ ch  x 4
ङږ ࠗ ऴܼߤझ  ߱ ङږ న࣒࠳ ܘ ࠗ పవ࡛  ऴܼߤझ  ߱ ङږ ޴ఇ ܘ ࠗ ऴܼߤझ  ߱ झߤऴܼ  ܘ  ߱ న࣒ z x 4࠳ ܘ z x 4 x 4 
ऴܼߤझ  ߱ ङږ ޴బܽद ఇڒ ݋ࡕ ࡽఆ ܘ ࠗ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ ఇ޴ పవ࡛ ږङ న࣒  తపओ࠳  ړ ࠗ  zq z 4 z x 4 x 4
మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ ఇ޴  కం݄ పవ࡛ ږङ ङږ న࣒࠳ ࠗ కएࡅ ڕ ࠗ న࣒ తపओ࠳   మࡖకܽ 2 ޶ڒ 4 z z x 
అర ߖ޵ బܽदڒ बం ఈ ࠪङ ऴܽڡझ  అం݄ 

ङږ ޴फంࣆۨࣇ ߖపవ࡛ 4 అ ݟంߘ ङږ న࣒࠳ ࠗ పవ࡛ 4 ఒక ࣋ए ݟంߘ ࠗ ङࠪ ڡऴܽ࠱ࣄ ࢟ ऴܽڡझ  సࡔ x z z x 
भࡿࢗ ړߖڴ࠙ ࡍబܽद ۨవڒ ం ఇࣆ ݞږ ޴లభం ఇ޴ పవ࡛  ప ऱ࣒  పవ࡛  ڒబܽद ࠬࡏ ऴܼߤझ  ߱ फ d x 23࣋ۯ ܘ y 23

మࡓ ࠾ࡍంݟంܽࣄࠐ ڔ పవ࡛ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ పవ࡛  ऴܼߤझ  ߱ ప ܘ ऱ࣒  పవ࡛  ऴܼߤझ  ߱ తపओ ܘ  x  y 23 y 23
మ޶ڒ ࠬࡔ మ࠾ࡍ ఇ޴ పవ࡛ 23 ࠳న࣒ పవ࡛ 23࠳ ړన࣒ తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇ޴ మࢁऱ ࠳న࣒ ࡓ ऱܿy x 

పవ࡛ 23 ప  ݟంߘ ऱ࣒ పవ࡛ 23 ప  ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ޴ ݟంߘ ޴బܽद ఇڒ పవ࡛ 23 ݟంߘ  ऱ࣒  పవ࡛ x y x y ݟంߘ 
23 ࣋ए ङࠪ ڡऴܽ࠱ࣄ ࢟ ऴܽڡझ  ఓڒ ښబܽद ఇڒ ޻బܽद ࠬࡏ ఈ రక࠳న సమసङ లࡏࠬ ߘ ఎలऱߩओ  x y ࠾ࡍమ ݢ
కएࡅ  ఈ శړ फߖ ۫డటం ޳छ ओߩఎలऱ ࡌ షएࡍప ݢ ంచవ۪ऐࡍ  ఇࣄࠐ ޴ శړ फ అ޳ࡶ ߕ࠼ సమసङ  అ࠭࠲ ߕ࠼ 
ఈ రక࠳న సమసङ లߘ పࡍషए ऒߖ޳ ړߖݞంచࡍ  ఉపڵࡆం۪ڝవ۪ऐ  సڒ ࡔబܽद మࡖక సమసङ షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం 

అږߘࣃ ޴ߝల ࢐సफవ సంఖङ  సࡔ మ࠾ࡍ ࠪతృక 3 ऴ3 ࣒ڒ ࠪతృకߖ ڴరछ ۨంచబݟన ࠳న࣒ 1 2 k a k 
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 k 2 k k 1 k k 2 k k 2 0 ࠾ࡍమ ښన࣒ 1 ఓ࠳ ݋ࡐ న࣒ 2࠳ న࣒ 2࠳ ݋ࡐ స 2ࡏండవ వࡓ ݋ࡐ ݋ࡐ
 k 1 k 0 2 k ߖఅ ݋ࡐ న࣒ 2࠳ ݋ࡐ న࣒࠳ సࡏन వݡడవ అ࠮ ښఓ ݋ࡐ న࣒ 2࠳ ݋ࡐ న࣒ 1࠳
రछߖ ۨంచబݟం޴  సࡔ  k 0 

కएࡅ  అߘబంధం ࡅకए  ప ऱ࣒ घࡍటݟ  కएࡅ ݋ంߜ రߖ  पڒ߅࠻రం 10ړ పవ࡛ 6 ړ సࠪనం అޙ࠼, ࣋ए छ ࡛ , b 
ऴࡱ࢑ ڔ ݋ڙࠈవ ఎంత, ఇకए డ చదరߩ ऴ݋ڙࠈ అ޴ߝ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪన࠳న అ߭ޒదभ ࡌߪप ంߖڒऒ  k k 
ఇవछ ࡱకޒऴࠪ ࠾ࡍబܽद  మڒ ࡔస ࡔస ޴फంࣆۨࣇ బݞन ఇۨऐ ޴ఉం ܽࡶࡍ ࠾ࡍమ ࠼ నߩओ  a b ࠾ࡍమ ݡ
మనం ࡅకए  వర ठ࠮లం ࡅకए బܽद ఈ సమసङڒ ࡯ߕھߘక ߘవࡱ࢑  షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం సڒ ࡔబܽद ࠴దట ఓښ k 
కएࡅ घࡍటݟ  भ޳ށగ ߖ ݋ߝ ం, ڒబܽद ࡅ ߹ڒకए घࡍటݟ  झࣆబܽद వయڒ ޴ంޔ࢓ఏమ ݋ߝ फࣃऴ࢐ ߖన࣒ అ࠳ ړ   2ߘ
 ఈ k 2 k 2 k 1 k k 2 k ݟంߘ సࡏन వݡదܽ అ࠴ బܽदڒ న࣒ 1࠳ ݋ࡐ న࣒ 2࠳ న࣒ 2࠳ ݋ࡐ 2 1 
घࡍటݟ भ޳ࡍ࢑సफ ߖ ݋ంߝ ࠭ సࡔ ఇ࠳ ޴న࣒ ࣋ށڷ ړफ  ࠳న࣒  ࠴తफం ࠳న࣒  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఓ2 ښ k 1 1 1 1 4 k 
ओߩఅ ݋ࡐ  న࣒࠳ కएࡅ కޒఉప ࠪऴ ࠭࠲ ݡ घࡍటݟ  2 ࠾ࡍమ ݋ࡐ  న࣒࠳ ޴ంܼ࠭ అھߘక ߖ ݋ߝ k 2 k 
పऱ࣒ ښఓ ݋ࡐ న࣒ 4࠳ ࡓ 2  ऱܿ ߘ ݋ࡐంࡏࣃ 4 ݟऱ ݋ࡐ  ప ऱ࣒ ऒߖ޵ బܽदڒ ښऱ ఓࡏࣃ 2   ఓڒ ښబܽद k k k k k 2k
న࣒  ప࠳ 1 ޴న࣒ 1 అ࠳ ݟంచంށڷ 1 ݟరవంޘ న࣒࠳ ऱ࣒ ङږ  పऱ࣒ ߩన࣒ చదర࠳ ࠗ   ప ऱ࣒  8 2k 8k 4k 4k k 
࣋ए छ ࡛ ఓښ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఓڒ ښబܽद ఇږ ޴ङ ए࣋ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࠗ छ న࣒ 8 k 4k 8k k 16࠳  ࡹ ࡛ 4
 ప ऱ࣒  12 ఉంܿం޴ ࣋ए छ ࡛ ఓښ మ࠾ࡍ ఆ߯ ࠼ߦ ڷࡱߕం݋ అం݄ ఏࠫܽ ఇ  ࠳న࣒ ࡓంݡ పऱ࣒k 12 k ight 
झڡࣄ ప ڙ  ऱ࣒  వߤ ఓڒ ښబܽद ఇݟ ޴టࡍघ ऒߕࣆ ޴ߝఅం݄ అ ښఓ ݋ంߜ एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ వ ڒబܽद ఇ޴ a k 
ఖۨऐ ߘ࢓అ ࡔబܽद సڒ ޴ࡔ࢘ ړߖ࢐సफ࢐ ݞంڕڒ ڴలంږߘࣃ తం0 ڴ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ , ఇ޴ k a 
కएࡅ రߖ  पࣆۨࣇ ߖࡍڒ߅࠻फం0  ޴ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ఎڕए వ ఆ݋ࡕ ࡽ సڒ ࡔబܽद ఇߩओ కएࡅ ݡ  b 
घࡍటݟ भ޳ށగ ߖ ݋ంߜ ం సڒ ࡔబܽद ఇ޴ మనం ࠴దܽ వࡏస ߘం࢑ ݟసफ࣋ࡍफ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ సࡔ సڒ ࡔబܽद ࠬ 
घࡍటݟ ڕవర ݋ࡐ  న࣒࠳ ݟంߘ  సంڝ వछߖऴ࢐య ߖ ݋ంߜ ం࠳  ݟన࣒  ࠳ ݋ࡐన࣒ 0 k 1 k 1 2 k 0 2 k 
 దܽ ఎంऴܾ 0 k k 0࠴ ,फ࣋ࡍ࢑సफ ݟంߘ సࡏन వݡదܽ అ࠴ ࡏࠬ బܽदڒ ߘ࢓బܽद అڒ ࡔస ݋ࡐ న࣒ 2࠳ ݋ࡐ
ఆ߯ ࠳న࣒ 2 ࠳న࣒ 1 2 ࡓ ऱܿ ށڷంచబޔݡం޴ ఆ݋ࡕ ࡽ పऱ࣒ ओߩఅ  ࠾ࡍమ ݋ࡐ   న࣒ 2 k k k࠳ ࡏࠬ ݡ
పऱ࣒  ݋ࡐ ऒߖ޵ బܽदڒ ࡔస ݟంచంށڷ ޜ ݋ࡐ 4   ࢑సफࡍంపܑ޳भ ం ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ 4 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  2 k k k k k 
న࣒ 2  ప࠳ ऱ࣒  4 ࣋ए छ ࡛ తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇ0 ޴ తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ݟటࡍघ కएࡅ  ݋ంߜ  k k b 0 
సڒ ࡔబܽद అڒ ߘ࢓బܽद ࠭࠲  ఇవछ బݟన సంబంߖ߄ऒ  కڵ࡯ ఉండంݟ అం݄ ఇ޴ మࡖకܽ ޶ڒ, అޙ࠼  

కएࡅ  అݞण కएࡅ ݋ం࠼  ప ऱ࣒ घࡍటݟ  కएࡅ ݋ంߜ घࡍటݟ  రߖ ఏࠫ݇ ݋ߝ प࠼ంచడం అ10 ޴ߝ పవ࡛ 6ړ b 
సࠪనం ڒబܽद మనڕ ఉమघ కएࡅ ݟ घࡍటݟ  మధङ ݋ߝ  సంబంధం ࣆࡱޘ.a 
पࡌߖ  యకం పరంڴ ఇవछ బݟన3 ޴ ऴ3 ࣒ڒ ࠪతృక ڒబܽद ఉమघ కएࡅ ݟ घࡍటݟ  ऒߖࣃరऴޔఒక చ ݋ߝ  a 
రߖ प࠼ంచడం తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇ޴ ఒక చޔరऴߖࣃऒ రߖ  प࠼ంచడం మ࠾ࡍ చޔరऴసం ࡅకए  b 
घࡍటݟ తపओ ݋ంߜ  మࡖకܽ ޶ڒ , ఇ޴ శړ फ 6ړ10 ړ సࠪనం ڒబܽद ߖర प࠻తघ కం ڒబܽद ఇ޴ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  b 0 
घࡍటݟ తపओ ݋ߝ  మࡖకܽ ޶ڒ, 
ఇړ10 ړ10 ޴ సࠪనం, 6 ఇۨऐ న ݟటࡍघ एڕకం݄ ఎ 0 ݋ߝ వ 
, అం݄ ࡅకए घࡍటݟ  ओߩబܽद ఇڒ ࡔసࠪనం  స ړ పవ࡛  ݋ߝ एړࡵ మనం ݡ ంۨన ߖర प࠻తघ క వङ ڔ फకరణߘ a 10 3
ऴࣃ࢐भ ం.
  ఇږ 8 ޴ङ ࠗ పऱ࣒  12 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  6  ప ऱ࣒  1 తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ, ఇړ 000 1 ޴ సࠪనం ڒబܽद ఇږ 8 ޴ङ ࠗ k k k k 
 ప ऱ࣒  12 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ऒߕࣆ న࣒ 999࠳ 6   k k ߖ޵  ޴ఉంܿం ࣄనవలھߘమనం క ڴథࠫకంߦబܽद ऴڒ సࠪనం ړ
బܽद ఈ వङڒ ޴ఉంܿం ڴకషदం ࡮ۧ నడంھߘక ޴క ఇߘక ࡔలం స࠮ ڔ फకరణ޳ ߘछ న 8 bkpk kߩ࢙ ఎడమ ࡌ
ङږ ࠗ పऱ࣒  12 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ फࣃۨࣇ ߖఅ ࡔన࣒ స࠳ 6  కएࡅ బܽदڒ ࠭ నऒࠚ࢑   k k k ߘవࡱ࢑ సం ఈڝ వࡱ࢑ 
త޳ۯ ڥߖभ ం సڒ ࡔబܽद సࡔ 
, అڒ ߘ࢓బܽद ࣾࠫంచంݟ అڒ ߘ࢓బܽद ࡱ࢑వ ఏࠫܽ ڒబܽद మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद pqp 1 p 1 pk p 1 
అ8 ޴ߝ ప ऱ࣒  12 ప ऱ࣒ న࣒ 9 9 తపओ࠳ 6   మࡖకܽ ޶ڒ, ఇ޴ ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ తڕए వ 
ङږ బܽद అం݄ ఏࠫܽ  8ڒ బܽद అం݄ ఏࠫܽڒ ࠗ తపओ  మڒ ޶ࡶ ࠬࡔబܽद 64 ప ऱ࣒  న p2 p2 k pkࣄ࡯ޘ ڕࠬ 
అం݄ ఏࠫ݇ ۫޳भ ం 12 ߘం4 ݟ ప ऱ࣒ ఖۨऐ ݞږ ޴బܽद ఇڒ న࣒ 9࠳ 2 ݟంߘ 6  తం0 ڴ కం݄ తڕए వڴ 
ఉంܿం޴, అం݄ 8 ߘంߘ 12 ړ27 ݟంߘ 6 ړ9 ݟం3 ݟ వర࠳ 18 ڕన࣒ 9 9 9 మߖ޵ ࡏࠬ ࠾ࡍऒ  p3 p3 
एړࡵ ంۨనటऱޙ࠼ ఇݞږ ޴ తڕए వ ݅ࠆࢳ ࠹द ޔࡏࠪ ڴం޴, ఎం޶కం݄ అߘ࢓ ఖۨऐ తంڴ ఈ సంఖङ  999 
కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ , అߘ ޙ࠼ం64 ݟ వరڕ మߘ 12 ࠾ࡍం16 ݟ వరߘ 6 ڕం4 ݟ వర24 ڕ p4 4 8 
బܽद ఈ 5 1 2 పڒ న࣒ 999࠳ ऱ࣒  2 3 వߤߞ ߤ ݀ అం݄ ఏࠫ݇ ړࡵए भ޳ ం  ల࣒ ఇర࢙ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ࠫޛघ  p ޴
घࠫޛ घࠫޛ ޴ ఖۨऐ ޴ఇ ޾ఏ 700 ޴ఇ ڴࡏࠪࣆ ޴ఇ ݟంచంࠫࣾ ޴ తంڴ ऴܽࠫޛ ࡽߩघ एڕకం݄ త ޴ వ ڒబܽद 
ఇߕࣆ ݞږ ޴ऒ  కం݄ తڕए వ సڒ ࡔబܽद అం݄ ఏࠫ݇ ۫޳भ ం p5 p5 
ప 125 ݟంߘ 8 ऱ࣒ ప 1000 ޴బܽद ఇڒ న࣒ 9 9࠳ 30 5 6 ڕవర 25 ݟంߘ 12  ऱ࣒  300 ప ऱ࣒ న࣒ 9 తపओ࠳ 30   మࠬࡔ 
एڕకం݄ ఎ 0 ޴ఇ ,޶ڒ వ ڒబܽद ऴߦథࠫకం4 ڴ మ5 ࠾ࡍ మధङ  4 తࡌछ త ఇ޴ ఈ ࡏڷफࣆࡏࠪ ߘफం޴, pk 
బࣗప޴ ۨ ऒࣔ ऒߖ మధङ 4 ࠾ࡍసం 0 5 మڝ తफం࠴ ޴फంࣆۨࣇ ߖఉంܿంద 0 ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆࡏࠪ   pk k 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖ޵ అర बం ఏࠫܽ అం݄ ఇ޴ అం݄ కం݄ ߭దभ ࡌߪप ంకం కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం k k 
తపओ 4 ޴బܽद ఇڒ  మ4 ޶ڒ ࠬࡔ ఓښ ఎం޶కం݄ 4 మ5 ࠾ࡍ మధङ  ఉం0 ݦ ఉం޴ 
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క సమసङࡖబܽद మڒ ࡔస ࡔనం స߄సࠪ ࡍవۨ ޻ఇ  ࡔబܽद సڒ  ऴపశऒ షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం 
అ࠳ 3 ޴ߝన࣒ 1 ࠳న࣒ 2 2 0 ఆ࡮औ छ޳ న࣒ 5 0࠳ 3  ఇవछ ࡌ బݟన 3 ऴ3 ࣒ڒ ࠪङ ऴܽڡझ औ࡮ఆ ޴బܽद ఇڒ   p ڕ

ङࠪ 3 ࣒ڒన 3 ऴ޴ంۮ ऴܽڡझ ऒߖڜ   ࢐సफవ సంఖङ  అڕߘం޳ం  మࡖక ࠪऴޒక ࠪతృకڴ ఉం࡯ݞ అం݄ q p 
ऱ ఇకएࡏࣃ సࠪనం ړ ݟంߘ డ అۮ ړ ޴ߝం޴నړ0 ޴ సࠪనం ޶ڒ మݡ࠮ ࠾ࡍ ऴ࣒ڒ ऴޓ q k i k rk i 
ంܾܽ ࠪङݥతృక ఐࠪ ߩफంࡍڷ ऴܽڡझ  సڒ ࡔబܽद 

కएࡅ  छ޳   కएࡅ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ న࣒࠳ ࡌ घࡍటݟ  ए࣋ ݋ంߜ छ బܽद ఆ 2 3ڒ సࠪనం ړ  ړ ࡛ q 8 k q k 2
ఉమघ ࢓޶ంࠉ కएࡅ వదभ ݟ घࡍటݟ  औ࡮ఆ ݋ం࠼ߦ ࠾ࡍసࠪనం మ ړపవ࡛ 9 ړ2  ݋ߝ  న࣒ q p b 4 k࠳ 
 ప ऱ࣒ ऒߖࡌతफం సࠪۧ࠴ బܽद ఈڒ సࠪనం ړ0 8   మనం అంࣃ޴फ ࠭.
  మనం ߖ޵ऒ  ఓښ అߧࡐߖ ߖంۧڒ ࡯బܽद ఖۨऐ తంڴ ఆ࡮औ  మࡅ ڙ ࠾ࡍకए  ఈ ࡱ࢑వߘ మనం క࡯ߕھߘ 
మ࠾ࡍ మనం ఈ సమసङ షएࡍప ࡮ఎ ߘ भ޳۫ ࡹంۧࡍ ం సࡔ సࠪ߄నం ڒబܽद ړࡹ అ࠹݅ ޴ߝझ  p p k 
ఐݥంܾܽ ࠪङ ऴܽڡझ  తపओ  మڒ ࠬࡔదߖ ఇవछ బݟం޴.
घࡍటݟ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ࡏࠬ    k i k ޴బܽद ఇڒ తృకࠪ 3 ࣒ڒऴ 3 ޴ఇ ࠾ࡍऱ మࡏࣃ ࠭࠲ ,ం݄ڕࣆޓ ݋ంߜ
ङږ ࠗ మࡅ ࠾ࡍకए घࡍటݟ  తపओ ݋ంߜ  మ޶ڒ ࠬࡔ, ఇړ ޴ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇږ ޴ङ సࠪనం i 1 ړ ࠗ k 
మ࠾ࡍ ఎం޶కం݄ ޶ڒ ఇړ0 ޴ సࠪనం ڒదࣆۨࣇ ߖफం޴ ఎం޶కం݄ అړ0 ޴ߝ సࠪనం ޶ڒ k  0 k 
కएࡅ ڕబܽद మనڒ घࡍటݟ  బܽद మనం ఈ ఉతओڒ ޴ఉంܿం ݋ߝ ऒߖޑऴࣇ फޒ  అనछ ంచవ۪ऐ࠼ घࡍటݟ   p݋ంߜ
घࡍటݟ ऒߕࣆ ݋ంߜ బܽद ఇకएڒ ޶ڒ సࠪనం ړ డ ߘంࡅ ݟకए घࡍటݟ  ऒߕࣆ ݋ంߜ  q p ߖదڒ సࠪనం ړ
మࡅ ࠾ࡍకए घࡍటݟ  ంచవ۪ऐߖగమ ߖదڒ సࠪనం ݞږ ݋ంߜ .q 
  0 వరڕ సڒ ࡔబܽद ࠪङ ऴܽڡझ  అం݄ ఏࠫ݇ ۫޳भ ం ڒబܽद ఇవछ బݟన ࠪङ ऴܽڡझ  న࣒ 2 2 0 ap p࠳ న࣒ 1࠳ 3 
ఆ࡮औ కएࡅ ࡏࠬ బܽदڒ  న࣒࠳   घࡍటݟ  एړࡵ ߖ ݋ంߜ ࣋फ ఇ޴ ఓښ తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ڒల3 ࠹ 5 0 b 
ऒߕࣆ కం݄ ఒక޶స ఎంࡏవ ࢓ࡱߖ డవ࠮ ం޳ంڕࣆޓ ߖ ࠹లڒ  ఉంڒ ޴బܽद అకए డ ߘం࢑ ݟసफ޳ࡍभ ࠭ 
ऱ తపओࡏࣃ న࣒ 2࠳ ޴బܽद ఇڒ  మࡖకܽ ޶ڒ ఇ࠳ ޴న࣒ 10 మ࠾ࡍ ఇ3 ޴ ప ऱ࣒  2 5 అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ࠳ ޴న࣒ 
ఆ࡮औ న࣒ 15 ప࠳ ऱࡏࣃ  ऱ࣒ औ࡮ఆ 12 ڕమన ޶ڒ ఏࠬ ޴బܽद ఇڒ 3   ప ऱ࣒  20 ఓښ ఇۨऐ న ݟటࡍघ  p 0 ޶ڒ ݋ంߜ
औ࡮ఆ 12 ޴ఇ ,޶ڒ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ 20  కएࡅ కం݄޶ఎం ޴फంࣆۨࣇ ߖదڒ సࠪనం ړ घࡍటݟ  ऒߕࣆ ݋ంߜ  p ړ
సࠪనం ޶ڒ సڒ ࡔబܽद ఇߩओ ళࢗ ڵࡍޒ ړ ߤషࡶࡍ ऱ మనం ఈࢁమ ݡ ऱࡿࢗ ڵࡍޒ ړߖݞफ ࠭.p

సࠪనం ࡏࣃऱ ఇ޴ మనం ࠴ద ऱ݇ నࣄۯ  ऱܿږ ,ڴङ ࠗ ఆ݋ࡕ ࡽ తపओ  మࡖకܽ ڒదࣆۨࣇ ߖफం޴,   q k i k 
కएࡅ ޴బܽद ఇڒ घࡍటݟ   q ,޴फంࣆۨࣇ ߖదڒ కܽࡖమ ݋ంߜ
ఇ12 ޴ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  20 తపओ  మݟ ,޶ڒ ࠬࡔటࡍघ ङږ నݟంచబڵ࠙ ޜ ݋ంߜ ࠗ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.p k 
घࡍటݟ  ओߩఇ ڕࠪ ݋ంߜ ओߩబܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ڴࠈ ݡ  ऱ q pq k kࡏࣃ ޴ߝఅ ݟంߘ ऱ ఈ సంబంధంࢁమ ݡ
ऒߕఉ ڵ࡯క ߘߝ ߖऱ సࠪనం అࡏࣃ ऒߖࠪࡹ࢑ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ࡏࠬ ࠭ ంచవ۪ऐށڷ  ऒߕࣆ ޴ߝబܽद అڒ   p p 
రߖ ߖړߖమ ఉࡹ࢑ బܽदڒ ޶ڒ प࠼ంచడం వలన అ޴ߝ తపओ  మࡖకܽ ڒదࣆۨࣇ ߖफంࡏࣃ  ޴ऱ p q k p 
కएࡅ బܽदڒ మంࡹ࢑ ऒߖࠪࡹ࢑ అం݄ ݋ం࠼܉   గށంచړߖݞ మనం ڒ ࡯࢐ڝࣆࡱޘబܽद ఇࡅ ޴కए  p p p 
एڕకం݄ ఎ ޴బܽद ఇڒ ࡯࢐ڝࣆࡱޘ ߖ ݋ం࠼܉ వ ࡅ , ޶ڒకए  ఉమघ घࡍటݟ ߖݟ k p p ݟంచంڵ࠙ ޜ ݋ߝ
కएࡅ బܽदڒ  ఉమघ भ޳ށగ ߖݟ ం ڒబܽद ࡅకए  ఉమघ ङ߷-ڝ ޴ఇ ݟ క द࡛  ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ   ऴܼߤझ  ߱ తపओ ܘ  p p 
మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ߖ޳ऒ  గ޳ށभ ం ڒబܽद ࠴దట ఎంऴܾ 5 ఆ࡮औ  మ࠾ࡍ త࢐ࡏత 3 ఆ࡮औ  ఇ࠳ ޴న࣒ 10 ఇ10 ޴
ఇ6 ޴ ఇ12 ޴ ఇ࠳ ޴న࣒ ఆ࡮औ  ఇ࠳  ޴న࣒ 3 ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  4 మ࠾ࡍ ఈ సࡔ కߘక ఇ޴ గށంచడం ۧ࡮ i  s 2 
ओߩబܽद ఇڒ లభంࣆ भ޳۫ అం݄ ఏࠫ݇ ݡ ం ࡏࣃऱ ݟ ߖటࡍघ औ࡮ఆ 12 ޴అ ڴంచڵ࠙ ޜ ݋ంߜ  ప ऱ࣒  qq k d p
20 తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ మߘࡌۯ ࡹ ߘߝ ࠾ࡍ అం݄ అ޻ ࠪతృక తపओ  మࡖకܽ 5 ޶ڒ ఆ࡮औ औp࡮న࣒ ఆ࠳ 10 
3 ఆ࡮औ औ࡮న࣒ 3 ఆ࠳ 6   ప ऱ࣒  4 ఇ࠳ ޴న࣒ 10 12 మ2 ࠾ࡍ సڒ ࡔబܽद ఇ޴ ࠪङ ऴܽڡझ  మ࠳ ࠾ࡍన࣒q q 2 3 

भ޳۫ బܽद అం݄ ఏࠫ݇ڒ ࣆࡱޘ ߖఅ 8 ࠑ ం  3 ఈ ࠪతృక ࡅకए  2 3 న޶࠵ అޔ࢓ం޴ k q 2 3 q 2 
भ޳۫ ࡔబܽद సڒ ࠭ అ޳ 8 ޴ߝछ న࣒ తపओ࠳ ࡌ  మࡖకܽ ޶ڒ q 2 3 k 
औ࡮న࣒ 3 ఆ࠳ ޴బܽद ఇڒ  ప ऱ࣒ ࡓ 4  ऱܿ ఆ࡮औ న࣒ తపओ࠳ న 20ݟంచబڵ࠙ ޜ  మࡖకܽ ޶ڒ.k 12 

బܽद ఇవछڒ 8 ݟంߘ బݟన అߕࣆ ޴ߝऒ యవ۪ऐۯ भ޶ర ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ క మనంߘక ޴ߖڒ  , మనڕ  k k 
ఈ ࠳న࣒ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ర޶भ ۯయబޔݡం࠳ ޴న࣒ ࠳న࣒ ర޶भ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद 3 ࠭࠲ k k 
ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ औ࡮ఆ 12 ߖ 4   ప ऱ࣒ औ࡮ఆ 24 ޴సࠪనం ఇ ړ8 ࠑ ంۧ࠭ 1ڵ࠙ ޜ20   ప ऱ࣒  32 అం݄ 12 ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  ړ20 
సࠪనం ڒబܽद ఇ12  ߘߝ ޴ ఆ࡮औ  తపओ  మࠬࡔ 
.޶ڒ సࠪనం ړన࣒ 12࠳
 ఆ݋ࡕ ࡽ ఆ࡮औ  ఆ࡮औ औ࡮బܽद మనం ఆڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړన࣒ 1࠳   ޴అ , ࠭ޑ޶ం߰ ߘవࡱ࢑ 
న࣒ 1 తపओ࠳  మࡖకܽ ޶ڒ, సڒ ࡔబܽद ࡱ࢑వڝࣆࡱޘ ߘవړߖݞ మߖڜࡍऒ  సంబం߄లߘ 
ఉపڵࡆం۪ڕం޳ం సڒ ࡔబܽद మనڕ ఉనऒ  మࡖక సంబంధం ߖ ړర प࠻తघ క࠳న޳ ޴छ k q ࡌ ak 2 ak 
࣋ए छ ࡛ ఇవछ బݟం޴ సڒ ࡔబܽद ࡅకए घࡍటݟ  ङږ ࡹరంభంߦమనం ऴ ޴అం݄ అ ޴ఏ ݋ంߝ  q k 12 ߖ ࠗ
ఆ࡮औ छ޳ 2 ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړ ޴फ అ࣋ڵ࠙ ޜ20 ڴంచڵ࠙ ޜ ए࣋ ࡌ छ ࡛ మࢁऱ ڒ 0 ޶ڒబܽद k k 
మనం ࣋ए छ ࡛ ߯ యవ۪ऐۯ भ޶ర ݟంߘ లߩ࢙ ݡంࡓ  బܽद ࣋एڒ  छ ࡛ దగ ठర  ߱ޔంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఏࠬ ޶ڒ k k 3
औ࡮ఆ 12 ޴ߝऱ అࡏࣃ 2 ߗڒ ޶ڒ ఏࠬ ޴ఇ ߗڒ న࣒ 1 ప࠳ సࠪనం ړ ऱ࣒  k k z 2 8 ޴న࣒ ఇ࠳ 2 ޴బܽद ఇڒ 20 
21 ఈ12 ܘ అߖ ఇࣆۨࣇ ޴फం޴, ఇ޴ ࣾࠫంచం4 ݟ అం݄ అం݄ 4 ړ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ఇ޴ k k 
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మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఆ࡮औ  ఆ߯ ࠙గం k 4 b ,ࣆࡱޘ ڕమన ߖన࣒ 1 అ࠳ 
4 ఆ࡮औ న࣒  ప࠳  ऱ࣒  8 ఇߘ 4 ޴ం࠳ ݟన࣒ తపओ  మࡖకܽ ڒదߖ మనం ధృ࢒కࡍంచగలࠪ  1 ఇ࠳ ޴న࣒ 4 ప ऱ࣒  8k 
ఇ0 ޴ తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ࡛ߦ द ࡛ߦ द ࠉ ఓڒ ښబܽद ࡛ߦ द వࡿࢗ ړ ߤभ ం సڒ ࡔబܽद ࠙గం ఏࠫటం݄ మనం b p 
కएࡅ घࡍటݟ ࡹ ݋ం࠼܉   దట q࠴ మనం ߗڒ ޶ڒ ޵ఏ ޴బܽद ఇڒ ࡔస ࡯ߕھߘక ߘవࡱ࢑ ݋ంߜ
घࡍటݟ కएࡅ ݋ంߜ घࡍటݟ  ڡऴ߱డ ݋ంߜ द ߖ ఉపࣃڵࡆफ కల ఉతओޒऴࠪ ݡంࡓ ߗڒ ࠭ రߖ ߖफޒ प࠼ంచడం ڝసం 
ఏࠬ ޶ڒ.
  12 ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  20 మ࠾ࡍ ఇ޴ మۯ ,޶ڒ ࠬࡔరడం ޳छ घࡍటݟ ࡌ ऒߖࣃరऴޔతफం చ࠴ ޴ߝఅ ݋ంߜ  q uh q 
రߖ प࠼ంచడం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ ఎం޶కం݄ 3 ݞږ ऴ3 ࣒ڒ ࠪङ ऴܽڡझ  సڒ ࡔబܽद ఈ 20 ఏࠫܽ మ࠾ࡍ q 
घࡍటݟ ङږ ޴ߝఅ ݋ంߜ औ࡮ఆ  ߘ ࠗ  ప ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴   छ ړశ ޴బܽद ఇڒ  ޴ంݟంచబڵ࠙ ޜ ࡛ फ  ړ q k 12 20 6 12 
ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠾ࡍమ ޴నݟంచబڵ࠙ ޜ20  తపओ ړన࣒ 1࠳   మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇకए డ అڒ 4 ޴ߝబܽद k 
పవ࡛ 64 ړ మ࠾ࡍ ఇ12 ޴ ప ऱ࣒  20 అ8 ޴ߝ తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ఇړ2 ޴ మ޶ڒ ࠬࡔ.
  పవ࡛  ఇకए డ  పవ࡛  మ࠾ࡍ అతړ ޴ߖ  తపओ  మڒ ,޶ڒ ࠬࡔబܽद మనం ࡅకए 12 ړࡹ ݋ం࠼܉  2 3 t 9 2 q  p
కएࡅ రߖ  प࠻తघ కతߘ ߰ం࠭ޑ޶ , శړ फ 92 ړ తపओ  మڒ ,޶ڒ ࠬࡔబܽद మనం ఓښ అߧࡐߖ ߖంۧ࡯झ  వۨऐ ం޴ 
ఈ ऴపశऒ ޴ఇ ޙఅం ޴బܽद ఇڒ ߘ࢓బܽद అڒ एࢲࡍప ڕ రం అࡓ ࠭࠲ ߖంڴ࠙ ݡలߘ ధృ࢒కࡍంۧ࠭ సࡔ 
ङ޳࢑ ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ ࡱबࡏ ఇకए ݡ డ ఆࣃ࢘ߧफ ధనङ ڕ޶నంࡕజࣔ ڕ ߤఈ ࣊ష ,ߘ  ࡍప޶త ߘߝ ,ࡱ޳࢐
ఉపߕङ సంࡹ ࠪऴޒకࡱ మݟ ࠾ࡍటࡍघ ߯ ݋ߝ  మߖڜࡍऒ  ఆసړ फకర࠳న సమసङ లߘ పࡍషए फࣃࡍ ధనङ ߘ  ࡱ޳࢐
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