
 హࣇ ࡹद झ݋ంݥ झڡܽ࡯ߦ   ऴߦబऱ࡯ࣃ ࠹छ ంۃ ࣊షߤ ఇࡵ ޴కऐ ࡛ నంబ࡛ వߤ మڡߧܼ ࠪ ࠾ࡍ 
ࠪऴޒకࡱ మߖ ࠾ࡍర प࠻తघ క࠳న޴, ఈ ࡵకऐ ࡛ లߘ అߘసࡍంచࡏࠬ ړߖݞ ࠪऴޒకࡱ మ࠾ࡍ 
घࡍటݟ ङޢపߝ థࠫకߦల߯ ऴ ݋ంߝ ऒߖ  కڵ࡯ ఉంݞల࠭࠲ ߖ ఆࣆࢢफߕऒ ࠭, అ࠼నపओ సమసङ ߘߝ ڔܽ  
పࢲࡍए ऒߖࡌ  ऴߦరంࠚంۯ ࠭ంࣃۯ ڡߧܼ ޶फ पࡌߖ ࠾ࡍమ ࡱకޒऴࠪ ࠾ࡍమ ߤష࣊ ߘ యڒల ࡅకए  
లࣾࡱހ 

छ޳ రछߖ ࡌ ۨంచబݟన మ࠾ࡍ ऴ࣒ڒ ࠪతృకߘ ఒక a ab m n 
రछߖ ߘకޒమనం ఒక ࠪऴ ڴ࢑ధం సࠪనం ఈ ړ ۨంۧ࠭ సڕ ࡔऱప फం࠭࠲ ڴ a2n am1 am2 am2 n a 

చޔరऴڒࣃర ऴڴ ݋ڙࠈ ऴࣃ࢐फ ࠭ సࡔ ఆ߯ ߖరछ भ޳ۨ ం ࠪతృక ࡅకए  ऴܼߤझ  ߱ झߤऴܼ ܘ  ߱  aij a ܘ
అ޴ߝ ऴܼߤझ  ߱ छ޳ ݭ࠻ ܘ  ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡌ
అݡन వࡏస మߖ ࡽڒ ࠾ࡍ పరసओ రం ࠪࡏऐ छ޳ వడంڝ రछߖ ࡌ ۨంచబޔݡం޴ అం݄ ऴܼߤझ  ߱ 1 1 ޴ߝఅ ܘ

छ޳ సࡏదܽ వ࠴ ڴ࢑ధం ޻అ ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴ సࠪనం అం݄ ړ2 ࡎభ ࡌ फ ࣃۯफ  ండవ a 1 a 1 nࡓ ࡏ
ࡎభ ޜస 2 1 2ࡏండవ వࡓ సࡏవ ࢓ࡱߖ फ ۯయబݟం޴.a 2 2 a 2 nam 1 am 
 సڒ ࡔబܽद ړ సࠪనం మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ ओߩన࠼అ ࣒ڒऴ ࡹ  n ڴషदంࣆ ޙ࠼అ ߤऴܼ  ݡ a 
పओۮ బޔݡం޴  ࣎ओ ఈకछ ܘఈ ܘ ఈకछ ܘబܽद అం݄ ఐڒ ښఎ ఓ ܿ ࡽ झࡽ  అړ܋ ఈకछ  ܋అ ࠆఆ ࡽ
అߖऒ  ఐܐ ఓښ అ࢑ ޻ధంڴ మࢁऱ మనం ߖరछ ۨంۨనߩओ झߤఒక ऴܼ ࠭ޑࠋۮ ߖఅ ڡऴܽ࠱ࣄ ݡ  ߱  a htt ܘ
 AIj j aii ޴ߝఅ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ܊న࣒ అ࠳ ޴ߝఅ ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ړ న࣒࠳
खࠈబܽद అڒ ښఐ ఓ ,޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳ ङࠪ 40 ࡱ࠼ ऴܽڡझ  అం݄ సࠪనం ڒబܽद aii AI 
ఉ޳హరణڕ ఒక ࣋ए ङࠪ ڴ ల࡛݄ ߖऱ అࡏࣃ ,ޙ࠼అ ࡛࡮ ऴܽڡझ छ޳  రछߖ ࡌ ۨంచబޙݟ, ऴపޒ c c a ac eij 
ए࣋ ޳ࡶ ݟంڝߘదల అڷࡏ߭ छ ࡛ ऴܼߤझ  ߱ ए࣋ ܘ छ ࡛ వߤ అవసరం ࡏࠬ ߗڒ ޶ࡶ ఏࡓ ߕ޼ంݡ uh 
ࠪऴޒకలڕࣆޓ ߘంܼࡏ మ࠾ࡍ  పऱ࣒  ऴܼߤझ  ߱ झߤఒక ऴܼ ޴ߝఅ ܘ  ߱ ప ܘ ऱ࣒ झߤऴܼ ࠉ   ߱  a ba b ࠾ࡍమ ܘ
కల ఉతओޒऴࠪ ݡంࡓ झߤऴܼ ߖ޳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړफޒ  ߱ झߤऴܼ ܘ  ߱  b ړࡹ ܘ
ऐࡍࠪ న ऱܿڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖరछ भ޳ۨ ం  ࠪతృక ࡅకए घࡍటݟ  కएࡅ బܽद ࠪతృకڒ ࡔట࡛ సݟఎ ښఓ ݋ంߜ  
घࡍటݟ ए࣋ ޴ߝఅ ݋ߝ రछߖ సంڝ తృకࠪ ߩచదర ޴ఇ ࠾ࡍణం మࠪࡍప ࡛࡮ ۨంచబݟంڒ ޴బܽद మ࠾ࡍ ab 

ऴ࣒ڒ ࠪङ ऴܽڡझ పओۮ ߖఆ߯ అ ߖ  ంࡅ  ݟకए శछࢡ  త࠳న ࣋ए కएࡅ ࠭࠲ ఆ߯ ,ࡔణం సࠪࡍప ࡛࡮  n n d a a 
घࡍటݟ छ޳ ߖ ݋ంߝ फࣃۨࣇ ࡌ  a ࡏఉంۧ ߘతృకࠪ ࡹߖ޳ ,ఉంۨ ߘఖలࡔ సࠪంతర ݡంࡓ వలంښ ࡏࠬ ,࠭
సڒ ,ࡔబܽद మనం ఈ ఓߖ ߖښరछ भ޳ۨ ం ڒబܽद 2ړ సࠪనం అ࠼నߩओ ధङߖޒߦऴ ݡ ం వࣕࣆफం޴.n a 

ఆ߯ 1 1 2 ࠳న࣒ ߘం1 ݟ ఓ޳ ښछ రछߖ ࡌ ۨంచబޔݡం1 1  ޴ a 1 2 a 2 1 a 2 2 a 2 2 a a 1 2 n
అړ 3 ޴ߝ సࠪనం అ࠼నߩओ  సࠪనం  2 a 1 1 a a 1 3 a 2 1 a 2 2 a 2 3 a 3 1 a 3 2 ړ1 ݡ

 సࡔ అߩओ घࡍటݟ ࠭࠲ ݡ రछߖ ࡮ఎ ߖ ݋ంߜ ۨంۧڒ ࡯బܽद ࡅకए घࡍటݟ  a33 ݡంࡓ ߘߝ బܽदڒ ݋ంߜ a 
సం܉थ ऒߖߕࠪ फࣃڵࡆఉప ޜ వలంښ ޳ࡶ ࡱఖࡔ సࠪంతర ݡంࡓ  घࡍటݟ  ߘ a a ޴బܽद ఇڒ ݋ంߜ a 
రछߖ ۨంచబݟంڒ ޴బܽद మనం ࠴దܽ అݡन వࡏసߘ ఓ࠴ ,ࣄۯ ښదܽ ࠮లకం 1ڕࣆޓ ߖంܼ࠭, ఆ߯ a 1 
छ޳ ంచడంڵలޛ ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴ ࠾ࡍస మࡏन వݡదܽ అ࠴  ఆ߯ ,࠭ޑ޶ం߰ ߘకޒఉప ࠪऴ ࡌ
घࡍటݟ ࠭࠲ फࣃށగ ߘ ݋ంߜ ఆ߯ c a 2 2 a 2 3 a 3 2 a 3 3 ޴ండవࡓ  న࣒࠳ బܽद  ఆ߯ڒ ࠭ a 1 2
సࠗ ࠪङ ࠾ࡍమ ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ ండవࡓ ࠾ࡍస మࡏन వݡదܽ అ࠴ ࠭࠲ फࣃڵలޛ ߘ ݋ झڡࡍ  ࠭  ࠭࠲ 
ఇకए ߖߖ޳ డ 2 1 మ3 3 ࠾ࡍ సࡔ ప ऱ࣒ फࣃऴ࢐ ߖఅ ޴డవ࠮ 3 1  ࠭, ఆ߯ ࠴ ࠭࠲దܽ అݡन a 2 3 8 3 1 
వࡏస మ࠮ ࠾ࡍడవ ࢓ࡱߖ వࡏసޛ ߘలࣃڵफ ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ऴړం޴ ఉప ࠪऴޒక ऴߖޓ a21 a22 a 
߰ం࠭ޑ޶  ఒకܽ  సڒ ࡔబܽद మనం  ऴ࣒ڒ  ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ  घࡍటݟ  फࣃށగ ࡮ఎ ߘ ݋ంߝ ࠭ a 3 2 3 3
అ࢑޻ధంڴ ఏߕ޼ ऴ࣒ڒ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ  घࡍటݟ  నవ۪ऐھߘమనం క ߖ ݋ߝ బܽद ఇకएڒ  డ ߖߖ޳ ߘߝ n n 
࢑సफࡍంచ࠴ ړߖݞదܽ వࡏసߕڕࣆޓ ߘऒ  ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ ߕ޼ఏ ࠾ࡍస మࡏन వݡఅ ߕ޼మనం ఏ ,ߘ
ఉపڵࡆంచవ۪ऐ   అޙ࠼ ఇށڷ ޴ంచడం అ1 1 ޴ߝ వంܽ ఈ ڷణڒల సంښతం, ఇ޴ ऴړం޴ a 1 2 a 1 3 
छ޳ ࢐ܽ రछߖ ࡌ ۨంచబݟంڒ ޴బܽद aij 
కएࡅ కएࡅ న࣒ 1࠳ ߤ࣌   శړ फړ  ప ऱ࣒ బܽद  పڒ  ऱ࣒  అޙ࠼ ఇవछ బޔݡంࣄࠐ ޴ సంఖङ  అߩओ  i j i j ݡ
ऴపږޒల సంښతం ఉంܿంڕࡶ ޴ం݄ అږߘࣃ ޴ల సంښతం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఉ޳హరణڕ ఏߕ޼ అݡन 
వࡏస మ࠾ࡍ ఏ࢓ࡱߖ ߕ޼ వࡏసߖڜࣆޓ ߘ మనం ݟటࡍघ ంచవ۪ऐށగ ߕߞޜߖ޻ ߖ ݋ంߜ , ఉ޳హరణڕ 

అړ1 1 ޙ࠼ ఒకࡍࣃ ऴ࢐యߖవछ ంݟ సڒ ࡔబܽद a a 1 2 a 1 3 a 2 1 a 2 2 a 2 3 a 3 1 a32 a33 
నऒڕࣆޓ ߘߝ  ,ం݄ڕࣆޓ ߘసࡏడవ వ࠮ ࡔస సࡏन వݡడవ అ࠮ ం޳ంڕߘఅ ڴࡱ޶బ ڕసࡏదܽ వ࠴ 
 ߘߝ
కएࡅ సࠪనం ړߖڒల࠮ దܽ࠴ ߖࡹసࡏడవ వ࠮ घࡍటݟ   a ߤ࣌ ࠾ࡍఒకܽ మ ݡ࠮ ߘऴ࢐యగల ߖ ݋ߝ
పऱ࣒ ݡ࠮ కం݄޶ఎం ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ  వ࠳ ߤన࣒ వߘ ߤంݟ పవ࡛ ࡛ࠂ ఒకܽ  ڒబܽद ప ऱ࣒  బܽदڒ फࡏڷ 
फࣃڵలޛ ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴ ࠾ࡍస మࡏन వݡడవ అ࠮ ߖڜࣆޓ లకం࠮ దܽ࠴ ࠭࠲ ࠭ a31 
మ࠾ࡍ మనڜ ڕంత ࠪతృక లࣆࠚफం޴, ఆ߯ ࡓ ࠭࠲ండవࡓ ݡ࠮ ޴ంݡ a 1 2 a 2 2 a 1 3 a 2 3 
పऱ࣒ ݡ࠮ కం݄޶ఎం ޴న࠳లږޒऴప ޴फ ఉంܿంࡏڷ ఈ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ సంఖङ ࣄࠐ ݡంࡓ   ఐ޶ 
మ࠮ ࠭࠲ ࠾ࡍడవ అݡन వࡏసߘ మࡓ ࠾ࡍండవ ࢓ࡱߖ వࡏసޛ ߘలࣃڵफ ࠭, మనڕ ఒకܽ ఒకܽ 3 ఎ 2 1 
ఎ 2 3 వࣆफం޴ మ࠮ ࠾ࡍడవ ऴప࢘శం 3 3 3 ప ऱ࣒  3 సࡍ సంఖङ డవ࠮ ࠾ࡍస మࡏन వݡడవ అ࠮ ߘߝ  బܽदڒ 
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फࣃڵలޛ ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ  a 1 2 a 2 1 a 2 ޻అ ڴ࢑ధం ޻బܽद ఇڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߖ2 1 1 ࠭࠲ ࠾ࡍమ ߘ
࢑ధంڴ మనం 
ఏߕ޼ అݡन వࡏసߘ పࡍగణనڝࣆޓ ړࡹవడం ޳छ ङࠪ ߕ޼ఏ ࡌ ऴܽڡझ  ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ  घࡍటݟ   ߖ ݋ߝ
एړࡵ ంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఏڒ ߕ޼ల࠹ సࡔ సڒ ࡔబܽद ߖڜऒ  అࡍߖ भషद లࣾހల޳۫ ߘभ ం ڒబܽद ߖڜ ߘߝऒ  
࠭ఖङ फࣃۯ ޑࠉ܉ ߖफࣄన ఆ࠳ घࡍటݟ ߘ ంۨన సమసङ߅సంబం ړ ݋ంߜ లߘ పࡍషए ओߩటۯంࡍ ڴగకరంࡆఉప ݡ
ఉంݟ ݦటࡍघ కएࡅ ޴దܽ࠴ బܽदڒ ,݋ంߜ घࡍటݟ  झߤऴܼ ,݋ంߝ  ߱ घࡍటݟ ܘ  a ߕ޼ఏ ޴ండవࡓ ,సࠪనం ړ ݋ంߜ
ࠫ ట࡛ݟ ޳ࡶ ࡱసࡏन వݡఅ ݡంࡓ  ࢓ࡱߖ ల ݋ంߜ
వࡏసࡱ పరసओ రం ࠪరऐ బݟనటऱޙ࠼, 
రߖ प࠻తघ క ࠪࡏओ ల࠮ ߘడవߤ࣌ ޴ ఆۯ ࠆయంࡅ ݟకए ऒߖఅ ߖࡹ ࠹లڒ ޳ࡶ యమంߖ   a ࡱڒల࠮ 
ऒߕࣆ   అޙ࠼ ࠪతృక ࡅకए  ఏ࢙ࡓ ߕంݡ అݡन వࡏస࢓ࡱߖ ޳ࡶ ࡱ a a 
వࡏసࡱ ఒ࡮ښ ఉం݄ అߕࣆ ޴ऒ ऒߖހలठవ లࣾߕ   
मࡌߖ కएࡅ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡍ రߖ  पڒ߅࠻రం ߕࣆऒ ऒߖڜࡍబܽद మڒ   లࣾࡱހ ఐదవ޴ అڕߘం޳ం .a 
घࡍటݟ ߖࡹసࡏదܽ వ࠴  కएࡅ ࡏࠬ ߘ ݋ంߜ   అࣄ ޻बర࠳న 1 2 k 1 3 2 2 a 2 3 a 3 1 a 3 2 3 3

फࣃށڷ ޜ ࠫ ట࡛ݟ మనం ,ࡏ एࡖ޶ఎ ߖ ݋ంߜ ऒߕ घࡍటݟ బܽद ఈڒ ࠭ ऱ ऴ࢐యవ۪ऐࡏࣃ ߖ ݋ంߜ  kk ak 
కएࡅ घࡍటݟ   ఈ1 1 a 1 2 a 1 3 a 2 1 a 2 2 a 2 3 a 3 1 a 3 2 a3 3 ڕబܽद మనڒ ࡔస ݋ంߝ

ऴړంݟ ޴టࡍघ ప  ݋ంߜ ऱ࣒  ఉందߖ అڕߘం޳ం  ప ऱ࣒  a 1 1 a 1 2 xa 1 3 a 2 1 a 2  2 ya 2 3 a 3 1
మ࠾ࡍ  ఈ ݟటࡍघ घࡍటݟ ݡంࡓ ߖ ݋ంߜ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴతफం࠴ ల ݋ంߜ  a 3 2 plus z a 3 3

࢐త పऱ࣒ࡏత ޴దܽ࠴  ޴ఇ 1 1 ޴దܽ࠴ a 2 1 a 3 1 a12 a2 a32 a1 3 a2 3 a33 a 2 1 1 ޴ండవࡓ 
ࠫ ట࡛ݟ దܽ࠴ బܽद మనం ఈڒ  घࡍటݟ  ߖ ݋ంߜ a 3 1 xyza 1 3 a 2 3 a 3 3 1 ڴతफం࠴ ݋ంߜ 2

࢑ۨऑ నऒ ం ࣃۯफ ࡎపߦబܽद ఏడవ ऴڒ ࠭ द ఓڒ ښబܽद ఇࡓ  ޴ంݡ ࠪऴޒకల ఉతओ కएࡅ फޒ पࡌߖ తృకࠪ ݡంࡓ  యకం 
కएࡅ  ఉతओ ए࣋ ݢంࡓ ࠾ࡍफ, మޒ छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  ఓښ ఆࠆ ఆర न࡛  అߖ అڕߘం޳ం, ఆ߯ ߖ a b n ab 
घࡍటݟ घࡍటݟ ښఓ ڴ ݋ంߝ రߖ ڴ ݋ంߜ प࠼ంచంڒ ,ݟబܽद ఇߖڜ ࢑ऒ  లࣾࡱހ ఒకܽ.b 
  ఇంڜక ࠭ఖङ फࣃۯ ޑࠉ܉ ߘߝ ߖफࣄన ఆ࠳ కएࡅ ऱ ఒక ࠪతృకࡏࣃ ڕహరణ޳ఉ ,ߘ घࡍటݟ   ఏࠫܽ, c ݋ంߝ
ఇకए డ ࣋ए ఇۨऐ ޴బܽद ఇڒ ,޴ఉంܿం ࡛࡮ న పవ࡛ ݟటࡍघ తపओ ړ ݋ంߝ  మ޶ڒ ࠬࡔ, ऴ࣒ڒ మ࠾ࡍc n c ajn 
ࠪङ ऴܽڡझ  సڒ ࡔబܽद అڒ ߘ࢓బܽद ఇݟ  ࢑టࡍघ కएࡅ ݋ంߜ ऒߖڜ   ࠭ఖङ ओߩఅ ࡱހన లࣾ࠳ ऒߖڜࡍమ ݡ  uh 
లࣾހలߘ ఉపڵࡆంۨనటऱߘߝ ޙ࠼ ఆ సమసङ లߘ పࡍషए ओߩంۨనࡍ ओߩఎ ߘߝ ݡ फࣃࡍ࢑వ ݡ फࣃࡍ࢑వ ߠ  ߘ
झߜڒ కڜఇం ࡹధనࢬࡍప ߕ బܽदڒ फࣃۯ చయంࡍప ߖ दߵ కएࡅ తృకࠪ ߖߖ޵ ,ߘ బܽद abڒ ࡔస ࡏమం అంܼࡹ࢑ 
రछߖ మంࡹ࢑ , ࣄۯ ࣒ڒऴ ࡹంۨ, ఆ߯ ࠪతృకޒమߘఅ ߖ ۨంచబޔݡంࡹ࢑ ޴మం అ޴ߝ ఒక ࠼܉ంޜ ݋ 
న ఉమघݟంచబڵ࠙ సࠪనం, ఇకए ړݟ డ 

కएࡅ घࡍటݟ   a ݋ߝ
అర ߖ޵ బܽदڒ ࡔస ࡗ܋-ߤߕ बం 

కएࡅ घࡍటݟ  ऒߕࣆ ݋ంߝ ओߩనڒ సࠪనం ړ బܽद మనం ఇనछڒ ޴మం ఉంܿంࡹ࢑ ࠲ऴతࠪ ݡ ర दࡽࠋ a 
ࠪङ ऴܽڡझ ङ࠭ࣄ-ߤߕ ߘ  ల࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  అࣃࡱߧ ߖफ ࠭.
వర ߤఇ ࠭࠲  दࡽࠋ ࠪङ ऴܽڡझ फࣃࡱߧ ߖఅ ޴ߖڒ ఏకవచనం ߘ  ࠭, ఇ޴ మࡖక ߮ࣄ-ߤߕ ࡏంڷల࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  అߖ
फࣃࡱߧ घࡍటݟ బܽदڒ ,࠭ एړࡵ ࡮ఎ ߘ ݋ంߜ ంۧڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ࡹబܽद ఇߩओ కएࡅ ݡ  అߘబంధం ఏࠫܽ a 
మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇߩओ కएࡅ రకం ࠪతృకڒ-సహ  ݡ  ऴܼߤझ  ߱ తపओ ܘ  మࡖకܽ ޶ڒ.
 ऴపశऒ  ఏࠫటం݄ ڝ߷క द࡛  ఓڒ ښబܽद ߘߝ ఈ ࢑ష࠻లߖऒ ంܽߗ ऴޓ ऴ࣒ڒ ऴޓ ࠪङ ऴܽڡझ फࣃࡍ࢑వ ޜ   a ࣒ڒऴ ޓऴ , ߘ
ऴޓ ࠪङ ऴܽڡझ , ఒకܽ ఒకܽ ࡓంݡ ఒక ऴࡓ ޓం1 ݡ మ3 3 ࠾ࡍ సڒ ࡔబܽद a 2 2 a 2 3 a 3 1 a  3 2 a 
కएࡅ  అߘబంధం ఏࠫܽ ڒబܽद ࡅ ߘߝకए  ఉమघ ai a 1 2 a 1 3 a 2 1 a 2 2 a 1 1 ߖߖ޳ ऴ࢐࣋फ ߖݟ

అߖ ऴ࢐యంڒ ݟబܽद ఈ ఎకए డ ఉం޴, ఇڝ ޴ ߷ङ క द࡛  సڒ , ࡔబܽद ఈ 2 3 a 3 1 a 3 2 a 3 3 AIJ ij 
ࠪతృక ࠬڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ࠼܉ం݋ ఏࠬ ޶ڒ , ఇڝ ޴߷క द࡛  ࠪङ ऴܽڡझ  మߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍ ऴܼߤझ  ߱  ࡔస ܘ
ओߩఇ ݟంڝࣆޓ క߷ڒ ఈ ࡏࠬ ݡ द࡛  లߘ ఎ࡮ గࣃށफ ऴపశऒ ޴ߝఅ ࡏ .
  సڒ ࡔబܽद ߄ࣃరణంڴ ఇ޴ అ࠳ ޴ߝన࣒ 1࠳ ړన࣒ 1 ޶ڒ, అ޴ అݡन వࡏస మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ a ij jth 
వࡏసޛ ߘలڵంచడం ޳छ కएࡅ కޒన ఉప ࠪऴ޴ం߰ ࡌ घࡍటݟ  ప  ړ ݋ంߝ ऱ࣒  వࣆफం޴,   i j 
ఉ޳హరణڕ అ1 1 ޴ߝ సహ ڒరకం, ఇ࠴ ޴దܽߖ޳ऒ छ޳ ంచడంڵలޛ   e 1 1 ࢓ࡱߖ  ޴ంޔݡందబ߰ ࡌ
వࡏస మ࠾ࡍ ఇ޴ 
छ޳ ంచడంڵలޛ ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴ దܽ ఒక࠴ కएࡅ కޒన ఉప ࠪऴ޴ం߰ ࡌ घࡍటݟ   ڴ ݋ߝ
రछߖ ۨంచబޔݡంڒ ޴బܽद మన2 2 ڕ వࣆफంڒ ޴బܽद 1 1 ఎߖ ࡮రछ ۨంచబޔݡం޴ a 2 3 a 3 a 3 3 
అ࢑޻ధంڴ మనం ఇతర లߖ ߘరछ ۨంచవ۪ऐ भ޳۫ బܽद 1 2 అం݄ ఏࠫ݇ڒ  ం ڒబܽद ఏߕ޼ AIj a 1 2 n  
फࣃڵలޛ ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ ండవࡓ ࠾ࡍస మࡏन వݡదܽ అ࠴ ࠾ࡍస మࡏन వݡదܽ అ࠴ ࡏࠬ ߗڒ  బܽदڒ ࡏ
ఇకए ࠾ࡍమ ࡏޑ޶ం߰ ߖ3 1 2 ࡏࠬ డ అ࠳ ޴న࣒ 1 ߘంݟ పవ࡛ 3ށڷ ړంచబޔݡం޴a 2 3 a 3 1 a 3 
एړࡵ ߘఇతర ఇతర ల ڴ࢑ధం޻బܽद అڒ తంښన࣒ సం࠳ ޴బܽद ఇڒ ంచవ۪ऐ బܽद ఉమघڒ   నడం AIjھߘక ߖݟ
క߷ڒ దట ఈ࠴ ࠭࠲ సంڝ द࡛  లߖऒ ంܽړࡵ ߗए फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ ఆ߯ ࠭࠲ ఒక ڝ-߷క द࡛  ࠪङ ऴܽڡझ  ߘ 
ఏరओ కएࡅ ࡔస ޴ంܼ࠭, అڕࣆޓ ߖࡰ޴బ ߖ޳ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕ۪ࡏ  అߘబంధంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद 
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ఇߩओ एړࡵ ࡮ఎ ڕమన ݡ ంۧࣆࡱޘ ࡹ.
 ࠪతృక ࡅకए బܽद ఒక ࠭ఖङڒ ࡔమం సࡹ࢑ మࡹ࢑   ݡంࡓ ంۨ߅సంబం ړߖࠪࡹ࢑ బܽदڒ ޴ఉం ښన ఓ࠳
లࣾࡱހ ఉߕऒ రߖ మࡹ࢑ ޴దܽ࠴ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ࠼ पࡅ ࡍڒ߅࠻కए घࡍటݟ  ߯ ݋ߝ సࠪనం a 1 ړ 
ంܾܽ ࠪङݥమం సࠪనం  ఐࡹ࢑ ࡯޳ం߰ ࡮ఎ ߖߖ޳ బܽद మనంڒ ऴܽڡझ కएࡅ మంࡹ࢑ ,ړ  घࡍటݟ   i ݋ంߝ
కएࡅ घࡍటݟ  ంܾܽ ࠪङݥఐ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ޴సࠪనం, ఇ ړ ݋ంߝ ऴܽڡझ  ఆ݋ࡕ ࡽ అޙ࠼ ఇ޴ g 1 AI 
घࡍటݟ .޶ڒ ࠬࡔమ ڴ ݋ߝ

ఓࡅ ښకए घࡍటݟ  ߯ ݋ంߜ సࠪనం   s 1 ړ 
ओߩబܽद ఇڒ కएࡅ ݋ం࠼܉ కܽ ఒకࡖమ ݡ  సంబం߅త ࠼܉ంݟ ݋టࡍघ న࣒ 1 తపओ࠳ ݋ంߝ  మࠬࡔ a is n 
కएࡅ घࡍటݟ  ందవ۪ऐ߰ ݟంߘ ݋ంߜ బܽद ఇకएڒ  డ ఆంऴݭ࠼ݞ ࠪङ ऴܽڡझ  సࡔ ఇకए డ yeah a is a is n 
ऴ࣒ڒ ఎߤ ࠪङ ऴܽڡझ  ఓښ అڒ ߘ࢓బܽद ఇݞږ ޴ ఓښ అߧࡐߖ ߖంచడం ۧ࡮ కషदం ڒ ޶ڒబܽद అڒ ߘ࢓బܽद 
घࡍటݟ ङࠪ ࠾ࡍమ ݋ంߜ ऴܽڡझ ంۨన సమసङ߅సంబం ڕ  లߘ పࡍషए ओߩటۯంࡍ एڕఎ ۯంڵࡆమనం ఉప ݡ వ 
एڕత ޳ࡶ వ లࣾࡱހ ఇ࢑ అߘߝ ߖ అڕߘంܿߕऒ .ߘ
 ऴపశऒ  నంబ࡛ వߖ ߤ పࡍషए भ޳ࡍ ం, ݡ࠮ ऴ࣒ڒ ऴޓ ࠪङ ऴܽڡझ వछߖఉండ ڴ  ంݟ, కߘక ఇ޴ ఒక ࡏࣃऱ m m 0 1 0 
ओߩऱ 1 1 1 సࠪనం అࡏࣃ ޴డవ࠮ న࣒ 1࠳ న࣒ 1 0 సࠪనం 1 1࠳ ऱ 1ࡏࣃ న࣒ 1 2 3࠳ కएࡅ ݡ  ࢑కర पm m m 
ఎంऴܾల ࠴తफం ఎంత అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈ సమసङ షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం సڒ ࡔబܽद ఈ m m11 m12 m13 m21 m2 2

छ޳ ఇవछ ࡌ బݟందߖ అڕߘం޳ం, ޳ ߖ޵छ ఇవछ ࡌ బݟం޴ స࠭࠲  ࡔ  ప ऱ࣒3 m 3 1 m 3 2 m 3 3 m m11 
ऒߖ޵ బܽदڒ ࡔస ࡯ߕھߘక ߘవࡱ࢑  ఎ޳۫ ࡹ࠻ۯ ࡮भ ం ڒబܽद మనం ࠴దܽ m 2 2 plus m 33 
సࠬకరߖހऒ దܽ ऴపశऒ࠴ ంܼ࠭ڕࣆޓ   m ޴ంޔࠋۮ ߖసࠪనం అ ړన࣒ 1 2 3࠳ ऱ 0 1 0ࡏࣃ 
ओߩఅ 0 1 0  ޴फంࣆۨࣇ ޴फ ఇ࣋ށڷ ޜతృకࠪ ࡏࠬ బܽदڒ ఇకए ࡏࠬ ݡ డڕࡏۯ ڕంܼࡏࠬ ,ࡏ m 1 2 m 2 

߰ంࡏޑ޶, ఇ࠳ ޴న࣒ 1 2 3ړ సࠪనం, ఇ࠳ ޴న࣒ 1 సڒ ࡔబܽद 2 m 3 2 m 1 2 m 2 2 2 m 3 2 h 3 
 సࠪనం m 1 ړ న࣒ 1࠳ న࣒ 1 0 1 1࠳ ండవ సࠬకరణంࡓ  ం޳ంڕࣆޓ
మ࠳ 1 ߘ ࡏࠬ ࠾ࡍన࣒ 1 0 ࣋ށڷ ޜफ ࠬ࠳ ࡏన࣒ m m 1 1 m 1 2.

 m 2 1 m 2 2 m 3 1 m 3 2 m 1 1  ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړన࣒ 1࠳ 1 1 ޴న࣒ ఇ࠳ ࡏޑ޶న࣒ ߰ం࠳
అం݄ 1 ప ޴फంࣆۨࣇ ߘ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖన࣒ అ࠳ ऱ࣒  m 1 2 m 1 1 m 1 2 m 1 1 m 1 2

ओߩబܽद ࠬ 1 1 ఇڒ న࣒ 1 0࠳ 1 ޴ఇ ޙ࠼నటऱࣄ۫ ߖన࣒ 1࠳ ࡏࠬ ࢑కర ޴బܽद ఇڒ 0 ݡ पం ࡅకए  m 1 2 
࢑కర ండవࡓ ޴దܽ ऴప࢘శం ఇ࠴ प ऴప࢘శం సڒ ࡔబܽद సࡔ మࡗ సࠬకరణం ۫޳भ ం ࠳న࣒ 1ړ m 2 1 m 2 2 
సࠪనం ڒబܽद ఇࣆۨࣇ ߖ2 ޴फం1  ޴ అ1 ޴ߝ ప ऱ࣒ బܽद 1 పڒ సࠪనం ړ2  ऱ࣒  అړ 3 ޴ߝ సࠪనం m m 2 m 2 2 
మ࠾ࡍ ۨవ࠳  ޴ࡍన࣒  ࠳న࣒  ړ సࠪనం, సࡔ ఇ࠳  ޴న࣒ ړ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴ m 3 1 m 3 2 1 m 3 1 1
 ప ऱ࣒  అం݄ అం݄ 3 3 ࠳న࣒ 1 అం݄ 2 సڒ ࡔబܽद ఇߩओ మన వదभ ఉనऒ బܽद ఇ࢑ڒ ߘ࢓అ ݡ  m 3 2 m 3 2 
ओߩబܽद ఇڒ ࡱవࡱ࢑ भࡿࢗ ڵࡍޒ ݡ ం ఎం޶కం݄ ఇపओ ऒߖހసࠬకర ࡍమనం ۨవ ڔܽ एړࡵ  ంۧڒ ࡯బܽद m 3 3 
ۨవࡍ సࠬకరణం 1 1 1 అړ12 0 0 ޴ߝ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ వߤ పऱ࣒  వߤ ݀ పऱ࣒  వߤ ऴޓ ࠬ ݀ వߤ పऱ࣒  m m m m
݀ ݀ పऱ࣒ పऱ࣒  ݡ࠮ ݀    ప ऱ࣒  అࣆۨࣇ ߖफం޴.m m 3 1 m 3 2 m 3 3 
 ఇړ0 0 ޴ సࠪనం సڒ ࡔబܽद ࠭ߘపܽ సऱߘ ݭ࠼ంڕߕ ݟ ऴޓ వߤ మ࠾ࡍ ऴࡓ ޓంݡ అߘ࢓ మ࠾ࡍ ऴޓ m m 
వࡓ ߤంݡ మ࠾ࡍ ऴޓ ݀ ऴࡱ࢑ ޓవ ࡱޘసߖ అڕߘంܿߕऒ ࠭, అߩओ  m ߤవ ޓऴ ޴డవ࠮ ఈ సࠬకరణం ݡ
ం  ప޳ంڕࣆޓ ऱ࣒  ऴࡓ ޓంݡ పऱ࣒  ऴޓ ఈڙछ झࡽ  ܿ పߜऒ ంڒ ݡబܽद ऴޓ పߜऒ ం࠳ ݡన࣒ మݡ࠮ ࠾ࡍ m m m 
ఒకܽ ࠳న࣒ ऴࡓ ޓంݡ మ࠾ࡍ ऴޓ అం݄ ఏࠫܽ ߘ࠭  ܌ ࠫ ݋ࡵపܽ ߘ ߖ޳ంݟ ۫డంݟ మݡ࠮ ࠾ࡍ m 
ఒకܽ ࡓంݡ మࡓ ݡ࠮ ࠾ࡍం2 3 ݡ ప ऱ࣒  m m 3 3 ڴ 7 ߘ ࠭࠲ బܽदڒ 7 ޴న࣒ 3 ఇ࠳ న࣒ 2࠳ బܽद 12ڒ 3 
߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ޵నర मం వߤ పऱ࣒  ݀ ݀ పऱ࣒  ऴݡ࠮ ޓ అߘߝ ޴ߝ ఒకܽ తపओ  మࡖకܽ ڕߕ ,޶ڒ m m m 
సڴࡍठ ࡏڷफం޴ అߕࣆ ޴ऒ బܽद 0 పڒ 2 ߖఅ ݡంࡓ  ऱ࣒  2 ప ऱ࣒ నం ऴపశऒ߄సࠪ ࡍవۨ ޴సࠪనం ఇ ړ 9 7   m w ݋ࡵ 

ङږ ऱङࠋడࠉఒక ఎ ,ݟంచంࠫࣾ ޶ڒ సࠪనం ޴ ࠾ࡍమ ܾߖ࠿ ࠆఆ ݋ࡐ ࠗ  ఒకܽ ࣄడࠋऱङ  ࣋ए छ ࡛ 1 ba sb 
వࡐ ߤపంߖࡹ అߖऒ  ఏకవచనం ߖڒ ࠪऴޒకల ࣊ڵ࠭ ࡹ ݋ంߩ మ࠾ࡍ అߖ  ऴࣃ࢐फ ఇకए  ,ߘ డ ऴపޒ w sb abc 
ए࣋ ޳ࡶ छ ࡛ అࡅ ߖ޵ ޙ࠼కए ࡍڒ  नܾ࡯ߕ ఏࠫܽ w w 

సڒ ࡔబܽद  ఈ సమసङ షएࡍప ߘ ఇవछ ښనం ఓ߄బܽद సࠪڒ ښఓ ݟంచంࡍ బݟం޴ అߖऒ  ఏకవచనం ߖڒ ࠪऴޒకల 
సࠫޒ, అߩओ  ݡ
ఈ ࠪతృక ࡅకए घࡍటݟ  కएࡅ ఒకܽ ఈ ࠪతృక ݋ంߝ घࡍటݟ  రछߖ ݋ంߝ చనం ऴపڒరం ߕࣆऒ  ab ޶ڒ 
ऒߕࣆ రߖ బܽदڒ ޶ڒ సࠪనం ړ प࠻తघ కం ఏࠫ݇ ۫޳भ ం ڒబܽद ఇߘ 1 ޴ం࠳ 1 ݟన࣒ ࠳న࣒ ఒక ࡏࣃऱ wc w 
న࣒ ࣋ए࠳ छ ప ࣄ ࡛ ऱ࣒ ऱ ࣋एࡏࣃ  छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ऒߕࣆ ࡛ న࣒ w b w b wc aw࠳ న࣒࠳ ఒక ޴ఇ ޶ڒ సࠪనం ړ
ఒక ࠳న࣒ ࣆۨࣇ ߖफం޴ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  wc wc aw ޶ڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ 1 ݟంߘ న࣒࠳ 1 ޴సࠪనం ఇ ړ
 wc ޶ڒ సࠪనం ړ0 ݞږ న࣒ అ࢟࠳ 1 ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ޶ڒ సࠪనం ړ0 ޶ڒ న࣒࠳ 1 ޴బܽद ఇڒ
ओߩబܽद ఇڒ ओߩబܽद ఇڒ ښఓ ޴ఇ ݡ ङږ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉం ޔక షరࡖమ ݡ ࠗ 1 మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ w a c 
ࠪऴత޳ࡶ ࠲ ࣋ए छ వ۪ऐڝࣆޓ ࡛ ङږ బܽदڒ  ࠗ ఇవछ బݟంړ1  ޴ సࠪనం మ࠳ 1 ࠾ࡍన࣒ 0ړ w w w wc 
సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद ఇ޴ ࣋ए छ ए࣋ ,޶ڒ సࠪనం ړ ࡛ छ ए࣋ ,޶ڒ సࠪనం ړ ࡛ छ కం݄ w w w a޶సࠪనం ఎం ړ ࡛
మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ అ࠳ 1 ޙ࠼న࣒ ࠳న࣒ ږङ ࠗ అޔ࢓ం޴.c w wc 1 w 
.సࠪనం ړ0  
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 అం݄ మ࠾ࡍ లڕ ࠪऴత࠲ అవڒశం ఉంڒ ޴బܽद అڒ ޴ߝబܽद మ࠾ࡍ ఇ޴ ࠪऴత࠲ a c a w a w c w 
అవڒశం ڒబܽद ఇߩओ పओۮ ంۨ ఏࠫࡍڷ మనం ݡ గలం ڒబܽद అڝࣆޓ ޙ࠼వ۪ऐ   b b b w 
ए࣋ ޳ࡶ छ వ۪ऐڒ ࡛ ओߩబܽद ఇڒ  भ޳ۯ ݋࣊ ߖ ࠹ర߷ ݡ ం.nw 

అ޴ߝ ఈ రక࠳న ࠪऴޒకల స࠭޳యం ڒబܽद అ1 ޴ߝ అࣄ ߖबరపరచబݟం޴   orm of set ss ac w 
మࣃ  ࠾ࡍब నం࠴ ࡹదట ڝࣆޓ ߘߝగలߘ b w 

बࣃ  నంࡹ ఒక ࠬࡏ ࣋ए छ ఉంచవ۪ऐ ߖ ࡛  మ࠾ࡍ మࡖకܽ మࡖకܽ ڒవ۪ऐ  అࣃ  ޴ߝद ࡛ వߤ, c w c ww w b w 
࣋ए छ ࡛ వߤ ࣋ए छ ࡛ వߤ ࣋ए छ ࡎభ ޜ ࡛ फ ۯయబݟనߩओ వ۪ऐڒ ݡ కएࡅ కలޒऴࠪ బܽद ఇ࢑ڒ ,  ww ww w ww w

ధङࣃ మࡃङ నర޵ బܽदڒ ࡔస ݋࣊  बం ښవలం ࡓంݡ ࠪऴޒకలߘ ࠪऴత࠲ కڵ࡯ ఉండవచऐ అర ߖ޵ ߖ बం ఈ s 
छ޳ ࡽడ࠵ కएࡅ నݟంచబۨࣇ ݞږ ࡌ ࡍڒ  नࣆۨࣇ ߖܾ࡯ߕफం޴  s s 
ల సంఖङڒల࠮ ߖࡹ ࡍڒ ߘ नܾ࡯ߕ అߖ ऴ޳࢐भ ం ఇړ2 ޴ సࠪనం.
క సమసङࡖబܽद మڒ ࡔనం స߄సࠪ ࡍవۨ ޻బܽद ఇڒ   ऴపశऒ షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం 

ࠪతృకڕ సࠪనం అ޴ߝ , AIj p 
3 ऴ3 ࣒ڒ ࠪऴޒక మ࠾ࡍ అ޴ߝ q bij 
సࠪనం, ఇకए ړ డ శړ फړ2 ړ సࠪనం  ప ऱ࣒ ఇకए ܘܒ  డ మ࠾ࡍ ఒకܽ మݡ࠮ ࠾ࡍ మధङ  ఉంܼ࠼bij i i j 
వ۪ऐڝࣆޓ నߩ࢙ݟڕ ݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ߘవࡱ࢑ ࡏࠬ బܽदڒ  మ࠾ࡍ ఇࡌߪ ࢑प ంڒల పࡱހࠪࡍ సࡔ 
కएࡅ బܽदڒ రߖ  पࡍڒ߅࠻ అޙ࠼ p 
2 అߩओ కएࡅ  ޴ంޔ࢓ఏࠫ అ ޴ఏࠫ ఉంܿం ݡ घࡍటݟ   q ݟఉండం ڴవࡱ࢑ ݋ంߜ
సڒ ࡔబܽद ఈ సమసङ షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం ڒబܽद ࠴దట ࠪङ ऴܽڡझ ఏరओ ߖ  भ޳ࡏ ం ڒబܽद ࠪङ ऴܽڡझ  అం݄ aq aq 
ఏࠫܽ సࡔ 
घࡍటݟ బܽद మనంڒ घࡍటݟ కߘక ښఓ ݋ంߜ సࠪనం 4 q q a 1 1 8 a 1 2 16 a 1 3 8 ړߖ޵ ޴ߝఅ ݋ంߜ

ఎࡓ ޴ࠫߖంࡓ ݡంݡ ࠭߯ओ ఒకܽ ࠭߯ओ ݡ࠮ ࡏపదࣔ ݡ࠮ ݡంࡓ ఒక ݡంࡓ   a 2 1 16 ݡ࠮ ݡంࡓ 
సࡔ ఇߩओ  ڷࡱߕ ݟంߘ సࡏడవ వ࠮ 16 ࠾ࡍమ ݟంߘ సࡏండవ వࡓ ݟంߘ ޴ࠫߖస ఎࡏదܽ వ࠴ ݡ
ओߩఅ ݟంڝࣆޓ ڕవర 16 ڕవర 16 ݟంߘ ޴ࠫߖఎ ݟంߘ  ऱ a 1 2 2 a 1ࡏࣃ 4 ࠾ࡍऱ మࡏࣃ 1 1 ڕమన ݡ

 ऱ 3 a 2 1 2 a 2 2 4 a 2 3 a 3 1 2 a 3 two and four times a threeࡏࣃ ऱ ఆ߯ࡏࣃ ऱࡏࣃ
 three okay ߘలހర߄ࣃ ݡంࡓ ڕవర ڷࡱߕ ݟంߘ ݡ࠮ ࠹లڒ  యగలంۯ ऱ మనంࢁబܽद మڒ

छ޳త ,ݟంڝࣆޓ ए࣋ 2 ړపవ࡛ 4 ࠭࠲ ࡌ छ ङږ 2 ࡛ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖ2 ࠗ  , ఆ߯ ࠬڒ ࡏలߘ 3 ࠹ంڒ ࠪڒ 2 ݟల࠹ 
2 మڝࣆޓ ߖ4 ࠾ࡍవ۪ऐ ओߩబܽद ఇڒ  a 1 2 a 1 3 a 2 1 a 2 2 a 2 3 a 3 1 ޴फంࣆవ 1 1 ڕమన ݡ

సڒ ࡔబܽद ఇړߖ޵ ޴ సࠪనం అࡅ 1 10 9 5 3 2 ݟڕ ޴ߝకए घࡍటݟ   పవ࡛ 12 a 3 2 a 3 3 b ݟంߘ 2 2  ݋ߝ
వరڕ 

కएࡅ घࡍటݟ  కएࡅ ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ړࡹ ݋ంߝ घࡍటݟ  కएࡅ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ  ݋ంߝ  p p 2 q 
घࡍటݟ కएࡅ ړࡹ సࠪనం 2 పవ࡛ 12 ړ2 ݋ంߝ घࡍటݟ   p ࡍవۨ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం 2 ړ పవ࡛ 13 2 ޴ఇ ,݋ంߝ
సࠪ߄నం ऴపశऒ  అ޴ߝ  ऴ࣒ڒ  ࠪङ ऴܽڡझ వछߖఉండ ڴ  ంݟ, అం݄ ऴܼߤझ  ߱ ప  ܘ ऱ࣒  అޙ࠼ ऴޓ p 3 3 p 2 p i 
ऴ࣒ڒ ऴޓ ఐݥంܾܽ ࠪङ ऴܽڡझ కࢗ ࠹లڒ ߖߖ޵ ,޴ంޔݡంచబށగࡍప ڴతృకࠪ ࠹లڒ  द࡛  మ࠾ࡍ అߖ x xyz 
फࣃࡱߧ ݞږ .޶ڒ సࠪనం ړ0 ޴ఇ ,ࡏ
ऒߕࣆ ࠭࠲  ऒߕफࣆ࡯ࢣࡍప ߖ द࡛ڒࢗ ߖڒ  ࠭ అߩओ క xߧదܽ ఎం࠴ బܽदڒ జంߖ ޴ఏ ࡹ࢐ܽ ޴ంړ ݡ p of x 0

0 0 ړ న࣒࠳ ޴ߝతफం అ࠴ ࠾ࡍక  సࠪనం  మߧడవ ఎం࠮ క సࠪనంߧండవ ఎంࡓ  px x px 2 x px 
సࠪనం సڒ ࡔబܽद ఈ సమసङ షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం సڒ ࡔబܽद ޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం, అం݄ ऴܼߤझ  ߱ సࠪనంx p 2 p ړ ܘ
 ప ऱ࣒ भ޳ࡱߧ ߖఈ సࠬకరణం  అ ߘߝ  ం ڒబܽद ࡓం࡮ߩ࢙ ݡ ऴܼߤझ  ߱ झߤఅం݄ ऴܼ ݟయంۯ ܘ  ߱ 1 ݋ࡵ ܘ t p 
झߤవలం ఈ ऴܼښ  ࠫ  ߱ झߤऴܼ ࠆఆ ܘ  ߱ ప ߧ  ޴ఇ ,ݟయం࢘ߧࡍۮ ߖ ܘ ऱ࣒  ఐ ऴܼߤझ  ߱ v 2 ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ܘ
ఇ޴ ఏࠬ ߧ ,޶ڒ అం݄  ߧ ऴܼߤझ  ߱ ప ܘ ऱ࣒  ఐ ऴܼߤझ  ߱ छښఈ ߝߝ అం݄ ܘ షߤ  అ޳ࡱߧ ߖभ ం.2 2
ओߩబܽद ఇڒ  झߤऴܼ ߧ ݡ  ߱ झߤన࣒ ऴܼ࠳ ऱࡏࣃ  ޴అం݄ ఏࠫܽ ఇ ߧ న࣒࠳ ܘ  ߱ సࠪనం 2 ړ ݋ࡕ ࡽఆ ܘ p p 
झߤऱ ऴܼࡏࣃ  ޴బܽद ఇڒ  ߱ ऒߕࣆ న࣒࠳ ܘ ऒߕࣆ ఈ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ ऒߕࣆ   ࠪతృక3 p p 
సࡔ, అߖऒ  ఎంऴܾߕࣆ ࡱऒ  ఉనऒ  ࠪङ ऴܽڡझ झߤऴܼ ޴బܽद ఇڒ   ߱ p p ޴బܽद అڒ  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ ܘ p
అ࠱ࣄ ޴ߝऴܽڡ ࠪङ ऴܽڡझ  సڒ ࡔబܽद ఇߩओ ఇۨऐ ݡ న ऴܼߤझ  ߱ p p ࡏࠬ ݟంߘ  సࠪనం, ఆ߯ సࠬకరణం ړ ܘ 1
۫࣋फ అం݄ 2 p 

పऱ࣒ ߖసࠪనం అ ړ అర ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳ అం݄ ߘߝ  बం ఐ ఆڒ ݋ࡕ ࡽబܽद ఇ޻ మనం ఓښ వۨऐ ం޴ p p 
ఇߩओ भ޳۫ ݡ ం ఉࣣ ఏ ఎంߧకࡓ ࡱంݡ ఓښ అ޳ۯ ڡۮ ߖभ ం 
px 0 p i ix 0 0 0 x ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߖన࣒ అ࠳ బܽदڒ న࣒࠳ సࠪనం అం݄ ړ ޴దܽ࠴ బܽदڒ
ऒߕࣆ ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ޙ࠼అ ޴फంࣆఇ ڴ 0 0 0 ߖ ఇవछ ڴ޴ߖڒ  బݟంڒ ޴బܽद ఇࣆۨࣇ ߖ 1 ޴फంࡱ  ޴ x i
छࡌఫ ޶ڒ జంߖ అం݄ అం݄ అం݄ అం݄ ఈకछ ޴ండవࡓ ޶ࡶ झࡽ , ఆ߯ ఇ࠳ ޴న࣒ px x px px x pxp i 
ఇకए ࠾ࡍమ ߖऱ 0 అࢁఅం݄ మ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ న࣒ అం݄࠳ బܽदڒ డ 0 అߖ px x x x 
ऒߕࣆ ఈ ߭దभ ݟڕ ࡗ܋ ߤߕ ޙ࠼द࡛ అڒࢗ  ޴ఇ  ޴फంࣆۨࣇ ऒߕࣆ అం݄ అ࢑ ࡱ फࣃۨࣇ ߖ द࡛ڒࢗ  0 ࠼ x 
 x ޴फంࣆޓ ࡍ޳ 3 ݞږ కం݄ 3޶ఎం ޶ڒ జంߖ ݞږ 3 ڼ࡮అ ޶ڒ జంߖ ݞږ ݡంࡓ బܽद అం݄ ఉࣣڒ
అޙ࠼ ఇޘ ޴లऱڴ ఉంܿంڒ 0  ޴బܽद అ࢑ ޻ధం2 ޶ڒ 3 ڴ.
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 సࡔ అߩओ px x ړ న࣒࠳ కం݄޶జం ఎంߖ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ అం݄ ޴లठవߕ బܽदڒ ޴లठవߕ ݡ px x
సࠪనం ڒబܽद ఇߖ ޴జం ఎం޶కం݄ ࠳న࣒ ڒబܽद మనం అۮ ࡮పओ గలం అߖऒ ంܽߕࣆ ڔऒ ऒߕࣆ   p i x ړ
సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद ߖ ڷࡱߕజం ڒబܽद ڷࡱߕ ఎంߧకలࡹ ۨవ޴ࡍ ࠪऴతߕ ࠲లठవ޴ సࡕన޴ ఎం޶కం݄ 
ऒߕࣆ ޴అ ߗڒ ޴ంޔ޶ంۮ फߧసంతృ ࠲ऴతࠪ ޙ࠼సࠪనం అ ړఅం݄ 0 ݡ࠮ న࡯ڵࠫ  x x ߖఅ ࡔస ޶ڒ 
ఇవछ బޔݡం޴ స޳࢑ ࡔङ ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ ࡱबࡏ ఇకए ݡ फࣃఆ߮ ޜݟ ऒߖڜࡍంۨన మ߅సంబం ڕకలޒऴࠪ ,ߘ  
సమసङ లߘ పࡍషए फࣃࡍ ङߕఉప ࡍప޶త ࠾ࡍమ ߘ సంߖ ࡹర पࡍڒ߅࠻ ధనङ  ڕࠬ ࡱ޳࢐
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