
ഹേലാ ുزഡന്റ്സ് െപാളിئി٧്ع േْപാؠം േസാൾവിംഗ് െസഷൻ ഇത് െലعർٗ നآർ വൺ ആണ്, ഞ׹ളുെട 
വിഷയം െമْടി٧ുع കളും ഡിئർമിനന്റുകളുമാണ് ഈ ْപഭാഷണ׹ൾ പിؓുടരാൻ നി׹ൾ്ׯ 
െമْടി٧ുع കെളയും ഡിئർമിനന്റുകെളയും കുറിتു׺ അടിرാന പحാ؋ലം ഉ؇ായിരിുׯെമ്ؗ 
ഞ׹ൾ ْപതീײിുؗുׯ, അതിനാൽ ْപശ് ന പരിഹാര െസഷനും േْപാؚർ؂ിയും ആരംഭിؗുׯതിന് മു്آ 
ഞാൻ വിഷയം അവതരിؚിുׯം. െമْടി٧ുع കളുെടയും ഡിئർമിനന്റുകളുെടയും േْകാസ് ab , m n 
മാْടി٧്ع നിർവചിׯെ؂, എؗത് ഒരു എؗതിന് തുലّമാണ്, ഇ׹െനയാണ് നأൾ a a2n am1 am2 am n 
ഒരു െമْടി٧عിെന നിർവചിؗുׯത് ശരിയാണ് ചുരു؋ׯിൽ നأൾ ഒരു ചതുര ْബാئׯായി എഴുതുؗു 

ശരി തുടർ്ؗ ْടാൻസ്േപാസ് ْടാൻസ്േപാസ് നിർവചിׯാം ഒരു മാْടി٧്ع എؗത് ഒരു ْടാൻസ് േപാസ് aij a 
പരസّ؋ാൽ സൂചിؚിുؗുׯ, അത് നിർവചിؗുׯത് വരിയും േകാളും പരُ١രം മാؗുئതിലൂെടയാണ്, 
അതായത് ഒരു ْടാൻസ് േപാസ് ഒരു  ന് തുലّമാണ്, അതായത് ആദّെ؋ നിരെയ ആദّ വരി 1 1 a 1 2 1 n
ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിുؗുׯ, അതുേപാെല ര؇ാമെ؋ നിരയും ര؇ാമെ؋ വരി പകരം 2 1 a 2 2 a 

നും േْകാസ് ചതുര മാْടിക് സിൽ േْകാസ് ഓെക ആകുേآാൾ ഒരു 2 n am 1 am 2. ok , n 
ْടാൻസ് േപാസ് ഒരു ഓെക ആെണ׸ിൽ സമമിതി എ്ؗ പറയെؚടുؗു , അതായത് ആണ് എبാ a aij ij 

എസിനും അജി്ׯ തുലّമാണ് സമാനമായി വീ؇ും നأൾ നിർവചിുׯേآാൾ , ഒരു ْടാൻസ്േപാസ് OK 
ൈമനസ് ന് തുലّമാെണ׸ിൽ സമമിതിയാെണ്ؗ പറയുؗു, ഇത് എبാ؋ിനും ൈമനസ് a a htt AIj 
അജി്ׯ തുലّമാണ്, ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, എبാ؋ിനും 0 ന് j aii aii AI 
തുലّമാണ്, ഞാൻ ശരിയാണ് അതിനാൽ ആൺകു؂ികൾ 40 മാْടി٧്ع, ഉദാഹരണ؋ിന് ഒരു സ്െകയിലർ c 
ആെണ׸ിൽ ൈടംസ് എؗത് ആയി െടയ് ലറായി ഒരു മാْടി٧്ع ആയി നിർവചി׺ാൽ, ഓേരാ c a ac eij 
വർؑനവും സ്കٔയർ ْടാൻസ്േപാസ് സ്കٔയർ ഒ്ؗ എ്ؗ വിചാരിുׯക അെ׸بിൽ ആവശّമിب, uh 
എؗാൽ നി׹ൾ ഏെത׸ിലും ര؇് െമْടി؛ ٧്عസ് എؗിവ എടുുׯക. ْടാൻസ് േപാസ് ര؇് a, ba b 
െമْടിക് സുകളുെട ഒരു ْടാൻസ് േപാസ് ؛സ് ബി ْടാൻസ് േപാസും േْപാഡക് ടും തുലّമാണ്, അതിന്െറ 
ْടാൻസ് േപാസ് ഒരു ْടാൻസ് േപാസിേല്ׯ ബി ْടാൻസ് േപാസ് ഓെകയാണ്, അതിനാൽ മെئാരു ആശയം 
നിർവചിׯാം, അതിെന മാْടിക് സ് ഓെക എഡിئർ ഓെക എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ മാْടിക് സിന്െറ 
ഡിئർമിനന്റ് എ സ്െകയിലർ അളവ്, അത് ഒരു ചതുര മാْടി٧عിനായി നിർവചി׺ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ab

േْകാസ് മാْടി٧്ع എؗിവ അനുവദിുׯക, തുടർ്ؗ യുെട ഡിئർമിനന്റ് ഒരു സ്െകയിലർ അളവ് , n n a 
ശരിയാണ്, തുടർ്ؗ യുെട ഡിئർമിനന്റ് ഞ׹ൾ സൂചിؚിുؗുׯ, നി׹ൾ ര؇് സമാؓര വരകൾ a 
ഇടുക, അതിനുتിൽ മാْടി٧عി ഇടുക ശരി നമു്ׯ െചإാം ശരി, എؗത് 2 ന് തുലّമാകുേآാൾ defi n a 
െയ 1 1 ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, തുടർ്ؗ യുെട ഡിئർമിനന്റ് 1 1 2 a 1 2 a 2 1 a 2 2 a OK a 2 2 
ൈമനസ് മുതൽ 1 വെര നിർവചിׯെؚടുؗു എ്ؗ കരുതുക. 2 ശരി , എؗത് 3 ന് a a 1 n 
തുലّമാകുേآാൾ എؗത് 1 1 ശരിയാണ് പിെؗ a a 1 2 a 1 3 a 2 1 a 2 2 a 2 3 a 3 1 a 3 2 a33 
എ׹െനയാണ് നأൾ ഡിئർമിനന്റ് ഡിئർമിനന്റ് നിർവചിുׯക അതിനാൽ ഞാൻ ര؇് സമാؓര 
വരകളുت അെ׸بിൽ ഒരു ഡിئർമിനന്റ് എؗ ര؇് െനാേ؂ഷനും ഉപേയാഗിുׯം, അതിനാൽ ഇത് a a 
നിർവചി׺ിരിؗുׯത് നأൾ ആദّ വരി ശരിയാുׯകയും ആദّെ؋ ഘടകം എടുുׯകയും a 1 1 
െചᅃٝാൽ ആദّേ؋ത് ഇبാതാؗുׯതിലൂെട നമു്ׯ സബ് മാْടി٧്ع ലഭിുׯം വരിയും ആദّ നിരയും 
തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ഡിئർമിനന്റ് കണׯാുؗുׯ, അ׹െന c a 2 2 a 2 3 a 3 2 a 3 3 minus a 1 2 
ര؇ാമേ؋ത്, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ആദّ വരിയും ര؇ാമെ؋ നിരയും കൂടാെത നമു്ׯ ലഭിؗുׯ ഉപ 
െമْടി٧ുع ം ഇبാതാുؗുׯ ഞ׹ൾ അത് ഇവിെട എഴുതുؗു ഉം a 2 1 a 2 3 8 3 1 a 3 3 okay plus a 1
3 മൂؗാമേ؋ത് ഒ്ؗ, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ആദّ വരിയും മൂؗാമെ؋ നിരയും ഇبാതാുؗുׯ, തുടർ്ؗ 
നമു്ׯ ഇനിؚറയുؗ സബ് മാْടി٧്ع ലഭിുׯം 2 ശരി, അ׹െനയാണ് ഞ׹ൾ a21 a22 a three one a 3 
കണׯാؗുׯത് 3 േْകാസ് 3 മാْടി٧عിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് കഴിു׺ , അതുേപാെല തെؗ ഏത് േْകാസ് n n 
മാْടി٧عിന്െറയും ഡിئർമിനന്റ് നമു്ׯ കെ؇؋ാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഇത് വികസിؚിׯാൻ ഞാൻ 
ആദّ വരി എടുു؋, നമു്ׯ ഏത് വരിയും ഏത് േകാളവും ഉപേയാഗിׯാം, എؗാൽ ഇത് ഗുണിുׯക 
എؗതാണ് ഇതിന്െറ അടയാളം. ഒരു 1 1 േപാെലയുت ഗുണിത׹ൾ താെഴ പറയുؗവയാൽa 1 2 a 1 3 
നിർവചിׯെؚ؂ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ന്െറ ൈസൻ എؗത് ശװി ؛സ് ന് ൈമനസ് 1 ന്െറ aij i j 
ചിصം നൽകുؗു, അതിനാൽ ؛സ് ഒئ സംഖّ ആെണ׸ിൽ, ഇെ׸بിൽ െനഗئീവ് ചിصം ഉ؇ാകും i j 
അത് േപാസിئീവ് ചിصമായിരിുׯം , അതിനാൽ ഉദാഹരണ؋ിന്, ഏത് വരിയും ഏത് നിരയും എടു്؋ 
നമു്ׯ ഡിئർമിനന്റ് കണׯാׯാം എ്ؗ ഞാൻ അർ،മാുؗുׯ, ഉദാഹരണ؋ിന് ആെണ׸ിൽ ഒരു a 

എഴുതാം 2 ശരി, അതിനാൽ ആദّെ؋ വരി്1 1 ׯ a 1 2 a 1 3 a 2 1 a 2 a 2 3 a 3 1 a32 a33 
പകരം ഞാൻ മൂؗാമെ؋ വരി ഓെക മൂؗാം നിര എടുുׯെമ്ؗ കരുതുക, ഞാൻ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ

യുെട ഡിئർമിനന്റ് മൂؗാം നിരയിെല ആദّ ഘടക؋ിന് തുലّമാണ് മൂ്ؗ എ്ؗ എഴുതാം. ഒ്ؗ, a 
ൈസൻ േപാസിئീവ് ആയിരിുׯം, കാരണം ْതീ ؛സ് വൺ ൈമനസ് വൺ മുതൽ പവർ േഫാർ ഒ്ؗ 
അതിനാൽ ؛സ് ചിصം ആയതിനാൽ ഞ׹ൾ ആദّെ؋ എലെമന്റ് എടു്؋ ഇبാതാുؗുׯ a31 t 
മൂؗാമെ؋ വരിയും ആദّെ؋ നിരയും, നമു്ׯ കുറ്׺ മാْടി٧്ع ലഭിുؗുׯ, a 1 2 a 2 2 a 1 3 a 2 3 
തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ര؇ാമേ؋ത് ഒരു മൂ്ؗ ര؇് എടുുؗുׯ, ഈ അടയാളം െനഗئീവ് ആയിരിുׯം 
കാരണം മൂ്ؗ ؛സ് ര؇് ഒئ സംഖّ അ؀് ആണ്, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ മൂؗാമെ؋ വരിയും ര؇ാമെ؋ 
നിരയും ഇبാതാുׯക, നമു്ׯ ഒ്ؗ ഒ്ؗ 3 എ 2 1 എ 2 3 ലഭിുؗുׯ, തുടർ്ؗ മൂؗാമെ؋ എൻْടി ഒരു 3 3 3 
ം. ഒരു 1 1 a 1 2 aുׯാതാبസംഖّയാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ മൂؗാം നിരയും മൂؗാം നിരയും ഇ സ് 3 ഇര؂؛

േനടുക, അേത രീതിയിൽ സമാനമായ രീതിയിൽ നമു്ׯ ഏത് മാْടി٧്ع മാْടി٧عിന്െറയും 2 1 a 2 2 
ഡിئർമിനന്റ് കണׯാׯാം, ഏത് വരിയും ഏത് േകാളവും ശരിയാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ചില 
ഗുണവിേശഷതകൾ േനാׯാം അനിحിതതٔമുتതിനാൽ ഡിئർമിനന്റുമായി ബؖെؚ؂ ْപٍ׹٠ൾ 
പരിഹരിുׯേآാൾ ഉപേയാഗْപദമാകുؗ ഡിئർമിനന്റിന്െറ ചില ْപധാന ഗുണ׹ൾ ഞാൻ 
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പ؂ികെؚടു؋ാം, അതിനാൽ ആദّേ؋ത് യുെട ഡിئർമിനന്റ് ഒരു ْടാൻസ്േപാസ് ഡിئർമിനന്റിന് a 
തുലّമാണ് പരُ١രം മാئി , ഒരു റൂൾ അെ׸بിൽ േകാള؋ിന്െറ എبാ ഘടക׹ളും പൂജّമാെണ׸ിൽ 
ഡിئർമിനന്റ് മാ׹ئൾ മൂؗാമേ؋ത് ൈസൻ ഓഫ് െചുإക ഒരു മാْടി٧്ع യുെട ഏെത׸ിലും ര؇് a 
വരികേളാ നിരകേളാ ഒരുേപാെലയാെണ׸ിൽ യുെട ഡിئർമിനന്റ് പൂജّം നാലാമെ؋ a 
േْപാؚർ؂ിയാണ് , തുടർ്ؗ യുെട ഡിئർമിനന്റ് പൂജّമാണ്, അതിനാൽ അ؀ാമേ؋ത് , ആദّ a 
വരിയിെല ഡിئർമിനന്റിൽ നി׹ൾ അേത رിരാ׸ം െകാ؇് ഗുണിുׯകയാെണ׸ിൽ ന്െറ a 1 2 k 

നأൾ ഡിئർമിനന്റിെന േനരിടുؗു എؗിരിׯെ؂, അതിനാൽ kk 1 3 2 2 a 2 3 a 3 1 a 3 2 3 3 
ഈ ഡിئർമിനന്റിെന 1 1 യുെട ഡിئർമിനന്റിന്െറ ആയി എഴുതാം. 2 1 a 1 2 a 1 3 a ak a 2 2 a 2 3 

ശരി , ആറാമെ؋ േْപാؚർ؂ി നമു്ׯ ഇനിؚറയുؗ ഡിئർമിനന്റ് ؛സ് a 3 1 a 3 2 a3 3 a 1 1 a 1 2 
 സ് ഉെ؇്ؗ കരുതുക. 1 ഉം ഉം ര؇് xa 1 3 a 2 1 a 2 2 ya 2 3 a 3 a 3 2 plus z a 3 3؛

ഡിئർമിനന്റുകളുെട ആെകു؋കയായി എഴുതാം ആദّം ഒ്ؗ a 1 1 a 2 1 a 3 1 a12 a2 a32 a1 3 
ഇതാണ് ആദّേ؋ത് പിെؗ ؛സ് ര؇ാമേ؋ത് ഒ്ؗ a2 3 a33 a 1 1 a 2 1 a 3 1 xyza 1 3 a 2 3 a 

3 3 അതിനാൽ ഈ ആദّ ഡിئർമിനന്റിെന 2 ഡിئർമിനന്റ് ഓെക ആയി നأൾ തകർؗുׯത് 
ഇ׹െനയാണ്, അതിനാൽ ഏഴാമെ؋ േْപാؚർ؂ി ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഇത് ര؇് മാْടി٧്ع 
ഡിئർമിനന്റിന്െറ ഉൽؚؗമാണ് ര؇ിന്െറ ഒരു ഉൽؚؗ؋ിന്െറ മാْടി٧്ع വിചാരിുׯക ര؇ും a, b 
ْകമം ന്െറ ചതുര മാْടി٧്ع ശരിയാണ്, പിെؗ ന്െറ ഡിئർമിനന്റ് ആയി ഓെക യുെട n ab b 
ഡിئർമിനന്റാണ്, അതിനാൽ ഇവയാണ് ഇവയാണ് ചില േْപാؚർ؂ികൾ ഒؗുകൂടി ْപധാനെؚ؂ ഒരു 
േْപാؚർ؂ി കൂടി ഉദാഹരണമായി ഞാൻ ലി്ز െചإാം. സി ൈടംസ് ഒരു മാْടി٧്ع എ യുെട ഡിئർമിനന്റ് 
ആണ്, അവിെട സി സ്െകയിലറാണ് , അതിനാൽ ഇത് സി എؗ പവർ എൻ ഡിئർമിനന്റ് അبാെത 
മെئാؗുമب, ഒരു അജൻ േْകാസും മാْടി٧ുع ം ഓെകയാണ്, അെത, അതിനാൽ ഇവയാണ് ചില കൂടുതൽ 
േْപാؚർ؂ികൾ ആെണ׸ിൽ ഉഹ് ഡിئർമിനന്െറ ചില ْപധാന ഗുണ׹ളാണ് ഉപേയാഗിുׯേآാൾ, ഞാൻ 
ആ ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിുׯേآാൾ എേؚാൾ ഞാൻ വിശദീകരിുׯെമ്ؗ ഞാൻ വിശദീകരിׯാം, 
അതിനാൽ എന്െറ ഗേവഷണ؋ിൽ ഒരു ആശയം കൂടി പരിചയെؚടു؋െ؂, ഇതിെന ഒരു മാْടി٧عിന്െറ 
വിപരീതം എ്ؗ വിളിുؗുׯ ഓെക, അതിനാൽ അനുവദിുׯക , തുടർ്ؗ മാْടി٧عിൽ േْകാസ് ab 
െചുإക, തുടർ്ؗ വിപരീതം വിപരീതമായി നിർവചിׯെؚടുؗു എؗത് ഒരു േജായിന്റ ്െകാ؇് 
ഹരി׺ാൽ തുലّമാണ് . - സമാനമായ മാْടി٧عിെന നأൾ ഒരു എ്ؗ വിളിുؗുׯ ഏകവചനമبാ؋ i 
മാْടി٧്ع ഇതാണ് മെئാരു േപര് േനാൺ-സിംഗുലർ മാْടി٧്ع ഓെക, അതിനാൽ ഡിئർമിനന്റ് എ׹െന 
കണׯാׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ യുെട അനുബؖം എؓാണ്, ഇത് a 
േകാ-ഫാعർٚ മാْടി٧عിന്െറ ْടാൻസ്േപാസ് അبാെത മെئാؗുമب എؗതാണ് ഇേؚാൾ േചാദّം. എؓാണ് 
േകാഫാക് ടർ ഓെക, അതിനാൽ ْതീ േْകാസ് ْതീ മാْടിക് സ് ഉപേയാഗി്׺ ഈ കാരّ׹െളبാം ഞാൻ 
വിശദീകരിׯാം, ഒരു ْതീ േْകാസ് ْതീ മാْടിക് സ്, ഒ്ؗ, ഒ്ؗ ര؇്, ഒരു ര؇് a 1 a 2 2 a 2 3 a 3 1 a 3 

ആെണؗിരിׯെ؂  ശരി അേؚാൾ യുെട അഡ് േജായിന്റ് എؓാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ യുെട2 a 3 3 a AI 
ഒരു േജായിന്റ ്എഴുതുകയാെണ׸ിൽ അത് ഒരു 1 1 a 1 2 a 1 3 a 2 1 a 2 2 a 2 3 a 3 1 a 3 2 
എ്ؗ എഴുതുക അേؚാൾ ഈ എവിെടയാണ് ഇത് േകാ ഫാعർٚ ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഈ a 3 3 AIJ ij 
മാْടി٧്ع നി׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഒരു േജായിന്റ് മെئാؗുമب, ഇതാണ് േകാഫാعർٚ മാْടി٧്ع, നി׹ൾ 
അതിന്െറ ْടാൻസ്േപാസ് ശരിയാുׯക, ഞ׹ൾ എ׹െന നി׹െള എ׹െന െചുإം എؗതാണ് േചാദّം 
ഈ േകാഫാعറٚുകൾ കണׯാുׯക ശരി, അതിനാൽ െപാതുേവ ഇത് ഒരു എؗത് വരിയും ij jth 
േകാളവും ഇبാതാؗുׯതിലൂെട ലഭി׺ ഉപ മാْടി٧عിന്െറ ഡിئർമിനന്റിേല്؛ ׯസ് എؗ പവർ i j 
മുതൽ ൈമനസ് 1 ആണ് , ഉദാഹരണ؋ിന് എؗത് ആദّെ؋ ഒരു േകാളം ഇبാതാׯിയാൽ e 1 1 
ലഭി1 1 ؗുׯ േകാ ഫാعർٚ ആണ് , ഇതാണ് ഡിئർമിനന്റ്, ഇത് ആദّെ؋ ഒരു േകാളം 
ഇبാതാؗുׯതിലൂെട ലഭി׺ സബ് മാْടി٧عിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് ആയി നിർവചിׯെؚടുؗു, അതിനാൽ 
നമു്ׯ എ്ؓ ലഭിുׯം 2 2 അ׹െനയാണ് നിർവചിׯെؚ؂ിരിؗുׯത് a 2 3 a 3 a 3 3 a 1 1 
അതുേപാെല തെؗ നമു്ׯ നിർവചിׯാം മ്ئ എ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ നമു്2 1 ׯ എؓാെണ്ؗ aijs 
േനാׯാം, അതിനാൽ ഒؗുമب, നി׹ൾ ആദّ വരിയും ആദّ വരിയും ഇبാതാുׯക. ര؇ാമെ؋ a 1 2 
നിരയും അ׹െന നി׹ൾ്ׯ ഒരു 2 1 ലഭിുؗുׯ, ഇവിെട അത് ൈമനസ് 1 മുതൽ a 2 3 a 3 1 a 3 3 
പവർ 3 വെര വർؑിؚിുׯം, അതിനാൽ ഇതാണ് ൈമനസ് ചിصം അതിനാൽ സമാനമായി മ്ئ കളും AIj 
കണׯാׯാം . േജായിന്റ ്കെ؇ു؋ക നأൾ ആദّം ഈ േകാഫാക് ടറുകെളبാം കണׯാുׯക , a 
തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ഒരു േകാ-ഫാعർٚ മാْടിക് സ് രൂപീകരിുׯകയും അതിന്െറ ْടാൻസ് േപാസ് എടുുׯകയും
െചുؗുإ, അത് ഓെകയുെട അഡ് േജായന്റ് ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഒരു മാْടിക് സിന്െറ വിപരീത 
വിപരീതം എ׹െന കണׯാׯാെമ്ؗ ഇേؚാൾ നമുׯറിയാം, അ׹െന ഒ്ؗ ഉ؇് ْപധാനമാണ് ശരി, 
അതിനാൽ വിപരീതവുമായി ബؖെؚ؂ ര؇് ഗുണ׹ളു؇്, ഉദാഹരണ؋ിന് ആദّേ؋ത് ഒരു 
ഇൻവറിന്െറ നിർ؉ായകമാണ് എؗത് യുെട ഡിئർമിനന്റിന് 1 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ se a 
അത് എ׹െന ലഭിുׯം ഒരു വിപരീതം ഐഡന്റിئി െമْടി٧عിന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ ഒരു 
വിപരീത؋ിന്െറ നിർ؉യം യുെട ഡിئർമിനന്റിന് തുലّമാണ്, അതായത് എؗത് 1 ന് തുലّമാണ്, i g 

ഐഡന്റിئി മാْടി٧്ع എبാം ശരിയാണ്, ഇത് ഒؗുമب എؗാൽ ഡിئർമിനന്റ് ഇൻ AI a 
ഡിئർമിനന്റിേല്ׯ ഒരു വിപരീതം 1 ന് തുലّമാണ്, ഒരു വിപരീത؋ിന്െറ ഡിئർമിനന്റ് 1 ന് തുലّമാണ്,
അതിനാൽ ഇേؚാൾ മെئാ്ؗ ഒരു േജായിന്റിന്െറ അനുബؖ േജായിന്റ ്ഡിئർമിനന്റ് ആണ്, ൈമനസ്n 
അبാെത മെئാؗിന്െറ നിർ؉യ؋ിൽ നി്ؗ ലഭിുׯം. 1 അെത എവിെടയാണ് ഒരു ആൻേْഡായിഡ് 
മാْടി٧്ع ശരിയാണ് ഇവിെട േْകാസ് എൻ മാْടി٧്ع ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഇതും ശരിയാെണ്ؗ n 
െതളിയിׯാൻ വളെര ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, അതിനാൽ അെത , അതിനാൽ ഇവ കൂടുതേലാ കുറേവാ 
ഉت േْപാؚർ؂ികൾ ആെണ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗു. ഡിئർമിനന്റ്, െമْടി٧്ع എؗിവയുമായി ബؖെؚ؂ 
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ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിുׯേآാൾ നأൾ ഉപേയാഗിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ േചാദّം നآർ ഒ്ؗ 
പരിഹരിׯാം മൂ്ؗ േْകാസ് ْതീ മാْടി٧്ع ആകെ؂, അതിനാൽ ഈ ഒരു തവണ 0 1 0 എؗത് ൈമനസ് 1 m m 

തവണ 1 ൈമനസ് 1 0 തുലّമാണ് മുതൽ 1 1 ൈമനസ് 1 മൂؗാമേ؋ത് തവണയാണ് 1 1 1 2 3 m m 
തുലّമാണ് , അേؚാൾ ന്െറ ഡയഗണൽ എൻْടികളുെട ആെകു؋ക എؓായിരിുׯം, അതിനാൽ m 
നമു്ׯ ഈ ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാം ശരി , അതിനാൽ എؗത് ഈ m m11 m12 m13 m21 m2 2 3 m 3 1 m 3 2 

ആണ് നൽകിയിരിؗുׯത് എ്ؗ കരുതുക. ഇത് നൽകിയത് ശരിയാണ്, അേؚാൾ 3 m 3 1 m 3 2 m 3 3 
നമു്؛ ׯസ് ؛സ് ന്െറ മൂലّം കെ؇േ؋؇തു؇്, അത് എ׹െന െചإാെമ്ؗ നമു്ׯ m11 m 2 2 m 33 
േനാׯാം. ൈമനസ് 1 2 3 േല്ׯ, അതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് നി׹ൾ മാْടി٧عിെന 0 1 0 െകാ؇് 
ഗുണി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട ലഭിുׯം, നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട ലഭിുׯം ഇത് ൈമനസ് m 1 2 m 2 2 m 3 2 
1 2 3 ന് തുലّമാണ്, ഇത് ആണ് ൈമനസ് 1 ആണ് 2 ശരി, അതിനാൽ നമു്ׯ m 1 2 m 2 2 m 3 2 h 3 m 1 
ൈമനസ് 1 0 എؗ ര؇ാമെ؋ സമവാകّം എടുׯാം, അത് 1 1 ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ് , ഇത് നി׹ൾ m 
െന 1 ൈമനസ് 1 0 െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം ൈമനസ് m 1 1 m 1 2. m 2 1 minus m 2 2 

ൈമനസ് ഇത് 1 1 ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് ആണ് 1 m 3 1 m 3 2 m 1 1 m 1 2 
സൂചിؚിുؗുׯ എؗത് 1 ؛സ് ന് തുലّമാണ് നി׹ൾ ൈമനസ് 1 കാണുകയാെണ׸ിൽ 2 മീ 1 2 m 1 1 m 1 
ഇവിെട നിؗാണ്, അതിനാൽ ഇത് 1 ൈമനസ് 1 0 അതിനാൽ മീ 1 1 ഇേؚാൾ 0 ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു 
ഡയഗണലിന്െറ ആദّ എൻْടിയാണ്, ഇത് ര؇ാമെ؋ ഡയഗണൽ എൻْടിയാണ്, ശരി, മെئാരു 
സമവാകّം േനാׯാം ൈമനസ് എؗത് 1 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് എؗത് 1 m 2 1 m 2 2 m 2 1 
 സ് എؗത് 3 ന് തുലّമാണ് , m 2 2 m 2 2؛ അതിനാൽ 1 ുؗുׯസ് ന് തുലّമാെണ്ؗ സൂചിؚി؛
അവസാനേ؋ത് ൈമനസ് ആണ് ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ്, ശരിയാണ് ഇത് m 3 1 m 3 2 
സൂചിؚിؗുׯത് എؗത് ൈമനസ് 1 ؛സ് ആണ്, എؓാണ് ആണ് 3 3 ൈമനസ് 1 m 3 1 m 3 2 m 3 2 
എؗത് 2 ആണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ അെത, ഇതാണ് നമു്ׯ ഉت മൂലّ׹ൾ, അതിനാൽ നമു്ׯ തിരിെക 
േപാകാം , കാരണം നമു്ׯ അവസാന സമവാകّം കണׯാേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ അവസാന m 3 3 
സമവാകّം 1 1 1 ആണ്. 0 0 12 േല്ׯ, അതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ഒ്ؗ ؛സ് ഒ്ؗ ര؇് ؛സ് m m m 
ഒ്ؗ മൂ്ؗ ര؇് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് ؛സ് ര؇് മൂ്ؗ ؛സ് ؛സ് ഇത് 0 0 ശരിയാണ് m m m m 3 1 m 3 2 m 3 3 
മുآെ؋ ൈسഡ്, ْതീ വൺ, എം ْതീ ര؇്, ْതീ ഒ്ؗ ര؇്, ْതീ ര؇് മൂ്ؗ എؗിവയുെട മൂലّം m 
എനിׯറിയാെമ്ؗ ഞ׹ൾ കരുതുؗു, അേؚാൾ നമു്ׯ ഈ സമവാകّം മൂؗാമേ؋ത് ഒരു മീ ْതീ ഒ്ؗ 
 ാം തുലّമാണ് പْؓ؇്, മീ ْതീ എؗത് പْؓ؇് ൈമനസുംׯസ് എം ْതീ ْതീ എടു؛ ്؇സ് എം ْതീ ര؛
മൂ്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ് മൂ്ؗ ര؇് അبാെത മെئാؗുമب, എം ْതീ ഒ്ؗ എؗത് മുآേ؋തിൽ നി്ؗ േനാׯാം, 
മൂ്ؗ ഒ്ؗ ര؇്, എം മൂ്ؗ എؗത് 3 2 ؛സ് 3 ആണ്, അതിനാൽ 12 ൈമനസ് 2 ൈമനസ് 3 ഇത് 7 ആണ് 
അതിനാൽ നമു്ׯ ആയി ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇതിനർ،ം ഒ്ؗ ؛സ് ടു ര؇് ؛സ് ْതീm 3 3 7 m m m 
മൂ്ؗ എؗത് മെئാؗുമب, ആണ്, അത് പൂജّം ആയിരുؗു എ്ؗ ഞാൻ ശരിയായി m one m two 
ഓർുؗുׯ, അത് 0 ؛സ് 2 ؛സ് 7 ആയിരുؗു 9 ന് തുലّമാണ് ഇത് അവസാന ഉ؋ര േചാദّമാണ്, ബി w 1 
കّൂബ് റൂ؂് ഓഫ് യൂണിئി , എؗതിന്െറ കൂ؂ം ײമിׯണം, ഒ്ؗ എؗ േഫാമിെല sb abw 
ഏകവചനമبാ؋ എبാ െമْടി٧ുع കളുെടയും െസئിൽ ഞാൻ അവസാനവും ഉം എഴുതെ؂ ഒരു sb cw 
സ്കٔയർ ഒ്ؗ, അവിെട ഓേരാ യും അെ׸بിൽ ചതുരം ആെണ׸ിൽ , ഇതിന്െറ w abc w w 
കർദിനാലിئി എؓാണ് ശരി, അതിനാൽ ഈ ْപٍ٠ം പരിഹരിുׯക ശരി, ശരി, ഉ؋രം ശരി, 
നൽകിയിരിؗുׯത് എبാ ഏകവചനമبാ؋ െമْടി٧ുع കളുെടയും ഒരു കൂ؂മാണ്, തുടർ്ؗ ഈ 
മാْടി٧عിന്െറ നിർ؉ായകമാണ് ഒരു എബിയുെട ഡിئർമിനന്റ് ഈ മാْടി٧്ع പൂജّമب, നിർവചനം 
പൂജّ؋ിന് തുലّമب, അതിനാൽ ഡിئർമിനന്റ് എؓാെണ്ؗ േനാׯാം, അതിനാൽ ഇത് 1 മുതൽ 1 
ൈമനസ് ആണ് ൈമനസ് എ തവണ ൈമനസ് സ്കٔയർ ؛സ് ബി തവണ സ്കٔയർ ൈമനസ് wc w w c w 
ബി സ്കٔയർ പൂജّ؋ിന് തുലّമب ഇത് ഒരു ൈമനസ് ൈമനസ് ഒരു വൺ ൈമനസ് wc w wc 
സൂചിؚിുؗുׯ, പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് 1 ൈമനസ് േല്1 ׯ ൈമനസ് എؗത് wc aw 
0 ന് തുലّമب അതിനാൽ ഇത് 1 ൈമനസ് എؗത് 0 ന് തുലّമ1 ,ب ൈമനസ് എؗത് 0 ന് തുലّമب, wc aw 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഇതാണ് അവر ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ മെئാരു അവرയു؇്, അത് w 
കّൂബ് 1 ആണ്, എؗിവയ്്ׯ മാْതേമ എടുׯാനാകൂ അെ׸بിൽ ചതുരം ശരി, അതിനാൽ a, c w w 
നൽകിയിരിؗുׯത് കّൂബ് 1 ന് തുലّമാണ്, 1 ൈമനസ് എؗത് 0 ന് തുലّമب, അതിനാൽ ഇത് w wc 
അർ،മാؗുׯത് ചതുര؋ിന് തുലّമبാ؋ത് ചതുര؋ിന് തുലّമبാ؋ത് ചതുര؋ിന് a w w w 
തുലّമب, കാരണം യും യും ചതുരമാെണ׸ിൽ പിെؗ 1 ൈമനസ് ൈമനസ് കّൂബ് a c w wc 1 w 
ആയിരിുׯം, അത് 0 ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ എؗിവയ്്ׯ മാْതേമ സാധّതയുൂت, അതിനാൽ a, c a 
എؗത് ആണ്, അതിനാൽ ആണ് ഇതാണ് ഒേരെയാരു സാധّത, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ w a w , c w 
ഇതിെന കുറി്׺ എ്ؓ പറയാൻ കഴിയും അ׹െന നമു്ׯ എടുׯാം , എؗാൽ എؗത് b b b w 
അെ׸بിൽ ചതുരം ശരിയാകാം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ േഫാം ഒരു െസئായി രൂപെؚടു؋ാം, nw 
നമു്ׯ െസئിന്െറ ഒരു രൂപമാകാം എؗത് െസئിന്െറ ഒരു രൂപമാണ് ഈ തര؋ിലുت എبാ s s 
െമْടി٧ുع കളും ആയതിനാൽ എؗത് 1 ആണ്, യുെട رാന്؋ ആണ് ആദّം എനി്ׯ ac b w w 
എടുׯാം, തുടർ്ؗ യുെട رാന്؋ എؗതിന് പകരം നി׹ൾ്ׯ സ്കٔയർ എؗിടാം, c w one c w w w 

എؗത് മാئിرാപിുׯേآാൾ മെئാؗാകാം. നْײതം ഒരു ഡുّؠഡുّؠ സ്കٔയർ ഒരു b w 
ഡുّؠഡുّؠ സ്കٔയർ ഒരു ഡുّؠഡുّؠ സ്കٔയർ അതിനാൽ ഇവയാണ് െമْടി٧ുع കളുെട w w 
സാധّമായ െസ്ئ ഓെക, അതിനാൽ ഇതിനർ،ം ര؇് െമْടി٧ുع കൾ മാْതേമ ഉ؇ാകൂ എؗതിനർ،ം ഈ
േമാഡൽ സൂചിؚിؗുׯ ന്െറ കാർഡിനാലിئിെയ സൂചിؚിുؗുׯ. െല മൂലക׹ളുെട എ؉ം ഇത് 2 ന്s s 
തുലّമാണ്. അതിനാൽ ഇതാണ് അവസാന ഉ؋രം ശരി, നമു്ׯ മെئാരു ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാം , എؗത് p 

മാْടി٧عിന് തുലّമാണ്, എؗത് 3 േْകാസ് 3 മാْടി٧്ع ആയിരിׯെ؂ , എؗത് ന് തുലّമാകെ؂ AI j p q bij 
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ഇവിെട എؗത് പവർ ؛സ് ന് 2 ന് തുലّമാണ്, ഇവിെട ഉം ഉം ഒؗിനും മൂؗിനും bij i jaij i j 
ഇടയിലായതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ മൂലّം ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ വലത് എടുׯാം, ഇവ പൂർ؉സംഖّകളുെട 
അളവുകളാണ്, അതിനാൽ യുെട ഡിئർമിനന്റ് 2 ആെണ׸ിൽ പിെؗ എؓായിരിുׯം ന്െറ p q 
ഡിئർമിനന്റിന്െറ മൂലّം എؓായിരിുׯം ശരി, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാം, അതിനാൽ 
ആദّം നമു്ׯ മാْടി٧്ع രൂപീകരിׯാം, അതിനാൽ എؓാണ് ആണ് മാْടി٧്ع ശരി , അതിനാൽ aq t aq 
നമു്ׯ ഡിئർമിനന്റ് ഓെക കെ؇؋ാം, അതിനാൽ ഡിئർമിനന്റ് ഇതിന് തുലّമാണ് 4 q q a 1 1 8 a 

എ؂് ഒ്ؗ മുؚ؋ി ര؇് 1 2 16 a 1 3 8 a 2 1 16 two two two thirty two a two three16 a three 
മൂ്ؗ ഓെക ഇേؚാൾ ആദّ വരി എ؂് മുതൽ ര؇ാമേ؋ത് മുതൽ 16 വെരയുت നാെല؉ം എടുുׯക, 
മൂؗാമെ؋ വരിയിൽ നി്ؗ നാലിൽ നി്ؗ എ؂ിേല്16 ׯ ആുׯക, അേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു 1 1 a 1 2 2 
തവണയും 4 തവണ ഉ؇് 2 തവണ തവണ പിെؗ തവണ a 1 3 a 2 1 a 2 2 4 a 2 3 a 3 1 2 a 3 two

അ׹െന വീ؇ും നമു്ׯ േകാളം മുതൽ നാല് വെര േകാളം മുതൽ and four times a three three ok 
നാല് വെരയുت ര؇് സാധാരണ എടുׯാം, അ׹െന നമു്2 ׯ ചതുരْശ 2 എഴുതാം. കّൂബ് 2 പവർ 4 
േല്ׯ തുടർ്ؗ നി׹ൾ്ׯ േകാളം 3 ൽ നി്ؗ 2 േകാമ േകാളം 2 ഉം 4 ഉം എടുׯാം അതിനാൽ ഇേؚാൾ 
നമു്ׯ ഒരു 1 1 ലഭിുׯം 3 ശരി, അതിനാൽ ഇത് a 1 2 a 1 3 a 2 1 a 2 2 a 2 3 a 3 1 a 3 2 a 3 
ഇതിന് തുലّമാണ് വലത് 2 3 5 9 10 12 2 ന്െറ പവർ 12 മുതൽ യുെട ഡിئർമിനന്റ് 2 ന്െറ ഡിئർമിനന്റ്,b p 

യുെട ഡിئർമിനന്റ് 2 ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ യുെട ഡിئർമിനന്റ് 2 മുതൽ പവർ 12 p q 
വെര തുലّമാണ് യുെട ഡിئർമിനന്റ് 2 ന് തുലّം 2 ന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ഇതാണ് അവസാനp wer 13 
ഉ؋ര േചാദّം ഒരു  േْകാസ്  മാْടിക് സ് ആകെ؂ , അതായത് ْടാൻസ് േപാസ് ؛സ് p 3 3 p 2 p i 
ആെണ׸ിൽ ആണ് ْതീ േْകാസ് ْതീ ഐഡന്റിئി െമْടിക് സ് ഒരു േകാളം മാْടിക് സ് പരിഗണിുׯക , i 
അതിെന നിര െവക്ئർ എؗും വിളിുؗുׯ. ന് തുലّമب, അതായത്, ഞ׹ൾ ഒരു േനാൺ-സീേറാx xyz 0 
െവക്ئർ ആണ് പരിഗണിؗുׯത് , ഇനിؚറയുؗവയിൽ ഏതാണ് ശരി, അതിനാൽ ആദّെ؋ ഓപ്ഷൻx 

ആണ് 0 0 0 ന് തുലّമാണ് ര؇ാമെ؋ ഓപ്ഷൻ ആണ് ന് തുലّമാണ് മൂؗാമെ؋ ഓപ്ഷൻ p of x px x 
എؗത് 2 ന് തുലّമാണ്, മുഴുവനായും എؗത് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ px x px x 

ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാം ശരി, അതിനാൽ നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯതിൽ നി്ؗ ആരംഭിׯാം, അതായത് p 
ْടാൻസ്േപാസ് 2 ന് തുലّമാണ് നമു്ׯ ഈ സമവാകّം 1 എ്ؗ വിളിׯാം , അതിനർ،ം പി p i 
ْടാൻസ്േപാസ് ര؇് വശേുׯ؋ം ْടാൻസ്േപാസ് െചുإക എؗാണ്, ഞാൻ ഈ വി ْടാൻസ്േപാസ് 
മായ്ׯെ؂, ഇത് 2 പി ؛സ് ഐ ْടാൻസ്േപാസിന് തുലّമാണ്, ഇത് മെئാؗുമب, പി എؗത് 2 പി 
ْടാൻസ്േപാസ് ؛സ് ഐ ْടാൻസ്േപാസ് ആണ്. ഞാൻ തെؗ നമു്ׯ സമവാകّം 2 എ്ؗ വിളിׯാം. 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ ْടാൻസ്േപാസ് ൈമനസ് എؓാണ് ഇത് 2 സമയ؋ിന് തുലّമാണ് ൈമനസ് p p s p p
ْടാൻസ്േപാസ് ഓൾ ൈറ്ئ ആയതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് 3 തവണ ْടാൻസ്േപാസ് ൈമനസ് p p 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണؗും ഈ പൂജّം പൂജّം മാْടി٧്ع ആണ് , എبാ എൻْടികളും പൂജّമുت മാْടി٧്ع 
ആണ്, അതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ْടാൻസ്േപാസ് ന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ആണ് ഒരു p p p 
സമമിതി മാْടി٧്ع ശരി, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നൽകിയിരിؗുׯ ْടാൻസ്േപാസ് ന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ p p 
സമവാകّം 1-ൽ നിؗുت സമവാകّം നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ എؗത് 2 ന് തുലّമാണ്, ؛സ് p p 
ഞാൻ സൂചിؚിؗുׯത് എؗത് ൈമനസിന് തുലّമാണ് എبാം ശരിയാണ്, ഇതാണ് നമു്ׯ ഇേؚാൾ p i 
ശരി ലഭി׺ത് നമു്ׯ പരിേശാധിׯാം ഏെതാെׯ ഓപ് ഷനുകളാണ് ര؇് ശരിെയ്ؗ നമു്ׯ 
പരിേശാധിׯാം, അതിനാൽ ആദّേ؋ത് ആണ് 0 ന് തുലّമാണ്, ഇത് ൈമനസ് ആണ്, ൈമനസ് px p i 

എؗത് 0 0 0 ആെണؗും ഇത് എؗത് 0 0 0 ആെണؗും ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ, ഇത് എؗത് 0 0 0 ix x x 
ആണ്, എؗാൽ എؗത് അب എؗതിന് നൽകിയിരിുؗുׯ -പൂജّം അതിനാൽ ഇത് 1 ശരിയب എ്ؗ x 
സൂചിؚിുؗുׯ , ര؇ാമേ؋ത് എؗത് ആണ് വീ؇ും , ഇവിെട  എؗത് ഇത്  െവക് ടറാണ്, px x 0 0 0
എؗാൽ എؗത് പൂജّമبാ؋താണ്, ഈ വലിയ പൂജّ׹ൾ, അതായത്, അവർ പൂജّം െവക് ടറിെന x 
വലതുവശ്؋ സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ ശരാശരി ര؇് ശരിയب, അതുേപാെല തെؗ 3 ഉം ns uh 
ശരിയب , കാരണം 3 ലും 3 നയിുׯം, കാരണം ആെണ׸ിൽ മാْതേമ ഈ െവ3 ت ആകൂ, x 0 
അതുേപാെല 3 2 അب അതിനാൽ ഇത് ശരിയാണ്, കാരണം ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ x px x 
ഇത് ശരിയാണ്, കാരണം ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ എبാ നും പൂജّം പൂജّ؋ിന് തുലّമب, p i x 
അതിനാൽ നാല് ശരിയാണ് , അതിനാൽ നാല് ഓപ്ഷനുകളിൽ അവസാനേ؋ത് മാْതം നാലാമേ؋ത് 
ശരിയാണ്, കാരണം  ന് തുലّമാെണ׸ിൽ മാْതേമ മ്ئ മൂ്ؗ തൃപ് തിയുൂت, പേײ എؗത് x 0 x 
പൂജّമെ്ؗب നൽകിയി؂ു؇്, അതിനാൽ ഞാൻ ഇേؚാൾ ഇവിെട നിർ؋ാം , അടു؋തിൽ െമْടി٧ുع ം x 
ഡിئർമിനന്റുമായി ബؖെؚ؂ കുറ്׺ ْപٍ׹٠ൾ ഞാൻ പരിഹരിׯാം ْപഭാഷണം നؕി Pru
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