
ङ޳࢑ छࣃ ڕबలࡏ గతం ఈ ఉపߕङ సంࡹ ࠪऴޒకల߯ ఉపߕङ छࣃ ړށࢩల ऴࣃ గతం ߕࣆऒ  ࠪతృక ڒబܽद ఇవछ బݟన޴ ఏࠫటం݄,
ए࣋ ڕవర ࡏࠬ छ ओߩంۨనݟܔ ߖ ࡛ ऒߕࣆ ޴޻ం߰ ࡏࠬ ݡ  ࠪతృకߘ కھߘనంࡹ࢑ ݟమంڴ ఉంܿంڕࠬ ,޴ pn ipp p 
ఇۨऐ న ڕࠬ ܼݦ ఇవछ బݟన޴ అࡹ࢑ ޴ߝమ ࠪతృక మ࠾ࡍ అݞږ ޴ సంతృߧफ ۮంޔ޶ంࡏࠬ ޴ పవ࡛ వరڕ p p n 

࣋ए छ ओߩంۨనݟܔ ߖ ࡛ ङࠪ  ݡ ऴܽڡझ एࢲࡍప ړߖ޵  ऒߖࡌ  కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం ࡹ࢑ ߘߝ ړߖ܉ߖమ పరంڴ ipp 0 p 
కߘھߘ అߦۮ ߖओ బܽद ఇవछڒ ࡯ బݟన޴ ఐ పऱ࣒  పవ࡛ వరڕ వరڕ ࣋ए छ ࡛ ఇ޴ ఇߩओ ऒߕࣆ ݡ  మం p n p n p pࡹ࢑ ,
అం݄ ࡹ࢑మం ఉంڒ ޴బܽद మనం ఈ సࠬకరߖހऒ ओߩఅ ,ݟంచంށڷ ޜమంࡹ࢑  మం పऱ࣒ࡹ࢑ ޴ۯంࠚల ڕమన ݡ  p p p 

ࣾࠫంచంࡹ࢑ ݟమం పऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  పవ࡛ వర࠳ ڕన࣒ ఒకܽ ߕࣆ ڕߕऒ  p p i p p n ߘߝ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆఇ ߖ
అޔ࢓ంࡹ࢑ ޴మం ࠳న࣒ ࠳న࣒ ࠳న࣒ వర࠳ ڕన࣒ పవ࡛ ࠳న࣒ ఒకܽ ڒ ݟڕబܽद ఇ޴ ࠪతృక mply p i PE p n 
కएࡅ घ࠲స ޴బܽद ఇڒ మంࡹ࢑  షߕࣆ ߤऒ  n p ࡍప޶త ޴ండవࡓ ߘߝ కߘసࠪనం క ڕ న࣒࠳ న࣒ ఒక పవ࡛࠳ ݟంߘ 
సమసङ भ޳ۯ ߘ ం ఒకܽ ࡓంݡ ఒకܽ ఐࡓ ޶ంݡ ఆ࠳ ࡏన࣒ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ݡ࠮ ఒక ږङ  బܽदڒ ݟనంھߘక ߘ ࠗ
మనڕ ఒకܽ ࡓంݡ ఒకܽ ఐࡓ ޶ంݡ ఆ࠳ ࡏన࣒ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ݡ࠮ అߖ ఇవछ బݟం޴, ఇߩओ  మనం a ݡ
చޔరऴߖࣃऒ  కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం . ࡓంݡ ఒకܽ ఐࡓ ޶ంݡ ఆ࠳ ࡏన࣒ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡏࣃ ݡ࠮ऱ ఒకܽ 
సࠪనం ఒకܽ పऱ࣒ ޴ఇ ݡ࠮ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡏఆ ݡంࡓ ޶ఐ ݡంࡓ పऱ࣒ ޴ప ޴ఇ ޶ఐ ޶ఐ ݡంࡓ   
ࣾࠫంచం࠳ ݟన࣒ ࡓంݡ పऱ࣒ న࣒ ఒకܽ పऱ࣒࠳ ڷࡱߕ   పߜऒ ం࠳ ݡన࣒ ݡ࠮ ఐ޶ పऱ࣒  ప࠳ ޴న࣒ పߜऒ ంݡ ప޴ పऱ࣒  
పऱ࣒ ޶ఐ ࡏన࣒ ఆ࠳ ڷࡱߕ  పߜऒ ం࠳ ݡన࣒ ప޺भ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఐ޶ పऱ࣒  ఆ࠳ ࡏన࣒ ࠳ ڷࡱߕన࣒ 2 ࠳న࣒ 
న࣒ 2 ప࠳ 4 ऱ࣒ న࣒ 6 ప࠳ న࣒ 2࠳ 3  ऱ࣒ పऱ࣒ ڕߕ న࣒ 6࠳ న࣒ 2࠳ 9   91 ఇࣆफం࠳ ޴న࣒ 2 అం݄ 9 6 ࠳న࣒ 1 అం݄ 5 13 
छࡽࢗ న࣒࠳ ߘࣜ޴ప ޴అం݄ ప ݡ࠮ న࣒࠳  అం݄ ݡ࠮ పదࣔ࠳ ࡏన࣒ ఆࡏ, ఇ޴ ప޴ ప࠳ ݡࣜ޴న࣒ ఎ޴ࠫߖ, t 
ఇ޴ ప޺भ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ࠳న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ఏݡ పऱ࣒  ఆࡏ, ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ఆࡏ పऱ࣒  న࣒࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ ޴ఇ ,ݡ࠮ 
ఎ޴ࠫߖ పऱ࣒ घࠫޛ  ऒޒऴపయ ړߖݞవڝࣆࡱޘ బܽद మనంڒ ఒకܽ ޴ఇ ,޴ भ޳ ం ږङ ࠗ ఒక చޔరऴڒࣃరంࡹ ఒక చޔరऴసం a 
ऒߖࣃరऴޔఒక చ ڕߕ  ఇవछ నऒޔࠓ घࠫޛ ޴ ఒకܽ ఇవछ ݡ࠮ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ޴ప ݡ࠮ ޴ప ޶ఐ ޴ బݟన
ࠪతృకࡹ ఒకܽ ࡓంݡ ఒకܽ ఐࡓ ޶ంݡ ఆࡏ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ࠫޛ ݡ࠮घ పऱ࣒ ޴  ఇర࢙ ఐ޶ 
పऱ࣒ ޴ࠫߖभ޺న࣒ ఇర࢙ ప࠳  ప࠳ ޴న࣒ ఇర࢙ ࠫޛघ పऱ࣒ ޴ న࣒ 30 3 ప࠳ 30  ऱ࣒  50 3 ప ऱ࣒  50 ప ऱ࣒  2. ఆࡏ పऱ࣒  ఇర࢙ పऱ࣒  ఒకܽ 
పऱ࣒ ݡ࠮  అర࢙ పऱ࣒  ޴ఉంܿం ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ߘࣜ޴న࣒ ప࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ڕߕ ݟఒకܽ ࣾࠫంచం ݡ࠮ 
న࣒ ఒకܽ పऱ࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡏన࣒ ఆ࠳  ప޺भ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ݡ࠮ ࠭߯ओ  ఆ࠳ ࡏన࣒ ఇర࢙ అం݄ పదࣔࡏ ࠭߯ओ  ఎ޴ࠫߖ 
ࣾࠫంచంݟ ఇర࢙ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ఇర࢙ అం݄ ఎ޴ࠫߖ ࠭߯ओ  ర޶भ అޔ࢓ంࠫޛ ڕࠬ ޴घ  అర࢙ ݡఇర࢙ ఏ ޶ఐ ࠢ࠻ ޴
ఆ࠳ ࡏన࣒ ప޺भ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ࠫޛघ ऒ޳ప ޴ ङږ ఒక ޴బܽद ఇڒ ޴ఉం ڷࡱ ࠗ త޶పࡍ సమసङ  అ࠼న సహజ సంఖङ ల n 
సࠫߖޒ ࠪऴޒకల ࡐపంࡹ అݡन వࡏసࡱ మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ వࡏసల ऴ࢑ ڴࡱރࢩభ܊ంۧࡏ , ఒకܽ ښవలం ࠴దܽ ࣄంࡽڵ m 

घࠫޛ ޴ࠫߖఎ ݡఏ ࡏఆ ݡ࠮ ࠬ ޶ఐ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡంࡓ ݡంࡓ ऒߜప ݡంڜపద ޴ప ޴ ంݡ ప޳ऒ  m s ڷࡱ
ప޳ऒ ऒߖڒల࠮ వలం ఒకښ కޒదܽ ࠪऴ࠴ నߩ࢙ݟڕ ࠾ࡍమ ڷࡱ  కڵ࡯ ఉంܿం޴ ఒకܽ ࡓండవ࠮ ڷࡱߕ ޴లڒలߘ 
కڵ࡯ ఉంܿంࡓ ,޴ంࡓ ݡంݡ ࠪతృకలࡓ ޜంڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ ఐ޶ మన࡯ڵࠫ ڕ ఉనऒ  ۲ట త޶ప޴ࡍ త޶పࡍ ࠪతృక 
కएࡅ घࠫޛ ޴ࠫߖఎ ݡఏ ࡏఆ ݟڕ తృకࠪ ޓऴ ࠑ ޓऴ ޴ߝఅ ޓబܽद ऴڒ లకం࠮ దܽ࠴  ऒߜప ݡంڜపద ޴ప ޴ ంݡ m 
పߜऒ ంݡ ప޳ऒ ऒ޳ప ڷࡱ  m ڴరణం߄ࣃ ޴ఇ ࡏఆ ޴ࡍప޶బܽद తڒ లకం࠮ ࡍవۨ ړ݀ ޶కం݄ ఐ޶ఎం ڷࡱ
కएࡅ కޒన࣒ 1 ࠪऴ࠳ ޴ࡍప޶లకం త࠮ దܽ࠴ ߖ޵ తృకࠪ ࠑ ޴ంޔ࢓దల࠴  న࣒ 1 mn n mn n࠳ న࣒ 1࠳ 
కएࡅ లకం࠮  ۨవ࠮ ࡍలړߖڒ సంబం߅ంۨన ࠮లకం ߝڴࠈ ఉం޴, ఇߩओ ऴపశऒ ݡ  ఏࠫటం݄ , ࣍ࡲङ షࡅ ߤకए  mn 
ऴ݄࣒ ߘ కھߘనంݟ, ఇߩओ ఒకए ޒమనం ऴప ݡ भࣃऴ࢐ ߘలڒల࠮ దܽ࠴ ߖࡹߖ޳ ం ڒబܽद ఇ࢑ అߗऒ  ऴపధమ ऴపޒ ࠪతృకߖࡹ
 ఆࣣ ޴ఉం ߝڴࠈ ޴ఆࣣ అ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ޴లకం 1 2 6 15 అ࠮ దܽ࠴ ߖࡹదܽ ࠪతృక࠴ ࡱڒల࠮ దܽ࠴
ంచవ۪ऐߖగమ ߖफందࣆవ ڵࡍޒ , వङ ङޑ సం ښవలం ఒక చޔరऴసం ࠪऴత࠲ అޔ࢓ందߖ గమߖంచవ۪ऐ . గమߖంచవ۪ऐ  
ऒߖڒల࠮ దܽ࠴ రణ߄ࣃ లకం࠮ దܽ࠴ ߘߝ బܽदڒ छ޳  फࣃۨࣇ ࡌ ప 1 ߘ బܽदڒ బܽद 0ڒ ߘ ऱ࣒  2 ప ऱ࣒  6 ప ऱ࣒  15 tn sn 
వరڕ ڕ సࠪనం ޳ۯभ ం ڒబܽद ߕࣆऒ ఒకܽ పऱ࣒ ڴ࢑ధం ޴ంړఈ ऴ ߘ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ న࣒࠳   ݀ tn sn sn sn 
ऴࣃ࢐फ పऱ࣒ ߘ  ఆࡏ పऱ࣒  పߘ ߘࣜ޴ంݟ వరڕࠬ ڕ అ࢑ ޻షయం ఒకܽ పऱ࣒  ݀ పऱ࣒  ఆࡏ పऱ࣒  పߘࣜ޴ వరڕ ఉం޴, tn tn 
ఇڕߕ ޴ ఇߩओ న࣒ 1 ప࠳ 2 ݡ ऱ࣒ న࣒ 2 ప࠳ 6  ऱ࣒ వछߖऴ࢐య ڕన࣒ 1 వర࠳ ڕన࣒ వర࠳ 15  ం࠳ ݟన࣒ ࠳న࣒ 2 x tn tn 
 ప ऱ࣒ న࣒ 1 ప࠳ న࣒࠳  ऱ࣒ ఇకए ڕߕ బܽदڒ  డ ࠳న࣒ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఒకܽ పऱ࣒  వߤ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  2 ࣋ए छ ࡛ tn tn tn tn 
 ప ऱ࣒  3 ࣋ए छ ࡛ వర࠳ ڕన࣒ వరڕ సࠪనం అߖ ऴ࢐యڕߕ ړߖݞ సࠪనం ࠳న࣒ 1 ࠳న࣒ ڒబܽद ఇߕࣆ ߕ ޴ऒ  tn tn tn 
ऒߕࣆ ߩ࢙ ఎడమ ߩ࢙ ݟڕ ࠬ  మڕࠬ ࠾ࡍ వ ڒ ߩ࢙ ޒۯ ݟڕబܽद ߘߝ ఈ ߖ మࡖక ۨవరڕࣆޓ ړవࣃफ tn t ߘ tn tn 
ఒకܽ పऱ࣒  వߤ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ऴޓ ࣋ए छ ࡛ అ࠳ ߤܿ ߵన࣒ ࠳న࣒ వߤ ܿ వߤ పऱ࣒ ఈకछ ࡽࢗ  పऱ࣒ ߤవ ࡽ  tnߤవ ࡽࢗ 
ఆ ߖݞޙ గమߖంచవ۪ऐ  ఎలऱߩओ న࣒ ఒకܽ ࣋ए࠳ ݟంߘ రऴసం ఒకܽޔఒక చ ݢ छ  న࣒ n i n࠳ సࠪనం ړఒకܽ ߘߝ ࡛
ఒకܽ ࣋ए छ ࡛ ఇ޴ ఒకܽ కߧ࡯ ఇవछ బޔݡం޴, మనం ఈ గށత ऴ߮రణ ࣇऴߖޑऒ ओߩనࣄۯ  మనం ఖۨऐ ݡ తంڴ i 
 బܽदn n nڒ ޴ంޔ࢓అ ࡏతफం ࠬద ఆ࠴ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ړࡹ .ࣆࡱޘ ڕऴతం మనࣇ నࣄయవలۯ
ఇ࠴ ޴దܽ ࠮లకం ڒబܽद ऴపࣆफతం ࠪङ ऴܽڡझ ऒߖڒల࠮ దܽ࠴ బܽद ఒకܽڒ లకం࠮ దܽ࠴ ޴ఇ ڕ   tn m nth 
వछߖంచۨࣇ ంݟ తࡌछ త ఒక వߤ పऱ࣒ छ޳   mn n n n ࡏతफం ࠬద ఆ࠴ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡌ
ఇవछ బޔݡం޴, ఇߩओ వలం పऱ࣒ښ లకం࠮ ࡍప޶త ݡ  వߤ పऱ࣒  వߤ పऱ࣒  వڒ ߤబܽद మనం ڕࡏڝనऒ ऒߖఅ ޴  సڴࡍठ  aii 
ఒకܽ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉంܿంߘߝ ޴ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం ఇڕࡏڝ ࠭࠲ ޴నऒ  n ࡍప޶త ߗڒ ޴
ఎߖࡰ గమߖంచవ۪ऐ  తࡌछ మధङ ߖ޳ఒక ࠾ࡍలకం మ࠮ ޒ  వङ ङޑ సం ޳ࡶ ఉ޳హరణࡓ ڕంࡓ ݡంݡ మ࠾ࡍ ఒకܽ 
మధङ  వङ ङޑ సం ښవలం  ప ऱ࣒  వߤ అం݄ ݞޙ సࡕన޴ ఆ వङ ङޑ సం ښవలం  ప ऱ࣒  వڒ ߤబܽद ߘߝ ఎࠫߖదవ ࠮లకం n n 
వలం ఒక పऱ࣒ښ  ࠪऴత࠳ ࠲న࣒ ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ࠬద ఆࡏ పऱ࣒  న࣒ ఒక n n n n࠳ ߘߝ ݟऱ ࣾࠫంచంࡏࣃ ߘߝ 
ऱ  పࡏࣃ ऱ࣒  వښ ߘߝ ݟڕ ߤవలం ఒకܽ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం కం݄ సࠪనం ݟڕ ఒకܽ అࡏࠬ ޙ࠼ అ޻ n i l 
߰ం࠮ ࡏޑ޶లకం సࡕన ఇతర ࢑షߖߖ޳ ࡏࠬ ࡱ࠻ హڕए ల మధङڒల࠮ ݡంࡓ ߕ޼కం݄ ఏ޶ఎం ࡏޑ޶ం߰ ڴ  
వङ ङޑ సం ښవలం  ప ऱ࣒  ఒకܽ ఏࡓ ߕ޼ంݡ వࡏస పࡱ޳ అం݄ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ అښ ݞޙ ߝవలం  ప ऱ࣒  ఒకܽ ޳ࡶ n n 
అంతకం݄ ఎڕए వ ߄ࣃరణంڴ మధङ  వङ ङޑ సం మ࠾ࡍ  పऱ࣒  వߤ  ప ऱ࣒  వߤ అ޴ߝ ఖۨऐ తంڴ  ప ऱ࣒  వڒ ,ߤబܽद aii AI i n 
ఇڕࠬ ޴ ఒకܽ ࣄ࡯ޘన తࡌछ త ఇ߄ࣃ ޴రణ ڒబܽद ڕࡏڝ ࠭࠲నऒ కएࡅ ޴  ऴ݄࣒ ڒబܽद ࡅకए  ऴ݄࣒ aii, mn mn 
సమघ షߤ వߘ ߤంړ ݟ సࠪనం, ఇ޴ సమघ షߤ వ޳ ߤछ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ వߤ పऱ࣒ naii ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ړࡹ  n n n n 
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పऱ࣒ ࡏఆ ߤన࣒ వ࠳  ఐ ࠳న࣒ వߤ ఇߘߝ ޴ ఒకܽ ߘంݟ ఆࣣ ఐ ࠳న࣒ ఒకܽ  ప ऱ࣒  వړ ݋ࡕ ߤ నࣆݡफߕऒ  బܽद ఈ w nڒ ߘ
పదం ޑ࠴फ ऒߖ  ఒకܽ ߘంݟ ఒకܽ పऱ࣒ झڡࣄ తफం ࠬద࠴ ݟంచం܊࢑భ ڴ న࣒࠳ ݡంࡓ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ݟంߘ   n n n n 
 ప ऱ࣒  సమघ షߘߝ ߤ ఒకܽ ߘం࠳ ߖ ݟన࣒ ఒకܽ  ప ऱ࣒  వړ ߤ సࠪనం ఇښ ޴వలం ࣄबర࠳న పదం అం݄ స࠲घ షߤ ఈకछ  n i ࡽ
ܿ వߤ ܿ జ࣒द వߤ అం݄ ࠹݅ ߘߝझ  వߤ పऱ࣒  తफం ࠬద n n n n n࠴ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ఒకܽ ޴फంࣆڷ࠭ ޜ న࣒࠳ ޜ 
ఆࡏ ఇښ ޴వలం ࣄबర࠳న  ప ऱ࣒  వߤ ࠪऴతߖߖ޳ ߘߝ ࠲ బయటࣃޓ ڕफ పऱ࣒ ߘ  సమघ ష࠳ ߤన࣒ వړ ߤ సࠪనం n i 1 ni 
 తफం ࠬద 6 n n n n n࠴ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ సࠪనం ړ ߤన࣒ వ࠳ ړࡹ ړࡹ ݟంߘ ఒకܽ ړ న࣒ ఒకܽ అం݄࠳ ߘߝ బܽदڒ
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ छ޳ ߤన࣒ వ࠳ ߘߝ కం݄޶సࠪనం ఎం ړ న࣒ 1࠳ ݟంచంࠫࣾ ߖ సࠪనం 1 ړ 1 ߘߝ ޴ఇ ړࡹ ڴࠈ 1   n n i iࡌ

ऱ࣒߮ࡎ అం݄  ప ߘయగలޓ ڕబయట ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړߖݞయۯ  ऱ࣒  వޜ ߤ భࡎ फ ۯయబޔݡం޴, త޳छ  i i ޴అ ࡌ
ऒߕࣆ బܽद ఇకएڒ ఆ߯ 0 ,޴ంޔࡏࠪ ړ ݟంߘ  డ ࠬߘ 0 ڕంݟ ఉంܿంߗڒ ޴ ఆ తࡌछ త అߝ పదం n ni correspo 
ఉంܿంߘ ޴ంښ 0 ݟవలం 0 ڒబܽद ߘ ߘߝం࠳ ݟన࣒ 1ߖ కڵ࡯ ఉంܼߘ, ఇ1 ړ ړ ޴ ప ऱ࣒ nd y 1 n n ݟంߘ న࣒ 1࠳ ړ  n n n 

తफం ࠬద 6 ప࠴ న࣒ 1࠳ ऱ࣒   ప ऱ࣒ సమघ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ1  షߤ ఒకܽ అړࡹ ߘߝ ࣆࡱޘ ߖ  ప ऱ࣒  వ2 ߤ n n n n n 
అߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ వߤ ࠪऴతڒ ࠲బܽद ࠳న࣒ ఒకܽ ߯ ࡓంړࡹ ݡ  ప ऱ࣒  వߤ ࠬద ࡓంڒ ݡబܽद ࠳ ߘన࣒ f n n n n n n n 
వ޳ ߤछ ࡎభ ࡌ फ ۯయం࠳ ݟన࣒ ఒకܽ ߯ ࡓంߕ ݡ దగ ठర ఆܿߦ ޜࡏ బయటޓ ڕయڕߕ ړߖݞ ఆࡏ పऱ࣒  n n n ڕߕ 
ए࣋ ݡంࡓ छ ࡛ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡓ ڕߕంږ ݡङ ए࣋ ݡ࠮ న࣒࠳ బܽदڒ ޴ఉంܿం ݡ࠮ న࣒࠳ ࠗ छ ࡛ ప ऱ࣒  n n n n n 
మࢁऱ ڕߕ పऱ࣒ న࣒ ఒకܽ  ప࠳  ऱ࣒  వړࡹ ߤ వࣆफం޴ ఇ޴ ࣋ए छ ए࣋ ޓబܽद ऴڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡛ छ  n n n n n ߘߝ ޴ఇ ޓన࣒ ऴ࠳ ࡛
దܽ ట࡛घ࠴ झڡࣄ ࠑ ࡹ   కڵ࡯ ఉߕऒ ङږ ݡంࡓ వలంښ ߘ ࠗ ऴޓ ࣋ए छ ए࣋ ݡ࠮ ࡛ छ ࡛ ర޶भ ۯయబݟం࠳ ޴న࣒ n n n n 
ప  ݡంࡓ ऱ࣒  ఆ࠳ ࡏన࣒ ఓࣣ ߘߝ బయటߘࣃޓ ڕ బయట ڒబܽद ڕߕ బయట ఉంڒ ޴బܽद ߘߝ బయట ߖ n n n n
బయటޓ ڕయڒ ޶ࡶబܽद ࡓ ڕߕంږ ݡङ ए࣋ ݡ࠮ న࣒࠳ ࠗ छ ࡛ ఉంܿం޴ ࣾࠫంచంݟ ఆࣣ ݡ࠮ ࣋ए छ  n n n࡯ڵࠫ ࡛
ఉంڒ ޴బܽद ఈ ݡ࠮ ࣋ए छ ࡛ ర޶भ ۯయబޔݡంࣄޓࡍ޳ ޴ం޴ ఆ߯ ړ సంబం߅ంۨన ߖబంధనښ ࡱవలం పऱ࣒  2  ప ऱ࣒n ni a 

వలం 3 పښ న࣒ 3࠳ ऱ࣒  3 ࠪऴతڒ ࠲బܽद ఇ޴ అంޒమ పࢲࡍए రం ڒబܽद ࡅకए  ऴ݄࣒ ఆࡓ ࠑ ࡏంږ ݡङ ࠗ పऱ࣒  n 6 mn n n 
 ప ऱ࣒  ऴޓ త޶పࡍ సమసङ  అޙ࠼ సࠪనం ࠳న࣒ 1 ప ऱ࣒  ఐ 3 ݋ࡐ ఆ2 ߤ ఐ ࠳న࣒ 1 ࠳న࣒ 3 ݋ࡐ ࠀ ఆߤ ݀ ఐ వߤ పऱ࣒  ఐ n 

झڡఎࠆఎ ࠾ࡍమ ݀ ߤఆ ޓऴ ݋ࡐ న࣒ ఐ࠳ ఒక ࠾ࡍమ ݀ ߤఆ ޓऴ ݋ࡐ  ఈకछ झڡఎࠆఎ ࠾ࡍమ ܿ ࡽ  ఈకछ  i y y x ࡽ
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వߤ ఆ߯ ࡅకए ఉనऒ ݟనంھߘక ߖ   ۲ట ఈ అం݄ ఏࠫܽ, ఉనऒ  ۲ట ߮ࡎ ޜ ߖऱ࣒ అం݄ a f ࠼ۯ  x f x x e
ఏࠫܽ అం݄ పࢲࡍए రం అం݄ ఏࠫܽ ڒబܽद అం݄ ఏࠫܽ ڒబܽद అం݄ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వڒ ߤబܽद ࡅకए  ࣋ए छ ࡛ fx fx x f a 
 ప ऱ࣒  ఐݥంܾܽ సࡕన޴ భࡎ फ ۯయబޔݡం޴ ఐݥంܾܽ ࠪङ ऴܽڡझ छ޳  ओߩఇ ࡌ ऒߖࣃరऴޔమనం ఒక చ ݡ పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳   i 
ऒޒऴపయ ړߖݞంచށగ ݀ ࠑ ޓऴ ݋ࡐ भ޳ ం ࠳న࣒ వ࠳ ߤన࣒ ݋ࡐ ऴࠑ ޓ ݀ ఒకܽ పऱ࣒  i i i i ߤఐ వ ݀ ߤఆ ޓऴ ݋ࡐ 
పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳ ߤఆ ޓऴ ݋ࡐ న࣒ ఐ࠳ పऱ࣒ ߤఐ వ ݀ ߤఆ ޓऴ ݋ࡐ న࣒ ఐ࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ఐ ݀ ߤఆ ޓऴ ݋ࡐ ߘߝ   ఐ ݋ࡐ 
ऴޓ ఆߤ ݀ ఐ వ࠳ ߤన࣒ ఐ ݋ࡐ ऴޓ ఆࡏࠬ ࡊ ܿ ߤ ۫࣋फ వߘߝ ݀ ࠑ ߤ ఒక ߄ࣃరణ ࢑షయం ڒబܽद మనం ߖߖ޳a t 
ఇకए ڕవరۨ ࡏࠬ బܽदڒ ం޳ంڕࣆޓ ڕబయట ࡹల࠻࢑ష ݡంࡓ డ ࠭ڵం࠳ ޴ۯన࣒ వ࡛ࠂ ࠑ ߤ ࠪऴత࠲ ఎం޶కం݄ i 
࣋ए छ झ࠹݅ ߤన࣒ వ࠳ ࡛ న࣒ 1 ప࠳  ऱ࣒ ప 1 3 ݋ࡐ న࣒ ఐ࠳ న࣒ 1࠳ 3 ݋ࡐ  ऱ࣒  ఐ ࠳ 1 3 ݋ࡐన࣒ ఐ ࠳ ߖ 3 ݋ࡐన࣒ 1 i 
 ప ऱ࣒  ఐ ࠳ 3 ݋ࡐన࣒ 1 ࠳న࣒ ఐ 1 3 ݋ࡐ ప ऱ࣒  ఐ 3 ݋ࡐ మ࠳ 1 ࠾ࡍన࣒ ఐ ݋ࡐ ఇ࠳ ڕࠬ ࠭࠲ ޻న࣒ వ࡛ࠂ ࠑ ߤ కڵ࡯ 
ఉߕऒ ऒޒऴపయ ړߖݞంచށڷ .࠭ ంచంڒ ݟబܽद ࠬ࠳ ڕన࣒ ఒకܽ పऱ࣒ ए࣋ ޓऴ ݋ࡐ ߘߝ  छ పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳ ࡛  ఐ ݋ࡐ ऴޓ 
ए࣋ ࡽࣟ छ ࡛ అ࢑ ޻ధంڴ ఇంڕࠬ ࡹ޶ ࣋ए छ ࡛ ఎ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ࠉ న࣒࠳ ࠉ  छ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ࡛ छ ࡛ ఉంܿంڕࠬ ߗڒ ޴ ఐ 
ం޵ ޴బܽद ఎ ఉంܿంڒ ऱ݇  వߤ పऱ࣒  ऴޓ ఉం޴ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ ఇకए డ ఒక ప ऱ࣒ ए࣋ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴࠉ న࣒࠳ ࠉ  छ ࡛ ప ऱ࣒  ࠉ 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వߤ పऱ࣒  ऴޓ మࢁऱ ఇంࡏࠬ ړࡹ޶ పऱ࣒  ఒక ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ڕࠬ బܽदڒ ࡏఉంܼ ڵ࡯క ڴࠉ న࣒࠳ ߖࠉ 
చޔరऴసం ࠳న࣒ ࠉ చޔరऴసం ڒ ߩ࢙ݟڕబܽद ఒక చޔరऴసం ڒబܽद ఇకए డ ఒక చޔరऴసం అڕߕ ޴ ఇవछ  ޴ఆࣣ ఇ ޴ంޜࠓ
ఇకए ڕߕ డ ࠳న࣒ ఇࣆफం޴ ఒక చదర࠳ ߩన࣒ ࠉ ࣋ए छ ए࣋ ࠉ ޴ߝరऴసం అޔచ ݟڕ ࡛ छ  a ,ޓऴ ݋ࡐ ఐ ޴న࣒, ఇ࠳ ఒక ࡹ ࡛
ఇߝڴࠈ ڕߕ ޴ ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఒక చޔరऴసం ڕߕ ఒక ࠉ ࢑ࠈ ࣋ए छ ओߩఇ ,޴फంࣆఇ ߖ ࡛ ए࣋ ݡ छ ࡛ ఐ ڒ  ݋ࡐబܽद 3
ए࣋ ࠉ ࠾ࡍన࣒ 3 మ࠳ छ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ࡛ छ దగ ߕ ߤࠀ ࡛ ठర ఇ޴ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఒక చޔరऴసం ࠳న࣒ ࠳ ݡ࠮న࣒ ࠉ 
࣋ए छ పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳ బܽदڒ ࡛ ऒߖ޵   ఈ పऱ࣒  1 ప ऱ࣒ రऐۯ ړ 3  ంݟ, ఆ߯ ۨవరڴ ఇం࠳ ࡏࠬ ࡹ޶న࣒ 1 ప ऱ࣒  ఐ ࠴ 3 ݋ࡐతफం 
࣋ए छ ए࣋ ࡽࣟ  ݋ࡐ న࣒ ఐ࠳  ߘ ࡛ छ రऐࠪ ڴ ࡛ ంߖ޵ ࡏࠬ ݟऒ  ࢑సफࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ ࣋फ ࠳న࣒ వ1 ڴ ࡛ࠂ ࠑ ߤ 3
एړࡵ ంۯంڕ޶ ऴపయޒऒ भ޳ ం ߕࣆ ڕߕऒ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇకए డ ڕߕ పऱ࣒  ఉంߩ࢙ݟڕ ޴ ఇ޴ ఈ పऱ࣒  ݟయంۯ ޶࠵న ߖ 
పऱ࣒ ڕߕ పऱ࣒ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡ࠮ ݋ࡐ ࠑ ݡంࡓ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡ࠮ ݋ࡐ ߘߝ ݡంࡓ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳   ఒకܽ 
ऒߕఉ ࠲ऴతࠪ ݡ࠮ న࣒࠳ ڕߕ బܽदڒ ݡ࠮ ݋ࡐ ࠑ ݡంࡓ న࣒࠳  ࡛ࠂ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ڕߕ ࡹ޶ఇం ࠼
ఇవछ ऒߕޔࠓ  t ߘߝ ڷࡱߕ న࣒࠳ ߘఉంܼ ڵ࡯క ߘߝ ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ޴ఇ ,ࡏ
ऒߕࣆ ࡗ܋ ޓऴ ݋ࡐ  ఇ޴ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇ޴ ర޶भ ۯయబޔݡం޴ ఇݞږ ޴ అ࢑ ޻ధంڴ ఈ ࡓంݢ ర޶भ ۯయబడ࠼ޑ 
మ࠳ ڕߕ ࠾ࡍన࣒  ఐ ऴޓ ఉంܿం޴, ఇ݋ࡐ ڕߕ ޴  ఐ ݋ࡐ  ఇࣆफం޴ ఇߩओ కएࡅ మనం ݡ  ఎ4 ߖ ࠆ 3 0 0 0 3 f 
एړࡵ ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ڒబܽद ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ఐ ࣋ए छ ࡛ అం݄ ఏࠫܽ అం݄ అښ ޴వలం ߯ 3 ݋ࡐ 0 0 3 ݋ࡐ ప ऱ࣒  1 0 0 1i 
ప 1 ڕߕ బܽदڒ ऱ࣒ ఇవछ 0 0 3 ݋ࡐ  ం1 ݟ ప ऱ࣒ ऒߕफࣆۯ ݋ࡐ ߘߝ   న࣒ i࠳ ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ న࣒࠳ ݡంࡓ ޴ఇ ߘ
ఒకܽ ڷࡱߕ ݡ࠮ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ ఒక ఐߦ ࠹ݥङ ట࡛ऒ  ࠪङ ऴܽڡझ  ఐ࠹ݥ ߱ ݃ం݋ ࠪङ ऴܽڡझ  x ޙ࠼సࠪనం అ ڕ 
తࡌछ సమసङ ޒ फࣃۯ ߘ రߦ ࠹ఐ݃ ݟనంھߘక ߘవࡱ࢑ ఆ߯ ,ߘ दన࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  ࠪङ ऴܽڡझ ऒߖࣃరऴޔన చ࠳సࠪన ړ   x a a 
ఐ࠹ݥ ߱ ݃ం݋ ࠪङ ऴܽڡझ  అంܼڕࠬ ޳ࡶ ࡏ ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  ఉనऒ ओߩ డ࡮ऱ న ࣋ए࠳సࠪన ړ  छ ए࣋ ۯࡍफపߧసంతృ ߘ ࡛ छ ࡛a 
ࠪङ ऴܽڡझ ߱ ࠹ݥఐ ߖ  ݃ం݋ ࠪङ ऴܽڡझ  అంܼࡏ ఇߩओ ऒޒऴపయ ړߖݞనھߘదట క࠴ మనం ݡ भ޳ ం ࡓం࠳ ݡన࣒  ࠳న࣒ 2 4 
ࡓ న࣒ 2࠳ న࣒ 1 3 4 1࠳ ऱܿ 2 ࠳న࣒ 2 ࠳న࣒ 4 ࠳న࣒ 1 3 4 1 ࠳న࣒ 2 ఒక చޔరऴసం ఇڷࡱߕ ޴ పऱ࣒  ఒకܽ x x 
ࣾࠫంచంڷࡱߕ ݟ పऱ࣒  x ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ న࣒࠳ ڷࡱߕ న࣒࠳ ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡంࡓ 
పऱ࣒ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ڷࡱߕ న࣒࠳ ప 2 ڷࡱߕ  ऱ࣒ న࣒ 8 4 ప࠳ 9  ऱ࣒  12 ప ऱ࣒  4  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ݡంࡓ   x x xݡంࡓ న࣒࠳ 
న࣒ 8 ప࠳ న࣒ 4࠳ ݡంࡓ ࡏన࣒ ఆ࠳ న࣒࠳ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అం݄ 2 ࠳న࣒ ప޺भ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ఆࡏ పऱ࣒  x x x 
ఎݟڕ ޴ࠫߖ పऱ࣒  ఎ޴ࠫߖ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࠬ࠳ ڕన࣒ ࡓం࠳ ݡన࣒ పదࣔ࠳ ࡏన࣒ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ఐ޶ పऱ࣒  x ڷࡱߕ 
పऱ࣒ ࡏపదࣔ ݡ࠮ వలంښ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ݡంڜన࣒ ఒకܽ పద࠳ పऱ࣒ ڷࡱߕ ڷࡱߕ  x x x ݡంࡓ న࣒࠳ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ 
న࣒ 12 ప࠳ ऱ࣒  చޔరऴసం ఏࠫ ఇవछ బݟం޴ అం݄ ړݟڕ సࠪన࠳న చޔరऴసం ఇవछ బݟం޴ అం݄ ఒక చޔరऴసం ړ x a 
సࠪనం అం݄ మనڕ ఏࠫ ఉంࡓ ޴ం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ڷࡱߕ పऱ࣒  x x ݡంࡓ న࣒࠳ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ݡ࠮ ݡంࡓ న࣒࠳ 
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పऱ࣒ ࡏపదࣔ ڷࡱߕ న࣒࠳ ࡏన࣒ పదࣔ࠳ ऒߜన࣒ ప࠳ ڷࡱߕ  ంݡ పऱ࣒  చదరߩ ఇࡓ ޴ం࠳ ݡన࣒ 2 ࠳న࣒ 4 x x x 
ఏࠫ ߱లऐ ࡯ݞఉం ڴన࣒ 2 సࠪనం࠳ న࣒ 1 3 4 1࠳ డం ޳छ  న x x f࠳సࠪన ޳ࡶ ڷࡱߕ ڷࡱߕ ߧ࡯క ࡏపదࣔ ࡌ
ఉంߖ޵ ࡏࠬ ࡯ݞऒ ओߩంۨనڵ࠙ ޜڷࡱߕ  పऱ࣒ ࠪ ݡ పऱ࣒ ڷࡱߕ   ఒక ڴݟڕ ఉం࡯ݞ, అ࠳ ڕߕ ޴న࣒ ړݡ࠮ x x 
సࠪనంߖ ڴ ఇࣆफం޴, అ޴ ఒక ࠳న࣒ ڷࡱߕ అం݄ ࠳న࣒ ڒ ,ݡ࠮బܽद మనం త޶పࡍ సమసङ भ޳ۯ ߘ ం ఒక ࠪङ ऴܽڡझ  x
ఒక చޔరऴߖࣃऒ  సంతృߧफపࣆࡏफం޴ అڕߘం޳ం . ࠳న࣒ ࢟ࠀ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ߤࢗ࣊   a i a ޶ఐ ޶పవ࡛ ఐ ޙ࠼సࠪనం అ ړ
 ప ऱ࣒ छ޴   అࡅ ޙ࠼కए एࢲࡍప ࠾ࡍమ ݟనంھߘక ߘవࡱ࢑  ऒߖࡌ  కھߘనంݟ ఇߩओ ప  ޶న࣒ ఐ࠳ ߩచదర ڕమన ݡ ऱ࣒  a a 
ఏߕࣆ ݡऒ  అߖ ఇవछ బݟం޴ మ࠾ࡍ ఇవछ బݟనݞږ ޴ అݞږ ޴ తృߧफపࣆࡏफం޴ ࣾࠫంచంݟ శړ फ ఐࡓ ޶ ऱܿ i 
లధనం పऱ࣒࠮ ࡓ  ऱܿ ࡍڷ फంߩ ࠪతృక ڒబܽद ࠬࡏ మࡱ࢑ ࠾ࡍవలߘ కھߘనవలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߩओ  మనంb a b ݡ
వङ ڴࠈ ޶ऱ ࠭ంࢇࢗ ړߩ࢙ݟڕ ڔ फకࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ڒబܽद చదర࠳ ߩన࣒ ఐ޶  ప ऱ࣒  ఇవछ బޔݡం޴ ఏݡ అ޴ߝ a i 
ऒߕࣆ , అ޴ ఒక చޔరऴసం ఐߘ ޶ం࠳ ݟన࣒ ఏݡ అࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇߩओ ङږ మనం ఒక ݡ ऒߖࣃరऴޔఒక చ ߘ ࠗ  a ړࡹ 
ऴ࢐యړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం మ࠾ࡍ ఒక చޔరऴసం ఐ޶ ఒక ࠳న࣒ ఏࡓ ݡ ऱܿ అం݄ ఐړ ޶ సࠪనం అߖ మనࣆࡱޘ ڕ i a
చޔరऴసం ࠳న࣒ ఏݡ అం݄ ఐߘ ޶ంݟ ఐ࠳ ړ޶న࣒ ఏ࠳ ݡన࣒ 7 ࡓ ऱܿ ࠬڕ సࠪనం ఇకए డ ࠳న࣒ a i ha ve 25 a 

ओߩబܽद మనం ఇڒ ޴फంࣆన࣒  ఇ࠳ ڕߕ న࣒࠳  ङږ ఒక ڴపరం ݡ వङ ߖ ࠗ ڔ फకࡍంۧ࠭, అ޴ ఒక ږङ 7 ڴ ࠗ 7 a 18 a 7 i 
ఉనऒ  పవ࡛ ఐߖ޶ ఒక ࣋ए छ ङږ ఒక ڴ ࡛ एړࡵ ڴ ࠗ ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ఇ޴ ప޺भ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ఏݡ ఒక చޔరऴసంړࡹ a i 
ఇ޴ ఐ࠳ ޶న࣒ ఏߘߝ ݡ ప޺भړࡹ ޴ࠫߖ ఐ޶ అం݄ ޛంࠢ ఒక ప޺भ޴ࠫߖ ఒక ࠳న࣒ ఏݡ ࣾࠫంచంݟ ࣾࠫంచంݟ i 126 
ఇ޴ ఒక చޔరऴసం అ࠼ ఉం࡯ݞ ఆ߯ ࠬ࠳ ڕన࣒ 35  ప ऱ࣒  49 ఉంܿం޴, ఇ޴ సࠪనం ఒక చޔరऴసం ࣆࡱޘ ڕߕ a a i 
అ5 ޴ ఒక ࠳న࣒ ఏ࠳ ߘߝ ݡన࣒ ఒకܽ ఇర࢙ ఆࡏ ఒక ࠳న࣒ ࠭߯ओ  ఐ޶ మ࠾ࡍ ࠭߯ओ  ఒక అర࢙ ڒబܽद ఇ޴ ఒక అర࢙ 
ఒకܽ పऱ࣒  నలࠢ ࠫޛघ ओ߯࠭ ࡏన࣒ ఆ࠳ ఒక ࠢ࠻ ڷࡱߕ అం݄ ޴ న࣒ ఒకܽ అర࢙ ఒకܽ  ప࠳ ߘߝ  ऱ࣒  నలࠢ ࠫޛघ  i j ޴

అం݄ ప࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ఇࠫޛ ޴घ ऒ޳ప ޴ ऒ޳ప ڷࡱ  న࣒ i࠳ ݡ࠮ ݡ࠮ ڕࠬ బܽदڒ ޴ࠫߖఅం݄ ఎ ࡏన࣒ ఆ࠳ ڷࡱ
ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ ఒక ࠳న࣒ ప࠳ ޴న࣒ ࠫޛघ घࠫޛ అం݄ ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡ࠮పద ݡ࠮వలం ఒకܽ పదښ ޴  ޶ఐ ޴
ఐޛ ޶ంࠢ ఒకܽ ప޴ ఒకܽ ࣾࠫంచంݟ ఇࡓ ޴ంڒ ݡబܽद ఇ޴ ఎࡏࣃ ޴ࠫߖऱ సڴࡍठ  ఉంߗڒ ࡯ݞ మߩ࢙ࡗ ఏࠫ ఇవछ బݟం޴ 
మనڕ అ࡮ ఇవछ బݟన޴ ఏࠫటం݄ , శړ फ ఐ޶ ۨనऒ ࡓ ,޴ ऱܿ ڒङ పऱ࣒ ࠾ࡍమ ࡽటߧ ࡓ ࠉ  ऱܿ ࡍڷ फంߩ హڕए  ߖߖ޵ ߘߝ బܽदڒ 
ఒకܽࣃࡱߧ ڴफ फࣃࡱߧ ڴఒకܽ ߖߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ ऐ࡯߱ ߖంܽݟంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࠾ࡍమ ߘ भ޳ࡱߧ ڴݡంࡓ ߖߖ޵  ࠭, 
మనڕ ۨనऒ घࠫޛ ఎనࠢ ޴ఉంܿం ڴݡంࡓ ޴ నऒۨ ࠾ࡍమ ޴ औ࡮ఆ ޙ࠼సࠪనం అ ړఎనࠢ ఒకܽ ޶న࣒ ఐ࠳ ࠉ   ړ1 1 0 
సࠪనం మࡍڷ ࠾ࡍ फంڕߩ సࠪన࠳న చޔరऴసం ఆ࡮औ ङࡲ࣍  షߘ ߤ కڝߘए ంڒ ,ݟబܽद మనࡍڷ ڕ फంڕߩ సࠪన࠳న 
చޔరऴసం ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद ߖ޵ऒ  ఉపڵࡆంచړߖݞ అߘమࣆޒफం޴ ఆ࡮औ ࡓ 1 1 0  ऱܿ ఆ࡮औ  న࠳సࠪన ړ1 1 0 
చޔరऴߖࣃऒ एړࡵ  ంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ, ఇ޴ ఆ࡮औ  ࣋ए छ औ࡮ఆ ࡗ܋ ࡛  ప ऱ࣒  వڕ ߤ సࠪనం ڒబܽद మనڕ ࣋ए छ ࡛ అ޴ߝ 
ఆ࡮औ  ࣋ए छ ऒߕࣆ ࡛  ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  వߤ ఐݥంܾܽ అߖ ఇవछ బݟం޴ ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ   ఒకܽړ సࠪనం ڒబܽद ఇߩओ  ఈ ࡏࠬ ݡ
ऐ࡯߱ ߘకలޒऴࠪ ݡంࡓ  ۫࣋फ, ఆ࡮औ  ࣋ए छ ऒߕࣆ ࡛ औ࡮ఆ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  ప ऱ࣒  వߤ ࣾࠫంచంݟ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ఒకܽ 
మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  వߕࣆ ߤऒ औ࡮ఆ ޴బܽद ఇڒ ࡯ݞఉం ڴ औ࡮బܽद ఆڒ ఒకܽ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳   ఈకछ  ܿ ࡽ
औࡽఆ ޴ߝఅ ߤన࣒ వ࠳ సమసङ ࡍప޶త ޙ࠼సࠪనం అ ڕ   పࢲࡍए రం ఒక ߕࣆऒ  రऴసంޔఒక చ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ݡంࡓ 
घࠫޛ औ࡮ఆ ߘߝ ޴ ङࡲ࣍  షߖ ߤ మࢁऱ కߕھߘऒ घࠫޛ రऴసంޔఒక చ ,ߘ घࠫޛ ࠾ࡍమ ޴ ఇవछ ڕࠬ ߖफ అޔఎ ޴ బݟం޴ 
అం݄ ࠬࡏ ఒక చޔరऴߖࣃऒ  కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴, ఇ޴ ఆ࡮औ औ࡮ऱ ఆࡏࣃ 3 2 0   0 2 మ3 ࠾ࡍ ఇ޴ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ࣊కంݭ 
ట࡛घ औ࡮ఆ ݀ ࡗ܋   ప ऱ࣒ झڡࣄ  औ࡮ఆ ݀ ࡎࣃ   ప ऱ࣒ झڡࣄ  झڡࣄ   మ࠾ࡍ ۨవࡍ ట࡛घ घࠫޛ  ओߩఇ ޴ ఒక ࣋ए ڕమన ݡ छ घࠫޛ ࡛  ޴
ࡓ ऱܿ అߖ ఇవछ బݟం޴ అం݄ 2 ࠪऴޒకల ࠪతృక ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ 0 2 ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  6 9 సࠪనం 9 0 ߕࣆऒ घࠫޛ   బܽद మన iڒ ޴
వదभ ఉనऒ औ࡮ఆ ޴  ࣋ए छ घࠫޛ ࡛ లऐ߱ ߘలڒణڷ ࠲ऴతࠪ ޴ డం ޳छ ऒߖ޵ ࡏࠬ ڴ࢑ధం޻అ ࠾ࡍమ ࡌ ऒߕࣆ   న࠳సࠪన ړ
औ࡮ఆ ݡంࡓ  ప ऱ࣒ झڡࣄ  औ࡮ఆ ࣄ࡯క ݢంࡓ బܽद ఈڒ ࡏఉంܼ ڵ࡯క ڴ  फࣃۨࣇ ߖసࠪనం అ ړݡ࠮ న࣒࠳  औ࡮బܽद ఆڒ .࠼  
ఈకछ एࢲࡍప ޓన࣒ ऴ࠳ ࡽ రం ࡓ ऱܿ అޙ࠼ ఇࡓ 3 ࠑ 1 ޴ ऱܿ 1 1 1 1 1 1 1 1ړ సࠪనం అޙ࠼ త޶పࡍ సమసङ  xxx yyyyyyߘ
भ޳ۯ ం మనڕ ఇవछ బݟన ࠫޛघ एࢲࡍప ޴ రం ఏࠫటం݄ ࠬߖߖ޳ ࡏ ఫ࡯తంށڷ ޜంۨనߩओ  xxxxxxxxx yyyyyyyyy ݡ
ܽంۃ ࠪङ ऴܽڡझ ओߩఇ ޻ఇ ޓऴ ࠑ ߤవ ޓऴ ޓऴ ࠑ ߤవ ޓऴ ࠑ ߤవ ޓऴ ޓऴ ޓऴ ޓऴ ࠑ ߤవ ޓऴ ࠑ ߤవ ޓऴ ࠑ ߤవలం వښ  ఇవछ ݡ బݟం޴ 
ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ ఉం݄ ఏࠫ݇ ߝڕࣆࡱޘ ऴపయతऒ ం ޳ۯभ ం ࠬࡏ ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ ۫డంݟ, ఇښ ޴వలం మ࠾ࡍ లڕx y 
సࠪన࠳న ఎంऴܾలޜ ࠪऴޒకల ڷణڒరం ࠪऴత࠲, ఈ ࡓంݟڕ ݢ అంతܼ ړ ݡ࠮ సࠪనం అ࠼న xyxyxy xy 
ࠪऴޒకڒ ࡱబܽद ࠬ࡯߱ ࡏऐ నటऱڴࠈ ݡ࠮ ڕࠬ ޙ࠼ ఉంܿం࠭࠲ ޴ ߰ం࠴ ޻దܽ ޜߖ޳ ఇۨऐ న సࠬకరణం xy 
ఏࠫటం݄, ݡ࠮ ఈړछ వࡽ ܿ వࠑ ߤ ऴޓ అం݄ ఈకछ घࠫޛ ࠑ ߤన సࠪనం వ࠳సࠪన ޳ࡶ ߤߞ ࠑ ߤవ ڴ ࡽ  xy xy x ޴
సࠬకరణ࠳ ࡱన࣒ ࡓంݡ  ప ऱ࣒  ऴޓ అޙ࠼ మనం మࡗ సమసङ भ޳ۯ  ం ߕࣆऒ ప  ݡంࡓ న࣒࠳ న࣒࠳ సࠪనం ړ ऱ࣒  x y z x 
ऴޓ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ݀  ప  ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ సࠪనం ړ ऱ࣒ नࠈం࡮  ऒߕࣆ   సగం ऴܽ࢑యࡲ࣍ ߖڒ ࡽङ షڕ ߤ సࠪనం, ఆ߯ y z x y 
नࠈం࡮ ङࡲ࣍  షߘ ߤ కھߘనంڒ ݟబܽद ࠬ ࣄबࡌంకం ࠪతృక ڒరణంڴ ఆڻघ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ ङࠪ ݋యంࢳ߹ఎڝ ޳ࡶ  ऴܽڡझ  ߖ 
ऴ޳࢐भ ం ښవలం ߕࣆऒ नࠈం࡮ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ ݡంࡓ ڕࠪ షంࠫߖ బܽद ఒకڒ   
ऒߕࣆ  ఇ޴ ࠪతృక ࡅకए ओߩంకం ఇࡌबࣄ  ऒߖ޵ ݡ ڵస తࡏవ ߖ޳  ठన ఎࡐ ߤ࡮ۮపంړࡹ ࠪరऐ ऒޒऴపయ ړߖݞ भ޳ ం మ࠾ࡍ 
ఈ ࠳న࣒ ࡓంݡ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఎߕࣆ ޴ࠫߖऒ రऐࠪ ڴݡంࡓ  ऒޒऴపయ ړߖݞ भ޳ ం ప ऱ࣒  ऱ r r one r threeࡏࣃ ݡంࡓ 
बࣃ  నంݡ࠮ ࡹ పऱ࣒  ఎࡏࣃ ޴ࠫߖऱ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ࠮ ݡ, ఎం޶కం݄ ࠴దܽ వࡏసࡏࠪ ࡹओ  r r ޴ండవࡓ ޶ࡶ 
ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡓంݡ పऱ࣒ ऒߕࣆ ޴ऱ ఒకܽ ఇࡏࣃ ݡంࡓ  పऱ࣒ ݡ࠮   న࣒ r࠳ ݡ࠮ అం݄ ݡంࡓ న࣒࠳ ऱࡏࣃ ݡంࡓ 
పऱ࣒ ݡంࡓ బܽदڒ ݡ࠮ ऱࡏࣃ ݡంࡓ ߧ࡯క ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ڷࡱߕ  6 అం݄ 8 ࠳న࣒ 8 ప ऱ࣒ ࡓ 8  ऱܿ 1 ఇ࡮ 0 ڕߕ ޴ంࠈन  
नࠈం࡮ ݟڕ న࣒ 16࠳  ప ऱ࣒  ఎࡓ ޴ࠫߖ ऱܿ ࠳న࣒ ࡓంݡ అం݄ ࡮ంࠈन ऒߕࣆ ࡏన࣒ పదࣔ࠳   ప ऱ࣒  ఎࡏࣃ ޴ࠫߖऱ ݡ࠮ ఇ޴ 
ఇర࢙ ڷࡱߕ ఇߩओ ऒޒऴపయ ړߖంచܼށڷ ڴఒకܽ ߘసࡏन వݡమనం ఈ అ ݡ भ޳ ం, త޳छ ऒߖ޵ ࡏࠬ ࡌ  ఈ ࠳న࣒ ఒకܽڴ 
ఒకܽ ࡓంࣃࡏࠪ ڴݡफ కएࡅ ݡంࡓ ޴అ ,ࡏ ࡎభ ޜ న࣒࠳  फ ۯయబޔݡం޴ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంߕࣆ ݡ࠮ ݡऒ  ఒకܽ r r 
ऒߕࣆ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ नࠈం࡮  ࡵ ڷࡱߕ ఇర࢙ ࡏన࣒ పదࣔ࠳  ऱܿ ఈ ࡓం࠮ ݡలڒలߘ ࠪరऐ ऒޒऴపయ ړߖݞ ంచంݟ i 

పऱ࣒ ߤవ ߖ ࡓ ݀  ऱܿ ࡓంݡ ऴ߮ࡎ ޓऱ࣒ ప ޓऴ ޴ంݟయబۯ  ऱ࣒  పదࣔ࠳ ࡏన࣒ ࡮ంࠈन nto zero r one ړࡹ  r r r r r two
ࠪరऐ బݟంڒ ޴బܽद ࠴దܽ ࡓం࢓ࡱߖ ݡ వࡏసښ ࡱవలం ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ   ఒక ߕࣆऒ  జߕࠪࡍ ఒకܽ ݡ࠮ పऱ࣒  r ڴ࡮ 
ఉంܼࡓ ࠼ంࡓ ݡ ऱܿ ࠳న࣒ ఎڒ ޴ࠫߖబܽद ࠳ ݡ࠮న࣒ పదࣔ࠳ ڕߕ ࡏన࣒ పదݡ࠮ ఇࣆफం޴, ఇ޴ ఒక ఇర࢙ ڷࡱߕ 
మ࠾ࡍ పదࣔ࠳ ࡏన࣒ ࡮ంࠈन  పకए న ࠳న࣒ ఎړ޴ࠫߖ ࠪరऐ బడ޶ , ఇߘߝ ޴ కڵ࡯ ఉండߕޔࠓऒ  0 1 ߖߖ޵ బܽदڒ ߘ
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పऱ࣒ ޴ࠫߖన࣒ ఒకܽ ఇర࢙ ఎ࠳ బܽदڒ ޴ࠫߖన࣒ 8 0 0 ఒకܽ ఇర࢙ ఒకܽ ఇర࢙ ఎ࠳ ం 13 0 1޳ంڕࣆన࣒ ऴ࢐࠳  ఇర࢙ 
नࠈం࡮ ޴ࠫߖఎ ڕࠬ బܽदڒ ڷࡱߕ ऒߕࣆ న࣒ ఒక࠳  नࠈం࡮ ޴ࠫߖఎ ݟڕ ڷࡱߕ  ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳  ओߩఇ ڷࡱߕ   ݡ
ఇۨऐ ڕߕ న࡯࢐ڒ ޴ అం݄ ࣄసद࠹ ߰ం޴ంࣄ ޴సदߤߕ ࠹ ऴܽ࢑యࡲ࣍ ࡽङ షߘ ߤ ߰ం޴నటऱڷ , ޙ࠼ణకం ࠪతృక ࡅకए  x 
ङࡌ ంݡ࠮ ڡ కం݄ తڕए వڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࠬࡌ ࡏङ ంݡ࠮ ڡ కం݄ తڕए వڴ ఉంݞలڕߘం݄ ఈ ఎ࡮ ޴ࠫߖంࠈन న࣒࠳ 
ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ ڷࡱߕ  नࠈం࡮ ޴ࠫߖఎ ړߖఉ ࡱ࣎ ߖڒ ࡽऴܽ࢑య .࡯ݞఉం ڴ ऒߕࣆ న࣒ ఒక࠳  ऒߕࣆ ڷࡱߕ   tion ړ
సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఎ࡮ ޴ࠫߖంࠈन ऒߕࣆ న࣒ ఒక࠳  ऒߕࣆ ڷࡱߕ  नࠈం࡮  ऒߕࣆ ఒక ړ޴ࠫߖఎ ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߘ  
ऒߜప ޴ఇ ,ڷࡱߕ ంړݡ సࠪనం ࣾࠫంచంݟ పదݡ࠮ అం݄ పదړݡ࠮ సࠪనం ڒబܽद ࡮ంࠈन  పదړݡ࠮ సࠪనం 
ࠪऴత࠲ ఇۨऐ న ࣄసदࡹ ࠹ ऴܽ࢑యࡲ࣍ ࡽङ షߤ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡮ంࠈन  పదړݡ࠮ సࠪనం ڒనటऱࡏࠬ ,ޙ࠼ 
ऒߖ޳పܽߘ࠭  ۫࣋फ ఈ ఎ࡮ ޴ࠫߖంࠈन ऒߕࣆ న࣒ ఒక࠳  ऒߕࣆ ڷࡱߕ  ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ޶ڒ   ఇߩओ छ޳ ݡ  ࡌ
࢑భ܊ంచవ۪ऐ  ఇߕࣆ ޴ऒ छ޳ ߖ޳ ࡏࠬ న޶నంڒ  ంచవ۪ऐ܊࢑భ ࡌ  మڴ1 ࡏࠬ ࠾ࡍ ߰ంࡏޑ޶ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఇతర 
࢑ష࠻లۯ ڴ0 ߘయవ۪ऐ , త޳छ నऒۨ ޴ۯంڵ࠭ ࡏࠬ ࡌ ࢑షయ࠳న పࢲࡍए రం ఎం޶కం݄ ఆ సందరग ంࡍڷ ڕࠬ ࡹ फంߩ 
ࠪతృక ఉంܿం޴. ఈ సందరग ంڕࠬ ࡹ లࠚంۯ ఏڛక పࢲࡍए రం 0 0 0 పࢲࡍए రం, ఇ޴ ఒక ۨనऒ ࢑షయం 
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