
                                                                                
                                                                                
ङߕపܽ ఉపߘ࠭                                                                 ङ޳࢑ ࡹలࣃ छࣃ ڵࡍޒ ߘबలࡏ గࣆޒफߕऒ ࠭, ࠭ఖङ ంڴ
ఈ ఉపߕङ సంࡹ వࡏస తڵ ठంచబݟన ఎߤ࡮ۮ ࠪङ ऴܽڡझ  అߧ ߖలవబࡆߖ࢑ ݦగం߯ ࠭࠲ ࠪऴޒకల 
అߧऱښషߤ లࣆ۫ ߘफߕऒ ࠭  సరళ సࠬకరڒ ࡱހబܽद ޜߖ޵ ऴߦరం޳ࠚभ ం సరళ సࠬకరణం ࡅకए  వङ వసब ప ऱ࣒  

సࠪనం ఒకܽ a one nxn b a one two x one plus a two two x 2 plus up to a 2 nxn 
equal to b 2 up to am 1 x 1 plus  am 2 x 2 amnxn bm ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ڕవర ݟంߘ n 

ఉనऒ ޜ࢐ܽ ߖయ࡯ޘ  సࠬకరހల వङ వసब, ఇ࡯ޘ ޴యڒ ޶ڒ ޜ࢐ܽ ߖబܽद ࠬࡏ ఇకए డ ఉనऒ  m n n ޴
ల వङހసࠬకర ࡹ࢐ܽ ߖయ࡯ޘ వసब ఇߩओ వङ ݡ వసबߘ ఎ࡮ పࡍషए ఇవछ ࡹంۧࡍ బݟంߖߖ޳ ࠭࠲  ޴ m 
పࡍషए ఇకए ޶ऱ ࠭ంࢇࢗ ڕ޶ం࠭ ړߖݞంచࡍ డ ߖڜऒ  ࢐సफ࢐లߘ గమߖంۧڒ ࡯బܽद ࢐సफړߖ࢐ వङ వసबߘ బܽद 
एࢲࡍప ఏ࢑ దܽ࢑࠴ అ࢑ ,࠼ޑफޔࡵత ࡱࢡڒఅవ ݡ࠮ రం ޳ࡶ పࢲࡍए రం ఉࡹړߖ ఉండక߱వ۪ऐ .

एࢲࡍక పڛండవ ఏࡓ ࠹సदࣄ ంۨన޴అం  ړ1 రం మ࠾ࡍ ۨవరڕ బࣗళ పࢲࡍए ऒߖࡌ  సంతృߧफ   x x 2 xn 
పࣆࡏफం޴ మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ ఇ޴ బࣗళ పࢲࡍए రం అߧۮ ࡏࠬ ߖओ నߩओ एࢲࡍన ప࠳అనంత ޴అ ݡ రంڴ 
ఉంܿంڒ ,޴బܽद ఈ వࡏస తڵ ठంచబݟన ఎߘ ߤ࡮ۮ ఎ࡮ ఉపڵࡆంۧ޳۫ ࡹभ ం.
  ఇۨऐ న సࠬకరణ వङ వసबߘ పࡍషए भ޳ۯ హరణ޳తృక ఒక ఉࠪ ړߖݞంచࡍ ం ڒబܽद ఇۨऐ న ࣄసद࠳ ࠹న࣒ 
ప  ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ ऱ࣒ घࠫޛ సࠪనం ڷࡱߕ   x y z y z x ڷࡱߕ ޶సࠪనం ఐ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ ޴
పऱ࣒  ݡ࠮ న࣒࠳ ఇۨऐ ݡంࡓ  న ఏړݡ సࠪనం  ࣄసद࠹ మనం ࠪङ ऴܽڡझ  y z ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ 
ऒߕࣆ ڷࡱߕ ऒޒऴపయ ړߖݞऴ࢐య ࡹపంࡐ న࣒ 3 2࠳ న࣒ 2 4࠳ 3  भ޳ ం మ࠾ࡍ వదभ ࡮࠮ङ ంకనం xyz 
घࠫޛ ڕफ మన࣋ۯ घࠫޛ బܽद ఈڒ ޴నࡕస ݡఏ ޶ఐ ޴ .ࡏఅంܼ ࡱబంధనߖ న࠳बరࣄ ߖ࢐ܽ ݡఏ ޶ఐ ޴
  సࠬకరణం మ࠾ࡍ ఈ ࠪతృక ఇకए డ మనڕ ఉంڷ ߝߖ޵ ,޴ణకం ࠪతృక అࣃࡱߧ ߖफ  ఈ xyz ࠾ࡍమ ࡏ
ओߩఇ ࡱ޳న ప࠳बరࣄ ఇ࢑ ࠾ࡍమ ࢑ߖయ࡯ޘ ణకం ࠪతృక ఇ࢑ڷ ޴బܽद ఇڒ ࢑ߖయ࡯ޘ ఇవछ ݡ ంݟ  en 
ࠪऴޒకల పరంڴ మనం ऴࣄ࢐న ࣄసद࠹ హڕए  ఇߩओ ऒޒऴపయ ړߖݞऴ࢐య ࡹపంࡐ న࠳అవసర ڕమన ݡ भ޳ ం, 
కएࡅ ݡ࠮ న࣒࠳ ݟڕ ఆ߯ ࠪతృక ࣄऴ࢐ ߘణకం ࠪతృకڷ ޴ࡃࠓయۯ బܽद మనంڒ ऒߖ޳ ޜంకంࡌबࣄ   
߭ంచడం.
ऒߕࣆ ڷࡱߕ ݡంࡓ న࣒࠳   న ࠪङ࠳बరࣄ ࠭࠲ ݡంࡓ ݡ࠮ న࣒࠳ ڷࡱߕ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮  ऴܽڡझ  ޜ 
ऒߖ޵  ߭ంచߕޔࠓऒ घڻఈ ఆ ࠭࠲ ,࠭ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߖ   ߘ ࠹సदࣄ ࡌ
పࡍషए ऒߕޔࠓంచࡍ షएࡍదట మనం ప࠴ బܽदڒ ࠭ ऒߖ޵ ޶ం࠭ ۯంࡍ రऐࠪ ڴ࢓అ ݋ࡵ  ऒޒऴపయ ړߖݞ भ޳ ం.
  ఇۨऐ న ڝఎ߹ࢳయం݋ ࠪङ ऴܽڡझ ڵత ࡗ ߘ  ठన ఎߤ࡮ۮ ࠪङ ऴܽڡझ రऐࠪ ڴ  ऒޒऴపయ ړߖݞ ంచంݟ, మనం 
एڝߘణకం కڷ ߖڒ ࡗ܋ దܽ࠴ ޳ࡶ ݋యంࢳ߹ఎڝ ۃంݟࡰ ,ఏࠫటం݄ ߖదܽ ప࠴ నࣄయవలۯ  బܽदڒ ,࡯࢐
ऒߕࣆ దܽ࠴ भ޳ۯ ࡏ࠻బܽद తڒ ݡ࠮ న࣒࠳ సࡏదܽ వ࠴ ణకంڷ ߖڒ  ం  ఇ޴ ఒకܽڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद 
మనం ۯయ޴ࡃࠓ ఒకܽ࠳ ړన࣒ ࡏࣃ ݡ࠮ऱ ఒకܽڴ ࠪరऐ డం, ڒబܽद మనڕ లࠚం޴ۯ ఒకܽ ࡓంݡ r r 
ࡍవ ߘ ݋࣊ షనऱࡔఆప ޻అ ޓऴ ࠑ ࡛ࠂ న࣒࠳ ݡ࠮ फంపܑయడం  ࠪऴޒకల ࣄबࡌంకం ڒ ݞږబܽद ࠬ࠳ ࡏన࣒ 
వࠑ ߤ ऴߖޓ వࡍ फంపܑࣄనߩओ ऒߕࣆ ݡ࠮ న࣒࠳ ߖߖ޳ ࡏࠬ ,޴ఉంܿం ݡ࠮ న࣒࠳ ڕࠬ ݡ  ࡏޑ޶ం߰ ڴ
ऒߕࣆ ݡ࠮  ࢑షయం ఏࠫటం݄ ఆ ࡍప޶త ݡఏ ݡంࡓ ݡ࠮ న࣒࠳ ڷࡱߕ ޶ఐ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ 
ऒߕࣆ ߘలڒల࠮ ఇతర ߖࡹ ࠹లڒ ఇకए  ޴ఉం ڕయడం అం݄ మనۯ ڴ డ ఒకܽ ڒబܽद ࡹ࢐ܽ ఒకܽ ߕࣆऒ  
ऒߕࣆ ߖంܽڵࡱߕ బܽद మనం ఈڒ ऐࡌࠪ ڴ ऒߕࣆ ऱ ఒకܽࡏࣃ ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡ࠮ ߖߖ޳ ݡ࠮ ࡯  r r r 
ऒߕࣆ ࡎభ ޜ फ ࣆۯफంڒ ޴బܽद మనڕ అ࢑ ޻షయం ࡓం࠳ ݡ࠮ ݡన࣒ ݡ࠮ ݡ࠮ ڷࡱߕ ఉంܿం޴  
ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ఉంܿం ݡంࡓ న࣒࠳ ऒߕࣆ  ऒߖ޵ ڴ࢑ధం ޻బܽद అڒ ࠭ࣃۯ ڴ  ఒకܽ ࡓంޜݡ࠮ ݡ 
 ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ ఆࣣ ݡ࠮ ݟంߘ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ࡏࠬ బܽदڒ ,ݟంచంށڷ ޜڷࡱߕ న࣒࠳
పऱ࣒ ݡంࡓ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ݟంߘ छ޳ 16  ప 7  ޴న࣒ 3 5 ఉంܿం࠳ ڕࠬ 3 ࡌ ऱ࣒  పߜऒ ంݡ మ࠾ࡍ 
అం޶వలऱ మనڕ ఇకए డ ఉనऒ  ࠪతృక ఒకܽ ࡓం࠳ ݡ࠮ ݡన࣒ ࠳ ݡ࠮ ࡛ࠂన࣒ ߕࣆ ݡ࠮ऒ  ݡ࠮ 
ऒߕࣆ ޶ఐ ݡంࡓ న࣒࠳ घࠫޛపం ݡ࠮ ݡంࡓ ఇర࢙ ݡ࠮ ݡࣜ޴న࣒ ప࠳  ओߩఇ ޴ ఉనऒ ڵ࡯మనం క  ݡ  
ఈ సࠗ ࠪङ ऴܽڡझ भ޳۫ ߖ  ం ࠴ ޳ࡶదܽ ࢓ࡱߖ వࡏస మ࠴ ࠾ࡍదܽ అݡन వࡏస޳۫ ߘभ ం  ߖ࢐ܽ ఒకܽڴ 
फࣃࡏࠪ ࡓ ޓऴ ࠑ ߤవ ߖ݀ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ ऱܿ ࡓంݡ ఒకܽ ࡓం࠳ ݡ࠮ ݡన࣒ ߖ ࡛ࠂ ऴޜޓ భࡎ फ ࣃۯफ ࠭, r r 
ఆ߯ ࠬ࠳ ڕన࣒ ऴࡗ܋ ޓ వ࠳ ߤన࣒ ݀ ऴޓ ऴࠑ ࢟ࠀ ޓ ऴߕࣆ ޓऒ  ޓऴ ࠑ ݡంࡓ ఇర࢙ ݡ࠮ ݡࣜ޴న࣒ ప࠳ 
మޛ  ࠾ࡍంࠢ ఇߩओ ఇవछ ޴ఇ ݡ బݟనࡓ ޴ండవ ڒలߖࡹߖ޳ ߖࡹ ࠹ ఇతర ࠮లڒలߕࣆ ߘऒ भ޳ࡏࠪ ڴ ం 
ఒకܽ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓ ݡ࠮ ऱܿ ࡓ ऱܿ ࡓంݡ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ మࡖకޜݡ࠮ ړߖ޳ భࡎ फ r r r 
పऱ࣒ ݡ࠮ ޴ంޔݡయబۯ  ऱ rࡏࣃ ݡ࠮ ݡంࡓ ఆࣣ ݡ࠮ ݡంࡓ ޴అ ݟऱ ࣾࠫంచంࡏࣃ ݡࣜ޴ప  ݡ࠮ 
ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఇకए డ ప ऱ࣒  పࡓ ݡ࠮ ݡࣜ޴ ऱܿ ࡓంݡ ఉంڒ ࡯ݞబܽद మనڕ లࠚం޴ۯ ఒక ߕࣆऒ నऒࣆ   r 
మ࠾ࡍ ఇకए డ మనం ࡓం࠳ ݡ࠮ ݡన࣒ ࡓం޳ ݡछ ऒߕࣆ ڕࠬ బܽदڒ ంۧ࠭ށڷ ݡ࠮ ࡌ  ࠂ న࣒࠳ 
ఉంܿంࠑ  ޴ ऴޓ ప ऱ࣒ ఆ߯ ఇకए ,ߤߞ ࠑ ࡛ࠂ  డ మనం ࠳ ߖߖ޳న࣒ ऴ࠳ ޓన࣒ ݃ࠑ ߤ ऴޜޓ ߭ం۪ߕޔऒ ࠭, ur 
ఆ߯ మనڕ ఒకܽ ࠳న࣒ ݀ ऴࠑ ࢟ࠀ ޓ ऴޓ ఉం޴ ఇకए డ అߕࣆ ޴ऒ  ఇర࢙ ࡓం࠳ ݡ࠮ ࠑ ݡన࣒ ࠭߯ओ  
घࠫޛ ࠑ ڷࡱߕ घࠫ޽పం ڕమన ڴవరۨ  ࠾ࡍమ ޴ घࠫޛ ࠑ ޶ఎనࠢ ఐ ࠾ࡍమ ޴ ऒߕఉ ޴ फతం మనࣆऴప ,࠼
వదभ ఉనऒ ऒߕࣆ ఒక ޴ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   ఒక ߕࣆऒ  మన࠳ ڕన࣒ ݡ࠮ ڷࡱߕ కࠫޛ ࠑ ڷࡱߕ ߧ࡯घ  బܽदڒ ޴
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ఫ࡯తం ఉంܿం޴  మన దగ ठర ఉనऒ घࠫޛ ࠑ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ޴  ڕమన ڴ࢑ధం޻అ ࠾ࡍమ ޓऴ ࠑ ݀ న࣒࠳ ޴
అర࢙ ఆ࠳ ࡏన࣒ ࠭߯ओ న࣒ ࠭߯ओ࠳ ࡏఅర࢙ ఆ ڷࡱߕ  ओ߯࠭ ݡ࠮ ݡంࡓ ڷࡱߕ  घࠫޛ ݡంࡓ   ޴
మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ మࡖకܽ ࠳న࣒ 19 181 3 ࠑ 5 3 ࠑ  ࣾࠫంచం171 ݟ ప ऱ࣒ ప 171 ݟڕ 6 ڕࠬ బܽदڒ 85  ऱ࣒  85 6 
7 ప ऱ࣒  8 ఉం޴, ఇࠫޛ ޴घ ऒߖ޵ బܽदڒ ޴ఉం ࡯ڵࠫ ޴ఇ ڕమన ڕవరۨ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓బܽद 256 అڒ 1 15 ړ޴  
ఒకܽࡏࠪ ڴऐ ࡎభ ߖޓऴ ࠭࠲ బܽदڒ ం޳ంڕ फ ࣃۯफ घࠫޛ  ࠭ ओ߯࠭ ړ޴  ఒక r r ڕࠬ ݡ࠮  ऱࡏࣃ ݡంࡓ 
ऒߕࣆ घࠫޛ ࠑ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳  ࡓ ޴ ऱܿ ఎࠫޛ ޴ࠫߖघ घࠫޛన࣒ పం࠳ ޴ ऒߕࣆ ݡ࠮ ޴  ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ 
ऒߕࣆ ݡ࠮ ޶ఐ ݡ࠮ ऒߕࣆ   ఒకܽ ఆ߯ మనࡓ ڕంࠢ࠻ ݡ ఆߘ ࡏంݟ ࠭߯ओ ओߩఇ ޴ఉంܿం ݡంࡓ   ݡ
మనం ࠫ࡯ڵన ࡓం࠮ ݡలڒలߘ త޳ۯ ࡏ࠻भ ం  ࠮డవ ࢓ࡱߖ వࡏసࡹ ఒకܽ ߘంݟ ఎ޳ ޴ࠫߖछ  r ࡌ
घࠫޛ పऱ࣒ ݡ࠮ ऱࡏࣃ ݡ࠮ ݟంߘ ݡంࡓ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ߤవ ߧ࡯క ݡ࠮ ऱࡏࣃ ޴ ࡎభ ޜ  फr r r r r 
ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ ޴ంޔݡయబۯ డ ࠭ࣆڷफంࡍڷ ޴ फంߩ ࠪతృక ࠪऴతࡏࠬ ߗڒ ࠲ గమ࣋ߖफ  మࡖక ࢙ߩన 
మన దగ ठర ఉనऒ .࠲ऴతࠪ 8 ࠾ࡍవలం 3 7 మښ ޴
ओߩబܽद ఇڒ  ఉనऒ ڵ࡯మనం క ݡ ऒߖ޳ࡍవۨ ڴపరం ߖ޳  ऴ࢐యړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం ڒబܽद సࠪనం 3 x y 
సࠪనం 7 మ࠾ࡍ సࠪనం మ࠾ࡍ అంޒమం࠭࠲  ڴ ఆࢢంۯ పࢲࡍए రం ݡ࠮ ఏݡ ఎ࢐ ޴ࠫߖసफړߖ࢐ z 
ఇ޴ ఇۨऐ న ࣄసदࡅ ࠹కए  పࢲࡍए రం ڒబܽद సహజ ऴపశऒ ల వङހసࠬకర ڕ వసब ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद ړ b 
సࠪన࠳న ࣄసदھ ࠹డनߖ࡯ ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ఇߩओ ࡍవ ߖߖ޳ ݡ फంపܑࣄనߩओ ఇۨऐ ݡ న సరళ సࠬకరހల 
వङ వసबڴ ఉండం࠮  ݟలకం వࡏస࡯ޘ ߘయܑయంݟ  మ࠾ࡍ లߖ ࡹరछ ࣕంచబݦ వࡏస b a b ary 
రङڒ కࡱߦ࡮ ఇߩओ కएࡅ ߘߝ ݡ फࣃۨࣇ ߖ नࡶܽ ޳ࡶ ࣁݞ  కएࡅ ࠾ࡍమ ࠼ a rho ߖ  b tilde b rho
फࣃۨࣇ ओߩఇ ,࠼ ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ ࠹సदࣄ తफڜ ఒక ߘߝ ݡ b tilde ߖన అ࠳సࠪన ړ ޴క ఇߘక ߘ tilde x 
 తफڜ ߘߝ ࠾ࡍసࠪనం మ ړࠉ ࡯డनھ ࠹సदࣄ ంۨన޴అం ,࠹సदࣄ న޴ం߰ ڴతफڜ ޴బܽद ఇڒ  ޴ంޔݡవబࡱߧ
ऒߕఉ ڵ࡯క ߘ ࠹సदࣄ ఉనऒ ڕߕ ,޴न ఉంࡶܽ న࠳సࠪన ڕ नࡽܽ ࠉ ڕߕ ,ߘ  ఏڛక సంబంధం ఏࠫటం݄, ܽࡽन ړ x 
సࠪన࠳న ఆࡗञ అం݄ ࠬࡽܽ ࡏन ߖ ߰ందవ۪ऐ   ఒక జ࣒द ߘంݟ ఎ࠱࡯ంటࡗ ࡎ ఆపࡔషߤ లߘ వࡍ फంపܑయడం 
छ޳  b b a ݟంߘ ఒక జ࣒द ޴ߝन అࡽܽ ఒక ޴ߝసࠪనం, అం݄ అ ړ ݋ࡕ नࡶܽ ޴ߝఅ ڴ࢑ధం޻అ ࠾ࡍమ ࡌ
߰ందబޔݡం޴.
  వࡏస ఎ࠱࡯ంటࡎ ఆపࡔషߤ లߘ వࡍ फంపܑయడం ޳छ ఇకए ࡌ డ ఉనऒ  ఏڛక ࢑షయం ఏࠫటం݄, ࠬࡏ ߯ a 
వࡍ फంۯ అ݋࣊ ޻ ఆపࡔషݞږ ߯ ࡱ ߤ వࡍ फంపܑయబడ࠼ޑ, ఇߩओ ڙ ݡ ऱړ ࠹࠼ సࠪన࠳న ࣄసद࠹झ b ࡯డनھ  b 
एࢲࡍప ޻అ  ޴ఉంܿం ڵ࡯न కࡶܽ ࠉ  न సࠪనంࡵܽ ࠾ࡍసࠪనం మ ړࠉ ऒߖ࢐సफ࢐ యం ఈ޳ల స࠭ࡌ  ఎ࡮x 
࢑షయం ఇకए ఒక ޴ߝల࠻ۯ ࢓܌ࡏ డ గమߖంచవలࣄ ఉంܿంࢇࢗ ړࡹ࢓܌ࡏ ߖ޵ ,޴च  ࠭ం޶ మనం ఈ 
ऴړంߖ࢐ܽ ޴ గమߖంۧڒ ,࡯బܽद ఆࣣ ఒక ऴߦథࠫక࠳న޴ ఒక ऴߦథࠫక࠳న޴ అߖڜ ߖऒ  రణ rho Rho߄ࣃ 
లࣾހలߘ గమߖంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం.
  వࡏస ఆపࡔషߤ ఇښ ޴వలం ఒښ ఆపࡔషߤ, అߩओ థࠫక i rhoߦऴ ݡ࠮ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ऱࡏࣃ ݡ
రङڒ కߦ࡮లߘ వࡍ फంపܑయడం ޳छ ంచవ۪ऐߖగమ ڴలభంࣆ ࡌ  మߖߖ޳ ࠾ࡍ ఒక߯ߖ޳ వࡍ फంపܑయడం 
छ޳ ంచవ۪ऐࡍక࢒ధృ ڴలభంࣆ ڕవర ݡ࠮ ݟంߘ ݡ࠮ సంߗక ࡌ ङࠪ ړ రణ߄ࣃ   ऴܽڡझ छ޳  కnޒऴࠪ ࡌ n 
కషदం ڒనపओ ङࠪ ޓऴ ࠑ ޓऴ ޴ఇ ,ڔܽ ऴܽڡझ ङࠪ ޓऴ ࠑ ޓऴ ߖߖ޳ ,࡯ݞఉం ڴలభంࣆ ڕ  ऴܽڡझ  ߯  వࡍ फంపܑయంݟ 
మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంࡍڷ ڴ फంߩ ࠪङ ऴܽڡझ  ߯  అ޻ ऴߦథࠫక వࡏస ఆపࡔషߘ ߤ వࡍ फంపܑయంߖߖ޳ ,ݟ 
గమߖంచగށڷ ޜߖ޳ ڼ࡯ంచంݟ  ఈ ࡓంݢ ఒక݄ అߖ మڒ ߖ޵ ࠾ࡍరణంڴ ఒకࢗ ࡏంటߝ గమߖంచగ޴ڼ࡯ 
పओۮ ߘߝ ޶ం࠭ ڼࣃనڜ ߘߝ ,޴దܽ࠴ ࡱࠪހࡍప ޴ంړఈ ऴ ڴ࢐సफవం ߖ࢐ܽ޴ంړ వछߖ ంݟ  వరڕ rho s 
ఒక వࡏస ࡓంݡ వࡏసࡱ ऴߦథࠫక వࡏస ఆపࡔషߤ ల ࡅకए  పࠫࡍత ࣊ڴ ݋ ఉండߖవछ ంڕߕ ,ݟ పࠫࡍత 
వࡏస ఆపࡔషࡱ ߤ ఉߕऒ छ޳ ,࠼ ङࠪ ࡌ ऴܽڡझ వछߖఉండ ڴ  ంݟ, ఆ߯ ࠬࡏ ఈ పࠫࡍత ऴߦథࠫక వࡏస a n n 
ఆపࡔషߤ లߖऒ ంܽߗ ఒڜए కए ࡍవ ڴܽ फంపܑయంߘ࠭  ݟపܽ ڒ ߖ޳రణంڴ, ఇࡍڷ ޴ फంߩ ࠪతృక߯ ࠴దట 
వࡍ फంపܑࣄన వࡏస ऴߦథࠫక ఆపࡔషనऱ ࣊݋ వߝࡵ ఉంܿందࣆ ߖలభంࡍڷ ڴ फంచవ۪ऐ , ఆ߯ ݟڕ ࠪతృకޜ 
ఇకए ࠾ࡍరం మڒణڷ వలం ࠪతృకښ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔݡంచబށڷ డ  ࠴దܽࡏࠬ ޴ ఈ వࡏస ऴߦథࠫక 
రङڒ కߦ࡮లߘ ఒڜए కए ంܾܽ ࠪङݥఐ ڴܽ ऴܽڡझ ࡍవ ࡹ  फంపܑࣆफߕऒ  ޜకޒऴࠪ ޜߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏ
ࡍవ ߘ ݋࣊ సࡏవ ޻అ ࡏࠬ ޴ండవࡓ ࡹంచడంށڷ फంపܑయޔࠓనऒ టऱࣆ ࡏࠬ ޙ࠼లభంڴ గమߖంచవ۪ऐ .
  ఎ࠱࡯ంటࡎ ఆపࡔషࡱ ߤ ࠪऴޒక߯ ఒڜए కए ంܾܽ ࠪङݥఐ ࡏࠬ ࠼ఉంܼ ڴܽ ऴܽڡझ  ߯  ऴపޒ వࡏస ऴߦథࠫక a 
ఆపࡔషߘ ߤ ఒښ ऴకమంࡹ వࡍ फంపܑࣄనߩओ  ewel.޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޴फ ఇ࣋ށڷ ޜ ڕవరۨ ࠾ࡍమ ݡ

ࡍవ ߖ1 ߯ ࡏࠬ फంపܑࣄనߩओ ࡓ ޴ఇ ݡ ऱܿ ࡍڷ फంޜߩ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡍڷ फంߩ   l a rho rho 1 
సమ࠻లࡹ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ ࡍڷ ߘసࡏ2వ వ ࡏࠬ ݡ फంߩ సమ࠻ల߯ rho 1 rho 1 
వࡍ फంపܑయޔࠓనऒ ओߩ ࡍڷ  ࠆఆ ޴޻ం߰ ࡏࠬ ݡ फంߩ సమ࠻లࡍڷ ࡹ फంߩ సమ࠻లࡹ rho 1 rho 2 rho 
1 వదभ ఇࡍڷ ޴ फంߩ సమ࠻లࡹ వࡵ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ఇండࣾ޳ ߤछ  ఈ rho 1 ߘల࠻࢑ష న࡯ڵࠫ ࡏఒక ࡌ
ంచవ۪ऐߧࡐߖ ठڴࡍస ޜల࠻࢑ష ݡంࡓ , ఇߩओ ఒక ۨనऒ ݡ  పࢣࡍలన ޳ࡶ గమߖకߘߝ ߘ ఇకए డ 
ऒߕޔࠋۮ న సంసए࠳࢑ధ ޻ఇ  ߘ రణ ࠑ ࠪऴޒకల ڝసం ݞږ కڵ࡯ ఉంܿం޴, అࡏࠬ ڼ࡮ ఈ ࢐సफߖ࢐ऒn m 
ఒకࡍࣃ గమߖంۨన ࢗంటߝ ఒకࡏ గమߖంచవలࣄన ࠴దܽ ࢑షయం ఏࠫటం݄, ఇߩओ  ڴలభంࣆ ߕࡕఎవ ݡ
గమߖంచవ۪ऐ .
  ఒకࡏ గమߖంచగలࡏ ఏࠫటం݄, మ࠾ࡍ ఏ࢙ࡓ ߕంݡ వࡏసࡱ అޙ࠼ ఏߕ޼ అݡन వࡏసࡱ ऴߦథࠫక a b 
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వࡏస ఆపࡔషߤ మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ అށڷ ޙ࠼ంచగల ఏ࢙ࡓ ߕంݡ ࠪऴޒకࡱ అޙ࠼, ఒకࡏ a b 
గమߖంచగ߄ࣃ ڼ࡯రణ ࢑షయం ఏࠫటం݄ ఆ ఏࠫܽ  అړ ޴ߝ సࠪనం  ఒక ࡏࣃऱ ڴࠈ ఇ޴ rho ab rho b 
ఎ࡮ అߘసࣆࡍफంښ ޴వలం ࠭ߘపܽࡏࣃ ޴ऱ ࣾࠫంచంݟ వࡏస వࡏస ఇࡅ ޴కए ࡍڷ  फంߩrho a b ab rho 
సమ࠻ల వࡏస ࡍڷ फంߩ సమ࠻ల వࡏస ࡍڷ ߗڒ फంߩ వࡏస ఇ޴ మࢁऱ ࠪతృక మࣆࡱޘ ڕࠪ ࠾ࡍ  ab 
ࠪతృక ڷణڒరం అߘబంధం ڒబܽद మనం ఈ ࢑ష࠻లߗऒ కएࡅ  फࣃڵࡆఉప ߖ  ࠭, ఇ޴ ఆࠆ rho ab rho 
ఐݥంܾܽ ݅࠹झ వలం abښ ࠾ࡍబంధం మߘరం అڒణڷ తృకࠪ ޙ࠼అ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ  rho phi 
ࠪతృక ڒబܽद ఇࡏࣃ ޴ऱ మ࠾ࡍ  అߩओ ऒߖ޵ ࡏࠬ ݡ  ࠪऴޒక ࣃށڷ ޜफ కएࡅ ऱࡏࣃ ޴ఇ ,ࡏ  i a b i a rho 
ఇښ ޴వలం ࡏࣃऱ ࠪऴతڒ ࠲బܽद ࣾࠫంచంݟ ఉం݄ ࠳న࣒ 1 rho a b rho s rho s rho s rho 2 rho 
1 అ޴ߝ ऴߦథࠫక వࡏస ڒరङ కߦ࡮ల ࡅకए  పࠫࡍత ࣊݋.
  అߩओ ओߧۮ ޶ం࠭ ڕమనం ఇంత ݡ న అڵ࠭ ޻ం࠳ ߩన࣒ ޜ కం߱ۯ ܘయబݟం޴ ఒకܽ rho s rho s 
 rhoࡎంట࠱࡯फ ఈ ఎ࣋ۯ ߖప ޴అ ,޴ంݟయబۯ ܘకం߱ ޜఒకܽ ࡱసࡏవ ݡంࡓ ޴ంݟయబۯ ܘకం߱ ޜ న࣒࠳
߯ అࠗ ߤషࡔఆప ࡗ  ప࣋ۯ ߖफ ఇ޴ అ࢑ ޻ధంڴ ఉంܿంޜ  ޴ కం߱ۯ ܘయబݟం޴  rho s rho s mi nus one

ఈ ࠪతృక߯ పۯ ߖయߖవछ ంښ ݟవలం ށڷ ޜంచబݟన rho s minus two up to rho two rho one s
తࡌछ త ఇߩओ ऒߖ޵ మనం ݡ  కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭, ఈ ࡓంݟంܽڔ ఒښ పࢲࡍए రం ఉంܿందࣆ ߖలభంڴ ۫పవ۪ऐ , 
అھ ࡮డनߖ࡯ ఎ࡮ ۫పడం ࣃధङ మޔ࢓ంړࠉ  ޴ సࠪనం అ޴ߝ ఇߩओ ఇۨऐ ݡ న ࣄసदڕ ࠹ అࣄ ޴ߝసदڕ ࠹ x 
పࢲࡍए రం అڕߘం޳ం, అޙ࠼ ߯న ఉనऒ కएࡅ ࡯డनھ ڕ ࠹సदࣄ  సࠪనం, ఇకए ړ  డ అ޴ߝ rho b rho rho 
ఏߕ޼ ऴߦథࠫక వࡏస ఆపࡔషߤ అޙ࠼ మనڕ ఇ޴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనం ߖ޵ऒ  కڵ࡯ ఉం݄ 
ఉపڵࡆం۪ڝంߘ࠭  ݟపܽ޴ ఇ࡮ڒ ޴ల ࡅకए పओۮ ߖసࠪనం అ ړ  బܽद rho x t rhoڒ సࠪనం ړߖݞ
थ܉పܽ సంߘ࠭ ࠪనంښ ࠭࠲ ࡹవలం ߖڜऒ న b tilde࠳సࠪన ړ ޴ంۧ࠭, ఇڵࡆతం ఉపړల ऴࢲࠫߖ 

అ޻ పࢲࡍए రం మన దగ ठర ఉనऒ एࢲࡍప ڕ ࠹సदࣄ ݞږ ࠉ న࠳సࠪన ړ࡯డनھ ࠹సदࣄ  ޴ రంࡶܽ ڴन tilde x x 
ओߩసࠪనం ఇ ڕ नࡽܽ ࠉ రङڒ సࡏథࠫక వߦऴ ݡ కࡹ࢑ ࡱߦ࡮మంڴ ఉంܼ࠼ అ࢐ ߝసफߖ࢐ऒ  x 

ఉపࣆڵࡆफం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మన వదभ ఉనऒ एࢲࡍప ڕ ࠹సदࣄ ఏࠫటం݄, ఈ ޴ రం అࡶܽ ޙ࠼न x x  b 
एࢲࡍన ప࠳సࠪన ړࠉ ړ࡯డनھ ࠹సदࣄ ޴ߝఅ ޙ࠼సࠪనం అ ړ రం ڒబܽद ࠭࠲ ఇߩओ tilde ݦ x als  o 

ओߩఇ ࠾ࡍమ ࠲సం ࠪऴతڝ ߤషࡔస ఆపࡏథࠫక వߦవలం ఒక ऴښ ޴ంࣄۯ  ڴతफం࠴ ,ࣆࡱޘ ڕమన ݡ
వࡍ फంపܑࣄనߩओ కएࡅ ల ߤషࡔస ఆపࡏథࠫక వߦऴ ݡ  పࠫࡍత ऴݞږ ړށࢩ ఇ࢑ ޻షయం ఉందߖ మ࠾ࡍ 
అం޶వలऱ ࣄసदھ ࠹డनړ  ࡯ సࠪనం మࣄ ࠾ࡍసद࠹ సࠪన࠳న ఒښ పࢲࡍए ऒߖࡌ  b a tilde x b tilde 
కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ఏࠫ ߦۮओ వङ ڴ࢑ధం ఆ ࠵ వసबల ھడन࡯ మړ ࠾ࡍ సࠪన࠳న b b tilde

ఒ࢑ ښధ࠳న పࢲࡍए కएࡅ ల ߤషࡔస ఆపࡏత వࠫࡍప  ݟఉం݄, ࣾࠫంచం ڵ࡯క ߘలࡌ  పࠫࡍత tilde x 
ࡍవ ߘ ݋࣊ फంపܑయడం ޳छ ࡍవ ߘల ߤషࡔస ఆపࡏథࠫక వߦత ऴࠫࡍఒక ప ࡌ फంపܑయడం ޳छ  a ڴసࡏవ ࡌ
మߘ ࠾ࡍంࡽܽ ݟन మࡽܽ ࠾ࡍन ࡱ ߰ందబݟనటऱ࠭࠲ ,ޙ࠼ ఇߩओ मࡌߖ ݦ  న b b࠳సࠪన ړ नࡽܽ ࠉ ంۨనࡍ
ందవ۪ऐ߰ ߘ ࠹సदࣄ తफڜ न ఒకࡽܽ .x 
एࢲࡍన ప࠳࢑ధ ښన ఒ࠳సࠪన ࠹సदࣄ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡯డनھ ࠹సदࣄ   bڵ࡯క ߘలࡌ a tilde x b tilde 
ఉߕऒ ओߩఇ ,࠼ సమసङ ࡗమనం మ ݡ పऱ࣒  ݡ࠮ న࣒ ఇర࢙ ఒకܽ࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡంࡓ ߘ  x y x y ݡంࡓ 
సࠪనం  ఒక ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ఐ࠳ ޶న࣒ నలࠢ ࠫޛघ ࡎߖ ޴సࠪనం, ఇ ړ޴ पత వङ వసब߯  అ߅కంڴ x y 
రߖ प࠼ంచబݟన సࠬకరހల సࠫޒ అߖ గమߖంచవ۪ऐ , ఇࡎߖ ޴ पత వङ వసब߯  ఎڕए వߖ ڴర प࠼ంచబݟనڒ ޴బܽद
మనం ߖߖ޳ ఓవ࡛ ࣄ ݭ࣌ݟసदڴ ࠹ ఎంࣃࡱߧ ڕ޶फ ࠭ ఎం޶కం݄ మన వదभ ఉనऒ   ࠲ऴతࠪ ݡంࡓ వలంښ ޴
झࡽࠋయࡍ࢘  మߗڒ ࠾ࡍ మనݡ࠮ ڕ సࠬకరࡱހ ఉߕऒ ओߩఇ ,࠼  x y ߘ ࠹సदࣄ మనం ݡ
పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ भ޳ ం, ࠴దట ఆڻघ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ भ޳ऴ࢐ ߖ  ం ߖ޳ ޳ࡶ కం݄ ࠭ం࠳  ڴ޶న࣒ 2 3 3
2 ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ఐ޶ వదभ ࡮࠮ङ ంకనం ۯయబݟన ࠳న࣒ ఇర࢙ߖ ఇ࢐छ  xy.࡯
  ఒకܽ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ప޳ऒ ओߩఇ ޴ఇ ڷࡱ ఉనऒ ڵ࡯మనం క ݡ  వङ వసब, ఆڻघ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ  ݡ࠮ ݡంࡓ 
ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ࡓ ݡ࠮ం࠳ ݡన࣒ ఐ࠳ ޶న࣒ ࠳న࣒ ࠳న࣒ ఇర࢙ ఒకए घࠫޛ న࣒ నలࠢ࠳  ऒߖ޳ ޜ޴  వృ޴म 
भ޳ۯ ం.
  ࠪङ ऴܽڡझ घڻఆ ࠭࠲ ࠾ࡍంۧ࠭ మ޴అం ߘ ࠹సदࣄ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠹సदࣄ ޴ఇ ޳ࡶ  ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ  ࡹ 
ऴࣄ࢐న ࠴దܽ ࢑షయం ఏࠫటం݄, ݟࡰంڝ ۃఎ߹ࢳయంڝ ݋సం ࢗతకడం.

అݟࡰ ޴ߝంڝ ۃఎ߹ࢳయం݋ మ࠾ࡍ మనం ߖߖ޳ ఒకܽࡏࠪ ڴऐ  s r r   ݡంࡓ ړఒకܽ ړబܽद ఒకܽڒ ࡯࢐ڝ
ऐۯऱ ఒకܽ వࡏࣃ भ޳ۯ ࡮ ం ڒబܽद ࠬ వదभ ఉనऒ  r ޜన࣒ ఇర࢙࠳ ߖߖ޳ ࠭࠲ ݀ ࠑ ޓన࣒ ऴ࠳ ఒకܽ ޴
߭ం۪ߕޔऒ ࠭  ఒకڜߖ޳కܽ ࡓంڒ ݡబܽद మనڕ ఇతర ࢑షࡓ ݡ࠮ ࡱ࠻ంݡ ఒకܽ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ఐ޶ 
घࠫޛ న࣒ నలࠢ࠳  ߖࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴ ,࢑షయం ఏࠫటం݄ ࡍప޶న తࣄయవలۯ బܽद మనంڒ ޴
ऒߕࣆ ߘలڒల࠮ న࡯ڵࠫ రऐࠪ ڴ డం ࡓ ޳ࡶ ݡ࠮ం޳ ݡछ ࡎభ ࡌ फ ۯయంࡓ  ݟం࠳ ݡన࣒ ݡ࠮ r r r 
 r r r r rݡ࠮ న࣒࠳ ఒకܽ ݡంࡓ ऱࡏࣃ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ݡ࠮ ߖݡ࠮ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍऱ ఒకܽ మࡏࣃ
छ޳ ऒߕࣆ ڕࠪ ఒకܽ ߘదܽ ఒక ࣊క࠴ ݡంࡓ ం ఇర࢙ ఒకܽ޳ంڕం۪޴ం߰ం߭ ޜ న࣒࠳ ݡంࡓ ࡌ  ఉం޴ 
ఇకए ߘߝ డ మࢁच ऒߕࣆ  ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ ࠭  క࠳ 2 ڵ࡯న࣒ ڒబܽद ప ऱ࣒ ప 1 2 ࠑ 9  ऱ࣒ ࡓ 3  ऱܿ ఇ޴ అర࢙ ࡓ ݡ࠮ంݡ
మ࠾ࡍ మࢁऱ ࠳న࣒ ఐߖߖ޵ ࠭࠲ ޶ ఎ޴ࠫߖ పऱ࣒  ఇర࢙ ࡓ ޜڷࡱߕంࣆށڷ ޜݡफߕऒ ࠭ మ࠾ࡍ ఇకए డ 
घࠫޛ న࣒ నలࠢ࠳ ڕࠬ పऱ࣒ ޴  ఇర࢙ ఒకܽ ߘంݟ ఎ޴ࠫߖ ఒకܽ ఉంܿం޴  అర࢙ ࡓంݡ ఇߩओ  మనం ݡ

Pru
tor
@
IIT
K



ऴపయޒऒ भ޳ ం  ఆఖߖ޳ࡍऒ  ऴ࢐యړߖݞ, ఇకए డ దశࡹ మనం ߰ం޻ ࠪతృక ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ   ࠑ ݡ࠮ న࣒࠳ 
ऒ޳ప ݡంࡓ ݡ࠮పద ݡంࡓ घڻఆ ݡంࡓ ڷࡱ ం݃࠳ ݭన࣒ ఇర࢙ ఒకܽ ࡓంݡ అర࢙ ఐࡓ ࠑ ޶ంݡ ఎనࠢ ఒకܽ
ఒక ࠭߯ओ ݟంచంࠫࣾ ࠢ࠻  అߘ࢓  ఎం޶కం݄ ఒకܽ అర࢙ ࡓంݡ అం݄ ఎనࠢ ఒకܽ ఎనࠢ ఒకܽ ࣾࠫంచంݟ 
ఎనࠢ ఒకܽ ࠳న࣒ నలࠢ ࠫޛघ घࠫޛ న࣒ నలࠢ࠳ ఎనࠢ ఒకܽ ࡔస ޴ घࠫޛ న࣒࠳ ݡంڜపద ڕఅం݄ మన ޴  ޴
అం݄ పߜऒ ంݡ ఏ࠳ ݡన࣒ ڒ ݡ࠮ ڷࡱߕబܽद మనڕ ࠭߯ओ ओ߯࠭ ړߖ޳ ࡔస ޴ఉంܿం ݡంࡓ   ఉంܿం޴
ओߩఇ ݡంࡓ  ओࡍࠪ ࡏࠬ ,ఈ పదం ޴ࡍప޶త ޴ంࣄడవల۫ ݡ ऒߕࣆ ߖߖ޳ ࠭࠲ फ࣋ࠚరంߦऴ ߖݟ  ڴ
ࠪరऐ వలࣄ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ڝ ࠬ ࠭࠲సం ࡯࠻ۯझ ం޴ ఒకܽ ࡓంڴݡ ࠪరऐ వలࣄ ఉంܿంߖ޳ ,޴ r 
बࣃ  నంࡓ ࡹం޳ ݡछ ࡎభ ࡌ फ ࡯࠻ۯ  పదࡏࣃ ݡ࠮ऱ ࡓంݡ ఒకܽ ߕࣆऒ ऒߕࣆ  छ޳ ݡ࠮ న࣒࠳   r ݡంࡓ ࡌ
ऒߕఉ ݡంࡓ ఇర࢙ ఒకܽ ڕࠬ ࢓కబడޑ ࡱసࡏన వ࡯ڵࠫ బܽदڒ ޴ఒకܽ ఉంܿం ڕࠬ ओ߯࠭ ޶అం݄ ఐ ࠼  
ऒߕࣆ ߖ࢐ܽ న࡯ڵࠫ ߘߝ ݡంࡓ ऐࡌࠪ ڴ फࣃۯ ఏࠫ ߘߝ బܽदڒ ࡯ बࣃ ఒకܽ  ߘ నంࡓ ݡ࠮ ࡹ ऱܿ ࡓంݡ r r 
 ప ऱ࣒  ఒకܽ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంࣃ ݡ࠮ ڴब నం࠳ ࡹన࣒ ప޳ऒ పऱ࣒ ݡంࡓ ऱࡏࣃ ݡంࡓ ڷࡱ  r r r r ޜݡ࠮ 
భࡎ फ ۯయబݟంڕߕ ,޴ ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   ఒక ߕࣆऒ  ఏ޴ ఉంܿం޴, ఆ߯ ߘߝ ఇకए డ ప࡯࠻ۯ ߖ  
 ݡంࡓ న࣒ ఇర࢙ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ߘࣜ޴అం݄ ప ݡంࡓ ݡ࠮ ݡ࠮ ޶ఐ ݟڕ ݡంࡓ న࣒ ఇర࢙ ఒకܽ࠳
మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంߘߝ ڴ ఇకए డ ఐ޶ మ࠾ࡍ ۨవࡍ ࠭߯ओ खࠑݥ న࣒࠳ ݡంࡓ  అం݄ ࠭߯ओ ݡంࡓ ࠑ   ఐ޶ 
అߘ࢓ ఇ޴ ࠭߯ओ  ఐ޶ ఖۨऐ తంڴ అߘ࢓  అ࢑ ࠭߯ओ  ఐ޶ అ࠾ङ ం࡯ݞ అڒ ߘ࢓బܽद ࠭ߘపܽ޴ ఇ޴ ఒక 
అర࢙ ఎ޴ࠫߖ అ࠼ ఉం࡯ݞ, త޳छ పऱ࣒ ڷࡱߕ ఎనࠢ ߖߖ޳ ࡏࠬ ࡌ  ऴڴޓ ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद ఇ޴ ࠭߯ओ  ఐ޶ 
అޔ࢓ం޴ అڒ ߘ࢓బܽद మన వదभ ఉనऒ  ۨవࡍ ఫ࡯త ࠪతృక ఇ޴ޔ ޴ ఫ࡯త ࠪతృక  ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ   ఒక 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ   ఆ߯ ࠬ వదभ ఉనऒ ऒߕࣆ ޶ఐ ݡ࠮ న࣒࠳ ޴ ओߩబܽद ఇڒ   లހసࠬకర ࡍమనం ۨవ ݡ
సࠬకరހలߘ ऴڕࣆ࢐ం޳ం  అ޴ߝ ఇߩओ एࢲࡍప ڕ ࠹సदࣄ ݡ రం, ࠬߖ޵ ࡏऒ  గమߖంۨనటऱࡏࠬ ,ޙ࠼ s 
ࠪతృకߖ޳ ߘ వࡏస ఎړߖߦࡐ ߤ࡮ۮ తڵ ठంۨనߩओ ओߩస ఇࡏవ ࡍఉం݄, ۨవ ࠹సदࣄ ,ఉం݄ ࠹సदࣄ ݡ  ݡ
ࡍߪ फߕࣆ ڴऒ .޴ంޔࡏࠪ ڴ
  అݡन వࡏస తڵ ठంచబݟన ఎࡐ ߤ࡮ۮపం మ࠾ࡍ ۨవࡍ అݡन వࡏస ߕࣆऒ  న࠳बరࣄ ࡏࠬ ,ޙ࠼నటऱࡍࠪ ڴ
ࠪతృక߯ అ޻ వࡏస ऴߦథࠫక ڒరङ కߦ࡮ల ࣊ߘ ݋ వࡍ फంపܑࣄనటऱޙ࠼ మ࠾ࡍ ۨవࡍ పదం ޳ࡶ ఏ޴ ఏߕ࠳ 
ఇకए డ ߕࣆऒ ట࡛घ ࡗ܋-ߤߕ  ޙ࠼నటऱ޴ం߰ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ݟంచంࡍमక޵ऴకమబ ߖ  అߩओ అܿవంܽ వङ ݡ వసबڕ 
పࢲࡍए రం ࡶదࣆ ߖలభంࡌߖ ڴम ంచవ۪ऐࡍ ఇۨऐ ޳ࡶ  న ࠪతృక ࡅకए ङࡌ  ంڝ ޳ࡶ ڡఎ߹ࢳయం݋ ࠪङ ऴܽڡझ  a
సࠪన࠳నటऱޙ࠼, సరళ సࠬకరހల వङ వసबࡌ ڕङ ంڡ పరంڴ ఒక గమߖక ఉంܿం޴.
  ࠪతృక ࡅకए ङࡌ  ంࣄ  ڡबర࠳న ࠪతృక ޜ వృ޴म ۮంޔ޶ం޴, ఈ ࡓంݡ ࠪऴޒకల ࡅకए ङࡌ  ంࡱ ڡ ఈ b b 
ఉం݄, అܿవంܽ వङ ࡮ښఒ ݢంࡓ వసबߘ కڵ࡯ ఉండక߱ޙ అܿవంܽ వङ వసबڕ పࢲࡍए రం లࠚంۨందࡏࠬ ߖ 
అంܿߕऒ అܿవంܽ వङ ,ࡏ వసबڕ పࢲࡍए రం ࡶద࠭࠲ ߖ అంܼ࠭.

ఇంڜక ఉ޳హరణ ޳ۯभ ం ࡓం࠳ ݡన࣒ ݡ࠮  పऱ࣒ పऱ࣒  ݡ࠮ ݡ࠮పద ݡంࡓ   న࣒  n  ow x y z x y࠳ 
సࠪనం ࡓం࠳ ݡ࠮ ݡన࣒ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ݡ࠮ ఒకړߖ޳ సࠪనం ఇ޴ ఇߩओ ఇవछ ݡ బݟన z x y z 

ओߩఇ ࠹సदࣄ ऒޒऴపయ ړߖݞదట ऴ࢐య࠴ ݡ भ޳ ం  ఈ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡓ ݡ࠮ంݡ࠮ ݡ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ 
ओߩనࣄۯ అౖ߭ऱ ߯ ߖయ࡯ޘ ݡ࠮ న࣒࠳ ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡ࠮ ఇ࢐छ ݡంࡓ ݡ࠮పద ڕߕ ݡ  xyz ࡯
మ࠾ࡍ ఒకܽ ఇߩओ ఎపओ ݡ घڻదట ఆ࠴ ڼ࡮ܽ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ  న࣒࠳ ం޳ంڕࣆऴ࢐ ݡ࠮ ݡ࠮ ݡంࡓ 
 ޜణకం ࠪతృకڷ ݡంࡓ ݡ࠮పద ݡ࠮ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ڷࡱߕ న࣒࠳ ఒకܽ ݡ࠮
߭ంచబݟంڷ ࠭࠲ ޴ణకం ࠪతృకܿߦ ޜ ࠪతృక ࡅకए ఉనऒ ߖڜߘఆ ߘంకంࡌबࣄ  ओߩ  ߖߖ޳ ࠭࠲ ݡ
ఆڻघ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ  అࣃࡱߧ ߖफ ऒߕࣆ దట࠴ ࠭࠲ ,࠭ फࣃ۫ సంڝ సలࡏవ ߖڒ  ࠭ మࡗ܋ ߤߕ ࠾ࡍ 
వࡏస࢓ࡶ ࡱ ఈ సందరग ంࡹ మ࠾ࡍ అంۯ޶త మనం కھߘనऒ  ݋యంࢳ߹ఎڝ ࡗ܋-ߤߕ లठవߕ ,ఏࠫటం݄ ޴
ऒߕޔڕޔࢗ సంڝ ࠭, ఇښ ޴వలం ࡓంڴݡ ఉం࠴ ݦదܽ వࡏసߘ మనం ఒక ఒకܽࣃࡏࠪ ڴफ  r ߖߖ޳ ,࠭

ఒకܽ ߘంࡓ ݟం࠹ܽ ݡ లޜ భࡎ फ ࣃۯफ ࠭  ఒకܽ ࠫ࡯ڵన అݡन వࡏస࠳ ࡱన࣒ ߘ ݡ࠮ంࡓ ݟంݡ r es r 
ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ݡ࠮ మ࠾ࡍ ఇకए డ అ࠳ ޴న࣒ ࠮డవ࠮ ޴డవ޴ ࣾࠫంచంݟ 
పదࡓ ݡ࠮ంࡓ ݡంݡ ఒకܽ ఇߩओ ऒߕࣆ ߘలڒల࠮ ఇతర ߖࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴ మనం ݡ ऐࡌࠪ ڴ  ࡯
ఇ޴ ఒకܽߖ వߤ పऱ࣒  ऴࡓ ߖޓంࡏࣃ ݡऱ ࡓంݡ మ࠳ ݡ࠮ ߖݡ࠮ ࠾ࡍన࣒ ࣔࡓ ࠆ ऱܿ భࡎ फ r r r r r r 
ऒߕࣆ ఒక ࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴ బܽदڒ ޴ఏࠫ ఉంܿం ڕబܽद మనڒ ޴फంࣆۯ ऒߕࣆ   ऱࢁమ ࠹లڒ ండవࡓ 
ఉంܿంߕࣆ  ޴ऒ  ఒకܽ ߕࣆऒ  ఇߩओ भ޳ށగ ߖ ߤవ ߤవ ޴డవ࠮ మనం ݡ ం, ఇ޴ ఒకܽ పऱ࣒  ऴࠑ ޓ ݀ r r 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠳న࣒ ఎߘ ޴ࠫߖం࠳ ݟన࣒ ఆࣣ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ పߜऒ ంݡ పదڜంࡓ ݡండవ 
వࡏస࠳ ࡹన࣒ ఎߘ ޴ࠫߖంݟ పదڜం࠮ ݡడవ వࡏస ݡ࠮ ࠪర࠳ ޶న࣒ ڡࣄझ  ఆࣣ పऱ࣒  r ࠆࣔ న࣒࠳ 
ࡓ ऱܿ ఎࠑ ޴ࠫߖ పదڜంڒ ݡబܽद ప ऱ࣒ పऱ࣒ ݡంࡓ ޜݡ࠮స పదࡏవ ࢓ࡱߖ ࡍవۨ ݡంڜపద ࡛ࠂ   ݡంࡓ ݡ࠮ 
ࡓ ऱܿ ࠳న࣒ ࠭߯ओ  ఐ޶ పదڜంݡ పదڜంڒ ݡబܽद ࠬ࠳ ࡏన࣒ ఒకܽ ߕࣆऒ  ఐ޶ పదڜంݡ ࣊కߘల వࡏస 
న࣒ ࠭߯ओ࠳ ఒకܽ ޴డవ࠮ ޶ఒకܽ ࠪర  ڝ࣊  ఏࡓ ݡంݡ పऱ࣒  ࠭߯ओ  ఐ޶ ఇర࢙ ࡓంڒ ݡబܽद ఈ nd 
సందరग ంࡹ ఫ࡯త ࠪతృక ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ   ఒక ߕࣆऒ  ఒకܽ ࠳న࣒ పߜऒ ంݡ పదڜంݡ పదڜంڒ ݡబܽद 
 ࡏన࣒ అర࢙ ఆ࠳ న࣒  ఇర࢙࠳ ండవ ఒకܽࡓ ݡంڜపద ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ݡంڜపద ݡంڜన࣒ ఒకܽ పద࠳ ࡏࠬ
 ప ऱ࣒ పऱ࣒ ݡంڜపద ࠑ ࡛ࠂ   13 ڕࠬ ࠹లڒ ࡍవۨ , ޴ఉంܿం 11 ࠑ ݡంࡓ న࣒ అర࢙࠳ ڕࠬ బܽदڒ ڷࡱߕ 
ऒߖ޳ ࡏࠬ బܽदڒ న࣒ 105࠳ అం݄ 143 ,޴ఉంܿం 11 ݟంߘ  న࣒࠳ న࣒࠳ ݟఆࣣ ࣾࠫంచం ݡంڜపద ࠑ 38 
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࠭߯ओ  ఎࠑ ޴ࠫߖ ఇర࢙ ࡓంࡓ ݡండవ޴ ࠪర޶, ఇڕࠬ ޴ ۨవ޴ࡍ 
అࣣ ࠭߯ओ  ఏߘ ݡంݟ పదڜంݡ వరڕ ఉంܿం޴, ఇ޶ڒ ڷࡱߕ ޴ ఏڒ ݡబܽद ݋ߕ ڷࡱߕ ఏݡ పऱ࣒  ఆࣣ 
పऱ࣒ ݡఏ ݋ߕ ڷࡱߕ న࣒࠳  ࠭߯ओ  ఐ޶, ఇࠑݥ ݡ࠮ ڕࠬ ޴ख  ړݡంڜపద ڕࠬ  ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆఇ ݡంࡓ 
खࠑݥ ݡ࠮ ఇవछ ݡంࡓ  ऒߕޔࠓ ం, 
ఇర࢙ ࡓంݡ ࠬద ࣾࠫంచంڒ ݟబܽद ఇకए డ ۨవ࠮ ࡍలకం అం݄ ࠳న࣒ అర࢙ ࡓంࠑ ݡ పదڜంߖ޵ ࠭࠲ ݡऒ  
ఒకܽࣃࡏࠪ ڴफ ࡎభ ޜ ࡽన࣒ ఎ࠳ ݡంڜపద ݡ࠮ బܽदڒ ࠭ फ ۯయబݟం޴  అర࢙ ࡓంߘ ݡంݟ ऴݞږ ړޓr r 
ఇకए ڕబܽद మనڒ డ ఉనऒ ऒߕࣆ ఒకܽ ޴ ऒߕࣆ  నऒࣆ   ఒకܽ ߕࣆऒ  ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ݡంڜన࣒ ఒకܽ పద࠳ 
పదڜంݡ ఒకܽ ۨవڒ ࡍల࠹ ࠭߯ओ  ఎߘ ޴ࠫߖంݟ ఇర࢙ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࠭߯ओ  ఐࠑ ޶ పదڜంݡ మ࠾ࡍ 
ఇకए డ ࠬڕ ఆࣣ ఇ޴ ఉంܿంڕߕ  ޴ ఆࣣ ࠳న࣒ ࠑݥ ݡ࠮ख  న࣒ 62࠳ న࣒ 60 ࠬద࠳ ࠾ࡍమ ݡంࡓ 
ఇవछ ऒߕޔࠓ దగ ߕ బܽदڒ ޴फంࣆసగం ఇ ڕߕ 22 ࠑ 11 ࠾ࡍమ ޴फంࣆవలం 6 ఇښ ڕߕ ޴అ ,ߘ ठర ښవలం 3 
ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴.
ओߩబܽद మనం ఇڒ  झ࡯࠻ۯ ݡ ం޴ ఈ ࠳న࣒ ߖ ఒకܽڴ ࠪరऐ డం  పదڜంݡ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఎ޴ࠫߖ పదڜంݡ
పదڜంݡ ఒకܽ ړࡹ ఒకܽ ࣾࠫంచంߕࣆ ݟऒ ओߩబܽद మనం ఇڒ ࡱ बࣃ ఒకܽ ݡ నంࡹ ఒకܽ పऱ࣒  ఒకܽ r r 
పదڜంࡏࣃ ݡऱ ݡ࠮ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంࡓ ڴంࣃ ݡब నంࡓ ࡹంݡ పऱ࣒  ఎ޴ࠫߖ పదڜంࡏࣃ ݡऱ r r r r 
भ޳ށగ ݡ࠮ ం ఇ࠴ ޴దܽ మࡓ ࠾ࡍండవ ࢓ࡱߖ వࡏసࡱ ࠪరڕంݞ ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   ఒక ߕࣆऒ  
మ࠾ࡍ ఈ గణనల ఆ߄రంڴ ۨవ࢓ࡱߖ ࡍ వࡏస మࢁऱ ߕࣆऒ నऒࣆ   అߖ మࢁऱ సओ షदమޔ࢓ం޴, ఇ޴ ۨవࡍ 
भ޳ށగ ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ ం, అ޴ వృ޴म ۮం޴న޴ ఒకܽ ࠭߯ओ  ఎࡓ ޴ࠫߖంݡ   ప ऱ࣒  వࠑ ߤ పదڜంݡr  nty two 
ࡓ ऱܿ ݡ࠮ , ఇݡ࠮ ޴ పదڜంࡓ ݡండవ޴ ఒకܽ ࡓంڒ ݡబܽद ࠳న࣒ ࠭߯ओ  ఐ޶ పదڜంݡ మ࠾ࡍ r r 
ఎ޴ࠫߖ పదڜంࡏࣃ ݡऱ ڒ ݡ࠮బܽद ఇ޴ ఇర࢙ ڷࡱߕ పదڜంݡ మ࠾ࡍ ۨవࡍ పదం ښవలం ݡ࠮ r 
త ࠪతృక  ఇకए࡯బܽद ఫڒ డ ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   ఒకܽ ߕࣆऒ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   ఒకܽ ڒబܽद ࠭߯ओ  ఎ޴ࠫߖ 
 ప ऱ࣒  ࠭߯ओ  ఎ޴ࠫߖ పऱ࣒  ఆࡏ ఇڕߕ ޴ నలࠢ ڷࡱߕ నలࠢ ڷࡱߕ ఇࣆफం޴ ఇర࢙ ࡓంࡓ ڕߕ ݡంݡ ఇࣆफం޴ 
మࡖకܽ ࠳న࣒ ࠭߯ओ  ఐ޶ పऱ࣒  ఇర࢙ ڷࡱߕ అం݄ ښవలం ࠳న࣒ పదڜంݡ ࠬద  పదڜంڒ ݡబܽद ߘߝ 
एࢲࡍబܽद పڒ ݡ࠮ వలంښ ޴ࡍవۨ ࠾ࡍవలం ఒకܽ మښ రం ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ݡ࠮ అవసరం పࢲࡍए రం 
ङߕఈ ఉప ޜߖ޵ ऒߖࣃ  త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡹ ఆ޳࢘ߧभ ం, సరళ సࠬకరހల వङ వసबߘ పࡍషए  eq ࡹంచడంࡍ
మߖڜࡍऒ  ఉ޳హరణ޳۫ ࡱभ ం ऴపޙङ एࢲࡍంۨ పړ రం ߖࡶ మ࠾ࡍ అనంత࠳న పࢲࡍए ఉనऒ ڵ࡯క ߘలࡌ  
ధనङ ڔࡍల߯ ࠬ అంద ࠹సदࣄ  ࡱ޳࢐
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