
                                                                                         
                                                                                         
                                              മുآെ؋ ْപഭാഷണ׹ളിെല വിദّാർ،ികെള സٔാഗതം െചുؗുإ, ْപേതّകി്׺ 
ഈ ْപഭാഷണ؋ിെല വരി കുറ׺ എ׺േലാൺ മാْടി٧്ع എؗറിയെؚടുؗ െമْടി٧ുع കളുെട 
ആ؛ിേׯഷനുകൾ ഞ׹ൾ േനാുؗുׯ  ലീനിയർ സമവാകّ׹ൾ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇതിൽ നി്ؗ 
ആരംഭിׯാം ലീനിയർ സമവാകّം ؛സ് തുലّമായ ഒ്ؗ, ഒ്ؗ ര؇് ഒ്ؗ ؛സ് ഒരു ര؇് a one nxn b x 
ര؇് ؛സ് ഒരു 2 തുലّമായ മുതൽ ؛സ് വെര  മുതൽ വെര x 2 nxn b 2 am 1 x 1 am 2 x 2 amnxn bm 
ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് അ׾ാത׹ളുت സമവാകّ׹ളുെട ഒരു സിزമാണ്, n m n 
അ׾ാതؘാരിൽ അب, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട ഉتത് അ׾ാത׹ളിെല n m 
സമവാകّ׹ളുെട ഒരു സിزമാണ്, ഇേؚാൾ എ׹െന പരിഹരിׯാെമ്ؗ ഒരു സിزം നൽകിയിരിുؗുׯ 
അത് പരിഹരിׯാൻ മുേؗാ؂് േപാകുؗതിന് മു്آ, ഒരാൾ നിരീײിേׯ؇ ചില വُٝു തകൾ 
ഇവിെടയു؇്, അതിനാൽ യഥാർ،؋ിൽ മൂ്ؗ സാധّതകൾ ഒരു സിزം നൽകുേآാൾ ഉയർؗുവരുؗു, 
അവ ഏതാണ് ആദّം, ഒരു പരിഹാരം നിലവിലിب, നി׹ൾ്ׯ പരിഹാര׹ൾ കെ؇؋ാനാവിب  x 1 
വെര  നൽകിയിരിؗുׯ സിزെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋ ര؇ാമെ؋ അദٔിതീയ പരിഹാരവും x 2 xn 
ഒടുവിൽ ഒؗിലധികം പരിഹാരവും നി׹ൾ ഒؗിലധികം പരിഹാരമാെണ്ؗ പറയുേآാൾ അത് 
അനؓമായ പരിഹാരമായിരിുׯം അനؓമായ പരിഹാരം, അതിനാൽ ഈ വരി കുറ׺ എ׺േലാൺ 
എ׹െന ഉപേയാഗിׯാെമ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം.  തؗിരിؗുׯ ഒരു സമവാകّ സംവിധാനം 
പരിഹരിׯാനുت മാْടി٧്ع അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം െചإാം, നൽകിയിരിؗുׯ സിزം 
ൈമനസ് മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ؛സ് നാല് ഇസഡ് തുലّമാണ് ഒآത് മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ഇസഡ് x y y 
അ؀് നാല് ൈമനസ് മൂ്ؗ ൈവ ؛സ് ടു ഇെസഡ് തുലّമാണ് ഏഴ് നൽകിയിരിؗുׯത്  സിزം നമു്ׯ x 
മാْടി٧്ع ൈമനസ് മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇് നാല് പൂജّം 3 ൈമനസ് 2 4 ൈമനസ് 3 2 എؗ രൂപ؋ിൽ എഴുതാൻ 
ْശമിׯാം, കൂടാെത ൽ വിലയിരുു؋േآാൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഒآത് അ؀് ഏഴ് ശരിയാണ്, xyz-
അതിനാൽ ഈ ഒآത് അ؀് ഏഴ് അവെയ رിരമായ നിബؖനകൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ.  നമു്ׯ 
ഇവിെടയുت സമവാകّവും ഈ മാْടി٧ുع ം ഇതാണ് േകാഫിഫിഷّന്റ് മാْടി٧്ع എؗറിയെؚടുؗത്, ഈ xyz
അ׾ാതമാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് േകാഫിഫിഷّന്റ് മാْടി٧്ع ഇവയാണ് അ׾ാത׹ൾ, ഇവയാണ് 
٧ുعൾ.  െമْടി׹ിരമായ പദر കളുെട അടിرാന؋ിൽ നأൾ എഴുതിയ സിزം ശരി ഇേؚാൾ en 
നമു്ׯ ആവശّമുت രൂപ؋ിൽ എഴുതാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ നأൾ െചإാൻ േപാകുؗത് 
േകാഫിഫിഷّന്റ് മാْടി٧്ع എഴുതുകയും തുടർ്ؗ മാْടി٧്ع വലത് ൈമനസ് മൂ്ؗ എؗ رിരാ׸ം 
ഉപേയാഗി്׺ വർؑിؚിുׯകയും െചുإക എؗതാണ്.  ൈമനസ് ര؇് നാല് പൂജّം മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇് നാല്
ൈമനസ് മൂ്ؗ ര؇് ഞ׹ൾ رിരമായ മാْടി٧്ع ഉപേയാഗി്׺ ഇത് വർؑിؚിׯാൻ േപാകുؗു, ഈ 
ഓെ׶ന്റഡ് മാْടി٧്ع ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ സിزം പരിഹരിׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ആദّം 
പരിഹരിׯാൻ ْശമിؗുׯതിന് മു്آ ഇത് നമു്ׯ െല്ئ ആയി പരിവർ؋നം െചإാൻ ْശമിׯാം.  
നൽകിയിരിؗുׯ േകാഫിഫിഷّന്റ് െമْടിക് സിെന വരി കുറ׺ എ׺േലാൺ മാْടിക് സാׯി മാئാൻ 
ْശമിുׯക, നأൾ ആദّം െചേإ؇ത് ലീഡിംഗ് േകാഫിഫിഷّന്റ് അെ׸بിൽ ആദّെ؋ സീേറാ േനാൺ
േകാഫിഫിഷّന്റ് കെ؇ു؋ക എؗതാണ്.  അത് ഒؗാׯി, അതിനാൽ നأൾ െചإാൻ േപാകുؗത് r 
ഒ്ؗ ൈമനസ് മൂ്ؗ തവണ ഒ്ؗ മാئിرാപിുׯക എؗതാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഒ്ؗ r 
ര؇് മൂ്ؗ ൈമനസ് േഫാർ ْതീ മൂ്ؗ ആണ്.  െമْടി٧عിന്െറ رിരാ׸ം കൂടി അതിനാൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ 
ൈബ ْതീ ْപേയാഗിുׯേآാൾ നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് മൂ്ؗ ലഭിുׯം, അത് ൈമനസ് മൂ്ؗ പൂജّം മൂ്ؗ 
ൈമനസ് ര؇് അ؀് നാല് ൈമനസ് മൂ്ؗ ര؇് ഏഴ് ആയി ലഭിുׯം അടു؋ കാരّം ആ േകാള؋ിെല മ്ئ 
ഘടക׹െള പൂജّമാുׯക എؗതാണ്.  ഇവിെട ഒ്ؗ, അതിനാൽ അവയിെലാ്ؗ പൂജّമാണ്, അതിനാൽ 
നأൾ ഈ നാലിെന പൂജّം ْതീ ആׯി മാئണം, അതിെന മൂ്ؗ ൈമനസ് നാല് മട്׹ ഒ്ؗ പൂജّം r R R 
പൂജّം ആׯി മാുئം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒേര കാരّം ര؇് മൂ്ؗ ൈമനസ് നാല് മൂ്ؗ മൂ്ؗ ആയിരിുׯം  
ൈമനസ് ര؇് ആവശّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് പൂജّമാׯി, അതുേപാെല തെؗ ഇതിെന ര؇ിെന 
മൂ്ؗ ൈമനസ് നാല് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് എ؂് മൂ്ؗ ആഹ് ൈമനസ് മൂ്ؗ ൈമനസ് 
എ؂് െകാ؇് മൂ്ؗ, അതുേപാെല ര؇് ؛സ് 16 െകാ؇് 3 നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് 3 5 ലഭിുׯം  7 ؛സ് പْؓ؇ും 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ലഭി׺ിരിؗുׯ മാْടി٧്ع ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ ൈമനസ് േഫാർ മൂ്ؗ ൈമനസ് മൂ്ؗ 
പൂജّം മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇് അ؀് പൂജّം ൈമനസ് ൈമനസ് പതിേനഴും മൂ്ؗ ഇരുപത് ര؇് മൂ്ؗ 
പെ؋ാൻപത് ഇേؚാൾ  നമു്ׯ ഈ ഉപ െമْടി٧്ع േനാׯാം അെ׸بിൽ ആദّ നിരയും ആദّ വരിയും 
േനാׯാം, ബാׯിയുت ര؇് ര؇് സബ് മാْടി٧്ع ഇവിെട വീ؇ും േനാׯാം, ഇവിെട ലീഡിംഗ് 
േകാഫിഫിഷّന്റ് മൂ്ؗ ആണ്, അത് പൂജّമب.  അവെയ ഒؗാׯി മാؗുئതിനാൽ ഞ׹ൾ ര؇ിെന r 
ഒ്ؗ െകാ؇് മൂ്ؗ തവണ ര؇് ഒ്ؗ മൂ്ؗ ൈമനസ് നാല് െകാ؇് മൂ്ؗ മാئിرാപിുׯം, തുടർ്ؗ r 
നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് മൂ്ؗ പൂജّം ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് മൂ്ؗ അ؀് മൂ്ؗ പൂജّം ൈമനസ് പതിേനഴും മൂ്ؗ 
ഇരുപ؋ിര؇് മൂ്ؗ മൂ്ؗ  െതാ؉ൂറ് ഇേؚാൾ നൽകിയിരിുؗുׯ, ര؇ാമെ؋ നിരയിെല ഇതിെല മ്ئ 
ഘടക׹െള പൂജّമാׯി മാئാം ഒؗിന് പകരം ഒ്ؗ ൈമനസ് മൂ്ؗ ര؇് മട്׹ ര؇്, അതുേപാെല r r r 
മെئാؗിന് ْതീ പകരം മൂ്ؗ ؛സ് മൂ്ؗ  പതിേനഴു ْപാവശّം ײമിׯണം, അത് ര؇് െകാ؇് മൂ്ؗ r ah 
ര؇് െകാ؇് മൂ്ؗ ആയിരിׯണം, ഇവിെട ؛സ് പതിേനഴു െകാ؇് മൂ്ؗ തവണ ര؇് ആയിരിׯണം, r 
അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഒരു പൂജّം പൂജّമാണ്, ഇവിെട ഞ׹ൾ ര؇് െകാ؇് മൂ്ؗ ൈമനസ് 
ര؇ിൽ മൂ്ؗ െകാ؇് ഗുണിുؗുׯ, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ പൂജّം ൈമനസ് േഫാ ഉ؇്  ന് ْതീ ؛സ് ur 
േഫാർ ഒآത്, തുടർ്ؗ ഇവിെട ഞ׹ൾ അത് ൈമനസ് മൂ്ؗ ൈമനസ് െടൻ ൈബ ْതീ ഉപേയാഗി്׺ 
വർؑിؚിുؗുׯ, തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് മൂ്ؗ അ؀് ൈബ ْതീ ഇവിെട പൂജّം 
ഇരുപ؋ിര؇ിൽ മൂ്ؗ ൈമനസ് മുؚ؋ി നാല് ഒآത് ആകും  അവസാനമായി നമു്ׯ പെ؋ാൻപതും 
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എൺപ؋ിയ؀ും ഒآതും ഉ؇് എؗ അവസാന െമْടി٧്ع എഴുതാം  നമുتുׯത് ൈമനസ് എ؂് ൈബ 
ഒآത് ൈമനസ് ര؇് ൈബ ْതീ ആണ്, അതുേപാെല തെؗ നമു്ׯ അറുപ؋ിയാറ ്ൈമനസ് മുؚ؋ി 
നാല് അറുപ؋ി ആറ് ൈമനസ് മുؚ؋ി നാല് ര؇് മൂ്ؗ മുؚ؋ി ര؇് ഒآത് ആകും അതുേപാെല 
മെئാؗിന് ൈമനസ് 19 ന് 3 5 ൈബ 3 181  ײമിׯണം 171 ؛സ് 85 അതിനാൽ നി׹ൾ്6 ׯ വലത് 171 ؛സ് 
 ,തിന് 15 1 ആകുംآസ് 8 ഉ؇്, അത് ഒ؛ 7 6 85
അ׹െന 256 ആകും, ഒടുവിൽ നമു്ׯ ഇത് അവേശഷിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ഒؗാׯി മാئാം, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ മൂ്ؗ മാئിرാപിׯാൻ േപാകുؗു  ഒآത് മുതൽ മുؚ؋ിര؇് തവണ  മൂ്ؗ r r 
നി׹ൾ്ׯ ഒരു പൂജّം ൈമനസ് എ؂് ൈബ ഒآത് തവണ എ؂് ഒآത് ൈമനസ് പെ؋ാൻപത് മൂ്ؗ പൂജّം 
ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് മൂ്ؗ അ؀് മൂ്ؗ പൂജّം പൂജّം ഒ്ؗ, അേؚാൾ നമു്ׯ ര؇് അ؋آിയാറ ്മുതൽ 
മുؚ؋ി ര؇് വെര ഉ؇ാകും, ഇേؚാൾ നമു്ׯ മ്ئ ര؇് ഘടക׹ൾ ഉ؇ാׯാം  മൂؗാമെ؋ േകാള؋ിൽ 
പൂജّ׹ളാׯി മാുئം, 
അ׹െന ഒؗിെന എ؂് െകാ؇് ഒآത് തവണ ْതീ ؛സ് വ؉ും അതുേപാെല ര؇ിൽ നി്ؗ മൂ്ؗ r R r r 
തവണ ْതീ ؛സ് എؗതും മാئിرാപിുׯം, ഞ׹ൾ ഇവിെട അവസാനിؗുׯത് തിരി׺റിയൽ R r 
മാْടി٧്ع മാْതമാണ്, പേײ നി׹ൾ ْശؑി׺ാൽ  മറുവശ്؋ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് െവറും 3 7 ഉം 8 ഉം ആണ്. 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ അവസാനേ؋ത് എഴുതാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ തുലّമായ 3 നും x y 7 z 
നും തുലّവും അവസാനവും  ഞ׹ൾ ْപതീײിؗുׯ പരിഹാരം മൂ്ؗ ഏഴ് എ؂്, വാُവٝ؋ിൽ ഇത് 
തؗിരിؗുׯ സി؋زിന്െറ പരിഹാരമാണ്, അതിനാൽ സٔാഭാവിക േചാദّ؋ിന് സമവാകّ׹ളുെട 
ഒരു സിزം നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ന് തുലّമായ ഒരു സിزം േകാടാലി നൽകിയിരിുؗുׯ, b 
അ׹െന ْപേയാഗിുׯേآാൾ ഇേؚാൾ നൽകിയിരിؗുׯ േരഖീയ സമവാകّ׹ളുെട സിزം 
ആയിരിുׯക  വരി ബി മൂലകെ؋ അനുവദിുׯക  എؗിവയിൽ നടؗു؋ a, b ary row 
ْപവർ؋ന׹ൾ ഇേؚാൾ ഒരു ഡാഷ് അെ׸بിൽ ഒരു ടിൽഡ് യുെട െയ സൂചിؚിുؗുׯ, a rho b tilde 

യുെട െയ സൂചിؚിുؗുׯ, ഇേؚാൾ എനി്ׯ ഒരു പുതിയ സിزം ഉ؇്, അത് ടിൽഡിന് തുലّമായb rho b 
ടിൽഡ് എؗറിയെؚടുؗു.  അതിനാൽ ഇത് പുതുതായി ലഭി׺ സിزമാണ് നൽകിയിരിؗുׯ സിزം x 
േകാടാലി ന് തുലّമാണ്, എനി്ׯ പുതിയ സിزം ഒരു ടിൽഡ് തുലّമാണ് ടിൽഡിന് തുലّമാണ്.  b x b a 
ജزിൽ നി്ؗ എലിെമന്ററി േറാ ഓؚേറഷനുകൾ ْപേയാഗി്׺, അതുേപാെല എؗത് ടിൽഡ് b b 
വല؋ിന് തുലّമാണ്, അതായത് ആണ് ഒരു ടിൽഡ്, a a is a just from a iled from the row 
ْപാഥമിക ْപവർ؋ന׹ൾ സമാനമായി ْപേയാഗി്׺, അതിനാൽ െഡൽئ ൽ b, b tilde right b ab-
നി്ؗ ലഭിുׯം.  വരി എലിെമന്ററി ഓؚേറഷനുകൾ ْപേയാഗിؗുׯതിലൂെട ഇവിെടയുت ഒേരെയാരു 
കാരّം, നി׹ൾ യിൽ ْപേയാഗിؗുׯ അേത െസ്ئ ഓؚേറഷനുകൾ യിലും ْപേയാഗിുؗുׯ a- b 
എؗതാണ് ഇേؚാൾ അവകാശവാദം ന് തുലّമായ സിزം േകാടാലി ന് തുലّവും ടിൽഡ് b b x 
തുലّവുമാണ്  ബി ടിൽഡിന് ഉ؇്  ഈ വസ് തുത എ׹െന െതളിയിׯാം എؗതിന്െറ ഒരു കൂ؂ം നؗായി 
ഈ വُٝു ത എ׹െന െതളിയിׯാം, ഇതിന്െറ െതളിവിേല്ׯ കടؗുׯതിന് മു്آ ഒരാൾ ഇവിെട 
ْശؑിേׯ؇ ഒരു കാരّം ഇതാണ്, അതിനാൽ ആെണ׸ിൽ ഒരു ْപാഥമികം ഒരു ْപാഥമികമാണ് rho Rho 
എؗ ചില ലളിതമായ സവിേശഷതകൾ നിരീײിׯാൻ ْശമിׯാം  വരി ഓؚേറഷൻ ഇത് േകവലം ഒരു 
ഓؚേറഷൻ മാْതമാണ്, പിെؗ സമയ؋ിന്െറ യുെട തുലّമായ ഒരു ഓؚേറഷൻ ആണ് ഇ മൂ്ؗ i rho 
ْപാഥമിക ْപവർ؋ന׹ളും ْപേയാഗിു׺െകാ؇് ഇത് എളുؚ؋ിൽ നിരീײിׯാൻ കഴിയും, ഇത് ഒരു 
ْപേയാഗ؋ിൽ ْപേയാഗി׺ാൽ ചുരു׹ിയത് മൂേؗാ മൂേؗാ തവണെയ׸ിലും ഇത് എളുؚ؋ിൽ 
പരിേശാധിׯാൻ കഴിയും.  മാْടി٧്ع െപാതുവായ ന് മാْടി٧عിന് ബുؑിമുت؂ു കാരّമെ׸بിലും ْതീ n n 
ൈബ ْതീ മാْടി٧عിന് ഇത് എളുؚമായിരിׯണം, അത് ْതീ ْതീ ْതീ മാْടി٧്ع എയിൽ ْപേയാഗിുׯക, 
അതുേപാെല തെؗ ഐഡന്റിئി െമْടി٧عിൽ അേത ْപാഥമിക വരി ْപവർ؋നം ْപേയാഗിുׯക, ഒ്ؗ 
ْശؑിׯാൻ കഴിയുؗത് െകാ؇് ഗുണിുׯക  ഇവ ര؇ും ഒؗുതെؗയാെണؗും ഇׯാരണ؋ാൽ 
ഒരാൾ്ׯ ഉടനടി നിരീײിׯാൻ കഴിയുؗത് താെഴؚറയുؗവയാണ്, വാُവٝ؋ിൽ 
ഇനിؚറയുؗവയാണ് അനؓരഫല׹ൾ ഒؗാമേ؋ത്, ഞാൻ തുടരുؗതിന് മു്آ ഞാൻ അത് പറയെ؂  
ഒരു വരി ര؇് മുതൽ വെരയുتത് ْപാഥമിക വരി ْപവർ؋ന׹ളുെട ഒരു പരിമിതമായ െസ്ئ rho s 
ആയിരിׯെ؂, ശരിയാണ് എനി്ׯ ഒരു പരിമിതമായ വരി ഓؚേറഷനുകൾ ഉ؇്, മാْടി٧്ع a n by n 
ആകെ؂, തുടർ്ؗ നി׹ൾ ഈ പരിമിതമായ ْപാഥമിക വരി ْപവർ؋ന׹െളبാം ഓേരാؗായി 
ْപേയാഗിുׯക.  മുآേ؋ത് കാരണം, ഐഡന്റിئി െമْടി٧عിൽ ആദّം ْപേയാഗിؗുׯ അേത വരി 
എലിെമന്ററി ഓؚേറഷനുകൾ്ׯ സമാനമാണ് ഇത് എ്ؗ എളുؚ؋ിൽ തിരി׺റിയാൻ കഴിയും, തുടർ്ؗ 
വലതുവശتു؋ മാْടി٧്ع ഉപേയാഗി്׺ ഗുണി׺ാൽ ഇത് മാْടി٧്ع ഗുണനം മാْതമാണ്.  ഐഡന്റിئി 
െമْടി٧عിൽ നി׹ൾ ഈ വരി ْപാഥമിക ْപവർ؋ന׹ൾ ഓേരാؗായി ْപേയാഗിുؗുׯ, തുടർ്ؗ നി׹ൾ 
അത് െമْടി٧്ع ഉപേയാഗി്׺ ഗുണിുׯകയാണ് ര؇ാമെ؋ കാരّം, നി׹ൾ അേത വരി െസ്ئ 
ْപേയാഗിׯാൻ േപാകുകയാെണ׸ിൽ, നി׹ൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ നിരീײിׯാൻ കഴിയും  ഐഡന്റിئി 
മാْടിക് സിൽ ഓേരാ വരിയും എലിെമന്ററി ഓؚേറഷൻ ഒേര ْകമ؋ിൽ ْപേയാഗിുׯകയും അവസാനം 
ഇ െവൽ െകാ؇് ഗുണിുׯകയും െചുإേآാൾ, മാْടിക് സിെല ْപാഥമിക ْപവർ؋ന׹ൾ ഓേരാؗായി 
ഇത് സമാനമായിരിുׯം.  നി׹ൾ യിൽ ْപേയാഗിുׯേآാൾ ഇത് തവണ l a- rho 1 rho 1 
ഐഡന്റിئി്ׯ തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഐഡന്റിئി സമയ؋ിന്െറ ഇേؚാൾ നി׹ൾ 2 rho 1 e 
വരി ْപേയാഗിׯാൻ േപാകുേآാൾ ഐഡന്റിئി തവണ ْപേയാഗിുׯേآാൾ നി׹ൾ്ׯ rho 1 
ലഭിؗുׯത് ആണ്  ഐഡന്റിئി ൈടം ന്െറ ഐഡന്റിئി ൈടം ന് തുലّമാണ്, rho 1 rho 2 rho 1 
ഐഡന്റിئി സമയ׹ളിൽ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ലളിതമായി ഇൻഡײൻ വഴി ഒരാൾ്ׯ ഈ rho 1 
ര؇് കാരّ׹ളും ഉപേയാഗി്׺ ബാׯിയുت കാരّ׹ൾ ശരിയാെണ്ؗ െതളിയിׯാൻ കഴിയും, ഇേؚാൾ 
ഒരു െചറിയ നിരീײണേമാ ഒരു കുറിേؚാ ഞാൻ ഇവിെട ْപُാٝവിുׯം.  സമാനമായ ഒരു പതി്ؚ n by m 
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ന് േവ؇ിയും പിടിുؗുׯ, ഈ വُٝു ത നി׹ൾ നിരീײിു׺കഴി؁ാൽ ഒരാൾ ആദّം matrices 
ْശؑിേׯ؇ കാരّം, ഇേؚാൾ ഒരാൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ ْശؑിׯാൻ കഴിയുؗ ഒരു കാരّം, അത് വീ؇ും 
എളുؚമുت കാരّമാണ്.  ഒരാൾ്ׯ ْശؑിׯാം, എؗിവ ഏെത׸ിലും ര؇് ആെണ׸ിൽ, a, b 
ഏെത׸ിലും വരി ഒരു ْപാഥമിക വരി ْപവർ؋നമാണ്, എؗിവ ഗുണിׯാവുؗ ഏെത׸ിലും ര؇് a, b 
െമْടി٧ുع കളാെണ׸ിൽ, ഒരാൾ്ׯ നിരീײിׯാൻ കഴിയുؗ ലളിതമായ കാരّം എؓാണ് ആ rho?  ab 
എؗത് യ്്ׯ തുലّമാണ്  എ ൈടംസ് ബി നؗായി ഇത് എ׹െന പിؓുടരുؗു മുآേ؋ത് rho rho a 
തവണ ײമിׯണം ന്െറ വരി ഇത് ഐഡന്റിئി ൈടംസ് ഐഡന്റിئി ൈടംസ് എؗതിന് b ab ab 
സമാനമായിരിുׯം, എؗാൽ ഐഡന്റിئിയുെട വരി ഇത് വീ؇ും ഒരു മാْടി٧്ع ആെണؗും 
ഞ׹ൾׯറിയാം  ആ മാْടി٧്ع ഗുണനം അേشാസിേയئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ഐഡന്റിئി ൈടമുകളുെട 

യ്്ׯ തുലّമായ ന്െറ എبാ കാരّ׹ളും നമു്ׯ ഉപേയാഗിׯാം, എؗാൽ മാْടി٧്ع ഗുണനം rho rho ab 
അേസാസിേയئീവ് ആെണؗും ഒരു മാْടി٧്ع മാْതമാെണؗും ഇത് തവണ യുെട ആണ്  rho phi i a rho 
നി׹ൾ ഇതിെന മാْടി٧്ع ഉപേയാഗി്׺ ഗുണിുׯക, എؗാൽ തവണ യുെട ഇത് െവറും b i a rho rho a 
തവണ ആണ്, അതിനാൽ ײമിׯണം, ൈമനസ് 1 ْപാഥമിക നിര b rho s rho s rho s rho 2 rho 1 
ْപവർ؋ന׹ളുെട ഒരു പരിമിതമായ െസئാണ്  അേؚാൾ നأൾ േനരെ؋ പറ؁ അേത നിഗമനം 
തെؗ കംേപാസ് െചᅃٝത് ൈമനസ് ഒ്ؗ െകാ؇് കേآാസ് െചᅃٝു ൈമനസ് ര؇് വരി rho s rho s rho s 
ര؇് ഒ്ؗ െകാ؇് കേآാസ് െചᅃٝാൽ ഈ എലിെമന്ററി േറാ ഓؚേറഷൻ ൽ rho AB-
ْപവർ؋ിുؗുׯെ؇׸ിൽ ഇതും സമാനമായിരിുׯം  രചി׺ത് rho s rho s mi  nus one Rho s 
ൈമനസ് ര؇് മുതൽ ഒ്ؗ വെര ഈ മാْടി٧عിൽ ْപവർ؋ിׯാൻ അനുവദിൂׯ, െകാ؇് rho two rho s 
ഗുണി׺ാൽ മതി  ന് തുലّമാണ് ഇേؚാൾ നൽകിയിരിؗുׯ സിزം ആണ് യഥാർ،؋ിൽ b x 
സി؋زിന് മുകളിലുت സി؋زിന്െറ പരിഹാരമാെണ്ؗ കരുതുക, അേؚാൾ യുെട rho of ax b rho
യ്്ׯ തുലّമാണ്, ഇവിെട എؗത് ഏെത׸ിലും ْപാഥമിക വരി ْപവർ؋നമാണ്, അതിനാൽ rho a 
നമു്ׯ ഇത് ലഭിു׺കഴി؁ാൽ ഉപേയാഗിുׯക.  മുآേ؋ത്, ഇത് ഒരു സമയ؋ിന്െറ ന്െറ യ്്ׯ x rho 
തുലّമാെണ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ മുآെ؋ െനാേ؂ഷനിൽ ഞ׹ൾ കുറ്׺ മിനി്ئ 
മു്آ ഉപേയാഗിു׺, ഇത് ബി ടിൽഡിന് തുലّമായ ടിൽഡിന് തുലّമാണ് അതാണ് പരിഹാരം ബി x x  
ടിൽഡിന് തുലّമായ സിزം േകാടാലിയും സി؋زിനുت പരിഹാരമാണ്.  ന് തുലّമായാൽ b tilde x 
എؗത് ആണ്  ന് തുലّമായ സിزം േകാടാലിتുׯ പരിഹാരം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ als b 
െചᅃٝത് ഒരു ْപാഥമിക വരി ഓؚേറഷനു മാْതമുتതാണ്, കൂടാെത ْപാഥമിക വരി ഓؚേറഷനുകളുെട 
പരിമിതമായ േْശണിയിൽ േപാലും സമാനമായ ഒരു സംഗതി നിലനിൽുׯെമ്ؗ ഇേؚാൾ നമുׯറിയാം, 
അതിനാൽ സിزം േകാടാലി.  ന് തുലّമായ സി؋زിനും ടിൽഡിന് തുലّമായ നും ഒേര b b a tilde x 
പരിഹാരമു؇്, അതിനാൽ നأൾ പറ؁െതؓും, ഒരു ടിൽഡ് ലഭി׺ാൽ, ײമിׯണം, ײമിׯണം  എ, 
ബി എؗിവയിൽ നി്ؗ ഒരു ടിൽഡും ബി ടിൽഡും യഥാْകമം എലിെമന്ററി ഓؚേറഷനുകളുെട 
പരിമിതമായ െസ്ئ ْപേയാഗി׺ാൽ, ഒരു പരിമിതമായ വരി ഓؚേറഷനുകൾ ْപേയാഗി്׺ ഒരാൾ്ׯ ഒരു 
പുതിയ സിزം ലഭിുׯം, ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ നിഗമനം െചᅃٝ ഒരു ടിൽഡ് തുലّമാണ്  ന് തുലّമായ x b 
സിزം േകാടാലിയും ടിൽഡിന് തുലّമായ സിزവും ഒേര പരിഹാര׹ൾ ഉتതിനാൽ b a tilde x 
ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു ْപٍ٠ം കൂടി െചإാം ര؇് ൈമനസ് മൂ്ؗ തുലّമായ ൈമനസ് ഇരുപെ؋ാ്ؗ മൂ്ؗx y 

 തിന് തുലّമാണ്, ഇത് x y x yآാ؋ൈമനസ് നാൽؚെ ൈമനസ് അ؀് സ് ടു തുലّമാണ്  ഒരു എ؂്؛
നിർ؉യി׺ സി؋زിന് മുകളിൽ നിർ؉യി׺ിരിؗുׯ സമവാകّ׹ളുെട ഒരു കൂ؂മാെണ്ؗ ഒരാൾ്ׯ 
ْശؑിׯാൻ കഴിയും ശരിയാണ് ഇത് അമിതമായി നിർ؉യിׯെؚ؂താണ്, എؓുെകാ؇ാണ് നأൾ 
ഇതിെന ഓവർ നിർ؉യ സിزം എ്ؗ വിളിؗുׯത്, കാരണം നമു്ׯ ഉتത് െവറും ര؇് മാْതമാണ്  
േവരിയബിളുകൾ ഉം ഉം ഉ؇് എؗാൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ സിزം പരിഹരിׯാൻ ْശമിׯാം നമു്ׯ x y 
ആദّം ഓെ׶ന്റഡ് മാْടി٧്ع എഴുതാം അെ׸بിൽ അതിനു മു്آ യിൽ മൂലّനിർ؉യം െചᅃٝ മാْടി٧്ع xy 
േഫാം 2 ൈമനസ് 3 3 2 എ؂് ൈമനസ് അ؀് നമു്ׯ ൈമനസ് ഇരുപത് നൽകണം  ഒ്ؗ, ൈമനസ് പതിനാല്, 
ഇതാണ് ഇേؚാൾ നമുتുׯ സിزം ഓെ׶ന്റഡ് മാْടി٧്ع എഴുതാൻ ْശമിׯാം ര؇് മൂ്ؗ എ؂് ൈമനസ് 
മൂ്ؗ ര؇് ൈമനസ് അ؀് ഇത് െമْടി٧عിന്െറ رിരാ׸ം െകാ؇് വർؑിؚിׯാം ൈമനസ് ഇരുപെ؋ാ്ؗ 
ൈമനസ് നാ١يത് ഒآത് ഇതാണ് നൽകിയിരിؗുׯത്.  മാْടി٧്ع അെ׸بിൽ ഇതാണ് സിزം, ഞ׹ൾ 
സിزം നൽകിയി؂ു؇്, ഞ׹ൾ ഓെ׶ന്റഡ് മാْടി٧عിൽ എഴുതിയി؂ു؇്, ഞ׹ൾ ആദّം െചേإ؇ത് 
ലീഡിംഗ് േകാഫിഫിഷّന്റ് തിരയുക എؗതാണ്.  ആണ് ലീഡിംഗ് േകാഫിഫിഷّന്റ്, ഞ׹ൾ അത് s 
ഒؗായി പരിവർ؋നം െചേإ؇തു؇്, അതിനാൽ ഒؗിന് പകരം ഒ്ؗ ര؇് തവണ ഒ്ؗ എ്ؗ r r r 
നമു്ׯ െചإാം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯത് ഒ്ؗ ൈമനസ് ْതീ ൈബ ര؇് ആണ്, ഞ׹ൾ അത് 
ൈമനസ് ഇരുപത് െകാ؇് വർؑിؚിുׯകയാണ്.  ഒؗിന് ര؇ായി നമു്ׯ മ്ئ കാരّ׹ൾ എടുׯാം, അത് 
മൂ്ؗ ര؇് ഒ്ؗ എ؂് ൈമനസ് അ؀് ൈമനസ് നാ١يത് ഒآത്, അതിനാൽ അടു؋തായി െചേإ؇ത് ആദّ 
നിരയിെല േശഷിؗുׯ മൂലക׹െള പൂജّമാׯി മാുئക എؗതാണ്.  ര؇് ൈമനസ് മൂ്ؗ തവണ r r 
ഒ്ؗ, അതുേപാെല തെؗ ْതീെയ മൂ്ؗ ൈമനസ് എ؂് തവണ ര؇് ഒ്ؗ ൈമനസ് ْതീ രെ؇؉ം r r r r 
െകാ؇് വർؑിؚിׯാം, ൈമനസ് ഇരുപ؋ിെയാ്ؗ െകാ؇് വർധിؚിׯാം ഒ്ؗ നമു്ׯ പൂജّം ഉ؇് 
എനി്ׯ ഇവിെട വീ؇ും പൂജّം ഉ؇്  2 ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ ؛സ് 9 ന് 2 1 ؛സ് 3 ഇര؂ി ഇത് 
അറുപ؋ി മൂ്ؗ ര؇്, വീ؇ും ൈമനസ് അ؀് ഞ׹ൾ ഇതിെന എ؛ ؂്സ് ഇരുപ؋ിനാല് ര؇് െകാ؇് 
ഗുണിുؗുׯ, ഇവിെട നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് നാ١يെ؋ാآതും ഇരുപ؋ിെയാ്ؗ എ؂് ഒؗായി ലഭിുׯം  
അറുപ؋ിര؇് ഇേؚാൾ നമു്ׯ ْശമിׯാം  അവസാനേ؋ത് എഴുതുؗതിന്, ഘ؋؂ിൽ നമു്ׯ ഇവിെട 
ലഭിؗുׯ മാْടി٧്ع ഒരു പൂജّം പൂജّം ൈമനസ് മൂ്ؗ, ര؇് പതിമൂ്ؗ, ര؇് പതിനാല്, ര؇്, ൈമനസ് 
ഇരുപെ؋ാ്ؗ ര؇് അറുപത് അ؀്, ര؇് എൺപത് ഒ്ؗ അآത് ײമിׯണം, മുؚത് അെത  കാരണം 
ഒ്ؗ അറുപ؋ി ര؇്, അതായത് എൺപ؋ിെയാ്ؗ എൺപ؋ിെയാ്ؗ ײമിׯണം, എൺപ؋ിെയാ്ؗ 

Pru
tor
@
IIT
K



ൈമനസ് നാ١يെ؋ാآത് ശരി, എൺപ؋ിെയാ്ؗ ൈമനസ് േഫാർ؂ി ഒآത്, അത് നമു്ׯ പതിെനാ്ؗ 
ൈമനസ് ഒآത് നൽകും, അതായത് പْؓ؇് ഏഴ് ൈമനസ് നാല് മൂ്ؗ, അതിനാൽ നമു്ׯ മുؚ؋ിര؇് 
ലഭിുׯം, അതിന് മുؚത് ഉ؇ാകും  ര؇് ഇേؚാൾ അടു؋തായി േനാേׯ؇ത് ഈ പദമാണ്, നി׹ൾ 
പരിവർ؋നം ആരംഭി׺ാൽ ഞ׹ൾ അതിെന പൂജّമാׯി മാേئ؇ിവരും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
നി׹ൾׯായി െചേإ؇ത് ഒ്ؗ ര؇ിേല്ׯ പരിവർ؋നം െചേإ؇തു؇് എؗത് ര؇് െകാ؇് r 
മാئിرാപിേׯ؇താണ്  പതിമൂ്ؗ തവണ ര؇് ഒ്ؗ പൂജّം ൈമനസ് മൂ്ؗ ര؇് ര؇് നി׹ൾ്ׯ ഒ്ؗ r 
ലഭിുׯം, അതിനാൽ ബാׯിയുت വരികൾ ُ١ർശിׯാ؋താണ് നി׹ൾ്ׯ ഇരുപ؋ിെയാ്ؗ രെ؇؉ം,
അതായത് അ؀് മുؚ؋ിര؇്, എനി്ׯ മ്ئ കാരّ׹ൾ പൂജّമാׯി മാേئ؇ിവരും, അതിനാൽ ഞാൻ 
എ്ؓ െചുإം  ഒؗിന് പകരം മൂ്ؗ ര؇് തവണ ര؇് ؛സ് ഒ്ؗ, അതുേപാെല തെؗ ْതീ്ׯ പകരംr r r r 
ൈമനസ് പതിനാല് ര؇് തവണ ര؇് ؛സ് ْതീ എؗിവയ് ്ׯ പകരം എനി്ׯ ഒരു പൂജّം പൂജّം പൂജّം r r 
ഒ്ؗ പൂജّം എؓാണ്, തുടർ്ؗ ഞാൻ ഇവിെട ْപവർ؋ിേׯ؇തു؇്  ൈമനസ് ഇരുപ؋ിെയാ്ؗ ര؇് 
വലത് അ؀് മൂ്ؗ ര؇്, അതായത് പതിന؀് ര؇് ൈമനസ് ഇരുപെ؋ാ്ؗ ൈബ ര؇്, അതുേപാെല 
തെؗ എനി്ׯ ഇവിെട അ؀് ഉ؇ാകും, അവസാനെ؋ മുؚ؋ി ര؇് ൈമനസ് എഴുപത് ര؇്, അതായത്
മുؚ؋ിയ؀് അെത ഇത് മുؚ؋ിയ؀് കൃതّമായി അെത  അവ മുؚ؋ിയ؀് ആയിരിׯണം, 
അതിനാൽ മുآേ؋ത് ഇത് ഒരു അറുപ؋ി എ؂് ആയിരിׯണം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇത് 
എൺപ؋ിനാലും മൂ്ؗ ആയി ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇത് മുؚ؋ിയ؀് ആകും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ 
ലഭി׺ അؓിമ ഫലമായ മാْടി٧്ع ഇതാണ് അؓിമ ഫലമായ മാْടി٧്ع  ഒരു പൂജّം പൂജّം ഒരു പൂജّം പൂജّം 
പിെؗ നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯത് ൈമനസ് മൂ്ؗ അ؀് പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ അവസാന 
സമവാകّ׹ൾ എഴുതാം തുലّമായ ൈമനസ് മൂ്ؗ അ؀് നും ന് തുലّവും ײമിׯണം ഇب x y z z 
 പരിഹാരം  വരി s تിനു؋زാൽ ആണ് ഇേؚാൾ സി׺ൾ ഇത് ْശؑി׹ണം ശരിയാണ്  നിׯമിײ
കുറ׺ എ׺േലാൺ േഫാം, അവസാന വരി പൂജّമായി മാറുകയാെണ׸ിൽ, നി׹ൾ رിരമായ മാْടി٧عിൽ 
സമാന വരി എലിെമന്ററി ഓؚേറഷനുകൾ ْപേയാഗി׺ാൽ, അവസാന േടം അെ׸بിൽ എؓായാലും 
എവിെടയായിരുؗാലും പൂജّം ഇവിെട അടുുׯകയും നി׹ൾ്ׯ ഒരു ലഭിുׯകയും െചᅃٝാൽ  
േനാൺ-സീേറാ േടം അേؚാൾ ഒരാൾ്ׯ അ؋രെമാരു സി؋زിന് പരിഹാരമിെ്ؗب എളുؚ؋ിൽ 
നിഗമനം െചإാം അെ׸بിൽ നൽകിയിരിؗുׯ മാْടി٧عിന്െറ റാ്׸ അെ׸بിൽ േകാഫിഫിഷّന്റ് 
മാْടി٧്ع തുലّമാെണ׸ിൽ, േരഖീയ സമവാകّ׹ളുെട ഒരു സി؋زിന് ഒരു പരിഹാരമുെ؇׸ിൽ a 
റാ׸ിന്െറ അടിرാന؋ിൽ നമു്ׯ ഒരു കുറി്ؚ ഉ؇ാׯാം.  മാْടി٧عിന്െറ റാ്׸ വർؑിؚി׺ത് a 
٧ുعഈ ര؇് െമْടി ٧്عിരമായ മാْടിر കളുെട റാു׸കൾ ഇവ ര؇ും ഒു؋വؗാൽ, ഈ ര؇് b, 
െമْടി٧ുع കളുെട റാു׸കൾ ഒു؋വؗാൽ, അ؋രെമാരു സْآദായ؋ിന് ഒരു പരിഹാരമുെ؇്ؗ നി׹ൾ 
പറയുؗു, അവ ൈകവശം വ׺ിെ׸بിൽ അ؋രെമാരു സി؋زിന് ഒരു പരിഹാരവും ലഭി׺ി؂ിെ്ؗب 
ഞ׹ൾ പറയുؗു  എൻ  നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി െചإാം ര؇് ൈമനസ് മൂ്ؗ ؛സ് ടു ow x y z 
പതിമൂ്ؗ മൂ്ؗ ؛സ് ൈമനസ് ര؇് മൂ്ؗ ൈമനസ് നാല് ൈമനസ് മൂ്ؗ ഇെസഡ് തുലّം ഒؗിന് x y z x y 
തുലّം ഇതാണ് നൽകിയിരിؗുׯ സിزം ഇേؚാൾ ആദّം നമു്ׯ എഴുതാൻ ْശമിׯാം  ഈ ര؇് ൈമനസ്
മൂ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ മൂ്ؗ ൈമനസ് നാല് ൈമനസ് മൂ്ؗ അ׾ാത ൽ xyz-
ْപേയാഗിുׯേآാൾ എനി്ׯ പതിമൂ്ؗ ര؇് നൽകണം, ഒ്ؗ ഇേؚാൾ സാധാരണ േപാെല ആദّം നമു്ׯ 
ഓെ׶ന്റഡ് മാْടി٧്ع ര؇് മൂ്ؗ മൂ്ؗ എഴുതാം ൈമനസ് മൂ്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ് നാല് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ 
ൈമനസ് മൂ്ؗ പതിമൂ്ؗ ര؇് െകാ؇് േകാഫിഫിഷّന്റ് മാْടി٧്ع ആെ׶ന്റഡ് േകാഫിഫിഷّന്റ് 
മാْടി٧عിെനാؚം െമْടി٧عിന്െറ رിരാ׸േ؋ാട് േചരുേآാൾ അതിെന ഓെ׶ന്റഡ് മാْടി٧്ع എ്ؗ 
വിളിുؗുׯ , പൂജّമبാ؋ വരികൾׯായി ഞ׹ൾ ആദّം േനാുؗുׯ, പൂജّമبാ؋ വരികൾ ഇب ഈ 
സാഹചരّ؋ിൽ, അതിനാൽ നأൾ കെ؇ؗു؋ത് പൂജّമبാ؋ നാലാമെ؋ 
േകാഫിഫിഷّൻസിനായി ഞ׹ൾ തിരയുؗു, അത് െവറും ര؇ായി വരുؗ ആദّ വരി ഞ׹ൾ അതിെന 
ഒؗായി പരിവർ؋നം െചുؗുإ, അതിെന ഒ്ؗ ൈബ ടു ടിം ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിുؗുׯ  r es r 

ബാׯിയുت വരികൾ െതാ؂ുകൂടാ؋താണ് ൈമനസ് ْതീ ഒ്ؗ ര؇് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് one 
നാല് ൈമനസ് മൂ്ؗ പിെؗ ഇവിെട ൈമനസ് മൂؗാമേ؋ത് മൂؗാമേ؋ത് ײമിׯണം പതിമൂ്ؗ ര؇് 
ര؇് ഒ്ؗ ഇേؚാൾ നأൾ ആദّ നിരയിെല മ്ئ ഘടക׹െള പൂജّമാׯി മാേئ؇തു؇് നമു്ׯ ഇത് 
െചإാം, ഇത് ഒؗിെന വൺ ؛സ് ْതീ െകാ؇് ര؇് തവണ ര؇് , മൂ്ؗ എؗത് മൂ്ؗ ൈമനസ് r r r r r 
പകുതി മട്׹ എؗിവ മാئിرാപിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ആദّ നിരയിൽ ഒരു പൂജّം r 
പൂജّം ര؇ാം നിര ഉ؇ായിരിുׯം.  പൂജّം ഒ്ؗ പൂജّം ഇേؚാൾ നമു്ׯ മൂؗാമേ؋ത് r one r one 
എؗത് ഒ്ؗ ؛സ് ْതീ െകാ؇് ര؇് ആയി കണׯാׯാം, അതിനാൽ ഇതിന് ൈമനസ് എ؂് ൈമനസ് ah 
ഉ؇ായിരിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ പْؓ؇് മുതൽ പതിെനാ്ؗ വെര ര؇ാമെ؋ വരി ഉ؇ായിരിുׯം, 
ൈമനസ് എ؂് മുതൽ പതിെനാ്ؗ മൂؗാമെ؋ വരി ْതീ മാئമിبാെത തുടരും ൈമനസ് ആറ് ആഹ് ؛സ് R 
ൈമനസ് പകുതി തവണ എ؂് ൈബ പതിെനാ്ؗ 
അ׹െന ؛സ് നാല് പതിെനാ്ؗ അവസാന േകാളം പതിമൂ്ؗ ര؇് ؛സ് മൂ്ؗ ര؇് തവണ ൈമനസ് 
മുؚ؋ി അ؀് പതിെനാ്ؗ, 
അ׹െന നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّം അ؀് മുതൽ പതിെനാ്ؗ െസׯൻഡ് വരി െസേׯാ  ഒ്ؗ 
മാئമിبാെത തുടരുؗു മൂؗാമേ؋ത് ഒ്ؗ ൈമനസ് മുؚ؋ിേയഴിൽ ര؇് ؛സ് മുؚ؋ിയ؀ിൽ 
ഇരുപ؋ിര؇് ര؇്, അതിനാൽ ഈ േകസിെല ഫലമായു؇ാകുؗ മാْടി٧്ع ഒരു പൂജّം പൂജّം ഒ്ؗ പൂജّം 
ഒ്ؗ ൈമനസ് പْؓ؇് പതിെനാ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈബ പതിെനാ്ؗ 
ൈമനസ് എ؂് പതിെനാ്ؗ െസׯൻഡ് ഒ്ؗ ൈമനസ്  ഇരുപത് ൈമനസ് അറുപ؋ി ആറ് ؛സ് നാല് ൈബ 
പതിെനാ്ؗ ؛സ് നാല് 
അ׹െന നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് അറുപ؋ി ര؇് ൈബ 11 ആയിരിുׯം അവസാന േകാളം നി׹ൾ്13 ׯ 
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മുതൽ 11 വെര ഉ؇ായിരിുׯം, അതായത് 143 ൈമനസ് 105, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇത് 38 ൈബ 
പതിെനാ്ؗ, ײമിׯണം ൈമനസ് മുؚ؋ി എ؂് ൈബ ഇരുപ؋ിര؇് ര؇ാമേ؋ത് മാئമിبാെത 
തുടരുؗു , ഇത് മാْതമാണ് നി׹ൾ്ׯ അവസാനമായി ലഭിؗുׯത് ആഹ് മുؚ؋ിേയഴിൽ നി്ؗ 
പതിെനാؗിേല്ׯ, അത് നാല് ഏഴ് ഏഴ്, നാല് ന؂് ഏഴ് ؛സ് ആഹ് ൈമനസ് നാല് ഏഴ് ؛സ് മുؚ؋ിയ؀്, 
ഇത് നി׹ൾ്ׯ മൂ്ؗ എഴുപ؋ി ര؇് നൽകും അതിനാൽ ഇതാണ്  നി׹ൾ്ׯ മൂ്ؗ എഴുപ؋ിര؇് ഓൺ
പതിെനാ്ؗ തരാൻ േപാകുؗു, ഇരുപ؋ിര؇ിൽ ײമിׯണം, ഇവിെട അവസാനെ؋ ഘടകം 
അതായത് ൈമനസ് അറുപ؋ിര؇ിൽ പതിെനാ്ؗ ഞ׹ൾ ഇത് ഒؗാׯി മാുئം, അതിനാൽ ْതീ്ׯ r 
പകരം പതിെനാ്ؗ ൈമനസ് എൽ  അറുപ؋ിര؇ിൽ നി്ؗ മൂ്ؗ ആയാലും നമു്ׯ ഇവിെട r 
ലഭിؗുׯത് ഒ്ؗ പൂജّം പൂജّം പൂജّം ഒ്ؗ പൂജّം ൈമനസ് ഒ്ؗ പതിെനാ്ؗ ൈമനസ് എ؂് പതിെനാ്ؗ 
പതിെനാ്ؗ ഒ്ؗ അവസാന േകാളം മുؚ؋ി എ؂് ഇരുപ؋ിര؇് ൈമനസ് മുؚ؋ിയ؀് ൈബ 
പതിെനാ്ؗ , ഇവിെട നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം ആഹ് ഇതാണ്  എനി്ׯ ആ ൈമനസ് മൂ്ؗ എഴുപ؋ി ര؇് ഉം 
ൈമനസ് 60 ഓൺ ൈമനസ് 62 ഉം നൽകും, അത് എനി്ׯ െവറും 6 തരും, 11 ൈബ 22 എനി്ׯ പകുതി 
നൽകും, അതിനാൽ എനി്ׯ െവറും 3 മാْതേമ ലഭിൂׯ. അതിനാൽ നأൾ ഇേؚാൾ െചേإ؇ത് ഈ 
ൈമനസ് ഒؗായി പരിവർ؋നം െചുإക എؗതാണ്  പതിെനാؗും ൈമനസ് എ؂ും പതിെനാؗും 
ഒؗിേല്ׯ േസാറി പൂജّ׹ളാׯി, ഇേؚാൾ നമു്ׯ അത് െചإാം, ഇേؚാൾ ഒؗിന് പകരം ഒ്ؗ ؛സ് r r 
ഒؗിെന പതിെനാ്ؗ തവണ മൂ്ؗ ആണ്, അതുേപാെല ര؇ിന് പകരം ര؇് ؛സ് എ؂് പതിെനാ്ؗ r r r 
തവണ മൂ്ؗ നമു്ׯ കണׯാׯാം ഒؗും ര؇ും നിരകൾ മാئമിبാെത തുടരുؗു, ഒരു പൂജّം പൂജّം r 
പൂജّം ഒ്ؗ പൂജّം , ഈ കണുׯകൂ؂ലുകെള അടിرാനമാׯി , അവസാന നിര വീ؇ും പൂജّം പൂജّം 
ആെണ്ؗ വീ؇ും വّװമാണ്, നമു്ׯ അവസാന േകാളം കണׯാׯാം, അത് വർؑിؚി׺ത് ആണ്  r 
ഒ്ؗ മുؚ؋ി എ؛  ؂്സ് വൺ ൈബ പതിെനാ്ؗ തവണ ْതീ , അതായത് മൂؗിൽ പതിെനാ്ؗ nty two r 
ര؇ാമേ؋ത് ഒ്ؗ ര؇് r 
അ׹െന ൈമനസ് മുؚ؋ിയ؀് െകാ؇് പതിെനാ്ؗ ؛സ് എ؂് പതിെനാ്ؗ തവണ ْതീ R 
അ׹െന അത് ഇരുപ؋ിനാലിൽ നി്ؗ പതിെനാ്ؗ ആണ്, അവസാന േടം െവറും മൂ്ؗ ആണ് 
അതിനാൽ ഫലമായു؇ാകുؗ മാْടി٧്ع  ഇവിെട ഒരു പൂജّം പൂജّം പൂജّം ഒ്ؗ പൂജّം പൂജّം ഒ്ؗ 
അ׹െന മുؚ؋ി എ؛ ؂്സ് മുؚ؋ി എ؛ ؂്സ് ആറ് അത് എനി്ׯ നാ؋١يി നാല് നാ؋١يിനാലിന് 
ഇരുപ؋ി ര؇് തരും എനി്ׯ ര؇് തരും മെئാ്ؗ ൈമനസ് മുؚ؋ിയ؛ ؀്സ് ഇരുപ؋ിനാല് .  
പതിെനാ്ؗ അതിനാൽ എനി്ׯ ഒ്ؗ മാْതേമയുൂت, അവസാനേ؋ത് മൂ്ؗ മാْതമാണ്, അതിനാൽ 
പരിഹാരം ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ മൂ്ؗ എؗതാണ് ഇതിേനാട് ആവശّമായ പരിഹാരം നമു്ׯ അടു؋ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ ഈ ْപഭാഷണം നിർ؋ാം , ലീനിയർ സമവാകّ׹ളുെട സമവാകّം 
പരിഹരിؗുׯതിനുت കുറ്׺ ഉദാഹരണ׹ൾ കൂടി േനാׯാം ْപേതّകി്׺ പരിഹാരമിبാ؋തും 
അനؓമായ പരിഹാര׹ൾ ഉتതുമായ സി׹زളിൽ നി׹ൾെبׯാവർുׯം നؕി 
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