
                                                                                
                                                                                
                                                                પાછલા લે՘ચરમાં િવԾાથӯઓનું չવાગત કરીએ છીએ, અમે મેિટӬ િસસની એિխલકેશનો 
જોઈ રՑા છીએ, ખાસ કરીને આ લે՘ચરમાં પંિԝ ઘટાડેલા એકેલન મેિટӬ ՘સ તરીકે ઓળખાય છે તેના ઉપયોગ પર અમે આ પંિԝ 
િરեયુડ એચેલોન મેિટӬ ՘સનો ઉપયોગ કરીશું અને િસչટમને હલ કરવાનો Ԑયાસ કરીશું.
  રખેીય સમીકરણો તો ચાલો આની સાથ ેશԁ કરીએ રખેીય સમીકરણ વԱા એક બરાબર એક બે એક વԱા બે nxn b one a x 
બે વԱા બરાબર સુધી સુધી બરાબર છેx 2 a 2 nxn b 2 am 1 x 1 plus  am 2 x 2 amnxn bm 
 તેથી આ સમીકરણોની િસչટમ છે અԥાત સાથે નહી ં અԥાતમા ંબરાબરm n n 
 તેથી તમારી પાસે જ ેછે તે અԥાતમા ં સમીકરણોની િસչટમ છે હવે તેને કેવી રીતે હલ કરવી તે િસչટમ આપવામાં આવી છે  અમેn m 
તેને ઉકેલવા માટે આગળ વધીએ તે પહેલાં અહી ંકેટલાક તթયો છે જનેું અવલોકન કરવંુ પડશે
 તેથી વાչતવમા ંિસչટમને જોતાં ըયા ંԋણ શԞતાઓ ઊભી થાય છે જ ેԐથમ શું છે, કોઈ ઉકેલ અિչતըવમાં નથી, કદાચ તમે ઉકેલો 
શોધી શકશો નહી.ં

સુધી  આપેલ િસչટમના બીӽ અનլય ઉકેલને સંતોષે છે અને અંતે બહુિવધ ઉકેલ હકીકતમાં ԧાર ેતમે કહો છો   x 1 x 2 xn 
કે તે બહુિવધ ઉકેલ છે તે એક અનંત સોճયુશનનો અનંત સમૂહ હશે તો ચાલો આપણે આ પંિԝનો ઉપયોગ કેવી રીતે કરવો તે જોવાનો
Ԑયાસ કરીએ.
  સમીકરણની આપેલ િસչટમને ઉકેલવા માટે મેિટӬ ՘સ
 તેથી ચાલો એક ઉદાહરણ કરીએ આપેલ િસչટમ માઈનસ ԋણ ઓછા બે વԱા ચાર બરાબર નવ ԋણ ઓછા બે x y z y z 
બરાબર પાંચ ચાર ઓછા ԋણ વԱા બે બરાબર આપેલ સાત  િસչટમ ચાલો આપણે મેિટӬ ՘સ માઈનસ ԋણ ઓછા બે ચાર x y z 
શૂլય 3 ઓછા 2 4 ઓછા 3 2 ના ԁપમા ંલખવાનો Ԑયાસ કરીએ અને પર મճૂયાકંન કરીએ જ ેઆપણને મળે છે તે નવ પાંચ xyz 
સાત બરાબર છે
 તેથી આ નવ પાંચ સાત તેમને સતત શկદો કહેવામાં આવે છે  સમીકરણ અને આ મેિટӬ ՘સ કે જ ેઆપણી પાસે અહી ંછે આ તે છે જનેે 
ગુણાંક મેિટӬ ՘સ તરીકે ઓળખવામા ંઆવે છે અને આ અӽէռા છેxyz 
 તેથી આ ગુણાંક મેિટӬ ՘સ છે આ અԥાત છે અને હવે આ સતત શկદો છે.

મેિટӬ ՘સના સદંભӪમા ંઆપણે જ ેિસչટમ અિધકાર લખી દીધું છે તે હવે ચાલો આપણે જ ેફોમӪની જԁર હોય તે ફોમӪમા ંલખવાનો   en 
Ԑયાસ કરીએ
 તેથી આપણે શું કરવા જઈ રՑા છીએ તે છે ગુણાંક મેિટӬ ՘સ લખીએ અને પછી તેને મેિટӬ ՘સ જમણા ઓછા ԋણના િչથરાંક સાથે 
વધારીએ.
  માઈનસ બે ચાર શૂլય ԋણ ઓછા બે ચાર ઓછા ԋણ બે આપણે સતત મેિટӬ ՘સ સાથે આને વધારવા જઈ રՑા છીએ આપણે આ 
ઓગમેլટેડ મેિટӬ ՘સનો ઉપયોગ કરીને િસչટમને હલ કરવા જઈ રՑા છીએ,
 તેથી પહેલા આપણે હલ કરવાનો Ԑયાસ કરીએ તે પહેલાં ચાલો આપણે આને ચાલો માં કլવટӪ  કરવાનો Ԑયાસ કરીએ.
  આપેલ ગુણાંક મેિટӬ ՘સને પંિԝ ઘટાડેલા એકેલન મેિટӬ ՘સમાં ԁપાંતિરત કરવાનો Ԑયાસ કરો.
 Ԑથમ વչતુ જ ેઆપણે કરવાનું રહેશે તે એ છે કે અԆણી ગુણાંક અથવા Ԑથમ િબન શլૂય ગુણાંક શોધો
 તેથી Ԑથમ િબન શլૂય ગુણાંક Ԑથમ પંિԝ છે માઈનસ ԋણ
 તેથી ચાલો બનાવીએ.
  તેને એકમાં ફેરવીએ તો આપણે ને એક પછી એક બાદ ԋણ ગુէռા એકને બદલીશું તો આપણી પાસે જ ેહશે તે એક બે બાય r r 
ԋણ ઓછા ચાર બાય ԋણ પર સમાન િԃયાઓનો સેટ લાગુ કરો.
  મેિટӬ િસસની િչથરતા પણ
 તેથી તમારી પાસે માઈનસ ԋણ હશે ԧાર ેતમે માઈનસ વન બાય ԋણ લાગુ કરશો ըયાર ેતમને તે માઈનસ ԋણ શૂլય ԋણ ઓછા બે 
પાંચ ચાર ઓછા ԋણ બે સાત મળશે પછીની વાત એ છે કે તે չતંભના અլય ઘટકોને શૂլયમાં બનાવવું જનેો અથӪ છે કે આપણી પાસે છે 
અહી ંએક
 તેથી તેમાથંી એક શૂլય છે
 તેથી આપણે આ ચારને શլૂયમાં ԁપાંતિરત કરવું જોઈએ ԋણ તેને ԋણ ઓછા ચાર ગુէռા એક શլૂય શլૂયથી બદલશેr r r 
 તેથી આપણી પાસ ેસમાન વչતુ હશે બે બાય ԋણ ઓછા ચાર બાય ԋણ ԋણ  બાદબાકી બે હશે
 તેથી આપણે આને શլૂય બનાյયું છે
 તેથી તે જ રીતે આ એકને બે વડે ԋણ વડે ઓછા ચારનો ગુણાકાર કરો તો તમારી પાસે ઓછા આઠ બાય ԋણ આહ ઓછા ԋણ ઓછા
આઠ બાય ԋણ હશે અને તે જ રીતે બે વԱા 16 બાય 3 તમારી પાસે ઓછા 3 5 છે  7 વԱા બાર અને
 તેથી પિરણામી મેિટӬ ՘સ જ ેઅહી ંઆપણી પાસે છે તે એક બે બાય ԋણ ઓછા ચાર બાય ԋણ ઓગમેլટેડ છે જમેાં ઓછા ԋણ શૂլય 
ԋણ ઓછા બે પાંચ શૂլય ઓછા સԱર બાય ԋણ બાવીસ બાય ԋણ ઓગણીસ હવે  ચાલો આપણે આ પેટા મેિટӬ ՘સ જોઈએ જ ે
આપણી પાસે છે અથવા Ԑથમ չતંભ અને Ԑથમ પંિԝ છોડીને બાકીના બે બાય બે પેટા મેિટӬ ՘સને અહી ંફરીથી અԆગէռ ગુણાંક 
જોઈએ જ ેԋણ છે તે ફરીથી શૂլય નથી.
  તેમને એકમાં બદલીએ જથેી આપણે બે બાય એક બાય ԋણ ગુէռા બે એક બે બાય ԋણ ઓછા ચાર બાય ԋણ અને પછી r r 
તમારી પાસે ઓછા ԋણ શૂլય એક ઓછા બે બાય ԋણ પાંચ બાય ԋણ શૂլય ઓછા સԱર બાય ԋણ બાવીસ બાય ԋણ અને  નેવું હવે 
આ આપેલ છે, ચાલો આપણે આ બીӽ չતંભના અլય ઘટકોને શૂլયમાં ԁપાંતિરત કરીએ એકને એક ઓછા ԋણ વડે બે ગુէռા r r 

બે Հારા બદલવામાં આવે છે અને તે જ રીતે અլય એક માટે ԋણને ԋણ વԱા ԋણ Հારા બદલવામાં આવે છે.r r r 

Pru
tor
@
IIT
K



  સԱર વખત માફ કરશો તે બે બાય ԋણ આહ બે બાય ԋણ હોવંુ જોઈએ અને અહી ંવԱા સԱર બાય ԋણ ગુէռા આર બે તો આપણી 
પાસે એક શլૂય શլૂય હશે અને અહી ંઆપણે બે બાય ԋણ ઓછા બે બાય ԋણનો ગુણાકાર કરી રՑા છીએ
 તેથી તમારી પાસે શૂլય ઓછા છે  બાય ԋણ વԱા ચાર બાય નવ અને પછી અહી ંઆપણે તેને માઈનસ ԋણ ઓછા દસ બાયfo ur 
ԋણ વડે વધારી રՑા છીએ અને પછી આપણી પાસે એક ઓછા બે બાય ԋણ પાંચ બાય ԋણ છે અહી ંતે શլૂય બાવીસ બાય ԋણ 
ઓછા ચોԋીસ બાય નવ થશે અને  આખર ેઆપણી પાસ ેઓગણીસ વԱા પં՞યાસી બાય નવ છે અըયાર ેઆપણે અંિતમ મેિટӬ ՘સ 
લખીએ કે આપણી પાસે જ ેછે તે અહી ંએક શլૂય શլૂય શլૂય એક શլૂય છે આપણી પાસ ેમાઈનસ ચાર બાય ԋણ વԱા ચાર બાય નવ છે
 તેથી પિરણામ આવશે  આપણી પાસે જ ેછે તે માઈનસ આઠ બાય નવ ઓછા બે બાય ԋણ છે અને તે જ રીતે આપણી પાસ ેછԬી 
ઓછા ԋીસ ચાર સાઈઠ છ ઓછા ચોԋીસ થશે બે ԋણ બԋીસ બાય નવ અને તે જ રીતે અլય એક માટે માઈનસ 19 બાય 3 5 બાય 3 
181  માફ કરશો 171 વԱા 85
 તેથી તમારી પાસે 6 અિધકાર છે 171 વԱા 85 6 7 વԱા 8 તે 15 1 થવા જઈ રՑું છે
 તેથી નવ પર 256 અને છેճલે આપણી પાસે આ એક બાકી છે
 તેથી ચાલો તેને એકમાં ԁપાંતિરત કરીએ
 તેથી આપણે આર ԋણને બદલીશું  નવ બાય બԋીસ વખત  ԋણ તમારી પાસે એક શૂլય ઓછા આઠ બાય નવ ગુէռા આઠ બાય r 
નવ ઓછા ઓગણીસ બાય ԋણ શૂլય એક ઓછા બે બાય ԋણ પાંચ બાય ԋણ શૂլય શլૂય એક અને પછી આપણી પાસે બԋીસ પર બે 
છխપન હશે હવે ચાલો આપણે બીӽ બે તըવો બનાવીએ  ԋીӽ չતંભમાં શլૂયમાં
 તેથી એક બાય આઠ બાય નવ ગુէռા ԋણ વԱા વન અને તે જ રીતે બે બાય બે બાય ԋણ ગુէռા ԋણ વԱા ની r r r r r r 
જ՛યાએ આપણે અહી ંશું સમાՃ કરીશું તે માԋ ઓળખ મેિટӬ ՘સ છે પરંતુ જો તમે નોધં લો  બીӾ બાજુ આપણી પાસ ેજ ેહશે તે માԋ 3 
7 અને 8 છે.
 અને
 તેથી હવે આપણે અંિતમ લખવાનો ԐયԴ કરીએ કે આપણી પાસે શું છે
 તેથી બરાબર 3 બરાબર 7 અને બરાબર અનેx y z 
 તેથી અંિતમ  અમે જ ેઉકેલની અપԟેા રાખીએ છીએ તે ԋણ સાત આઠ છે વાչતવમા ંઆ આપેલ િસչટમનો ઉકેલ છે
 તેથી કુદરતી ԐՇને સમીકરણોની િસչટમ આપવામાં આવે છે
 તેથી ની બરાબર િસչટમ અԟ આપવામાં આવે છેb 
 તેથી હવે લાગુ કરવા પર રખેીય સમીકરણોની આપેલ િસչટમ બનો  પંિԝ ને તըવ દો  પંિԝની િԃયાઓ જ ે અને પર b ary a b 
કરવામાં આવે છે તે હવે મને લેટ અ ડૅશ Հારા સૂચવવા દો અથવા િટճડ એ ના ને સૂચવે છે અને િટճડે હવે ના a rho b b rho 
દશાӪવે છે કે મારી પાસે એક નવી િસչટમ છે જ ે િટճડની સમાન િટճડ તરીકે ઓળખાય છે b x 
 તેથી આ નવી મેળવેલી િસչટમ છે જ ેઆપેલ િસչટમ ની બરાબર છે અને મારી પાસે નવી િસչટમ છે બરાબર b a tilde x b 

મારી પાસે એકમાԋ સંબંધ એ છે કે એ િટճડની સમકԟ છે કે તમે િટճડ મેળવી શકો છો  માԋ Ԑાથિમક tilde a is rho 
પંિԝની િԃયાઓ લાગુ કરીને માથંી અને એ જ રીતે એ િટճડ રાઈટની સમકԟ છે જ ે છે િટճડ એ જչટમાંથી અનેa b b rho a b 

િટճડ રાઈટ માટે સમાન રીતે પંિԝની Ԑાથિમક િԃયાઓ લાગુ કરીને માથંી મેળવવામાં આવે છેb a 
 તેથી ડેճટા માથંી મેળવવામાં આવે છે  ફԝ પંિԝ Ԑાથિમક કામગીરીને લાગુ કરીને અહી ંમાԋ એક જ વչતુ છે કે તમે પર b ab a 
લાગુ કરો છો તે જ કામગીરીનો સમૂહ પર પણ લાગુ કરવામાં આવે છે હવે દાવો એ છે કે બરાબર વેલ િસչટձસ b ax b ax 
બરાબર અને બરાબર  િટճડ પાસે છે  ઉકેલોનો સમાન સમૂહ સારી રીતે આ હકીકતને કેવી રીતે સાિબત કરવી તે એક b tilde x 
વչતુ જ ેઅહી ંઅવલોકન કરવી પડશે તે આના પુરાવામાં જતા પહેલા નીચે મજુબ છે
 તેથી ચાલો કેટલાક સરળ ગુણધમӷને અવલોકન કરવાનો Ԑયાસ કરીએ કે જો એ Ԑાથિમક છે તો એ Ԑાથિમક છે.rho rho 
  પંિԝની કામગીરી તે માԋ એક જ કામગીરી છે પછી વખતના બરાબરનો આ ԋણેય Ԑાથિમક કામગીરીને લાગુ i rho rho e 
કરીને સરળતાથી અવલોકન કરી શકાય છે, ફԝ તેને એક પર લાગુ કરો તો ઓછામા ંઓછા ԋણ બાય ԋણ માટે તેને સરળતાથી 
ચકાસી શકાય છે.
  મેિટӬ ՘સ જો કે સામાլય બાય મેિટӬ ՘સ માટે મնુકેલ નથી પરંતુ ԋણ બાય ԋણ મેિટӬ ՘સ માટે તે સરળ હોવું જોઈએ ફԝ તેને ԋણ n n 
બાય ԋણ મેિટӬ ՘સ પર લાગુ કરો અને તે જ રીતે ઓળખ મેિટӬ ՘સ પર સમાન Ԑાથિમક પંિԝની િԃયાને લાગુ કરો અને તેને એક a 
નોિટસ સાથે ગુણાકાર કરો  કે આ બંને એક અને સમાન છે અને તેના કારણે કોઈ յયિԝ તરત જ અવલોકન કરી શકે છે તે નીચે મજુબ
છે હકીકતમાં નીચેના પિરણામો છે Ԑથમ તે છે કે હંુ આગળ વધું તે પહેલાં હંુ કહી દઉં કે  પંિԝ એક પંિԝ બે સુધી એ rho s 
Ԑાથિમક પંિԝની િԃયાઓનો મયાӪિદત સમૂહ છે, જમણે મારી પાસે પંિԝની િԃયાઓનો મયાӪિદત સમૂહ છે એક બાય મેિટӬ ՘સ n n 
થવા દો પછી તમે Ԑાથિમક પંિԝની િԃયાઓના આ બધા મયાӪિદત સેટન ેએક પછી એક લાગુ કરો.
  અગાઉના એકને કારણે સરળતાથી ઓળખી શકાય છે કે આ ઓળખ મેિટӬ ՘સ પર Ԑથમ લાગુ કરાયેલી પંિԝ Ԑાથિમક કામગીરીના 
સમાન સેટ જવેું જ હશે અને પછી માԋ મેિટӬ ՘સ જમણા સાથે ગુણાકાર કરવામાં આવશે,a 
 તેથી આ માԋ મેિટӬ ՘સ ગુણાકાર છે અને અહી ં Ԑથમ તમે ઓળખ મેિટӬ ՘સ પર એક પછી એક આ પંિԝ Ԑાથિમક િԃયાઓ લાગુ s 
કરો છો અને પછી તમે તેની સાથે મેિટӬ ՘સ સાથે ગુણાકાર કરી રՑાં છો, બીӾ વչતુ ફરીથી સરળતાથી અવલોકન કરી શકાય છે કે જો 
તમે સમાન પંિԝનો સમૂહ લાગુ કરવા જઈ રՑા છો  મેિટӬ ՘સ પર એક પછી એક Ԑાથિમક કામગીરીઓ આ સમાન હશે કારણ કે તમે 
ઓળખ મેિટӬ ՘સ પર દરકે અને દરકે પંિԝ Ԑાથિમક કામગીરીને સમાન ԃમમાં લાગુ કરો છો અને અંતે સાથે ગુણાકાર કરો છો.e wel 

ԧાર ેતમે પર લાગુ કરો છો ըયાર ેઆ વખતની ઓળખ સમાન હશે  l a rho 1 rho 1 
 તેથી ઓળખના સમયનો અને હવે ԧાર ેતમે પર લાગુ કરલે પંિԝ 2 લાગુ કરવા જઈ રՑા છો ըયાર ેઓળખના rho 1 rho 1 
ગુણાંકમાં તમે શું મેળવશો તે છે.rho 1 
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  ઓળખ સમય ની ઓળખ સમય પર જ ેઓળખના સમયે સમાન છેrho 2 rho 1 a rho 1 
 તેથી સરળ રીતે ઇլડ՘શન Հારા બાકીની વչતુઓને આ બે બાબતોથી યો՛ય સાિબત કરી શકાય છે હવે એક નાનું અવલોકન અથવા 
એક નોધં જ ેહંુ અહી ંકહીશ  કે સમાન સչંકરણ બાય મેિટӬસેસ માટે પણ ધરાવે છે તે પણ બાય મેિટӬ િસસ માટે પણ ધરાવે n m n m 
છે તે પણ Ԑથમ વչતુ કે એકવાર તમે આ હકીકતનું અવલોકન કરી લો તે પછી յયિԝએ બરાબર અવલોકન કરવું પડશે હવે એક વչતુ 
જ ેતમે સરળતાથી નોધંી શકો છો તે એક સરળ વչતુ છે જ ેફરીથી  તમે નોધં કરી શકો છો કે જો અને કોઈપણ બે હોય તો a b 
પંિԝઓ કોઈપણ પંિԝ એ Ԑાથિમક પંિԝ િԃયા છે અને જો અને કોઈપણ બે મેિટӬસ છે જનેો ગુણાકાર કરી શકાય છે, તો આહa b 
સરળ વչતુ જ ેતમે અવલોકન કરી શકો તે નીચે મજુબ છે કે તે શું છે  એ બરાબર છે  વેલ આ કેવી rho ab rho a times b 
રીતે અનુસર ેછે ફԝ પાછલા એક નો ઉપયોગ કરો માફ કરશો ની પંિԝ આ ની ઓળખ સમયની rho a times b ab rho 
પંિԝ ઓળખ સમયની પંિԝ સમાન હશે પરંતુ ઓળખની પંિԝ તે ફરીથી એક મેિટӬ ՘સ છે અને આપણે ӽણીએ છીએ  તે મેિટӬ ՘સ 
ગુણાકાર એ એસોિસએટીવ છે
 તેથી ચાલો આપણે આ બધી વչતુઓનો ઉપયોગ કરીએ ના જ ેઓળખના સમય ના સમાન છે પરંતુ એ ab rho ab rho 
હકીકતનો ઉપયોગ કરીએ કે મેિટӬ ՘સ ગુણાકાર એ સહયોગી છે અને માԋ એક મેિટӬ ՘સ છેrho phi 
 તેથી આ ગુէռા અને છે  પછી તમે આને મેિટӬ ՘સ સાથે ગુણાકાર કરો જ ેસમાન છે પરંતુ ગુէռા ના આ i a rho b i a rho 
માԋ ગુէռા છે અનેrho a b 
 તેથી જો માફ કરશો જો ઓછા 1 એ Ԑાથિમક હરોળની િԃયાઓનો મયાӪિદત સમૂહ rho s rho s rho s rho 2 rho 1 
છે  પછી એ જ િનոકષӪ જ ેઆપણે અગાઉ કՑું હતંુ કે કձપોաડ માઈનસ વન સાથે બનેલું માઈનસ બે rho s rho s rho s 
પંિԝ સાથ ેબનેલું જો તે આ Ԑાથિમક પંિԝની િԃયા પર કાયӪ કર ેછે જો તે પર કાયӪ કર ેછે તો આ સમાન બનશે  rho one ab 

સાથે બનેલું છે  ફԝ તેને આ rho s rho s mi nus one rho s minus two up to rho 2 rho one 
મેિટӬ ՘સ પર કાયӪ કરવા દો માԋ સાથે ગુણાકાર કયાӪ પછી એક વાર આપણી પાસે આ હોય હવે કોઈ સરળતાથી બતાવી શકે છે કે s 
આ બંને પાસે સમાન ઉકેલ હશે તે બતાવવું કેવી રીતે શԞ છે આટલું કુહાડી  ની બરાબર એ આપેલ િસչટમ છે હવે ધારો કે એ b x 
િસչટમનો સોճયુશન છે હકીકતમા ંિસչટમની ઉપરની તો કુહાડીનો એ ના બરાબર છે ԧાં એ કોઈપણ rho b rho rho 
Ԑાથિમક પંિԝની િԃયા છે અમારી પાસે આ છે અને
 તેથી એકવાર અમારી પાસે આ હોય પણ તેનો ઉપયોગ કરો  પાછલું આ એ કહેવાની સમકԟ છે કે નું ગુણાંક બરાબર ના rho x t 
rho
 તેથી અગાઉના સંકેતમાં આપણે થોડી િમિનટો પહેલા જ ઉપયોગ કયӷ હતો આ ની બરાબર િટճડ જટેલો જ છે જ ેb tilde x 
આપણી પાસે જ ેહતો તે છે  િસչટમ કુહાડી માટે ની બરાબર એ પણ િસչટમ માટેનું સોճયુશન છે બરાબર x b a tilde x b 

હવે એ હકીકતનો ઉપયોગ કરો કે Ԑાથિમક પંિԝની િԃયાઓ ઉલટાવી શકાય તેવી છે અનેtilde 
 તેથી આપણી પાસ ેશું છે કે જો આ િસչટમ માટેનું સોճયુશન હોય તો િટճડ િટճડની બરાબર પછી એ છે  x x  b x als o 
િસչટમ કુહાડીનો ઉકેલ ની બરાબર છેb 
 તેથી આપણે જ ેકયુӭ તે માԋ એક Ԑાથિમક પંિԝ કામગીરી માટે છે અને હવે આપણે ӽણીએ છીએ કે સમાન વչતુ Ԑાથિમક પંિԝની 
િԃયાઓના મયાӪિદત ԃમ માટે પણ ધરાવે છે ԧાર ેસંપૂણӪ રીતે લાગુ કરવામાં આવે છે અને
 તેથી િસչટમ કુહાડી  ની બરાબર અને િસչટમ બરાબર પાસે સમાન ઉકેલ છેb a tilde x b tilde 
 તેથી આપણે જ ેપણ કՑું છે આમ ની બરાબર િસչટમ અને ની બરાબર માં ઉકેલોનો સમાન સમૂહ b ax b tilde tilde x 
છે જો િટճડ મેળવવામાં આવે તો માફ કરશો  જો િટճડ અને િટճડ અનԃુમે અને માથંી મેળવવામાં આવે છે, ફԝ Ԑાથિમક b a b 
પંિԝની િԃયાઓના મયાӪિદત સેટન ેલાગુ કરીને, ફԝ પંિԝની િԃયાઓના મયાӪિદત સેટન ેલાગુ કરીને, એક નવી િસչટમ મેળવી શકે છે
જ ે િટճડની બરાબર છે, અમે હમણાં જ તારણ કાઢռું છે  કે િસչટમ કુહાડી ની બરાબર છે અને િસչટમ બરાબર b b a tilde x 

પાસે ઉકેલોનો સમાન સમૂહ છે હવે ચાલો વધુ એક સમչયા કરીએ બે ઓછા ԋણ બરાબર માઈનસ એકવીસ ԋણ b tilde x y 
વԱા બે બરાબર  એક આઠ માઈનસ પાંચ બરાબર માઈનસ ઓગણԋીસ કોઈ નોિટસ કરી શકે છે કે આ િનધાӪિરત x y x y 

િસչટમ પર સમીકરણોનો ઓવર િનધાӪિરત સમૂહ છે, આ એક ઓવર િનધાӪિરત છે આપણે તેને ઓવર િનધાӪિરત િસչટમ કેમ કહીએ 
છીએ કારણ કે આપણી પાસ ેજ ેછે તે ફԝ બે જ છે  ચલ અને પણ આપણી પાસ ેԋણ સમીકરણો છે હવે આપણે િસչટમને x y 
ઉકેલવાનો Ԑયાસ કરીએ, ચાલો આપણે સૌԐથમ ઓગમլેટેડ મેિટӬ ՘સ લખીએ અથવા તે પહેલા આપણે Ԑથમ મેિટӬ ՘સ ફોમӪ 2 ઓછા 3 
3 2 આઠ ઓછા પાંચ લખીએ પર મճૂયાકંન કરવામા ંઆવે તો માઈનસ વીસ જોઈએ  એક એક અને બાદબાકી ચૌદ આ એ xy 
િસչટમ છે જ ેહવે આપણે ઓગમેլટેડ મેિટӬ ՘સ બે ԋણ આઠ ઓછા ԋણ ઓછા બે ઓછા પાંચ લખવાનો Ԑયાસ કરીએ, ચાલો તેને 
મેિટӬ ՘સ માઈનસ એકવીસ એક ઓછા 49ના િչથરાંક સાથે વધારીએ, આ આપેલ િવչતૃત છે  મેિટӬ ՘સ અથવા આ િસչટમ છે અને અમે 
િસչટમ આપી છે અમે ઓગમેլટેડ મેિટӬ ՘સ તરીકે લખી છે Ԑથમ વչતુ જ ેઆપણે કરવાનું રહેશે તે એ છે કે અԆણી ગુણાંક માટે જુઓ
 તેથી તે  એ અԆણી ગુણાંક છે અને આપણે તેને એકમા ંԁપાંતિરત કરવું પડશેs 
 તેથી ચાલો આપણે કરીએ કે એકને એક Հારા બે ગુէռા વન Հારા બદલવામાં આવે તો તમારી પાસે જ ેહશે તે એક ઓછા r r r 
ԋણ બાય બે છે અમે તેને માઈનસ વીસ સાથ ેવધારી રՑા છીએ.
  એક બાય બે તો ચાલો આપણે બીӾ વչતુઓ લઈએ કારણ કે તે ԋણ બે એક આઠ ઓછા પાંચ ઓછા 49 છે
 તેથી આગળ જ ેકરવાનું રહેશે તે એ છે કે Ԑથમ չતંભના બાકીના ઘટકોને શլૂયમાં ԁપાંતિરત કરો ԋણ અથવા બે Հારા બદલો  r r 

બે ઓછા ԋણ ગુէռા એક અને તે જ રીતે ԋણને ԋણ વખત ԋણ ઓછા આઠ વખત બે એક ઓછા ԋણ બાય બેr r r r r r r 
લઈએ ચાલો તેને માઈનસ એકવીસ બાય બે સાથે વધારીએ Ԑથમ એક સેકլડ એક આપણી પાસે શլૂય છે મારી પાસ ેફરીથી શૂլય છે 
અહી ંઆપણે શું કરીશું  પાસે 2 ઓછા છે
 તેથી વԱા 9 બાય 2 1 વԱા આનો 3 ગુણો જ ેબે વડે ԋીસઠ છે અને ફરીથી માઈનસ પાંચ આપણે આને આઠ વԱા ચોવીસ સાથે બે વડે
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ગુણાકાર કરી રՑા છીએ અને અહી ંતમારી પાસે માઈનસ ઓગણԋીસ વԱા એકવીસમાં આઠ એક હશે  હવ ેઆપણે ԐયԴ કરીએ  
આખરી એક લખવા માટે
 તેથી અંતે આપણે અહી ંતબԜામાં જ ેમેિટӬ ՘સ મેળવીએ છીએ તે છે એક શլૂય શլૂય ઓછા ԋણ બાય બે તેર બાય બે ચૌદ બાય બે 
ઓગમેլટેડ એકવીસ એક બાય બે સાઠ પાંચ બાય બે એસંી એક પચાસ સોરી એક ԋીસ હા  કારણ કે એક બાસઠ બાય બે જ ેએસંી 
એક એસંી એક છે માફ કરશો એસંી એક ઓછા ઓગણԋીસ ઓકે ઓકે એસંી એક ઓછા ઓગણԋીસ જ ેઆપણને અિગયાર ઓછા 
નવ આપશે જ ેબાર સાત ઓછા ચાર ԋણ છે
 તેથી આપણી પાસ ેબԋીસ ઓકે તે ԋીસ હશે  બે હવે પછીનું જ ેજોવાનું છે તે આ શկદ છે જનેે આપણે શૂլયમાં ԁપાંતિરત કરવું પડશે 
જો તમે ԁપાંતરણ શԁ કરો તો અમાર ેતમારા માટે શું કરવું પડશે આને એક આર ટુમાં ԁપાંતિરત કરવું પડશે બે Հારા બદલવું જોઈએ 
તેર ગુէռા આર બે એક શૂլય શլૂય ઓછા ԋણ બાય બે તમારી પાસે એક હશે
 તેથી બાકીની પંિԝઓ અչપૃնય છે તમારી પાસે એકવીસ બાય બે છે જ ેપાચં બԋીસ છે માર ેબીӾ વչતુઓને શլૂયમાં ԁપાંતિરત 
કરવી પડશે
 તેથી હંુ શું કરીશ  વનને ԋણ વડે બે વખત બે વԱા વનના չથાને લેવામાં આવે છે અને તે જ રીતે ԋણને બાદબાકી ચૌદ r r r r 
વડે બે ગુէռા બે વԱા ԋણ Հારા બદલવામાં આવે છે મારી પાસે એક શլૂય શլૂય શլૂય શլૂય એક શլૂય શું હશે અને પછી માર ેr r 
અહી ંકામ કરવું પડશે  માઈનસ એકવીસ બાય બે જમણા પાચંમાં ԋણ બાય બે જ ેપંદર બાય બે ઓછા એકવીસ બાય બે છે અને તે જ 
રીતે મારી પાસે અહી ંપાંચ હશે અને છેճલું બԋીસ ઓછા િસԱેર બાય બે જ ેપાંԋીસ છે હા આ બરાબર પાԋંીસ હોવંુ જોઈએ હા  તેઓ 
પાԋંીસ હોવા જોઈએ હા,
 તેથી પહેલાનું આ એક સાઈઠ આઠ હોવું જોઈએ જથેી તમને તે ચોયાӪસી વԱા ԋણ મળે
 તેથી આ પાԋંીસ હા થવા જઈ રՑું છે
 તેથી અમારી પાસે જ ેઅંિતમ પિરણામી મેિટӬ ՘સ છે તે આ અંિતમ પિરણામી મેિટӬ ՘સ છે  એક શૂլય શլૂય એક શլૂય શլૂય અને પછી 
તમારી પાસે જ ેહશે તે માઈનસ ԋણ પાંચ શլૂય છે તો ચાલો હવે આપણે સમીકરણોનો અંિતમ સેટ લખીએ  એ હવે િસչટમનો ઉકેલs 
છે જો તમે આને જોશો તો છેճલી પંિԝ હવે સંપૂણӪપણે શૂլય થઈ ӽય છે જો ըયા ંકોઈ િસչટમ હોય તો કોઈ એવી િસչટમ હોય કે જમેાં
તમે મેિટӬ ՘સને તેના પંિԝના એચેલોન չવԁપમા ંઘટાડી દો.
  પંિԝ ઘટાડેલી એકેલન ફોમӪ અને જો છેճલી પંિԝ શլૂય હોવાનું બહાર આવે છે પરંતુ જો તમે સતત મેિટӬ ՘સ પર પંિԝની Ԑાથિમક 
િԃયાઓનો સમાન સેટ લાગુ કરો છો અને નોધં લો છો કે છેճલી મુદત અથવા ગમે તે હોય ըયા ંશૂլય સૉટӪ  કરો અને જો તમે મેળવો છો  
િબન-શլૂય શկદ પછી કોઈ સરળતાથી િનոકષӪ પર આવી શકે છે કે આવી િસչટમ પાસે કોઈ ઉકેલ નથી અથવા ચાલો રլેકના સદંભӪમા ં
એક નોધં કરીએ રખેીય સમીકરણોની િસչટમમાં ઉકેલ હોય છે જો આપેલ મેિટӬ ՘સનો રլેક અથવા ગુણાંક મેિટӬ ՘સ સમાન હોય.a 
  મેિટӬ ՘સનો ԃમ જો આ બે આ બે મેિટӬ ՘સના રլેક એકસરખા a a augmented with b the constant matrix b 
હોય તો તમે કહો છો કે આવી િસչટમ પાસે સોճયુશન છે જો તેઓ પાસે ન હોય તો અમે કહીએ છીએ કે આવી િસչટમ પાસે કોઈ 
ઉકેલ નથી  ચાલો વધુ એક ઉદાહરણ કરીએ બે ઓછા ԋણ વԱા બે બરાબર તેર ԋણ વԱા ઓછા n  ow x y z x y z 
બરાબર બે ԋણ ઓછા ચાર ઓછા ԋણ બરાબર એક આ આપેલ િસչટમ છે હવે પહેલા આપણે લખવાનો ԐયԴ કરીએ  આx y z 
બે ઓછા ԋણ બે ԋણ એક ઓછા એક ԋણ ઓછા ચાર ઓછા ԋણનું મેિટӬ ՘સ ફોમӪ ԧાર ેિસչટમ પર લાગુ કરવામા ંઆવે ըયાર ે
અӽէռા પર લાગુ થાય ըયાર ેમને તેર બે અને એક હવે હંમેશની જમે પહેલા આપો ચાલો આપણે ઓગમլેટેડ મેિટӬ ՘સ બે ԋણ xyz 
ԋણ લખીએ.
 ઓછા ԋણ એક ઓછા ચાર બે ઓછા એક ઓછા ԋણ તેર બે સાથે વધેલા ગુણાંક મેિટӬ ՘સ ԧાર ેઆપણે મેિટӬ ՘સના િչથરાંકને ગુણાંક 
મેિટӬ ՘સ સાથે જોડીએ છીએ ըયાર ેઆપણે તેને ઓગમլેટેડ મેિટӬ ՘સ તરીકે ઓળખીએ છીએ આપણે સૌ Ԑથમ િબન-શլૂય પંિԝઓ 
શોધીએ છીએ અને ըયા ંકોઈ િબન-શլૂય પંિԝઓ નથી  આ િકչસામાં અને
 તેથી આપણે જ ેશોધીએ છીએ તે એ છે કે આપણે ચોથા િબન-શլૂય ગુણાંક માટે જોઈએ છીએ Ԑથમ પંિԝ જ ેમાԋ બે હશે અમે તેને 
એક આર વનમાં ԁપાંતિરત કરીએ છીએ તેના չથાને વન વન બાય ટુ િટમ  બાકીની પંિԝઓ અչપૃնય છે r es r one 
બાદબાકી ԋણ બાય બે એક એક ઓછા એક ઓછા ચાર ઓછા ԋણ અને પછી અહી ંમાઈનસ ԋીજંુ છે માફ કરશો તેર બાય બે બે એક
હવે આપણે Ԑથમ չતંભના અլય ઘટકોને શૂլયમાં ԁપાંતિરત કરવા પડશે ચાલો કરીએ કે આ વન બાય વન વԱા ԋણ બાય બે r r 
ગુէռા બે અને ԋણ બાય ԋણ ઓછા અડધા ગણા બદલશે તો આપણી પાસે શું હશેr r r r 
 તેથી Ԑથમ չતંભમાં એક શլૂય શլૂય બીӾ કોલમ હશે ફરી આપણી પાસે હશે  શૂլય એક શլૂય હવે આપણે ԋીӽ એક આર વન આર 
એકની ગણતરી કરીએ જ ેએક વԱા ԋણ બાય બે છે
 તેથી જનંુે માઈનસ આઠ બાય માઈનસ આહ હશે
 તેથી આપણી પાસ ેબાર બાય અિગયાર બીӾ પંિԝ યથાવત રહેશે બાદબાકી આઠ બાય અિગયાર ԋીӾ પંિԝ આર ԋણ માઈનસ છ
આહ વԱા બાદબાકી અડધા ગુէռા આઠ બાય અિગયાર
 તેથી વԱા ચાર બાય અિગયાર છેճલી કૉલમ તેર બાય બે વԱા ԋણ બાય બે ગુէռા ઓછા પાԋંીસ બાય અિગયાર સાથે વધાયાӪ
 તેથી તમારી પાસે અિગયાર બીӾ પંિԝ પર આટલું માઈનસ એક શૂլય પાંચ હશે એક યથાવત રહે છે ԋીજો એક ઓછા સાડԋીસnd 
બાય બે વԱા પાંԋીસ બાય બાવીસ
 તેથી આ િકչસામાં પિરણામી મેિટӬ ՘સ એક શլૂય શլૂય શլૂય એક શլૂય એક ઓછા બાર બાય અિગયાર છે
 તેથી તમારી પાસે ઓછા એક બાય અિગયાર ઓછા આઠ બાય અિગયાર સેકլડ એક ઓછા  વીસ ઓછા સાઠ વԱા ચાર બાય 
અિગયાર વԱા ચાર એટલે તમારી પાસે માઈનસ બાસઠ બાય 11 હશે છેճલી કૉલમમાં તમારી પાસે 13 બાય 11 હશે જ ે143 ઓછા 
105 હશે તો તમારી પાસે 38 બાય અિગયાર બાય 38 હશે, માફ કરશો, ઓછા ԋીસ બાય બાવીસ બીજંુ યથાવત રહે છે તે માԋ આ 
એક છેճલું છે જ ેતમારી પાસ ેહશે તે આહ સાડԋીસમાંથી અિગયાર છે જ ેચાર શլૂય સાત વԱા આહ ઓછા ચાર શૂլય સાત વԱા 
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પાԋંીસ છે જ ેતમને ԋણ બԱેર આપશે
 તેથી આ છે  તમને અિગયાર પર ԋણ િસԱેર આપવા જઈ રՑા છીએ 
માફ કરશો બાવીસ પર
 તેથી અહી ંછેճલું ઘટક જ ેમાઈનસ બાસઠ બાય અિગયાર છે આપણે તેને એકમાં ԁપાંતિરત કરીશું જથેી ԋણની જ՛યાએ અિગયાર r 
ઓછા આવે  બાંસઠ બાય આર ԋણમા ંપણ તો આપણી પાસે અહી ંહશે એક શլૂય શլૂય શլૂય એક શլૂય ઓછા એક બાય el 
અિગયાર ઓછા આઠ બાય અિગયાર એક છેճલી કૉલમ ԋીસ આઠ બાય બાવીસ ઓછા પાԋંીસ બાય અિગયાર અને અહી ંતમારી 
પાસે હશે આહ આ છે  મને આહ માઈનસ ԋણ બԱેર અને ઓછા 60 પર ઓછા 62 આપવા જઈ રՑા છીએ જ ેમને માԋ 6 આપશે 
અને 11 બાય 22 મને અડધો આપશે એટલે મારી પાસે માԋ 3 હશે.
 તો હવે આપણે શું કરવું પડશે આ માઈનસને એક વડે કլવટӪ  કરવું પડશે.
  અિગયાર અને ઓછા આઠ બાય અિગયાર એક મા ંશૂլય માં માફ કરશો તો ચાલો આપણે કરીએ કે હવે એક ને એક વԱા એક r r 
વડે અિગયાર ગુէռા ԋણ અને એ જ રીતે બે ને બે વԱા આઠ બાય અિગયાર ગુէռા ԋણ વડે બદલીએ ચાલો ગણતરી r r r r 
કરીએ તે Ԑથમ અને બીӾ કૉલમ તેઓ એક શլૂય શլૂય શլૂય શլૂય એક શլૂય યથાવત રહે છે અને આ ગણતરીઓના આધાર ેતે ફરીથી 
չપՋ થાય છે કે છેճલી કૉલમ ફરીથી શլૂય શլૂય છે, ચાલો આપણે અંિતમ કૉલમની ગણતરી કરીએ જ ેસંવિધӪત કૉલમ છે જ ેઆપણી 
પાસે હશે તે છે r.
 ԫી Հારા એક આડԋીસ  બે વԱા એક બાય અિગયાર ગુէռા આર ԋણ જ ેԋણ બાય અિગયાર છે બીજો એક આર બે
 તેથી ઓછા પાંԋીસ બાય અિગયાર વԱા આઠ બાય અિગયાર ગુէռા આર ԋણ એટલે જ ેચોવીસ બાય અિગયાર છે અને છેճલું પદ 
માԋ ԋણ છે
 તેથી પિરણામી મેિટӬ ՘સ  અહી ંએક શլૂય શլૂય શլૂય એક શլૂય શլૂય શլૂય એક છે
 તેથી આડԋીસ વԱા આંԋીસ વԱા છ જ ેમને ચાર ચાળીસ ચાર ચાર બાય બાવીસ આપશે તે મને બે બીӽ એક ઓછા પાԋંીસ વԱા 
ચોવીસ આપશે જ ેમાԋ અિગયાર ઓછા છે  અિગયાર એટલે મારી પાસે માԋ એક હશે અને છેճલું માԋ ԋણ છે
 તેથી ઉકેલ બે ઓછા એક ԋણ છે આ સાથે જԁરી ઉકેલ છે આ સાથે ચાલો આ લે՘ચરને હવ ેપછીના લે՘ચરમાં બંધ કરીએ આપણે 
રખેીય સમીકરણોની િસչટમ ઉકેલવા પરના કેટલાક વધુ ઉદાહરણો જોઈશું.eq 
 ખાસ કરીને તે િસչટમો પર કે જનેી પાસે કોઈ ઉકેલ નથી અને જનેી પાસે અસ՚ંય ઉકેલો છે તે બધાનો આભાર 
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