
छࣃ  గత ޳࢑ङ ङߕకల߯ ఉపޒऴࠪ ࡱबࡏ ङߕఉప ࡍవۨ ߯ށࢩల ऴࣃ సంࣃ ڵࡍޒ ࡹछ గతం ప࠭࠲ ,ࡏڒ࡯ 
ఎ࠱࡯ంటࡗ ࡎ ఆపࡔషߘऱ అߧ ߖలవబ࠭ࢡ۫ ߖ࢐ܽ ݦ మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ ۨవࡹࡍ వࡏస తڵ ठన ఎߤ࡮ۮ 
ࠪङ ऴܽڡझ  అߧ ߖలవబߖ࢐ܽ ݦ ఎ࡮ ఉపڵࡆంۧ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ࡹ.
 
ۨవࡍ ఉపߕङ సం ࠭࣋ڵ సమړߖ࠻ మనం ఒక ఉ޳హరణ࠭ࣃ۫ ߘ, ఇߩओ भ޳ۯ హరణ޳క ఉࡖమనం మ ݡ ం 
ऒߕࣆ 0 0 1 4 0 0 0 1 0 3 0 0 0 ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ݡంࡓ ڷࡱߕ   ڴదట࠴ ڕమన ޴న ࠪతృక ఇ࠳సࠪన ړ
ఉనऒ  ࠪతృక ࠬࡏ గమߖంచవలࣄన ࢑షయం ఏࠫటం݄, మనߕࣆ ڕऒ  వࡏస ఉంڒ ޴బܽद ߖߖ޳ ۨవړߖ޳ࡍ 
भ޳ۯ ࣁߩ ం ޜ ࠪరऐ బݟం޴, మన దగ ठర ఉనऒ ऒߕࣆ దܽ࠴ ࠭࠲ 0 0 0 0 0 2 4 0 1 4 0 0 0 1 0 3 0 ޴ r3 r4ߖڒ 
ऒߖߦࡐ సం ఈڝ సࡏవ ࡽڒ  కڵ࡯ ఉండంݟ, ఇ࠴ ޴దܽ޴ మ࠴ ࠾ࡍదܽ ߕࣆऒ  ݡ࠮ లకం ఈ࠮ ߖڒ 
రऐࠪ ڴ బܽद మనం ఒకڒ ऒޒऴపయ ړߖݞ भ޳ ం, ఒకߖߖ޳ ఒకܽࡏࣃ ݡ࠮ ړऱ ఒకܽړ ࠪరऐ ంݟ, మనڕ r r 
ऒߕࣆ  ఒకܽ ఉంܿంߕࣆ ݡ࠮  ޴ऒ ऒߕࣆ ݟంచంࠫࣾ ޜ  ఒకܽ ߕࣆऒ  ఒకܽ ݡ࠮ ఇతర వࡏసࡱ ࠪర࢓ 
ఇߩओ ऒߕࣆ ڴڷࡱߕ ࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ ޻మనం వ  అ ݡ  న࣒ e r r࠳ ݡ࠮ లకం࠮ ఇతర ݦఉం ڴݡ࠮ 
ࡎభ ޜ ऱࡏࣃ ڷࡱߕ फ ۯయబޔݡం޴ ఒక ࠴దܽ వࡏస ࠪరߕࣆ ,޶ऒ  ఒకܽ ߕࣆऒ  ఒకܽݡ࠮ ړ ࣊కߘ r r 
వࡏసࡱ మࢁऱ ࠪరڕంݞ ఉంܼߕࣆ ࠼ऒ ऒߕࣆ  ओࡏࠪ స  ఒకࡏడవ వ࠮ ڷࡱߕ  ऒߕࣆ   ڷࡱߕ న࣒࠳ 
ऒߕࣆ ऱࡏࣃ  ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ޴ऱ ఒకܽ ఇࡏࣃ ڷࡱߕ న࣒࠳ ڷࡱߕ   మࢁऱ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡏࣃ ڷࡱߕऱ ߕࣆऒ  
ఇࡓ ޴ంߕࣆ ݡऒ  ޶స ࠪరࡏవ ࡍవۨ ݡ࠮ ڷࡱߕ న࣒࠳ ࡏࠬ ݡ࠮ ݡ࠮ ऱ ఒకܽࡏࣃ ڷࡱߕ న࣒࠳ 
ఆ߯ త޶ప޴ࡍ ఈ సࠗ ࠪङ ऴܽڡझ  ఈ ࠙ߖڴऒ भ޳۫  ం, ڒబܽद ࠴దܽߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ࠾ࡍమ ࡱసࡏవ ߖڒ   ߖڒ 
भ޳ࡏࠪ ڴݡంࡓ ఒకܽ ߖߖ޳ బܽदڒ ڷࡱߕ లకం࠮ ం, ߖߖ޳ ఒకܽࡏࣃ ڷࡱߕ ړऱ ࡓంߕࣆ ݡऒ  ఒకܽ r r 
ऒߕࣆ  ఒకܽޜݡ࠮ ړ భࡎ फ ޳ۯभ ం ߕࣆऒ ऒߕࣆ   ఒకܽ ߕࣆ ڷࡱߕऒ ऒߕࣆ   ݡ࠮ ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡంࡓ 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   ఇߩओ ऒߕࣆ ߖంܽݟంࡓ బܽद ఈڒ ޴ఉం ݀ ܘఅ ڕࠬ ݡ రऐࠪ ڴ  ړߖݞ
ऴపయޒऒ भ޳ ం ࣃ ݡ࠮ब నం࠳ ݡ࠮ ࡹన࣒ ࡓంࡏࣃ ݡऱ ࡓంߕࣆ ݡऒ  ఒకܽ ߕࣆऒ  ఒకܽ ޳छ  r r r  ࡌ
ऒߕࣆ  డవ࠮ ऒߕࣆ   ఒకܽ ߘంߕࣆ ڷࡱߕ ݟऒ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ऱࢁమ ޴ऱ ఒకܽ ఇࡏࣃ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ   ee 

ऒߕࣆ సగం ޴ఇ ݡంࡓ ऱࡏࣃ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡ࠮ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   మ࠾ࡍ r r 
ఫ࡯తంڴ ఇకए డ వۯऐ  ࠪతృక ߕࣆऒ  ఒకܽ ߕࣆऒ  ఒకܽ ߕࣆ ݡ࠮ऒ ऒߕࣆ    ఒకܽ ߕࣆ ڷࡱߕऒ ऒߕࣆ   
ऒߕࣆ ऒߕఉ ڵ࡯క ࡏࠬ ڴవరۨ ࡏఆ ݡంڜన࣒ పద࠳ న࣒ సగం అం݄࠳ ݡ࠮ ڷࡱߕ న࣒࠳ బܽदڒ   ࡏ
ऒߖڴ࠙ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ  పࡍగށంۧߕࣆ ڕࠬ ,࡯ऒ ړశ ߖڒ  फ ఉంߕࣆ ,޴ऒ  న࣒࠳ ࡏఆ ݡంڜలకం ఈ పద࠮ ߖڒ 
పదڜంࣆࡏࠪ ߘݡफం޴  ఆߖ޵ ࡏऒ  ఒకܽ ऴࣆࡏࠪ ڴޓफం࠳ ޴న࣒ ఆ޳ ࡏछ ࡓ ݡంڜపద ࡌ ऱܿ ݡ࠮ r r 
ऒߕࣆ  ఒకܽ ߕࣆऒ  ఒకܽ ߕࣆ ݡ࠮ऒ ऒߕࣆ   ఒకܽ ߕࣆ ڷࡱߕऒ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   ఒకܽ ࠫ࡯ڵనߕࣆ ࢑ऒ  ࡱ
అ࠼ޑ࢓ మ࠾ࡍ ఇߩओ దగ ߕ ݡ ठర ఒకܽ ߘంڷࡱߕ ݟ ఉߕऒ ఇకए ࠾ࡍమ  ࠼ డ ߕࣆ ߖ࢐ܽ ߘߝऒ  ڴࡱ
ࠪరऐ వలࣄ ఉంܿం޴ ఒకܽ ࣃब నంࡹ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ࡏࣃ ݡ࠮ऱ ݡ࠮ మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంڴ r r r r 
बࣃ ݡంࡓ నంࡓ ࡹం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ࡏࣃ ڷࡱߕऱ ߕࣆ ݡ࠮ऒ  ఒకܽ ߕࣆऒ   r r r ࡱ࠻࢑ష ݡ࠮ 
ఎమߤ࠼झ  ࠪర޶ ఒښ ఒకए  ࢑షయం ఏࠫటం݄, ఒకܽ ࠳ ݡ࠮న࣒ ఒకܽ ࡓ ݡ࠮ ऱܿ ఒకܽ అం݄ ߕࣆऒ  అ޻
࢑ధంڴ త޶పߕࣆ ޴ࡍऒ నऒࣆ   ఒకܽ ఒకܽ ߕࣆ ڷࡱߕऒ ऒߕࣆ  నऒࣆ   ఒకܽ ࣾࠫంచంݟ ఇߕࣆ ޴ऒ  ఇ޴ 
ऒߕࣆ ࡏࠬ ޶ڒ ڷࡱߕ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   ߘల ߤషࡔఆప ࡎంట࠱࡯స ఎࡏవ   ޴బܽद ఇڒ 
వࡍ फంపܑయడం ޳छ ڵస తࡏన వ޴ం߰ ࡌ ठంచబݟన ఎߤ࡮ۮ ࠪతృక ऴړం޴ ࠪతృక 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 
మ࠾ࡍ ۨవࡍ వࡏస 0 0 0 0 ఇߩओ भ޳ۯ కܽࡖమనం మ ݡ ం ఉ޳హరణړ ࠪతృక ࠳న࣒ 2 3 ࠳న࣒ 4 ab 1 
ऒߖ޵ ޶ఐ ݡంࡓ రऐࠪ ړࡹ ߖ޳  ऒޒऴపయ ړߖݞ भ޳ ం, ڒబܽद ࠴దܽ అݡन వࡏస ߕࣆऒ  rre ࠾ࡍమ ޶ڒ 
ऒߕࣆ లకం࠮ దܽ࠴   ޴ఏࠫ ఉంܿం ڕబܽद మనڒ ڕధపడࠈ బܽद మనంڒ లకం ఒకܽ࠮ ߖڒ 
ऒߕࣆ ߖ ࡛ࠂ న࣒࠳ ఈ ޴ంࣄయవలۯ రऐࠪ ڴ డం ڒబܽद ࡓంࡓ ߖݡంݡ పऱ࣒ ࡎऱ ఒకܽ భࡏࣃ ڷࡱߕ  फ r r r 
న࣒ 4 ప࠳ సࡏండవ వࡓ న࣒ 2 3࠳ 1 ޶స ࠪరࡏन వݡదܽ అ࠴ బܽदڒ ޴फంࣆۯ ऱ࣒  న࣒ 4r 1࠳ బܽदڒ ऱࡏࣃ 4 
 ప ऱ࣒ ऱ 1  0 2 పࡏࣃ 4  ऱ࣒ ࡓ ڷࡱߕ  ऱܿ ࠳న࣒ ࡓంڒ ݡబܽद ࠬڕ ఇకए డ ఉనऒ  ߧ࡯క ޶ఐ ޴ࡍవۨ ࡏన࣒  ఆ࠳ ޴
పऱ࣒ ޶అం݄ ఐ ݡ࠮ ऱࡏࣃ ڷࡱߕ  పߜऒ ంڒ ݡబܽद ߘߝ పࣃڵ࠭ ޜݡࣜ޴फ ओߩఇ ߘ  ࡍప޶మనం త ݡ
వࡏస޳۫ ߘभ ం ڒబܽद ߕࣆऒ ఒకܽ పకए ߖڒ  న ఈ ࠳న࣒ ఆࡏ పݡࣜ޴, ఇ޴ ఒకܽ ࡓంݡ ࠪతృక ڒబܽद 
మనڕ ఉంܿం޴  ఈ ࠳న࣒ ڡࣄझ రऐࠪ ڴ݀ ఆ࡛ ߤవ ߖ   ړߖݞ
ࡓ ࡏన࣒ ఒకܽ ఆ࠳ ऱܿ ࡓంޜݡ భࡎ फ ۯయబޔݡం࠴ ,޴దܽ వࡏసࡏࠪ ࡹओ  ఉండ޶ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ r 
ऒߕࣆ ݡ࠮  ఒకܽ ࠳న࣒ పݡࣜ޴ ఆࡏ వరڕ ఉంܿం޴ మన త޶పࡍ లࣾङ ం ఇకए డ మనڕ ఈ ࠳న࣒ ࡓంݡ 
ఉంߖߖ޳ ,޴ మనం ࠪࡏऐ ऒߕࣆ ޴ఇ  ࡯࢐ڝ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ ޴ఉం ڴ भ޳ۯ  ం ڒబܽद ߘߝ ఒకܽࡓ ߖంݡr r 
छ޳ ࡎభ ࡌ फ ࣃۯफ  ߘ
ࣾࠫంచంݟ ఒకܽ పऱ࣒ ऐۯవ ߘߝ ݡంࡓ ऱࡏࣃ ݡంࡓ   సంవతझ రంࡹ ఒక ߕࣆऒ  r r ڕߕ ߘఉంܼ ڵ࡯క ߖ
ఇకए డ 0 ࡯࢐ڒ మ1 ߕ ࠾ࡍ ఉంܿం޴  అదనంࡏࣃ 2 ڴऱ అం݄ 3 ࠳న࣒ 17 3 ࠑ మڕߕ ࠾ࡍ r 1 r 2 
घࠫޛ అం݄ ݡ࠮ ࠑ ݡࣜ޴న࣒ ప࠳ ݡ࠮ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡏఆ ࠑ ݡࣜ޴న࣒ ప࠳  ݡࣜ޴న࣒ ప࠳ ޴
घࠫޛ అం݄ ݡ࠮   ޴फంࣆڷ࠭ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ బܽदڒ ޴ࠫߖఎ ڕࠬ ݡࣜ޴న࣒ ప࠳ ޴
ఒక 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ݡ࠮ ݟంߘ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳   ఆߤ  ఇ ࠳న࣒ పڡࣄ ࠑ ݡࣜ޴झ  ఇ޴ ࠪऴޒక, ఇࡗ ޴ తڵ ठన ఎߤ࡮ۮ 
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ࠪङ ऴܽڡझ ڵత ࡗ ܿߦ ޜ ߤࠀ  ठన ఎߧझ ङࠪ ߤ࡮ ऴܽڡझ ङߪకం ߖ  ܽంۃ ఎ࡮ గށంۧలࡍڷ ߖ޳ ߝంۨ ߧۮओ న 
త࢐ࡏత , ߖ޳ అߧऱښషߤ లߖڜ ࡹऒ ంܽߖ కھߘనߖڜ ߖࡹߖ޳ ޳ࡶ ړߖݞऒ  అߧऱښషߤ ల޳۫ ߘभ ం .
 
ࠪతృక ࡅకए ङࡌ  ంߘ ڡ ఎߖ ࡮రछ ۨంۧࡹ కھߘనడం࠭࠲ ࡹ కڵ࡯ ఉనऒ కएࡅ తృకࠪ ,ߤషښऱߧదܽ అ࠴   
ङࡌ ంߖ޳ ڡ వࡏసߕࣆ ߖࡹऒ సల సంఖङࡏन వݡఅ ߖڒ  రछߖ ڴ ۨంచబޔݡంࡏࠬ ,޴ తڵ ठంۨన ࠪऴత࠲ h 
ࠪऴޒక ఇۨऐ న ࠪङ ऴܽڡझ ङࠪ ߘ  ऴܽڡझ ڵత ړ  ठంۨ, ߕࣆऒ సల సంఖङࡏन వݡఅ ߖڒ   hlr޴అ ࠾ࡍమ ݟడం۫ ߘ
ࠪతృక ࡅకए ङࡌ  ంڡ ఇߩओ ऴపశऒ ݡ ఒక ࠪङ ڕ ऴܽڡझ  ఇవछ బݟం޴, అ޴ ऴపޙङ కంڴ ఉం݄ ఎߖऒ  వࡏస 
తڵ ठంచబݟన ఎߤ࡮ۮ ࠪऴޒకࣃ ࡱధङ మ࠼ޑ࢓ అߩओ ङࡌ ఈ ݡ ంࣆۯ ڡफంߤ࣊  ޴झ  అߩओ ఇۨऐ ࠭࠲ ݡ న 
రछߖ చనం అ޴ ऴపޙङ క࠳నڒ ޴క߱ޙ అర मࡓ ڕࠬ , ࠲ంݡ ఉం݄ ఏࠫ ࡯࠻ۯ, ఈ సమసङ లߗऒ  ࢐సफړߖ࢐ 
సంభࣃ࢑फ యߘߝ ߖ పࡍగށంۧڒ ࡯బܽद ߘߝ ఒక గమߖక ࣃۯफ  లࡌ࢑వ ߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ
ళࢗ ړ࡯ܔ ऱߘ, ఇ޴ ఎంߖ ڕ޶జ࠵ ఈ ݋ߠ అڒరణంڴ సओ షदంޔ߱ࣄ࡯ޘ ڴంڒ ,޴బܽद 
ఒక ࠪङ ऴܽڡझ ఇۨऐ ߘ  న తࡌछ త , ޜ అߘబం߅ంచబݟన వࡏస తڵ ठన ఎߤ࡮ۮ ࠪङ ऴܽڡझ  ऴపޙङ క࠳నదߘߝ ߖ a
࢐ङ ङڣ వछߖంచߖ ం޳ࡶ ݟ గమߖక ۯయంݟ.
 ࠪङ ऴܽڡझ ఇۨऐ ߖ  నటऱޜߖ޵ ,ޙ࠼ అߘబం߅ంచబݟన ఒక అݡन వࡏస తڵ ठన ఎߧझ ङࠪ ߤ࡮ ऴܽڡझ  ࠪऴత࠲ 
ఉం޴, ఇߩ࢙ݟڕ ࠭࠲ ޴న ߖڜऒ ఇۨऐ ڕకߘࢗ లࢲࠫߖ  న ߄࢑నం, ఇڕࠬ ޴ ऴపޙङ క࠳న అݡन వࡏస తڵ ठంߩ 
ࠪऴޒక޳ࡶ ߘ ఈ ࠪతృక ޜ అߘబం߅ంచబݟన వࡏస తڵ ठన ఎߤ࡮ۮ ࠪङ ऴܽڡझ छ޳త ࠾ࡍమ ޴फంࣆఇ ߘ  aࡌ
 ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ  ङࡌ  ంࡅ ڡకए రछߖ  చనం ఇߩओ   ݡ
అర म࠲  ఉ޳హరణࡱ మన వదभ ఉనऒ ऒߕࣆ ޴దܽ࠴  ऒߕࣆ   4 1 0 3 0 1 0 0 0 0 0 4 2 0 ఇ࠭࠲ ޴ కڵ࡯ ఉనऒ  
ࠪతృక మߖ ݋ࡕ ࠾ࡍ తڵ ठంۨన అݡन వࡏస ߖߖ޳ అࣆࡱߧ ߖफం޴.rre Rre right 
 మన వదभ ఉనऒ  మړߖ޵ ࠾ࡍ సంబం߅ంۨన మ0 0 0 0 ࠾ࡍ ఇ޴ rix rre 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 
మన వదभ ఉనऒ  ࠪతృక ڒబܽद వࡏసߕࣆ ߖࡹऒ సల సంఖङࡏవ ߖڒ   rre 
ఎߧझ ڵత ߘతృకࠪ ߤ࡮ ठంۨంڒ ݡ࠮  ޴బܽद ࠪతృక ࡅకए ङࡌ  ంښ ڡవలం ڒ ݡ࠮బܽद మనࡓ ڕండవ a a 
ఉ޳హరణ 
మన ࠪతృకࡹ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓం࠳ ݡ࠮ ݡన࣒ ࡓ ڷࡱߕంݡ మ࠾ࡍ ఐ޶ ఇ޴ మనం కڵ࡯ ఉనऒ  ࠪతృక 
మ޳ࡶ ࠾ࡍ వࡏస.rre 
  తڵ ठన ఎߧझ ङࠪ ߤ࡮ ऴܽڡझ ऒߕࣆ ఒక ڴణంڷߘఅ ړߖ޵  ऒߕࣆ ݡ࠮ ݟంߘ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳   ఒకܽ మ࠾ࡍ 
ఉనऒ ڕమన ޴ఇ ڕవర ࡏఆ ݡࣜ޴న࣒ ప࠳ ऒߕࣆ ߖࡹ బܽद ఈڒ  సల సంఖङࡏవ ߖڒ   బܽदrre rreڒ ݡంࡓ 
ఇߩओ కएࡅ ݡ ङࡌ  ంڡ మࡖకܽ ޳ۯभ ం  ఉ޳హరణࡓ ڕంڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ ఐࡓ ޶ంݡ ఒకܽڴ ఎం۪ڕం޳ంa 
ఇ޴ ఇߩओ మన వదभ ఉనऒ ݡ  ࠪङ ऴܽڡझ  ఇࡏࠬ ޴ ఈ ࠪङ ऴܽڡझ ऒߕࣆ ,फ࣋۫ ߖ   వࡏసڒ ࢓ࡶ ࡱబܽद ࡍڷ ߖ޳ంۨ 
మనం ࠈధపడڕ  ࠭ంߕࣆ ڴ޶ऒ भ޳۫ ߖ దܽ࠴ ࡽڒ ߖڒ  ం ߕࣆऒ ऒߕࣆ దܽ࠴ ࡹ ࠹లڒ  n ࢓ࡱߖ ߖڒ 
వࡏస ࠴దܽ ࢓ࡱߖ వࡏస మ࠾ࡍ ఆ ࠴దܽ ࢓ࡱߖ వࡏస࠴ ࡹదܽ ߕࣆऒ  దܽ࠴ లకం࠮ ࡛ڝ ߖڒ 
వࡏసࡹ కߧߖంۨన ࠴దܽ ࠮లకం మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ంݡ ఇߩओ ऒߖ޵ మనం ݡ  ఒకܽ޳ۯ ڴभ ం ڒబܽद మనం 
ऒߕफࢂࢗ ࠭  ఒకܽړ ఒకܽړ సగం ߮ࡎऱ࣒ ఇకए ࠼ۯ  డ ऴ޳࢐भ ం ఒకܽړ సగం ఒకܽ వۨऐ ంڕࠬ ޴ ఒకܽ r r r r 
झ࡯࠻ۯ ࡏࠬ ఒకܽ ݡంࡓ ޶࠼అ ڷࡱߕ ݡంࡓ ݡ࠮ ంద࡮ऱ  ఈ ڷࡱߕ మࡓ ࠾ࡍంࡏࠪ ڴݡऐ  ࡯࢐ڝ
ऒߕࣆ పऱ࣒ ݡంࡓ ߖݡంࡓ ߘߝ బܽदڒ  छ޳ ݡ࠮ ࠾ࡍऱ ఒకܽ మࡏࣃ ڷࡱߕ న࣒࠳   r r r r r ݡ࠮ ࡌ
 ప ऱ࣒ छ޳ ݡ࠮ ࠾ࡍఒకܽ మ ߘߝ ऱ ఒకܽࡏࣃ ݡంࡓ న࣒࠳  ऒߕࣆ ߖంܽݟంࡓ ఈ ߘߝ ݡంࡓ ࡌ ऐࡌࠪ ڴ  r ࡯
రߪ ࡱ ߤషࡔఆప  ݡంࡓ బܽद ఈڒ फ࠻ङ ओߩబܽद ఇڒ ࠼ పऱ࣒ ޶న ఐ࡯ڵࠫ మనం ݡ  ݀ ࠑ ޓऴ ߖ ࡛ࠂ న࣒࠳ 
भ޳ށగ ݀ ࠑ ޓऴ ߘ ࡛ࠂ న࣒࠳ ం, అం݄ ࠳న࣒ ఆڒ ࡏబܽद ఐ࠳ ޶న࣒ ఆࡏ అ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ తࡌछ త ఒకܽ పऱ࣒  
 అం݄ ݡ࠮ న࣒࠳ బܽद ఒకܽڒ ݡ࠮ ڕࠪ  ࠫߖ ݀ ࠑ ݡ࠮ ݟంߘ ݡంࡓ  న࣒࠳ ݀ ࠑ ޓన࣒ ݀ ऴ࠳
फࣃڵలޛ ߘసࡏవ  ࢓ࡱߖ దܽ࠴ ࠾ࡍమ ߘసࡏन వݡదܽ అ࠴ ߘߝ బܽदڒ ,ݟڕ ݡంࡓ న࣒࠳ ऒߕࣆ  ߘ  
అݡन వࡏస మ޶ࡶ ࠾ࡍ మڕࠬ ࠾ࡍ శړ फ ߕࣆ ,޶ࡶऒ ऒߘబܽद నڒ ޴फంࣆߧߖక ࡹߖ޳ దܽ࠴ లకం࠮ ߖڒ 
फࣃࡏࠪ ڴݡంࡓ దట ఒకܽ࠴ बࣃ ݡంࡓ ݟంచంࠫࣾ ,ߘ నం࠳ ࡹన࣒ ఒకܽ ߘంࡓ ݟంݡ ఒకܽ ݡ࠮ r r r 
छ޳ ऒߕࣆ ݡంࡓ  ࡌ  ఒకܽ ߕࣆऒ దగ ߕ ݡంࡓ న࣒࠳  ठర ఉం޴, అߩओ  ߘలڒల࠮ ݡంࡓ న࡯ڵࠫ ߘߝ ݡ
ऒߕࣆ   ࡯࠻ۯ ڴ

ऒߕࣆ ڕߕ ࠾ࡍమ ࢓రࠪ ݢంࡓ బܽद ఈڒ ߩ࢙ݟڕ ݡంࡓ  ఒకܽ ఉంܿం޴, ఇߕ ޴ వదभ ఉనऒ  ఎߧझ  r ߤ࡮
ऒߕࣆ ࡹసࡏఈ వ ࠾ࡍపం మࡐ ల సంఖङڒల࠮ ߖڒ  ऒߕࣆ  సల సంఖङࡏవ ߖڒ   తڵ ठంచబݟన ఎߤ࡮ۮrre 
ࠪङ ऴܽڡझ బܽद ఇۨऐڒ ݡంࡓ  న ࡌङ ంڡ  అం݄ మనం మࡗ ప޳ۯ ࣾࡎभ ం  ߕలठవ ఉ޳హరణ matrix a mple 
వ۪ऐڒ  ఒకܽ ࡓంߕࣆ ݡऒ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   ఒకܽ ݡ࠮ ఇߕ ޴ వదभ 
ఉనऒ  ࠪతృక ڒబܽद ࠬڷࡱߕ ݡ࠮ ڕ ࠪऴޒకࡱ ఉߕऒ కएࡅ బܽद ఈ ࠪతృకڒ ࠼ ङࡌ  ంړࡵ ߘ ڡए ంచړߖݞ 
ऴపయޒऒ भ޳ ం , ࠬߕࣆ ڕऒ  వࡏస ఉంߕࣆ ޴ऒ స ߯న ఉనऒࡏन వݡఅ ߖڒ   ߖߖ޳ బܽदڒ సࡏन వݡండవ అࡓ 
ۨవ޳ۯ ࣁߩ ړߖ޳ࡍभ ం ऴޜޓ ࠪరऐ బݟంڒ ޴బܽद ڕߕ ఒకܽ ࡓంߕࣆ ݡऒ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   ఒకܽ ݡ࠮ r 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   దܽ࠴ ࠾ࡍమ ࠹లڒ ࡗ܋-ߤߕ దܽ࠴  ࡔࠬ ޴ఇ ࠹లڒ ࡗ܋-ߤߕ దܽ࠴ 
 ߘߝ బܽदڒ ఒకܽ ݞږ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߘధపడࠈ ంۨࡍڷ ߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ఒకܽ ݞږ ݋ం࠱࡯ఎ ࡗ܋-ߤߕ
ऒߕࣆ ݞږ ࡱࢡఇతర అం ߖࡹ ࠹లڒ ఆ ࠾ࡍమ ߘధపడࠈ फࣃۯ ߘߝ బܽदڒ  झ࡯࠻ۯ ࡏࠬ  ߘ ంద࡮ऱ  ఇతర 
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࢑ష࠻లߘ ۫డటం, ࠫ࡯ڵన ޛ ߖ࢐ܽలڵంۨ, ࠫ࡯ڵన సࠗ ࠪङ ऴܽڡझ ङࠪ ޓऴ ࠑ ݡంࡓ ߖ  ऴܽڡझ भ޳۫ ߖ  ం 
మ࠾ࡍ ఇߩओ ఇకए ࠹లڒ ࡗ܋-ߤߕ దܽ࠴ ݡ డ కࣆߧߖफం޴, ఇ޴ ఒకܽ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  మࡏࠬ ࠾ࡍ అޙ࠼ 
మࢁऱ మࢁऱ  ఇ޴ ఒకܽ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  ఇ޴ ఒకܽ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  ఏࠫ ۫డంݟ  ఇకए డ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇ޴ t 
ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒకܽ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  ఇ࠴ ޴దܽ ߕࣆऒ  దܽ ఎంऴܾ ఒకܽ࠴ ࠾ࡍస మࡏవ ࢓ࡱߖ ߖڒ 
మ࠾ࡍ మࡖక ఎంऴܾ ఆ ڒల޳ࡶ ࡹ ࠹ ఆ ڒలߕࣆ ޳ࡶ ࠹ऒ ऒߖ޳దܽ࠴ ߘߝ బܽदڒ ࡱఇతర ఎంऴܾ ߖࡹ  
फࣃ࢘ࣄޓ  వలంښ ޴న࡯ڵࠫ ࠾ࡍస మࡏन వݡదܽ అ࠴ ࠾ࡍస మࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴ ండవࡓ ࠾ࡍమ  ߘ
ऒߕࣆ  ࠪऴతڒ ࠲బܽद ߘߝ ۨవరڕ ఇۨऐ ऐ۪ߩ छ޳ వడంڝ ڵస తࡏन వݡఅ ߘߝ ࡌ ठన ఎߤ࡮ۮ ࠪङ ऴܽڡझ  ޜ 
ఇۨऐ ޴బܽद ఇڒ ߘంۧڵ࠭ న  ࠪతృక ߘంߕࣆ ݟऒ సల సంఖङࡏन వݡఅ ߖڒ   సࡏन వݡన అݟందబ߰ ݟంߘ 
తڵ ठంచబݟన ఎߤ࡮ۮ ࠪతృక ఈ ࠪऴޒకࡹ మ࠾ࡍ ఈ ࡓంڒ ݡబܽद ࠪతృక ࡅకए ङࡌ  ంڡ అࡌ ߘ࢓ङ ంڡ rre 
 ంۨࡍڷ
ओߧۮ నߩओ ऒߕޔࠓడ۫ ߖ ߤషښऱߧఅ ࡍప޶త ࡍప޶త ࠭࠲ ݡ కएࡅ తృకࠪ ߖߖ޵ ,࠭  ఇߤ వࡍ दܾ࡯ࠉ 
అంܼڒ ࡏబܽद ఒక చదరߩ ࠪతృక అۮ ߖపओ బޔݡం޴.a invertible 
 
ఒక࢘ళ మࢁऱ ఒక చޔరऴస ࠪతృక ࠪऴޒక ఉనऒ టऱޙ࠼, ऴకࠪړߖ సࠪన࠳న ऴకࠪړߖ సࠪన࠳న ړ b b ab
సࠪన࠳న ࡍڷ फంߩ ࠪతృకڕ సࠪనం ࣋ށڷ ޜ ޳ࡶ ޜ ࡏࠬ ߩ࢙ݟڕफ అڕࠬ ޴ ఐߖ ߤݥ ఇࣆफం޴ అ޻ a b b 
ऴకమంࡹ ఉనऒ  ࠪङ ऴܽڡझ తృక ఇనछࠪ ࡏࠬ ,ޙڵ࡯ందగ߰ ߖ కޒఅܿవంܽ ࠪऴ ࡏࠬ  ࡍ दࡽࠋ అߖ tity b a 
ఇߩओ  థࠫకߦస ऴࡏవ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡯ంۧࡍక࢒ధృ ࡮ఎ ߖఅ ޳ࡶ ޳ఉం ڴమంࡹ࢑ తృకࠪ ,ࡏޑࠋۮ ݡ
రङڒ కࡱߦ࡮ అࡱߧ ߖవబߖ࢐ܽ ݦ ఉపڵࡆంచడం ޳छ యవ۪ऐۯ ࡌ .
ऒߖ޵ ړߖ܉ߖ బܽदڒ   ఎ࡮ ߰ంڒ ࡯޳బܽद ߘߝ ఒక ఫߖޑ࡯ऒ फࣃయܑ࡯ޘ   RS ,ߘ

ࠪతృక తڵ ठన ऴށࢩ ࠪతృక ఇۨऐ న ࠪతృక ߘంݟ ߰ం޴న ऴށࢩ ࠪతృక అߖ rre rho 
అڕߘం޳ం, అߩओ ࡍڷ తృకࠪ ݡ फంߩ rre r 
అޙ࠼ ࠪऴత࠲ అۮ ߖపओ వछߖ ంݟ  ࠪతృక ࡹ࢑మంڴ ఉం޾ࡶ ޾ తۯ ڥߖయడం ఎ࡮, a invertible fn 
ࡍڷ వలంښ ށࢩన ऴ޴ం߰ ڕవరۨ ࡏࠬ फంߩ ࠪऴత࠲ అࣄ࡯ޘ ڕࠬ ߖన తࡌछ త ߖ  ߖ޳ కھߘనడం ఎ࡮ r rre
ऴపశऒ  ఇ޴ ࠪతృక ࡅకए ङޙమం ऴపࡹ࢑  క࠳న޴, ࠪऴޒక ࡅకए ङޙమం ऴపࡹ࢑  క࠳న࢐ , ޴సफړߖ࢐ సࠪ߄నం 
అߘ࢓ మߖߖ޳ ࠾ࡍ ఎߧࡐߖ ࡮ంۧ࡯ 
అ޴ߝ ఒక ࡹ࢑మ ࠪతృక అߖ అڕߘం޳ం మࡹ࢑ ࠾ࡍమంڴ ఉండߖవछ ంݟ  అం݄ ఈకछ  ఐ b c ses ab ࡽ
ఈకछ ఈకछ ࠾ࡍఐ మ ࡽ ఐ ఈకछ ࡽ ऒߖ޳దܽ࠴ ߘߝ బܽदڒ ࣄ ܿ ࡽ  ఒకܽ అࣃࡱߧ ߖफ  ba ac ࠾ࡍమ ߘ
ओߩఇ ߖߖ޳ండవࡓ ఏ ࣋ए ߘߝ ݡ छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ झ࠹݅  ऒߕޔࢂࢗ ړ  ఇۨऐ ߠ న ఒక ߄ࣃరణ ࢑షߖ࠻ऒ  aa 
भ޳۫ ం  ఇښ ޴వలం ఎంڕ޶ అޙ࠼ అړ ޴ సࠪనం అ޳ߧࡐߖ ߖभ ం మܘࠉ ߘߝ ߖߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍ అߖ AIj 
ऴ࢐యߖవछ ంݟ మߕࣆ ߘߝ ࠾ࡍऒ  వదभ j j ࠬ ޴ఇ ޶ڒ సࠪనం ړ ఏࠫܽ ࡱ ܘࠉ ܘࠉ ఈ ޙ࠼సࠪనం అ ړ
ఉంڒ ޴బܽद ఇߩओ  ర a i i aij bijڒణڷ కޒऴࠪ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓ऱ అࡏࣃ ऱࡏࣃ బܽद ఒకڒ ࠾ࡍమ ݡ
సమघ షߖ ߤరछ చనం ऴపڒరం ఒకܽ ߘంݟ వరڕ నࣆݡफంڒ ޴బܽद ࠪతృక అߖ అڕߘం޳ం  ఒక k n a n 
छ޳ ङࠪ ࡌ ऴܽڡझ ओߩఇ ࡏࠬ బܽदڒ  ऒߕफࣆݡన ڕవర ݟంߘ 1 ݡ  n naikbkj k ࡏ

ఇ࢑ ఐݥంܾܽ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ   ఎంऴܾڒ ࡱబܽद ఇ޴ మ࠾ࡍ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఒక݄ అޙ࠼ ఇ޴ bkjs k j 
ఒకܽ ڒబܽद ړ ߕ సࠪనం అޙ࠼ తపओ  ఇߕࣆ  ޴ऒ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠫ࡯ڵన పదం ߝڴࠈ k j bjj 
ఉంܿంߕࣆ  ޴ऒ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߘߝ కڵ࡯ ఉనऒ  వలం rms aijbjgښ ޴
సࡕన޴ మ࠾ࡍ ఒకܽ ڒబܽद ڵ࠭ ޜ ߘߝంۧߘ ఇښ ޴వలం ࠪతృక మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంߘߝ ڴ bjj AIj a 
ఏࠫ కڵ࡯ ఉంܼڒ ߘబܽद నߘऒ  ऴ࢐యߖవछ ంڒ ݟబܽद ښవలం 3 ߖߖ޳ ߘߝ అࡏڷ ߖफ ߭టदߖవछ ంݟ ai a  
అ࢑ ޻ధంࡏࣃ ڴऱ ڷࡱߕ ߖߖ޳ ࠭࠲ ݞږ అࣃࡱߧ ߖफ  న i a b bb࠳సࠪన ڕల࠻సమ ߘߝ బܽदڒ ࠭
फࣃࠚరంߦऴ ޜ  b ace ޴ఇ ޴फంࣆࡍసߘఅ ݟంߘ ݡంࡓ ޴ఇ ݟڕ ऱࡏࣃ ߘߝ ޙ࠼అ ݟంߘ ݡ࠮ ޴ఇ ߘߝ ߘ

వࡵ ఉంܿంࡏࣃ ޴ऱ ࠪతృక ڷణڒరం ࡅకए  అߘబంధం ޳छ  ంۨన ba eڵࡆమనం ఉప ޴దܽ࠴ ࡌ
సࠬకరణం ࡓ ݡ࠮ండవ޴ మనం ఉపڵࡆంۨన సࠬకరణం ࡓంݡ మ࠾ࡍ ۨవరڴ మనం ఉపڵࡆంۨన޴ 
ࠪతృక ڷణڒరం ࡅకए  అߘబంధం, అޙ࠼ సࠬకరణం ఒకܽ ߘంߘߝ ݟ ఏࠫ కڵ࡯ ఉంܼښ ߘవలం ba  ii
 c i cc i cc ݟంߘ సࠬకరణం ڷࡱߕ ޴ఇ ,޴फంࣆࡍసߘఅ ݟంߘ సమయం ޴ऱ ఇࡏࣃ ߗڒ ऱࡏࣃ
అߘసࣆࡍफం޴, త޳छ కएࡅ సࠪనం, ࠪతృక ړ ޴ంۨనߧ۫ ࠭࠲ ࡌ c ޴ఉం݄ అ ࡹړߖఉ ޴మం అࡹ࢑ 
ऴపޙङ కంڴ ఉంܿం޴ అߖ ధృ࢒క޳ࡍभ ం  ఒక ࠬ ఏࡓ ߕ޼ంݡ చޔరऴڒࣃర ࠪऴޒకల ړߖࠪࡹ࢑ సంబం߅ంۨన 
 మత a b abࡹ࢑ ݦఉం ࡹऴకమం ښఒ ࠾ࡍలࣾణం మ ࢓ޔ߄
కएࡅ  ఇనछ ࡍ दࣆۨࣇ ߖܾ࡯ࠉफం޴ మࡅ ࠾ࡍకए  ab b ࡏࠬ ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ړݟڕ మࡹ࢑ మంࡹ࢑ 
ఒకࡍࣃ ߰ం޴న ఏڛక ࡹ࢑మం  ࠪతృక అ޴ߝ ఇనछ ర दࡽࠋ అڝࣆࡱޘ ߖంݟ, అߩओ  మం aࡹ࢑ ݡ
ऴపޙङ క࠳నదࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ, అߩओ ऒߖࠪࡹ࢑ ఆ ࠭࠲ ݡ  ఒక పవ࡛ ࠳న࣒ ࣃۨࣇ ޜफ ࠭, అం݄ మనڕ ab 
పవ࡛ ߕ ࠳ అࠗ పవ࡛ ࠳న࣒ 1 ࡹ࢑ ݋ࡕమంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇవछ బݟంࡹ࢑  ޴మం ఒక ࡹ࢑మం b 
ఇߩओ भࡿࢗ ޜ࢓܌ࡏ ߖ޵ ݡ ం , ఏࡹ࢑ ޾మం అߖ ఎ࡮ ధృ࢒కࡍంۧڒ ࡯బܽद ࡅకए  మం ఒక ab bࡹ࢑ మంࡹ࢑ 
ࡍڷ మంࡹ࢑ మం ఒకࡹ࢑ ऱࡏࣃ ,ڴࠈ మంࡹ࢑ फంߩ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంࡹ࢑ ڴమం అߖ ధృ࢒క޳ࡍभ ం.ab b b a 
ࡍڷ ޴ߝఅ ࡱ࠻మ సమࡹ࢑  फంߩ మ࠾ࡍ ऴపޙङ కత ޳छ ࡍڷ సంڝ ޴ఇ ࡌ फంߩ అ࠼ ఉం࡯ݞ ab eb 
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ࣾࠫంచంݟ ఇ޴ అࡏࣃ ࠗࠈऱ ࡹ࢑ ړߖࠪࡹ࢑మం అ࠼ ఉం࡯ݞ, ఇࡏࣃ ޴ऱ ࡹ࢑మ సమړߖࠪࡹ࢑ ࡱ࠻b bb 
సࠪనం ࡹ࢑ ߗڒమం ښవలం ࡍڷ फంߩ ࠪऴత࠲ కߘక ఇࡏࣃ ޴ऱ ࡍڷ फంࡏࣃ ߩऱ ఒక ࡹ࢑మం వࡵ ఉంܿం޴ bb 
ࡍڷ ऱࡏࣃ ఒక ߗڒ फంߩ అښ ޴ߝవలం ఒక ࡏࣃऱ ࡹ࢑మంڴ ఉంܿం޴, ఇࡍڷ ޴ फంڴߩ ఉంܿం޴ అ࢑ ޻ధంڴ b 
ࡍڷ ޴ߝమ అࡹ࢑ ఒక  ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ऱࡏࣃ మంࡹ࢑ ޴ఇ ࡱ࠻మ సమࡹ࢑ మం ఒకࡹ࢑ फంߩab b a b a 
 మ b i b i b b bࡹ࢑ ޴బܽद ఇڒ ࠲వలం ࠪऴతښ ऱࡏࣃ ߗڒ ޴ऱ ఉంܿంࡏࣃ ࡱ࠻మ సమࡹ࢑ ڕߕ బܽदڒ

వࡵ ఉంܿం޴, ఇࡍڷ ޴ फంڴߩ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡅకए  b ab ab ࠉ ޴న࠼మం అࡹ࢑ తफం࠴ ޴మం ఇࡹ࢑ 
ఇనछ ࡛झ छ޳  ఇవछ ࡌ బݟన ࡹ࢑మం ఇߩओ ऒߖట࢒ ݡ ంܽߧۮ ߖओ , ఇߩओ కएࡅ కޒऴࠪ ݡ ऒߖࠪࡹ࢑   ړߖ޳ 
࠭ం޶ వࡏస ఎ࠱࡯ంటࡎ ఆపࡔషߤ ఉపڵࡆంۨ గ޳ށभ ం ڒబܽद మనం గమߖంۨన ߖߖ޳ ఎ࡮ గށంۧࡹ 
भ޳۫ ం.
 
ڵస తࡏन వݡన అݟంచబ߅బంߘఅ ޜ కޒఆ߯ ఆ ࠪऴ ,޴ఉంܿం ڴమంࡹ࢑ ޴అ ,޴తృక ఉంࠪ ڕࠬ ठన a a
ఎߤ࡮ۮ ࠪతృక అࡍڷ ޴ߝ फంߩ ࠪతృక ڒబܽद ߖڜऒ  పࢣࡍలనࡱ ఏࠫܽ ڒబܽद  అߖऒ  ࠪऴޒకల ࣊ࡹ ݋ ఒక rho 
ऴߦథࠫక వࡏస ఆపࡔషߤ అޙ࠼, వࡏస అ޴ߝ ఒక ఫంࣾڴ ߤ ఇనछ ࡍ दࡽࠋ అం݄ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఒకܽ i  rho 
g rho g g rho ޴సࠪనం , ఇ ړ ऱࡏࣃ ޴ߝऱ అࡏࣃ అం݄ ࡏޑ޶ం߰ ߤక ఫంࣾࡖమ ࡏࠬ అం݄ ,ݟڕ ݡంࡓ
ࠪऴޒకల సबలంࡍڷ ࡹ फంڕߩ సࠪనం , ࢐సफړߖ࢐ ۨవࡱ ݋࣊  ݋࣊ ࡍ మ࠾ࡍ ఫంࣾߤ ల߯ ఉపߕङ  ࡏࠬ ,ࡹలࣃ
ఒక ఫంࣾߘ ߤ కڵ࡯ ఉనऒ టऱޙ࠼, అܿవంܽ ఫంࣾࡐࣃ ࡮ۧ ߘ ߤపङ ంࠫࡹ࢑ ڴంచవచऐ  ࠭࠲ ߖ
గమߖంۧ࠭, ڒబܽद ఇకए డ అ޻ జޔڷࡏం޴ అం݄ ऴపޒ వࡏస ऴߦథࠫక ఆపࡔష࢐ ߤసफࡹ࢑ ړߖ࢐మం 
యబడవ۪ऐۯ .
రऐࠪ ߘసలࡏन వݡఅ ݡంࡓ ޴ఇ ,ݟంచంߖగమ ߘ ߤషࡔఆప ࡎంట࠱࡯స ఎࡏదܽ వ࠴   డం అ޴ߝ ఒక ࡹ࢑మ 
చరङ  ఎం޶కం݄ ࡹ࢑ ߖ޳మం మࢁऱ అ޻ వࡏసల ࣊ߘ ݋ పరసओ రం ࠪࡏऐ ఇۨऐ ޴ండవࡓ , ޴ంܿంڕ న అݡन 
వࡏసށڷ ߘంచడం ޳छ ए࣋ ߘసࡏదవ వࠫߖఎ ࡌ औ࡮ఆ ࡛࡮  ࣋ए नࠈం࡮ ࡛࡮ औ࡮ఆ ޳ࡶ   అۮ ߖపओ ంݟ.
ए࣋ ߘߝ ంచడంށڷ ޻అ ߤషࡔమ ఆపࡹ࢑  ఒక ࣋ए ࡛࡮ छ޳ ࡛࡮ नࠈం࡮ ޜऴ ࡌ औ࡮ఆ ޳ࡶ   ڴ࢑ధం ޻అ ݟڕ 
छ޳ సࡏవ ߤషࡔడవ ఆప࠮ ࡎభ ࡌ फ ۯయబޔݡం޴   ప ऱ࣒  ఒక ࣋ए ऱ ࣋एࡏࣃ ࡛࡮ नࠈం࡮ ࡛࡮  ith ith row 
ࡓ ऱܿ వࡏస ఇߩओ  r ah jth rho rho m ޙన࢙ࡷద࠴ ݡంࡓ సࡏन వݡబܽद ఒక అڒ ޶రగబడޒ ऱࢁమ ݡ
అ޴ߝ ఒక ఇనछ ర दࡽࠋ ࠪङ ऴܽڡझ రङڒ థࠫకߦऴ ࣋ۯ తృక߯ࠪ ߖࡹ  క޳ࡶ ࡱߦ࡮ ఎ࠱࡯ంటࡗ ࡎ ఆపࡔషߤझ  
ఎ࠱࡯ంటࡎ ఆపࡔషࡱ ߤ ఇనछ ర दࡽࠋ ࠪङ ऴܽڡझ  ఎ ఐݥంܾܽ ࠪङ ऴܽڡझ ࡍవ ߤఒక ఇ ڕ޶ం޻ం߰ ߘ  दࡽࠋ 
ࠪङ ऴܽڡझ రछߖ ࡱ ߤషࡔఆప ࡎంట࠱࡯ఎ ޳ࡶ  ఊࣕంۨ ߖ  ࣕ࣋फ ޳ࡶ ఐݥంܾܽ ࠪङ ऴܽڡझ  ڕ޶ం޻ం߰ ߘ 
ఐݥంܾܽ ࠪङ ऴܽڡझ ంܾܽ ࠪङݥంచడం కం݄ ఐࠚరంߦऴ ޜ  ऴܽڡझ  ,సంڝ ందడం߰ ߘ 
అߩओ వదभ ఉనऒ ߕ ݡ  ఒకܽ ڴࠈ కం߱ۯ ܘయబݟ ఉం݄ ߖ޳ऒ फࣃऴ࢐ ߖఅ ߤన࣒ వ࠳   rho rhom rhom ߘ

जࡍऴపద ߯ߖ޳޻ం߰ ࡏࠬ ంచబޙݟ అࡍڷ ޴ फంߩ ࠪతృక ڒబܽद ࠳న࣒ ఒకܽ ߘంࡓ ݟంݡ rho 1 rhom rho 
వరڕ ఒకܽޜ కం߱ۯ ܘయబߖ޵ ࡏࠬ , ݟऒ ࡍڷ  फం߯ߩ వࡍ फంపܑࣄనߩओ  rho ߖߖ޳ ޻ం߰ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ݡ
ࠪऴޒక࣋ށڷ ޜफ  ఐݥంܾܽ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ కޒऴࠪ ޴బܽद ఇڒ  a rho m rho m ܘకం߱ ޜ న࣒࠳ మంࡹ࢑ 
ࡍڷ , ߖందݟయబۯ फం߯ߩ వࡍ फంۯ ఒక ࡹ࢑మం అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ఎ࡯࠻ۯ ࡮  ࠪऴޒక ࡅకए  rho 1 
ऒߖࠪࡹ࢑  
߰ందంࡍڷ ,ݟ फంߩ ࠪతృకߘ ߰ందడం ڝసం ࠬࡏ దరࣆڣफ ࣄۯన అ޻ ऴߦథࠫక ڒరङ కߦ࡮ల ࣊ߘ ݋ 
వࡍ फంపܑయంࡍڷ ,ݟ फం߯ߩ అ޻ ఆపࡔషߤ ల ࣊ߘ ݋ వࡍ फంపܑయంࣆڷ࠭ ޜߖ޳ ࡏࠬ ,ݟफం޴ అ޴ߝ ఇߩओ  ݡ
भ޳ۯ హరణ޳ఒక ఉ ړߖࠪࡹ࢑ ం 3ړ సࠪనం ఇ޴ మన వదभ ఉనऒ  ࠪతృక ڒబܽद ߖ޵ a 1 1 1 1 2 1 1 2 
ऒߖࠪࡹ࢑  కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం ڒబܽद మనం ࡯࠻ۯझ ంద࡮ऱ  ࠪతృక ߖ ऴ࢐యడం మܿߦ ޜߖ޵ ࠾ࡍa
भࣃऴ࢐ ߘߩफంࡍڷ ం  ࠪङ ऴܽڡझ  ఇߩओ ऒߖڴ࠙ ఈ ݡ  ఐݥంܾܽ ࠪङ ऴܽڡझ ంܾܽ ࠪङݥఐ ࡹలంڒఏక ࡹ  ऴܽڡझ  ޻అ ࡹ 
ఆపࡔషߤ లߘ వࡍ फంపܑࣇफ  ఈ ࠙ߖڴऒ  ࠪరऐ ऒޒऴపయ ړߖݞ भ޳ ం, ڒబܽद ఈ ࠙గం ఐݥంܾܽ ࠪङ ऴܽڡझ  ڴ 
ࠪరऐ బݟందࣄ࡯ޘ ڕࠬ ߖన తࡌछ త అࡹ࢑ ޴మ࠳ందߖ మ࠾ࡍ ఆ߯ ࠬࡏ మࡖక ۨవరࡹ ߰ం޴నߖ޳ ޴ 
కएࡅ స ࠪङࡏవ ࡍన ۨవ޴ం߰ ࠭࠲ ࠾ࡍమం మࡹ࢑  ऴܽڡझ  అࡍڷ ޴ फంߩ ࠪతృక ڒక߱ޙ, ࠪతృక hlr 
मࡌߖ ࠭࠲ ߖదڒ ޴న࠳మࡹ࢑ .ంచగల࠭ࡍ
 
ऒߖ޵  అݡन వࡏసړࡹ ࠪరऐ ంݟ ࠪऴޒకړࡹ ߖ޳ ߘ ࠪరऐ ంݟ, త޳छ  ऒh echelon rreߕࣆ దܽ࠴ ڕࠬ ࡌ
బܽद మనం ఇబखڒ లకం ఒకܽ࠮ ࡗ܋-ߤߕ దܽ࠴ ࠾ࡍమ ޴దܽ࠴ సࡏन వݡఅ ߖڒ ం޴ పడڕంݞ ఇతర 
भ޳۫ సంڝ ࢐ܽ ం.
 ఒకܽ మ࠾ࡍ ఒకܽ ఉߕऒ ऒߕࣆ ߖ࢐ܽ బܽदڒ ࠼ भ޳ࡏࠪ ڴࡱ ం ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ మݡ࠮ ࠾ࡍ r r r 
ऒߕࣆ ޴న࣒ ఒకܽ ఇ࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ సࡏండవ వࡓ ޶స ࠪరࡏదܽ వ࠴ న࣒ ఒకܽ࠳  r r r ݡంࡓ 
ऒߕࣆ  న࣒ ఒకܽ࠳ ఒకܽ ޴న࣒ ఒకܽ ఇ࠳ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ న࣒࠳ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ న࣒ ఒకܽ࠳   
మࢁऱ ࠳ ݡ࠮న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ఇߕࣆ ޴ऒ  r r ޴న࣒ ఒకܽ ఇ࠳ ݡ࠮ ఒకܽ ޴న࣒ ఒకܽ ఇ࠳ ݡంࡓ 
ऒߕࣆ ݡంࡓ ओߩఒకܽ ఇ ޴న࣒ ఒకܽ ఇ࠳ న࣒ ఒకܽ࠳  ऒߕࣆ ޒ࢐ࡏన త࠼అ ޴ండవࡓ మనం ݡ  ߖڒ 
వࡏస޳۫ ߘभ ం మ࠾ࡍ ఇߩओ ऒߕࣆ ڕࠬ ݡ  ఒకܽ ߕࣆऒ  ఉంڒ ޴బܽद మనం ߖ޵ऒ  ۫డܼړߖ 
ऴపయޒऒ भ޳ ం, ڒబܽद మనం ߖ޵ऒ  ఒకܽࡌࠪ ڴऐ ఇపओ ޴ఇ ࡯ బܽद ఇబखڒ ఒకܽ ښܽ ం޴ పడవ޶भ, ࠪరऐ  ړߖݞ
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ऴపయޒऒ ంచంݟ  ఇ޴ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఒకܽ ߕࣆऒ बࣃ ఒకܽ ࡱ నంࡹ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ࠮ ݡ r r r r 
बࣃ  నం࠳ ݡ࠮ ࡹన࣒ ࡓంݡ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ ఒకܽ ࠳న࣒ ߕࣆऒ  ఇ޴ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ఇ޴ r r r r 
ऒߕࣆ  ఒకܽ ࠳న࣒ ߕࣆऒ  ఇ޴ ఒకܽ  ఇతర ࠙గం ఒకܽ ࠳న࣒ ࠳న࣒ ఒకܽ ఇࡓ ޴ంߕࣆ ݡऒ  ޴న࣒ ఒకܽ ఇ࠳ 
ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳ ऒߕࣆ న࣒࠳   ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ  ޶స ࠪరࡏండవ వࡓ  ऒߕࣆ న࣒࠳ ݡంࡓ   ఇࡓ ޴ంݡ 
ऒߕࣆ ޴న࣒ ఒకܽ ఇ࠳ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ఇ࠳   వలం ఒకܽښ 
ۨవరࡓ ڕࠬ ڴంݡ ఉߕऒ भ޳ࡏࠪ ڴޓఒకܽ ऴ ߖంܽݟంࡓ ఈ ,࠼ ం ࡹݡ࠮ సగం ఒక ߕࣆऒ ࡎభ ޜ फ r r 
ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ఒకܽ  ޴ంޔݡయబۯ  ఒకܽ ߕࣆऒ  ఒకܽ ߕࣆऒ ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳  ऒߕࣆ   ఒకܽ 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ݟన࣒ ఒకܽ ࣾࠫంచం࠳  బܽद ࠬ వదभ ఉనऒڒ సగం ࠾ࡍన࣒ సగం మ࠳  ओߩఇ ޴  ߖߖ޵ మనం ݡ
ऒߕࣆ ऐࡌࠪ ړࡹ  ࡎభ ޜ న࣒࠳ ఒకܽ ఒకܽ ࡯ फ ۯయబޔݡంݡ࠮  ޴ ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ   ఒక ࠬ  r r r r 

ऒߕࣆ న࣒࠳ ݡంࡓ ݡ࠮  అం݄ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ࠳న࣒ సగం ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ వߤ పऱ࣒  inus r 
ऒߕࣆ న࣒ సగం࠳ ڕࠬ బܽदڒ ࠆࣔ  , ޴న࣒ సగం ఉంܿం࠳ న࣒ సగం࠳ ऱࢁమ ڕࠬ బܽदڒ ޴న࣒ సగం ఉం࠳ 
ऒߕࣆ ࢓రࠪ ࡱ࢓फࣆన వ࡯ڵࠫ ంܾܽ ࠪङݥఐ ޶రࠪ ޴న޴బܽद మనం ߰ంڒ సగం ࠾ࡍన࣒ సగం మ࠳  ऴܽڡझ
అం݄ ఒంటڴࡍ ఉనऒ  ࠪతృక ఇవछ బݟన ࠪతృక ࡅకए  ఎߤ࡮ۮ ࠪతృక తڵ ठం޴ మ࠾ࡍ rho h rho a 
అం޶వలऱ ఇۨऐ న ࠪతృక ࡹ࢑మ࠳న޴ మ࠾ࡍ ఇࡹ࢑ ޴మమࣄ࡯ޘ ڕࠬ ߖన తࡌछ త ࠬߩ࢙ ݟڕ ࡏన 
߰ం޴న ࠪతృక ࡹ࢑ ړߖ޵మం ڒబܽद ࡓం࠳ ݡన࣒ లڕ సࠪన࠳న ࡹ࢑మం ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ సగం ࠳న࣒ 
ఒకܽ ߕࣆऒ ऒߕࣆ  కऐࡵ ఈ ޜߖ޵ ࠾ࡍన࣒ సగం మ࠳  ङߕఉప ࡍప޶త ߘ ࡛ సంࡹ ఆࣃ࢘ߧफ ࠭ , ࠭ఖङ ంڴ 
సࠬకరހల వङ వసबలߘ పࡍషए ऒߖڜࡍమ ࡹంచడంࡍ  అߧऱښషߤ ల వࡏస ऴߦథࠫక ڒరङ కߦ࡮లࣃ۫ ߘफ ࠭ 
ధనङ  ࡱ޳࢐
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