
छࣃ  గతం ޳࢑ङ ङߕపܽ ఉపߘ࠭ ࡱबࡏ సంࡹ ࠪऴޒకల߯ ఉపߕङ छࣃ ړށࢩల ऴࣃ గతం ప࠭࠲ ,  ࠭ޑڕࡱ 
ࠪऴޒకల ڷణڒరం ࡅకए  ࠙వనߘ పࡍచయం ࠭ࣃۯ మߖڜ ࠭࠲ ࠾ࡍऒ  లࣾހలڒ ࠭ࢡ۫ ߘబܽद 
࠭ంڴ޶ ࠪऴޒకల ڷణڒరం߯ మߖڜࡍऒ  లࣾހలۯ ߘయడం ޳छ .ం޳ڷࣃ ڕ޶ంత ࠭ంࡍమ ࡌ
 ࠪతృక ڷణڒరం అ޴ߝ  మ࠾ࡍ అݡ࠮ ߝ ࠪऴޒకలڕ అߘబంధంڴ ఉంܿం޴, అం݄ మ࠾ࡍ ab c a 

 b b c ,࠼ఉంܼ ڴలంږߘఅ ړߖంచܼށڷ ࠾ࡍమ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴలంږߘఅ ړߖంచܼށڷ
అߩओ  సࠪనం dot b dot c dot b dot c ޜ ఒక ఒక ݡ
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ भ޳ۯ ࢓܌ࡏ  ం మ࠾ࡍ a ah n by m matrix bbm by r matrix cb ah r by s 

ధङࣃ ޴బܽद ఇڒ మޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ఇۨऐ న పࡍకలओ న వలऱ ఇࣃ ޴ధङ మޔ࢓ంڒ ޴బܽद మ࠾ࡍmatrix n 
మڝ ࠾ࡍసం ఈ రక࠳న ఎంߧక సࡕనڒ ޴బܽद ఇ޴ పࡍకలओ న మనڕ మށڷ ࠾ࡍంచܼړߖ mnmr s a b 

అږߘలంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ మށڷ ࠾ࡍంచܼړߖ అږߘలంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࠬ b c 
వదभ ఉనऒ छ޳ ఒక ࠪతృక ޴ छ޳ ఒక ఒక ࡌ छ޳ ఒక ޴ߝఅ ࠾ࡍతృక మࠪ ࡌ  క b n m r c r sޒऴࠪ  ࡌ
एڕసࠪనం 1 కం݄ త ړݟڕ బܽदڒ వ ޳ࡶ సࠪనం కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం కం݄ తڕए వ AIj i n 1 
एڕసࠪనం కం݄ త ޳ࡶ వ ޳ࡶ సࠪనం కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం j j bij 
ఒకܽ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం  కం݄ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం i m j r 
కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం మ࠾ࡍ ۨవరړ ڴ సࠪనం ఒకܽ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం కం݄ c cij i 
తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం మ࠾ࡍ ఒకܽ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ r j 
సࠪనం ఇߩओ भ޳۫ ݡ ం  ݋ݞ ࠉ ݋ݞ ఎ ࣄ ݋ݞ ࠉ ݋ݞ అࠉ ݋ݞ ޴ߝ అܘࣄ ޴ߝ ఉనऒ  ఈ ࠪङ ऴܽڡझ  ܉ࠉ 
ओߩఇ ݋ݞ ऐۯफ వ࣋ށڷ ߖంܽݟంࡓ ఈ ࡏࠬ ݡ  ࠪతృకࡹ ఈ ऴړం࢑ ޴షయం ఒకܽ ߘంݟ వరڕ k rbikckj 
నࣆݡफంڒ ޴బܽद ఎవ܉ ߕࡕऴగతफڴ గమߖంۧ࡯ ఇకए బܽद ఈ ࠪङڒ ࠼ఉంܼ ڴలంږߘఅ ݢంࡓ ఈ ݦ ऴܽڡझ ޜ 

అర ߖసࠪనం అ ړ मం అޔ࢓ం޴, AIj 
फనऒࣆݡన ڕవర ݟంߘ ఒకܽ ࡱఎంऴܾ ߖ޵  సమघ ష޳ ߤछ ఇవछ ࡌ బݞन ओߩఇ ,࠼  k rbikckj ߖߖ޳ ݡ
࢑సफࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం ࠪࣆ అߕऒ  tion t ޴फంࣆݡన ڕవర ݋࠳ ݟంߘ ఒకܽ  ࡏ
కएࡅ ࠾ࡍమ ߘߝ ࢡబࣗ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ޴నࣄవలڒ ڕࠬ ޴న࡯ڵࠫ బܽदڒ  ఉతओ  b c d ߖతృక అࠪ ߖफޒ
ఎంऴܾలܘݟ ޜ అࣃࡱߧ ߖफ ऒߕڕࡏڝ ߘߝ లకం࠮  ޻ఇ ޴నࡕస ޴ంࣄవలڒ ڕߕ బܽदڒ ߘ  dtj ij th ߘ
వ ऴప࢘శం b c ޴ߝఅ ࡹ ݋ݞ బܽद ࠪతృకڒ dtj tj 
సమघ ޴బܽद ఇڒ షړ ߤ సࠪనం అޔ࢓ం޴, ఇ޴ ఒకܽ ߘం݋࠳ ݟ వరڕ నࣆݡफం޴ మ࠾ࡍ t dtj 
ఒకܽ ߘంݟ వరڕ నࣆݡफనऒ  సమघ షߤ అߖ ऴࣃ࢐भ ం rbtkckj k 
ఇߕ  ޴ వదभ ఉనऒ  ޴
फనऒࣆݡన ڕవర ݟంߘ 1  సమघ షړ ߤ సࠪనం 1 ߘంݟ వరڕ నࣆݡफనऒ  సమघ షߤ ఇ޴ m t raitbtkckj k 
అߖऒ  ऴ݋ڙࠈ ల࢑ ߘసफࡍంۨన తࡌछ త ۨవరߕ ڕ వదभ ఉనऒ దగ ߕ బܽदڒ ޻ఇ ޴ ठర ఇ޴ ఉంڒ ޴బܽद ۨవరڴ ఒక 
వ ఎంऴܾ ఇవछ ࣄ ݋ݞ ࠉ ݋ݞ బݟం޴ ఈ ߷ࡏघ छ޳ ࡮ ओߩఇ ࡌ ij cߖ ݋ݞ ࠉ ݋ݞ ఒక ޜ ߖߖ޳కࡖమనం మ ݡ
एړࡵ ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ఇ޴ ఎంऴܾలޜ ࠪऴޒకల ఉతओ  ޜࣄ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓फ అޒ
ల ఉతओ࠻తృక సమࠪ ޜఎంऴܾల ޜల ࠹݅ ܘࠉ ࡓ ړफޒ ऱܿ ߭ޔڷࡏంڒ ޴బܽद ఇ޴ మనڕ ఉతओ छ޳ ࡏ फޒ  ࡌ
फనऒࣆݡన ڕవర ݟంߘ ఒకܽ ࡱఎంऴܾ  ࣆࡱޘ  సమघ ష޳ ߤछ ఇవछ ࡌ బݞन  బܽद le maikbkjaikbkj kڒ ࠼
फనऒࣆݡన ڕవర ݟంߘ 1  సమघ షߖ ߤ ऴ࢐యړߖݞ నߘऒ  అߘమޒంచޜ ړߖݞ సࠪన࠳న  maikbkj k c
۪కए నऒߘڒ సࠪనం ړߖڒల࠮ ఇ࢑ ޜ ఉనऒ ޜ   ఎంऴܾڒ ࡱబܽद ij th cij i 
फనऒࣆݡన ڕవర ݟంߘ ఒకܽ ,޴ఉంܿం ࣄంచవలށڷ  ߯ అ޻ సమघ షߘ ߤ ఉపڵࡆంచߖవछ ంݟ ri t i th 
బܽद సమघڒ లకం అవసరం࠮ లకం࠮ షߤ ఒకܽ ߘంݟ వరڕ నࣆݡफంڒ ޴బܽद వ ࠮లకం సమघ షߤt r i 

అ޴ߝ ఒకܽ ߘంݟ వరڕ నࣆݡफం޴ k maikbkt 
, ఇ޴ i.
  వ ఎ࠱࡯ంޜ ݋ ఈ ࠴తफం ࣋ށڷफ ߘߝ 
ऒߖ޵  ఎ࠱࡯ంށڷ ޜ ݋ంۧ࡯, ఇ޴ ఖۨऐ తంڴ ఇߕ ޴ దగ ठర ఉనऒ సమघ ޴ఇ ޴ షߤ లڕ సࠪనం t jth ctj t
ఒకܽړ సࠪనం సమघ షړ ߤ సࠪనం ऴపࣆफతం ړ సࠪనం ࠬࡏ గమߖంచవలࣄన޴ r k maikbktctg
ఏࠫటం݄, ఈ ऴړంߖ࢐ܽ ޴ మనం ڝ ࣄ ݋ݞ ࠉ ݋ݞసం ఎڡझ  ऴ߭షߖ ߤ కڵ࡯ ఉߕऒ మߖ గమߖంۧڒ ࡯బܽद ߖ޵ऒ  
ఎ࡮߱ ࡮ऐ బܽद ఈ సందరगڒ ࡯ ంࡹ మనం ఏࠫ ࣃۯफ ࠭.
 మనం మߦ ࠾ࡍऴతలࡏࠪ ߘऐ వలం డࠬघښ అ࢑ ޳ࡶ ం޳ంڕ छ޳ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ࡱకۨࣇ  t k t k ࡌ
మ޳ ࠾ࡍछ फࣃऴ࢐ ߖసࠪనం అ ړ ࠾ࡍమ ڴసࠪనం ޜߖ޳ఒక ࡌ  k tk r t mi t by kbkt ࠾ࡍమ ߘ
ࣾࠫంచంݟ అߘ࢓ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇߩओ ఉనऒ ڵ࡯క ڴࡍࣃࡍవۨ ߘߝ ݡ  వङ ڔ फకరణࣆ۫ ߘफߕऒ  btk ckj ߘ
మ࠾ࡍ ఇߝڴ࡮ ࣄ ݋ݞ ࠉ ݋ݞ ޴ ఉందࡏࠬ ߖ గమߖంచవ۪ऐ  ڴబంధంߘరం అڒణڷ బܽद ࠪతృకڒ ,
ఉందߧ۫ ࠭࠲ ߖంۧ࠭ తޒ࢐ࡏ ఒక సహజ࠳న ऴపశऒ  క࠭ङ  జం ఏࠫటం݄ ࠪతృకߖ , ంۨࡍڷ ࢑ܾܼܽ
క ڴరణం߄ࣃ రంڒణڷ ङ࠭ भ޳ۯ హరణ޳మనం ఒక ఉ ړߖ࢐సफ࢐ బܽदڒ ޶ڒ ݄࢟ܽ ం , ړߖ޵ ఒక ఉ޳హరణ 
भ޳۫ ం 
ఈకछ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ న࣒ 4 2 5࠳ న࣒ 2 3࠳ 1 ఈకछ ࠗࠈదట అ࠴ ߤవ ࢟ࠀ ޓऴ 2 4 2 ࡽ  న࣒ 2 3b࠳ 1 ܿ ࡽ
ࡓ న࣒ 4 2 5࠳ ऱܿ ఈ 1 2 5 4 3 2 ࠉ.
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 ఈకछ బܽद పڒ ࡏఆ ݡంࡓ  ޓऴ ݋࠼న࣒ ఎ࠳ ࡛ࠂ ܿ న࣒࠳ ܿ ܿ ܿ ܿ ࡽ ऱ࣒  ఒకܽ ࠳ ݡ࠮న࣒ x t  wo 
ఒకܽ పऱ࣒ ݡ࠮ ޴న࣒ ప࠳ బܽदڒ ޶ఐ ړࡹ పऱ࣒ ڷࡱߕ ݡంࡓ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ݡంࡓ ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡ࠮   
ఎ޴ࠫߖ ఐࡓ ޶ంݡ ప޴ పऱ࣒  ప࠳ ޴న࣒ ࠳ ݡ࠮ ڷࡱߕన࣒ పߜऒ ంࡓ ݡంݡ ఐ޶ పऱ࣒  ఏݡ ఐړࡹ ޶ 
ࣾࠫంచంݟ పऱ࣒  ప޴ పऱ࣒  ఐړࡹ ޶ ఒకܽ ఇ޴ ఐ޶ ఫ࡯తంڴ వۯऐ  ࠪతృక 2 ࠳న࣒ 8 ࠳న࣒ 6 ప ऱ࣒  6, ఇ3 0 ޴ 
న࣒ 7 ప࠳ న࣒ 10࠳ ऱ࣒  3, ఇ࠳ ޴న࣒ ڷࡱߕ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ఎߕࣆ ޴ࠫߖऒ  ప ऱ࣒  ప޴, ఇ޴ ప࠳ ޴న࣒ 
పߜऒ ంݡ పऱ࣒  ప޴ , ఇ࠳ ޴న࣒ ࡓంݡ పऱ࣒  ఐ޶ , ఇݡ࠮ ޴  మߩ࢙ ࡗ మనం ࡏࣃ 1 2 5 4 3 2 ߖऱ 1 ba ba 
న࣒ 4 3࠳ న࣒ 2 అం݄࠳ ړࡹ న࣒ 12 2࠳ న࣒ 4࠳ ڕవర 3 ݟంߘ 1 ݟంߘ సࠪనం 2 ڕ న࣒ 4 2 5࠳ న࣒ 2 3࠳
ऒޒऴపయ ړߖݞంచށగ ڕవర 6 2 ݟంߘ भ޳ ం  ڒబܽद ప ऱ࣒ పऱ࣒ ,ߘࣜ޴ప ݡ࠮ ݟంߘ ޶ఐ 6 ޴ఇ , 3 ݟంߘ   x 2 
పڷࡱߕ ߘࣜ޴ ఒక ఐߘ ޶ం࠳ ݟన࣒ ࠳ ,ڷࡱߕన࣒ ఇర࢙ ߘ ڷࡱߕం࠳ ݟన࣒ ࡓం࠳ ,ݡన࣒ ఎ޴ࠫߖ 
ఐߘ ޶ంࡓ ݟంݡ పݡ࠮ ڷࡱߕ ޴, ఇ޴ పߜऒ ంݡ ఐߘ ޶ంݟ ఐ޶  ఇర࢙ ఐڒ ޶బܽद ప ऱ࣒  ఇర࢙ ఐࡓ ޶ంݡ
ఒకܽ ࡓంݡ ఒకܽ ߘం࠳ ݟన࣒ ࠳ ݞږన࣒ ࡓ ڷࡱߕం࠳ ݡన࣒ ࡓంݡ, ఇ࠳ ޴న࣒ ڷࡱߕ ఒకܽ ߘంݟ 
పऱ࣒ ࡏఆ ,ݡ࠮ ݡంࡓ ݡంࡓ ޴ఇ ,ݡంࡓ  ఐ޶ ఒకܽ ఐ޶ ఐ޶, ఫ࡯తంڴ వۯऐ  ࠪతృక ࡓం࠳ ݡన࣒ 
పߜऒ ంݡ, ఇ࠳ ޴న࣒ ప࠳ ޴న࣒ ڷࡱߕ పऱ࣒  ఆࡏ ఇ࠳  ޴న࣒ అం݄ ࡓంݡ ఆࡏ కߧ࡯ పߘࣜ޴ అం݄ ఇర࢙ 
ఒకܽ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ఇర࢙ ఇ࠳ ޴న࣒ పదࣔ࠳ ࡏన࣒ 8 ప ऱ࣒  10 ఇ12 2 ޴ ప ऱ࣒  25 ఇ࠳ 2 37 ޴న࣒ 4 ఇ࠳ ޴న࣒ 2
న࣒ 4 ప࠳ ऱ࣒  2 మࢁऱ ࠳న࣒ 2 6 ప ऱ࣒  5 ఇ11  ޴.
ంచవ۪ऐߖగమ ߖ࢐ܽ ޴ంړఈ ऴ ࡏࠬ  , అ޴ߝ ఆర न࡛ కएࡅ ݀ ࠑ ݀   ࠪతృక అޙ࠼ అ޴ߝ ఆర न࡛  ऴޓ ab ba 
కएࡅ ޓऴ ࠑ  ࠪతృక మ࠾ࡍ అڼ࡮ మࡅ ࠾ࡍకए  ఎంऴܾࡱ స߱ࡍలడం ࣃధङ ం ڒ ޶ڒబܽद ࠬࡏ ఈ a b 
छࡔ࢘  న࢑޴ంۮ ڕకలޒऴࠪ ݢంࡓ ऒߖऴకࠪ ࡏ  ఈ ࡓంݟంܽߗ ߱లऐ  ab ba޶ڒ సࠪనం ڕ ޴ߝబܽद అڒ ࠭ࡶ
 బܽदڒ
అ޻ ऴకమంࡹ ఉనऒ  ࣋ए छ ࡛ ࠪऴޒకల ࡍڷంۨ మనం మࡖక ఉ޳హరణ ۫޳भ ం ah 
1 2 3 మړ4 ࠾ࡍ సࠪనం మߘ ࠾ࡍ ఐ޶ ఆࡏ ఏڴݡ ఎం۪ڕం޳ం  మ࠾ࡍ ఎ޴ࠫߖ ఇߩओ  b  ࡱ࢒ ݡ
ऒޒऴపయ ړߖݞంచށగ ߘ 8 ࠾ࡍऱ 5 6 7 మࡏࣃ 4 3 2 1 ࠭࠲ फࣃ ࠭, ఇ޴ ఒకܽ ߘంݟ ఐ޶ ఐ޶ ఏߘ ݡంݟ 
ऒ޳ప ݡంࡓ బܽद పڒ సࠪనం ړڷࡱ ऱ࣒  ప޳ऒ  ࡏఅం݄ పదࣔ ޴ࠫߖఎ ړࡹ ݡంࡓ ࡏఆ ࡏఆ ݟంߘ ఒకܽ ڷࡱ
 అం݄ 5 4 ࠾ࡍऱ 1 2 3 మࡏࣃ ఇర࢙  8    సࠪనం 5 6 7 8 ڷࡱߕ ݟంߘ ݡఏ ߘࣜ޴ప ޶ఐ ݟంߘ ݡ࠮
ప 5 1 ݟంߘ ऱ࣒ .అం݄ 18 3 ړࡹ 6 
 ఐߘ ޶ంࡓ ݟంݡ ప޴ ఆߘ ࡏంڷࡱߕ ݟ ఇర࢙ ڷࡱߕ ఏߘ ݡంݟ ఒక ఏݡ ఎߘ ޴ࠫߖంݡ࠮ ݟ ఇర࢙ 
ऒ޳ప ݡంࡓ ݟంߘ ݡఏ ڷࡱߕ ओ߯࠭ ڷࡱߕ ݟంߘ ޴ࠫߖఎ ڕవర ڷࡱ పऱ࣒ ޶ఐ ޴ఇ ,ݡంࡓ   ప޺भ޴ࠫߖ, 
ఇర࢙ ݡ࠮ ప޴ పऱ࣒  ఇర࢙ ڷࡱߕ, ఇ޴ ࠭߯ओ ప 7 ڷࡱߕ  ऱ࣒  24, ఇ14 31 ޴ ప ऱ࣒  32, ఇ46 ޴ అం݄ ఇ19 ޴ ab, 
32 43 మړ50 ࠾ࡍ సࠪనం మۯ ࡏࠬ ࠾ࡍయవ۪ऐ కएࡅ   ఎంऴܾలڕ ఒకए  ఎంऴܾ ݞږ సࠪనం ڒదߖ ma 
గమߖంచంݟ  మړݟڕ 46 ࠾ࡍ సࠪనం ڒబܽद మ࠾ࡍ ఒښ ऴకమంࡹ trix ba 23 34 31 a b 
చޔరऴڒࣃర ࠪऴޒకࡱ అ࠼నߩओ ab ba ࡱకޒऴࠪ ࡹయలړరణ ऴపऴ߄ࣃ బܽदڒ ޶ڒ సࠪనం ړ ݞږ ݡ
వۯऐ  త޶పࡍ ఆࣄफ ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఉంܿం޴ , ఉ޳హరణڕ ఆ࡮औ  మܼࠊ ࠾ࡍ అ޳ࡶ ޙ࠼ 
ओߩంۨనށڷ ߖంܽݟంࡓ ఈ ࡏࠬ औ࡮ఆ ݡ ए࣋ ݡంࡓ ߕవంܽ ఏ࢙ ܼࠊ ݋ݞ  ऐۯవ ڴతం࡯ఫ ࠾ࡍమ ࡱ ࡛࡮  
ऒߕࣆ  ࣋ए औ࡮ఆ ޙ࠼అ ࡛࡮ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ఒకܽ ࡹܽ࢒ ܼࠊ ޳ࡶ సࠪనం ړ  ߗڒ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ
ࠪऴޒకల ࢑షయంࡹ ఇ޴ జరగڒ ޶బܽद మనం ۫޳भ ం  ఇ࢑ ޴ఫలమࡃङ  ఒక ߄ࣃరణ ఉ޳హరణ ڒబܽद ߕࣆऒ  
ऒߕࣆ ޶ఐ ݡ࠮ అం݄ ࠉ ࠾ࡍమ ݀ ࡗ܋ ߤన࣒ వ࠳ ऒߕࣆ  వछߖఉండ ڴసࠪనం ړ ంݟ, ࠬ వదभ ఈ ࡓంݢ 
ఉߕऒ ओߩఇ ,࠼ ऒߕࣆ ݡ ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳  ङࠪ ߖݡంࡓ  ऴܽڡझ ऒߕࣆ ޶ఐ ݡ࠮  ऒߕࣆ   abړߖݞంచށగ ޜ
ऴపయޒऒ भ޳ ం.
ऒߕࣆ ړࡹ ݡ࠮   అޔ࢓ం޴, ఇߕࣆ ޴ऒ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳   అޔ࢓ంߕࣆ ڕࠬ ,޴ऒ  అߕࣆ ࡹ޶࠼ऒ  
ఉంܿంߕࣆ ڕࠬ ,޴ऒ ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳  ऒߕࣆ ऱࢁమ ޴బܽद ఇڒ ,޴ఉంܿం ڴ ऒߕࣆ ړࡹݡ࠮   ݡంࡓ ,
ऒߕࣆ , ఇ޴ మࢁऱ ࡗ܋ అޔ࢓ంߕࣆ  ޴ऒ  అߕࣆ ړ޶࠼ऒ ऒߕࣆ , ऒߕࣆ ߧ࡯క ݡంࡓ ړ ऒߕࣆ సగం ړ  బܽद oڒ 
వۯऐ  ࠪతృక ښవలం ߕࣆऒ  ࠪతృక ڒబܽद ࠪऴޒకࡱ 
࢐సफవ సంఖङ ړసం ޳ࡶ ࡱ ऱషद సంఖङ ల వࡵ ऴపవࡍ फంۨన ऱܿ కࣆߧߖफనऒ పओ సछ ࢐ܽ అ࢑ ڔܽ ంత లࣾހలߘ కڵ࡯ 
ఉంܼ࠼.
  అతङ ంత ߤߕ-క ङ࠭ ݄ܽ࢟ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంࡓ ࡏࠬ ڴంߕࣆ ݡऒ ఉనऒ ڵ࡯క ߘకలޒऴࠪ ߖڒ  పओ  ࢐ܽ ڔܽ
ఉతओ యవ۪ऐޓࡍ޳ ڕफ ఈ 0 ࠪతృకޒ  ఇߩओ రङڒ సࡏథࠫక వߦమనం ऴ ݡ కࡱߦ࡮ మ࠾ࡍ వࡏస ఎߤ࡮ۮ 
ࠪऴޒకࡱ అߝ ࠙వనࡿࢗ ڕभ ం.
 వࡏస ఎߤ࡮ۮ ࠪङ ऴܽڡझ  అం݄ ఏࠫܽ , ఆ߯ ߕࣆऒ  ఆపࡔషߤझ  అం݄ ఏࠫ݇ అర बం ڝࣆۯవړߖݞ 
ऴపయޒऒ ంచంڒ ,ݟబܽद ࠪతృకࡗ ߘ తڵ ठంచబݟన ఎ޳ࡶ ݟڕ ߤ࡮ۮ ఒక వࡏస ఎߤ࡮ۮ ࠪङ ऴܽڡझ  అߖ 
రछߖ చనంޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం  ऴపߕࣆ ޒऒ  ߖڒ 
ऒߕࣆ దܽ࠴ ݋యంࢳ߹ఎڝ ۃంݟࡰ అం݄ ݋యంࢳ߹ఎڝ ۃంݟࡰ ޴ండవࡓ  नݡఅ ޒణకం అం݄ ऴపڷ ߖڒ 
వࡏసࡹ ఒక ࠮ ࢑ࠈడవ޴ ఒక ڒలݟࡰ ࠹ంࡗ܋-ߤߕ ۃ ఎంऴܾߖ కڵ࡯ ఉం޴, ఎం޶కం݄ ࡓండవ޴ wh ich 
 ۃంݟࡰ ࡹసࡏవ ڕࠬ ࠾ࡍమ ݋యంࢳ߹ఎڝ ۃంݟࡰ బܽदڒ ࡯ݞఉం ڴఒకܽ ݋యంࢳ߹ఎڝ ۃంݟࡰ
ఉనऒ ݋యంࢳ߹ఎڝ ऒߖఅ ޴ంޔࠋۮ ߖఅ ࡯ݞఒకܽ ఉం ࡹసࡏవ ݟڕ స ఉం݄ࡏవ ࢓ࡱߖ   ఇతర ڷణࡱڒ 
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ऒߕࣆ ओߩఇ ڕࠬ బܽदڒ సࠪనం ړݟڕ  ऒߕࣆ ࡹకޒऴࠪ ޴లठవߕ ޔషర ࡍవۨ ݡ࠮ ݡ  rࡱసࡏन వݡఅ ߖڒ 
ఉߕऒ యߖ అڕߘం޳ం అం݄ ࠫ࡯ڵన అݡन వࡏసߕࣆ ࡱऒ  ޙ࠼అ ࡱసࡏन వݡఅ ࡗ܋ ߤߕ కޒऴࠪ ݟڕ 
 न ithݡఎంऴܾ అ ࡗ܋-ߤߕ ۃంݟࡰ ఎంऴܾ ࡗ܋ ߤߕ ۃంݟࡰ
వࡏస వ ڒలࡹ ࠹ సంభࣆ࢑फం޴, అߩओ పओۮ ంۨ ఏࠫࡍڷ ࡏࠬ ݡ గలࡏ అߩओ  ki k 1 k 2 kr k 1 ݡ
ఖۨऐ తంڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ కం݄ ఖۨऐ తంڴ తڕए వڴ ఉంܿం޴ ఈ ڷࡱߕ k 2 k 
࢑షߖ ߖߖ޻ ࡏࠬ ࡱ࠻రछ ۨంۧ࡯झ న అవసరం ఉం޴ అݡन వࡏస తڵ ठన ఎߤ࡮ۮ ࠪङ ऴܽڡझ  అࣃࡱߧ ߖफ  ,ࡏ
ఇߩओ ऒߖڜ మనం ݡ  ఉ޳హరణ޳ۯ ࡱभ ం ࠴దట ఒకܽ ޳۫ ߖߖ޵भ ం ఒకܽ ࣆనऒ ऒߕࣆ ݡంࡓ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   
ऒߕࣆ ऒߕࣆ   ఒక ߕࣆऒ  ऴపߕࣆ ޒऒ  వࡏస ࡹࠏ అ࠴ ߖదܽ షరޔࠋۮ ޔం޴  ऴపߕࣆ ޒऒ  न wݡఅ ߖڒ 
వࡏస ڒబܽद ࡓండవ వࡏస ߕࣆऒ  వࡏస అޙ࠼ అߕࣆ ޴ऒ  ండవࡓ ݟڕ ,޴న ఉంܿం߯ ړసࡏन వݡఅ ߖڒ 
వࡏస ߕࣆऒ ऒߕࣆ సࡏడవ వ࠮ ޴స ߯న ఉంܿంࡏन వݡఅ ߖڒ   ޴నࣄవలڒ ڕమన ࠾ࡍమ ޴ߖڒ 
ఏࠫటం݄ ऴపߕࣆ ޒऒ  అݡन వࡏస ऴపޒ ऴړంద ఉంߕࣆ  ࡯ݞऒ ऒߕࣆ ࠾ࡍస మࡏन వݡఅ ߖڒ   వࡏస అ࠼న 
ऒߕࣆ సࡏन వݡండవ అࡓ ڵత ߘసࡏन వݡవలऱ అ޶అం ࠾ࡍమ ޴స కం݄ ߯న ఉంࡏन వݡఅ ߖڒ  ठంచ޶ࡶ 
మ࠾ࡍ ఎߤ࡮ۮ ࠪङ ऴܽڡझ ڵత ߘ  ठంచ޶ࡶ , మࡖక ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం ࡓండవ޴ అ࢑ ޻షయం ڒబܽद ࡓండవ 
మ࠮ ࠾ࡍడవ వࡏసలࡏࠪ ߘऐ ऒߕࣆ ం ఒకܽ޳ంڕ ऒߕࣆ ݡంࡓ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   ఒక ߕࣆऒ  బܽदڒ 
ఇకए ڕࠬ డ ߕࣆऒ  ఒకܽ ߩ࢙ݟڕ ఒకܽ ࡓంߕࣆ ݡऒ  ఉంڒ ޴బܽद ఇڕࠬ ޴ ఒక ߕࣆऒ  ఒకܽ ߕࣆऒ  ݡంࡓ 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ఇకए ޴దܽ࠴ బܽदڒ  డ ߕࣆऒ  వࡏస ۨవ޴ࡍ  ఇ޴ అߖऒ  ఇతర ࡗ܋ ߤߕ 
 ޴ఇ ,࡯ݞఉం ݋యంࢳ߹ఎڝ ۃంݟࡰ దܽ࠴ ࡹసࡏవ ޒऴప ޴దܽ࠴ ޴ండవࡓ సల కం݄ࡏन వݡఅ ࡗ܋ ߤߕ
ఈ సంవతझ ޴ఇ ݋యంࢳ߹ఎڝ ۃంݟࡰ దܽ࠴ దܽ࠴ ޴ఇ ޙ࠼అ ࡗ܋-ߤߕ దܽ࠴ ࡹసࡏదܽ వ࠴ రం 
ऒߕࣆ ఉనऒ ڵ࡯క ࡏࠬ ޴ߖڒ  ऒߕఉ ݡంࡓ ڕࠬ ࡹߖ޳ ండవࡓ ߗڒ ޴ఉం ߝڴࠈ స  ఒకܽࡏదܽ వ࠴   ࠼
 ݋యంࢳ߹ఎڝ ࡗ܋ ߤߕ దܽ࠴ ޳ࡶ ݋యంࢳ߹ఎڝ ۃంݟࡰ దܽ࠴ ࡹసࡏండవ వࡓ బܽदڒ
ڵస తࡏन వݡత ఒక అۯ޶అం ࠾ࡍమ ݡంࡓ ठన ఎߤ࡮ۮ ࠪङ ऴܽڡझ भ޳۫ ߘహరణ޳క ఉࡖమ ޶ڒ  ం 1 ఇ޴ 
भ޳۫ ం  ఒకܽ ࡓంߕࣆ ݡऒ  ఒకܽ ఒకܽ ߕࣆऒ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   వࡏస ఇ࠮ ޴డవ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇతర ࡓంݡc 
ऒߕࣆ  వࡏసల ऴړంద ޳ࡶ ఇతర ࡓంߕࣆ ݡऒ  ۃంݟࡰ దܽ࠴ ࡹసࡏదܽ వ࠴ ࡱసࡏन వݡఅ ߖڒ 
,లకం࠮ ండవࡓ ޴స అࡏండవ వࡓ  ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴లకం ఇ࠮ దܽ࠴ ݋యంࢳ߹ఎڝ
ఇ޴ మࢁऱ ఒకܽ, ࡏࠬ ߗڒ అݡन వࡏస తڵ ठన ఎߤ࡮ۮ ࠪङ ऴܽڡझ  ߘޔడవ షర࠮ న࠳అవసర ڕ 
గమߖంۨనటऱࡏࠬ ,ޙ࠼ ఎకए డ ࠴దܽ ݟࡰంڝ ۃఎ߹ࢳయంߖ ݋ కڵ࡯ ఉం݄ , ఆ ڒలߖࡹ ࠹ ఇతర ఎంऴܾࡱ 
ऒߕࣆ .࡯ݞఉం ڴ
ఇకए ڕࠬ   డ ఒకܽ ఉం݄ , ఇతర ఎంऴܾࡱ ఇకए డ ߕࣆऒ  ఒకܽ ݋యంࢳ߹ఎڝ ۃంݟࡰ ڕࠬ ߗڒ ,࠼ఉంܼ ڴ
ఉంڕࠬ ߗڒ ,޴ ఇకए డ ߕࣆऒ  ఉంߗڒ ,޴ ఇߕࣆ ޴ऒ ڵత ڴసࡏవ ޴బܽद ఇڒ ޶ڒ  ठన ఎ݋ ۧ m atrix  ޶ڒ ߤ࡮
మࡖకܽ ۫޳भ ం 0 1 2 ߕࣆऒ ऒߕࣆ ݡ࠮  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   ఐߖ޵ ࡏࠬ ޶ऒ  కڵ࡯ ఉߕऒ ऒߕࣆ బܽदڒ ࡏ  వࡏస 
ఇ࠮ ޴డవ వࡏస, ఇ޴ అߖऒ  ఇతర వࡏసల కం݄ ࡓండవ వࡏస కం݄ ڷ޴వన ఉంڒ ޴బܽद ࠴దܽ ݟࡰంۃ 
ఇకए ݋యంࢳ߹ఎڝ డ ࠴దܽ వࡏసࡹ ఉం޴ మ࠴  ࠾ࡍదܽ ݟࡰంڝ ۃఎ߹ࢳయం݋ ఇకए డ ࡓండవ వࡏసࡹ 
ఉం޴, ఇవߗऒ  ఒకܽ మݟࡰ ڕࠬ ࠾ࡍంڝ ۃఎ߹ࢳయం݋ ఉనऒ  ۲ట ఆ ڒలߖࡹ ࠹ ఇతర ఎంऴܾߕࣆ ࡱऒ  ڕࠬ 
ऒߕࣆ ࡱఇతర ఎంऴܾ ߖࡹ ࠹లڒ ఆ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ ండవࡓ సࡏదܽ వ࠴  మࡏࠬ ࠾ࡍ  
ऒߕࣆ ࡱఇతర ఎంऴܾ ࠾ࡍమ ݟڕ దܽ ఎంऴܾ ఒకܽ࠴ ࡹసࡏండవ వࡓ ڵ࡯ఒకܽ క ࡹߖ޳ దܽ࠴  బܽद kڒ 
ఒకܽ ڒబܽद ࠬࡓ ڕంߕࣆ ݡऒ ऒߕఉ ࡱసࡏन వݡఅ ߖڒ  నऒڕࡏڝ ࡏࠬ బܽदڒ ࠼  లठవkthߕ సࡏవ ࢓ࡱߖ ޴
షరޔ ఒకܽ ఇంࡹ޶ ఒకܽ ࣾࠫంచంݟ  ఈ సందరग ంࡓ ࡹంݡ ఇࡓ ޴ండవ ࢓ࡱߖ వࡏస మ࠾ࡍ ఈ k 
సందరग ంࡓ ࡹంݡ ఒకܽ ڒబܽद ࠬ వదभ ఉనऒ एڕఒకܽ కం݄ త ݡంࡓ ޴ వ k k k 
ڵస తࡏవ ޴బܽद ఇڒ ठంచబడڒ ޶ࡶబܽद ఈ ࠪతృక అݡन వࡏస తగ ठڒ ޶ࡶబܽद మࡖక ఉ޳హరణ ۫޳भ ం 1 0 2 0
ऒߕࣆ 0 3 1 ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ   అݡन వࡏస అߖऒ ऒߕࣆ  ޴ండవࡓ ޴దܽ࠴ సల కం݄ࡏन వݡఅ ߖڒ 
झ݋యంࢳ߹ఎڝ ۃంݟࡰ సࡏండవ వࡓ ࠾ࡍదܽ మ࠴ ޳ࡶ ݋యంࢳ߹ఎڝ ۃంݟࡰ  ండవࡓ ࠾ࡍదܽ మ࠴ ࡹ 
వࡏస ݟࡰంڝ ۃఎ߹ࢳయం݋झ ऒߕࣆ దܽ࠴ ࡹ  ంచవ۪ऐߖగమ ࡏࠬ ߖణకం అڷ ߖڒ  .
एڕవలం ఒక హښ   అښ ޴వలం ఒకܽ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࠬڕࡏڝ ࡏనऒ ࡍߪ ޴డవ࠮  फ ڒ ࡏࣃۯబܽद అߖऒ  
ఉనऒ ݋యంࢳ߹ఎڝ ۃంݟࡰ బܽदڒ న࢑ࡕస ࡱڒల࠮ ऒߖఅ ࡱڒల࠮ ߖࡹ ࠹లڒ   ఇతర ࠮లڒలݟࡰ ߘంۃ 
ఉనऒ ڵ࡯క ࡗ܋ ޳ࡶ ݋యంࢳ߹ఎڝ .࠼ఉంܼ ࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ 
 
 ݞంڕڒ ޴ఇ ,޴फంࣆߧߖక ࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ ండవࡓ ࠾ࡍమ ࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴ ݋యంࢳ߹ఎڝ ۃంݟࡰ
ऒߕࣆ ࡱڒల࠮ ݡంࡓ న࡯ڵࠫ  ۨవࡍ ఒకܽ ఒకܽ ࠴ ߩ࢙ݟڕదܽ޴ ఒక ࢓ࡱߖ వࡏస࠴ ޳ࡶ ࡹదܽ k k 
స ఒకܽ ఇకएࡏవ ࢓ࡱߖ డ అڙ࣊ ޴ంڴ ݋ ఉనऒ ऱܿ ࠬࡏ గమߖంచవ۪ऐ .k 
एڕకం݄ త ݡంࡓ బܽद ఒకܽڒ ݡంࡓ ݡంࡓ బܽदڒ ݡంࡓ   వ ڒబܽद ఈ ࠪऴޒక ࠪతృకܿߦ ޜ తڵ ठన k k k h 
అݡन వࡏస ఇߩओ दࣃ ఈ ݡ ంܿనऒڕߘలڴఅడ ࡹ ۃ  సహజ ऴపశऒ   అ޴ߝ ऴړం޴ ऴపశऒ  ࠪతృకڴ ఇవछ బݟం޴ e a
 ߖߖ޳ 
వࡏస తڵ ठంచబݟన ఎߤ࡮ۮ ࠪङ ऴܽڡझ రऐࠪ ڴ  ऴపశऒ ޴ఇ , ޳య ఉంړऴపऴ ߕ޼ఏ ړߖݞ క ఇۨऐޒబܽद ࠪऴڒ  న a 
ऴపశऒ फࣃۯ వృతంࡌనߩ ߘ ڵస తࡏవ ߖߖ޳ ,ߘ ठంచబݟన ఎߤ࡮ۮ ࠪङ ऴܽڡझ రऐࠪ ڴ  ޳య ఉంړऴపऴ ߕ޼ఏ ړߖݞ
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అߘ࢓ ఒక ߄࢑నం ఉం޴ మ࠾ࡍ ఎ࠱࡯ంటࡎ ఆపࡔషߤझ  అߧ ߖలవబࡗ ޳ࡶ ࢑ݦ ఎ࠱࡯ంటࡎ ఆపࡔషߤझ  అߖ 
ࡍవ ࢑ݦలవబߧ फంపܑయడం ऴపऴړయ ڒబܽद ࠭ంڴ޶ ఈ వࡏస ऴߦథࠫక ڒరङ కࡱߦ࡮ ఏࠫ݇ చࡍऐ भ޳ ం , ݡ࠮
వࡏస ऴߦథࠫక ڒరङ కࡱߦ࡮ ఉߕऒ ए࣋ ࡗ܋ ߤߕ ࡯ంۧށڷ ߘసࡏन వݡఅ ޴దܽ࠴ ,࠼ नࠈం࡮ ࡛࡮  అߖith 
పओۮ ంڒ ݟబܽद ߖ޵ऒ नࠈం࡮ సࡏन వݡఅ ݟڕ  झ࠹݅  ఈ ࠪङ ࡏࠬ ޴फంࣆۨࣇ ޜ  ऴܽڡझ  ఒకܽ ࡓంݡ ith ri 
झڡࣄ ޶ఐ ڷࡱߕ ݡ࠮ ࡓ ݡంࡓ ړఒకܽ ߘసࡏन వݡదܽ అ࠴ ࡏࠬ फ࣋۫ ߖ  ऱܿ ށڷంచం࠴ ࡏࠬ ݟదܽ 
వࡏసࡓ ߘంށڷ ޜݡంచడంڵ࠭ ࡏࠬ ޜంۧڒ ࡏబܽद ࡓంݡ ఒకܽࡓ ڴంࡓ ڴݡంࡓ ڴݡంࡓ ڴݡంڴݡ 
 ࡏఆ ڷࡱߕ ݡంࡓ తफ ࠪతృకڜ ڕࠬ  ޻ఇ ࡏఆ ޶࠼అ ڷࡱߕ ࡏఆ ڴݡ࠮ ڴݡంࡓ ࠾ࡍమ ڴڷࡱߕ
ए࣋ ߘసࡏదܽ వ࠴ ࡏఆ ޶ఐ ڷࡱߕ छ޳ ంచడంށڷ ޜߘక࣊ ݡంࡓ ࡛࡮  ݟంߘ సࡏదܽ వ࠴ ࡌ
߰ందబޔݡం޴, ఇ޴ అݡन 
వࡏస మ޳ ݟڕ ߖ ࠾ࡍछ రऐࠪ ࡌ డం ޳छ j ࡱసࡏవ ࠾ࡍస మࡏन వݡఅ ޴ఇ ࡌ ith jth 
ࠪరऐ బݟనం޶న ఇࣆۨࣇ ޴फం޳ࡶ  ޴ పరసओ రం ࠪࡏऐ నऒڕ थ܉సం ޴ఇ ޴ ࠪనం ڒబܽद మనం ఒక ఉ޳హరణ
0 1 2 ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ ݡ࠮  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  भ޳۫  ం ڒబܽद ఇ޴ ఒక ఉ޳హరణ ڒబܽद మనం ఏࠫ 
ऒߕޔࠓయۯ ం అం݄ మనం వߤ మ࠾ࡍ లࣃ ߘछ ऒߕޔࠓయۯ ߵ ం ࡓంݡ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఒక ߕࣆऒ  r r 
నऒࣆ ݡ࠮ ऒߕࣆ ݡంࡓ ఒకܽ ࡱ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऐࡏࠪ ߘ   ޴ఏࠫ ఉంܿం ڕࠬ ం݄ڕ

 ప ऱ࣒  ࣋ए ࡓ ࡛࡮ ऱܿ వ వࡏస ڒబܽद ࠭࠲ వࡏసࡗ ޴ ߘ పऱ࣒  ࣋ए ࡓ ࡛࡮ ऱܿ row a j ith ri ith mu j 
ࡎభ ޜݡంࡓ फ ࣆۯफߕऒ ࠭, ఇࣆۯ ࠭࠲ ޴फߕऒ भ޳۫ ڴహరణ޳ఉ ړߖ޵ బܽदڒ ࠭ ం ࠬ వదभ ఉనऒ  ࠪङ ऴܽڡझ  
ఒకܽ  ࡓంߕࣆ ݡऒ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   ఒకܽ ݡ࠮ ఇ޴  ఇߩओ మన వదभ ఉనऒ ݡ  ࠪతృక ఈ ऴړం޴ వߖ ߤ r 
भ޳ۯ ం ఒకܽ పऱ࣒ ࡎభ ޜݡంࡓ ऱࡏࣃ ݡంࡓ  फ ۯయబޔݡం޴ ఇ޴ మన దగ ठర ఉనऒ ࡓ ݡంࡓ వలంښ ޴ ऱܿ r r r 
ఒకܽ ఒకܽ పऱ࣒ ޴దܽ࠴ బܽदڒ ࠲ంచడށڷ ݡంࡓ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ߕࣆऒ   ఇ޴ ఒకܽ ࡓంݡ కࡓ ߧ࡯ంࡓ ݡ ऱܿ r 
ऒߕࣆ फࣃڵ࠭ ޜ 6 ߘߝ బܽदڒ ऱ 3ࡏࣃ 2 ޴फంࣆڷ࠭ ޜ 0 2 ޴फంࣆڷ࠭ ޜ ऱ 1ࡏࣃ 2 ޴फంࣆڷ࠭ ޜ 0 2   ߘ
ङࠪ ߤ࡮ۮఎ ࡗ బܽद ఇ࢑ڒ  ޴నࡕస ڕమన ޴బܽद 0 0 1 3 ఇڒ ऴܽڡझ  అߧ ߖలవబߖ࢐ܽ ݦ ߰ంద࠭࠲ ړߖݞ 
రङڒ థࠫకߦऴ 3 ࡃࠓయۯ కࡱߦ࡮ 
ఇߩओ ఇۨऐ ݡ న ࠪङ ऴܽڡझ ڵస తࡏవ ݟంߘ  ठన ఎߤ࡮ۮ ࠪङ ऴܽڡझ झ࡯࠻ۯ फࣆڣమనం దర ړߖݞంద߰ ߘ  న 
 నం߄࢑ ڕ޶ం޻బܽद ఒక ߰ంڒ , నం ఏࠫܽ߄࢑
ఇۨऐ న ࠪङ ऴܽڡझ ङࠪ ߤ࡮ۮఎ ݟంߘ  ऴܽڡझ ڵస తࡏन వݡఅ ߘ  ठంۨంڒ ޴బܽद ఈ ऴړం޴ దశࡱ ఉߕऒ  బܽदڒ ࠼
కए۪ ߖ࢐ܽ ߘߝ ల ޳छ फࣃۨࣇ ࡌ ऒߖ޵ దܽ దశ࠴ ߘ भ޳ऴ࢐ ڴదܽ దశ࠴  ం ఎం޶కం݄ ࠬߖڜ ࡏऒ  దశలߘ 
మࢁऱ మࢁऱ ߩనࡌవృతం 
झ࡯࠻ۯ  ఉంܿం޴.
  గమߖంచదగ ठ ࢑షయం ఏࠫటం݄ ऴపߕࣆ ޒऒ  అݡन వࡏస ऴపޒ సంఖङ  ऴړంద ఉంߕࣆ ޴ऒ  n ߖ
ధృ࢒కࡍంచవలࣄ ఉంܿం޴, అڒ ࡮క߱ޙ 
ऒߕࣆ ,  అݡन వࡏసలߘ ࠪతృక ۨవࡍ వరڕ ऴړంߜ ړ޴టदړߖݞ అݡन వࡏసల ࠪࡍओ ࡍవ ߖݟ फంపܑయంڒ ,ݟబܽद 
ऒߖ޵ ࡏࠬ  ఒక࣋ۯ ࡍࣃफ ڵ࠭ ߖ޵ంړܽߕ ߩ అߖऒ ऒߕࣆ   అݡन వࡏసࡱ ऴړంద ఉంܼ࠼ ऴపߕࣆ ޒऒ  नݡఅ ߖڒ 
వࡏస ఇߩओ ऒߕࣆ దܽ࠴ ݡంࡓ ండవ దశࡓ ݡ ऒߕࣆ దܽ࠴ ࡏࠬ ݟనంھߘక ߘ ࠹లڒ ߖڒ   ߘ ࠹లڒ ߖڒ 
కھߘనవలࣄ ఉంܿంߖߖ޳ ߘߝ ړߖ܉ߖ ޴ ఎడమ ߘ ݟڕంݟ ऴڒ ࡯࠻࢐బܽद ࠬࡏ ఎడమ ߘ ݟڕంݟ 
ऴߦరంࠚంۧڒ ࡯బܽद మనం అڕߘం޳ం ࠴దܽ ߕࣆऒ ऒߕࣆ దܽ࠴ ఒకܽ ݟڕ ఒకܽ ޴అ ,࠹లڒ ߖڒ   k k 
 ऱࢁమ ݡ࠮ దశ ࠹లڒ ߖڒ
సల పరసओࡏन వݡఅ ړߖݞటदߜ ړ߯ ర ࠪࡍओ ࡍవ ߖݟ फంపܑࣃफ ߜ ړ޴ంړऴ ࠭࠲ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ ,࠭ दܼ  ߖ޳ ,࠭
ऴప߄న ߕࣆऒ ణకం ఉనऒڷ ߖڒ   అݡन వࡏసࣁߩ ߘ అۯ ߵయړߖݞ ఇߩओ ऒߕफࣆۯ ࣁߩ ړ߯ ࠭࠲ ݡ ࠭  
ऒߕࣆ దܽ࠴ ڕసࡏन వݡదܽ అ࠴  ߘߝ ޙక߱ڒ ణకం ఒకܽڷ బܽद ఈڒ ޴फంࣆసంభ࢑ ࡹ ࠹లڒ ࠹లڒ ߖڒ 
ऒߕంܿڕߘలݞఉం ࡹసࡏదܽ వ࠴  ంۨڵ࠙ ޜణకంڷ ࡗ܋ ߤߕ ۃంݟࡰ ߘసࡏन వݡదܽ అ࠴ ߘߝ ,ߘ
 coefic  ient ݋యంࢳ߹ఎڝ ࡗ܋ ߤߕ ۃంݟࡰ బܽदڒ  ݟంచంڵ࠙ ޜࡗ܋ ߤߕ ۃంݟࡰ ߘసࡏదܽ వ࠴
అ࠼ందߘߝ ߖ ఇߩओ ऒߕంܿڕߘలݞఉం ڴదశ ڿࡱߕ ݡ కएࡅ ݟంచంࠫࣾ ,  ߘ  తڵన ࡱ࢑వల ڝసం i j 

 ప ऱ࣒ झ࠹݅  ࡎభ ޜ  फ ۯయబݟన ۨవࡍ ऴߦథࠫక ఆపࡔషߖ ߤ వࡍ फంపܑయంݟ మ࢐ ࠾ࡍసफߘߝ ړߖ࢐ri mu rj ri
एڕఒక హ  ࡯࠻ऴ࢐ ߖఅ ࠾ࡍమ ߖߖ޳  ఇ޴ మࡅ ࠾ࡍకए  తڵన ࡱ࢑వలڕ ఒకܽڴ mu r i mu r 
ఉం࡯ݞ,  త޳छ ऒߕࣆ దܽ࠴ ࡌ ऒߕࣆ ࡹ ࠹లڒ ߖڒ  ओߩదܽ ఇ࠴ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ࡱڒణڷ ߖڒ  ޶దశ ఐ ݡ
छ޳ ంచడంڵలޛ ߘసࡏదܽ వ࠴ ڷࡱߕ ݡంࡓ ࡱవృత దశࡌనߩ  ݡంࡓ సంڝ కޒన ఉప ࠪऴ޴ం߰ ࡌ
ऒߕࣆ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ऒߗసలࡏन వݡఅ ߖڒ   అࡃ߱࠼ వర࠴ ڕదܽ ࢓ࡱߖ వࡏసࡍߪ ࡱफ అࡃङ  వరڕ 
ऒߕࣆ ࡍऱ వࢁऱ మࢁమ ߘసలࡏन వݡఅ ߖڒ  फంపܑࣇफ  ఉండంڒ ݟబܽद ఇߩओ  హరణ ఒకܽ޳న ఉ࠳మనం సరళ ݡ
भ޳ۯ ం 
1 2 1 1 2 3 ఇ޴ ࠪతృక  ߘߝ కڵ࡯ 
ఉߕऒ ऒߕࣆ బܽदڒ ߘ  అݡन వࡏసࡱ ఉం݄ మనం ࠴దܽ దశߘ ప࡯ࢣࡍంۨ, ఆ߯ ߖ࢐ܽ ۨవߜ ړߖ޳ࡍటदړߖݞ 
అݡन వࡏసల ࠪࡍओ ࡍవ ߖݟ फంపܑ࡯࠻, 
ఇߩओ ఈ ࠪङ ࡏࠬ ݡ ऴܽڡझ ऒߕࣆ फ࣋۫ ߘ   వࡏస࢓ࡶ ࡱ  అం޶వలऱ ࠬࡏ ఈ ࠴దܽ ఒకए  ࣊కߘߘ 
వࡍ फంపܑయవలࣄన అవసరం ޶ࡶ, ఇ࠴ ޴దܽ ࢓ࡱߖ వࡏస అ࠼న ࠴దܽ ߕࣆऒ  ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ ߖڒ 
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ऒߕࣆ దܽ࠴ ߖࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ फంۨ , ఆ߯ ఆࡍڷ  ࡮࣋۫ ߘసࡏन వݡఅ ࣋ۯ ߵۨ ۲ట ۯంߧߖణకం కڷ ߖڒ 
.ݟంڝࣆ۫
  మࢁऱ మࢁऱ కࣆߧߖफం޴ ఇ࠴ ޴దܽ వࡏస ࠴దܽ ࢓ࡱߖ వࡏసࡹ ఉంڒ ޴బܽद సమసङ  ࡍప޶బܽद తڒ ޶ࡶ 
ప࡯࠻ۯ ߖझ  ఉంܿం޴ 
ऒߖ޵ బܽदڒ  మࢁऱ 1 ۯయంڒ ݟబܽद మనం ࢑భ܊ంۧ࡯झ న అవసరం ޶ࡶ ఇతర ఎంऴܾలߘ ۫డంݟ  అߕࣆ ࢑ऒ
ऱ࣒߮ࡎ బܽद 0ڒ ࢑ߖڒ పऱ࣒ ݡంࡓ ߖ݀  ऱ࣒߮ࡎ ݡంࡓ ݋ࡕ ऱ ఒకܽࡏࣃ న࣒ ఒక࠳  పऱ࣒ ݡంࡓ ࣄۯ   r r r r r 
పऱ࣒ ݡంࡓ సࡏండవ వࡓ సࡏन వݡదܽ అ࠴ బܽदڒ ࡯࠻ۯ ࡮ఎ ߖఅ ߤऱ వࡏࣃ న࣒ ఒక࠳  r r ڴన࣒ ఒకܽ࠳ 
ఉంచబޔݡంࡏࣃ  ޴ऱ ఒకܽ ڒబܽद ࠬڕ ఇకए డ ߕࣆऒ  ఉంܿంࡓ ޴ంݡ , ఇࡓ ޴ంݡ పऱ࣒  న࣒ ఒకܽ, r r࠳ 
ఇ޴ ఒకܽ పऱ࣒ పऱ࣒ ݡ࠮ ߖޓऴ ࡏࠬ ऱࢁమ ޴ࡍన࣒ ఒకܽ , ఆ߯ ۨవ࠳ ޴ఇ ,ݡంࡓ న࣒࠳  ऱ r r rࡏࣃ న࣒ ఒక࠳ 
ఒకܽ భࡎ फ ࣃۯफ ऒߕࣆ  ࡏ  w ޴ఇ ޴ఉంܿం ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ ڕࠬ బܽदڒ ޴ఒకܽ ఉంܿం ڕࠬ ऱࢁబܽद మڒ 
ఒకܽ ఇߩओ ఈ సࠗ ࠪङ ࡏࠬ ݡ ऴܽڡझ ఈ సࠗ ࠪङ ݟన࣒ ఒకܽ ۫డం࠳ ఒకܽ ࡹ  ऴܽڡझ  ఆ߯ , ݟడం۫ ࡍࣃఒక ߖ 
అ޻ ఆపࡔషۯ ࡱ ߤయంߕࣆ ڕࠬ ݟऒ   ࡯ݞ۫ ߖ࢐ܽ ߖڒ దܽ࠴ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࢓ࡶ ࢒ఏ ࡱసࡏవ ߖڒ 
ऒߕࣆ బܽद మనం ఇబखڒ ऱ ఒకܽࢁమ ޴ఇ ݋యంࢳ߹ఎڝ ࡗ܋ ߤߕ దܽ࠴ ࠾ࡍమ ޴ఇ ࠹లڒ  ం޴ పడకంݟ, 
రऐࠪ ߘల࠻࢑ష బܽद మనం ఇతరڒ వలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ ఒకߖߖ޳ ఒకܽ ࠳న࣒ ࠳న࣒ ఒకܽ r r 
ࡎభ ݡంࡓ ऱࡏࣃ फ ࣃۯफ ऒߕࣆ బܽदڒ ߘ  ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ r i  r one r one minus 

ऒߕࣆ ߖ ऒߕफࣆࡏࠪ ڴ minus oneߖߖ޳ ߘߝ ఒకܽ ఓࣣ  ޴న࣒ ఒకܽ ఉంܿం࠳  న࣒࠳ ఒకܽ ڕߕ అం݄ ߘ
 ప ऱ࣒  అߖ ऴ࢐యవలࣄ ఉంܿం޴, అ޴ పऱ࣒ పऱ࣒ ݡంࡓ బܽदڒ ࡯ݞఉం ࠼అ ݋ࡕ   ఒకܽ అం݄ ݡ࠮ అߘ࢓ psi 
మࢁच  ఇకए డ ۨవࡍ ఒకܽ ࣃ ݡ࠮ब నంݡ࠮ ࡹ పऱ࣒  r r r r ݡ࠮ బܽदڒ ݟڕ ݡంࡓ ऱࡏࣃ న࣒ ఒక࠳ 
ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ऒߕంܿڕࡏڝ  ऒߕࣆ ߘ ఇకए ڕߕ బܽदڒ ݡఉం ڴ డ ߕࣆऒ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ఒకܽ ࠳న࣒ 
ఒకܽ  ߕࣆऒ  వߤ పऱ࣒  ߤవ ܿ ߤవ ܿ ߤవ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ߤవ ܿ ߤవ ܿ ߤన࣒ వ࠳ 
సࠗ ࠪङ ऴܽڡझ  ܿ వࠑ ߤ వߤ ࠪङ ऴܽڡझ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ ݋ࡕ  దగ ߕ ࠾ࡍమ ࠲ణకం ࠪऴతڷ ߖڒ  ठర ఉనऒ  ޴
ऒߖ޵ ߘߝ  త࡯࠻ۯ ࡏ࠻  ఒకܽ ڒబܽद ۨవࣃ ݡ࠮ ޴ࡍब నంࡹ ఒకܽ ࡓంࡏࣃ ݡऱ ڕߕ ݡ࠮ ఇతర r r 
࢑షࡱ࠻ ఉߕऒ ऒߕࣆ ఒకܽ ࠼ ऒߕࣆ ݡ࠮   ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ߕࣆऒ ऒߕࣆ   ఒకܽ ࠳ ߘߝన࣒ ఒకܽ 
మݡ࠮ ࠾ࡍ ఇతర ࡓం࠮ ݡలߕࣆ ࡱڒऒ  ޴ఉంܿం ړߖݞయۯ 
ऒߕࣆ ߖ࢐ܽ ߘߝ  ࡱ࢒ బܽदڒ फࣃࡏࠪ ڴࡱ फࣃۯ ఏࠫ ߘߝ బܽदڒ ߘ పऱ࣒ ߤవ ߖߖ޳ఒక ߘߝ అం݄ ߘ  r r 
फࣃࡏࠪ ڴޓऴ ߖޓన࣒ ऴ࠳ फࣃۯ ఏࠫ ߘߝ బܽदڒ ߘ ऒߕࣆ ఒక ڕߕ బܽदڒ ߘ ऒߕࣆ   ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ r 
అ࢑޻ధంࡓ ߘߝ ڴంࡓ ߖݡంݡ పऱ࣒ ࡎభ ޜ  फ ࣃۯफ పऱ࣒ ݡంࡓ వలంښ ݡ࠮ ߘ  ऴڒ ޓబܽद ߘߝ r r r r r 
फࣃڷ࠭ ޜߖ޻ ऒߕࣆ ߘߝ ߘ  ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ  फࣃڷ࠭ ޜ ठ ఉనऒڴࡍస ڕߕ ޴ఇ ߘ  ࢑షయం, ڒబܽद 
ࠪతృకڕ ऴపऴړయ ޳ࡶ అ࡮ठ ࡍవ ߖ ࠹థࡍ फంపܑࣄన తࡌछ త వࡏస తڵ ठన ఎߤ࡮ۮ ࠪङ ऴܽڡझ  ఒకܽ ࡓం1 2 1 ݡ 
ࡍڷ ߘవలం అతښ 3 2 1 फంߩ ࠪతృక మߘߝ ޜߖ޵ ࠾ࡍ ఈ ఉపߕङ ऒߖࣃ  ఆࣆ࢘ߧफߕऒ   t ڔࡍఅంద ࠬ ߘ
ధనङ  ࡱ޳࢐
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