
ङ޳࢑  छࣃ ڕबలࡏ గతం, ࠪऴޒకࡱ మࡌߖ ࠾ࡍप యڒల߯ ఉపߕङ छࣃ ړށࢩల ऴࣃ గతం పޔڕࡱనऒ  
గށత ࢡवసफంߜڒ ߖࡹझ भ޳۫ హరణ޳ఒక ఉ ,޴ంޔݡగపࡆఉప ڴࠈ ۲టऱ ࡮ۧ ޴ఒకܽ, ఇ ࡱకޒऴࠪ ࡹद లߵ ం 
ऒߕఉ ࠾ࡍమ ࡱߗకం߭ ݡంࡓ ఉతओ ߗకం߭ ޒऴప ࠾ࡍమ ࠼  a b.޴फంࣆۯ फޒ
 ࠾ࡍఒక 70 80 మ ߗకం߭ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ఒకܽ ړߖ޳ ࡱ࢓फࣆవ ݡ࠮ ం޳ంڕߘఅ ࡱࢡఅం ݡ࠮ 
ఉతओ  ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ఒకܽ ڴసࡏవ ߘల࢓फࣆల వࡹړ 90  ߗకం߭ ړߖ࢐సफ࢐ బܽदڒ ,ం޳ంڕߘफందࣆۯ फޒ

మ100 ࠾ࡍ ఉతओ  ం.b 90 50޳ంڕߘఅ ߖफందࣆۯ फޒ
ठ ࠪ దగڴࡍస ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ఒకܽ ࡱ࢓फࣆभ వ޵ڜ ల܋ښ   ठర ఈ ऴړంܼݦ ޴ ఉం޴, ࠪ దగ ठర ࡓంݡ 
కం߭ࡱߗ మ࠾ࡍ ఉߕऒ ఉనऒ ڵ࡯క ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠼ ࢑ ࠪऴత޶ڒ ࠲ మ࠾ࡍ ऴపޒ కం߭ࡓ ߗంݢ ఒకܽ a b 
ఉతओ ߘల࢓फࣆవ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡంࡓ फࣃۯ फޒ खࠑݥ బܽद ఒకܽڒ ࠼  ఉతओ छ޳ ߗకం߭  ޴ంޔ࢓फ అޒ  a ࡹړ ࡌ
మ࠾ࡍ కం߭޳ ࠉ ߗछ छ޳ ߗకం߭ 2 ࠹ల ఐటࡹړ 80 ࡱࡹړ 90 ࡌ ఉతओ ࡌ  a 50 ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ फޒ
छ޳ ࠉ ߗకం߭ 2 ࠹ల ఐటࡹړ ఉతओ ࡌ  లࡹړ ంࠢޛ ంࠢޛ ࡹݡ࠮ ࠹ఐట ڴ࢑ధం ޻అ ޴ంޔݡయబۯ फޒ
छ޳ ఉతओ ࡌ छ޳ ߗకం߭ ࡱ࢓फࣆవ ݡ࠮ నݟయబۯ फޒ ఉతओ ࡌ  ࢓फࣆల వࡹړ వంద ࠾ࡍమ ࠼ޑయబడۯ फޒ
छ޳ ߗకం߭ ݡ࠮ ఉతओ ࡌ भࣃऴ࢐ ࡹపంࡐ ఒక ޾ఏ ߖߖ޳ ޴ంޔݡయబۯ फޒ ం, ࡐ ࡽࠋ݄ ߖߖ޳ ߘߝపంࡹ b 
ఉం۪޳ం, ڕߕ కం߭ߗ మ࠾ࡍ కం߭ߗ ఉం޴  మ࠾ࡍ మߕ ߩ࢙ࡗ దగ ठర ఐ݃࠹ ఒక అంశం ࡓంݡ మ࠾ࡍb 
ఐ݃ݡ࠮ ࠹ ఉߕऒ खࠑݥ బܽदڒ ࠼  ఎనࠢ మߖ90 ࠾ࡍ ఉతओ  a b 90 50 ڴ࢑ధం޻అ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ फޒ
మߖ100 ࠾ࡍ ఉతओ .޴फంࣆۯ फޒ
.ఒకܽ ࡹహరణల޳࢑లࣾణ ఉ ݦవబࡱߧ ڴతృక ࠙వనࠪ ޴బܽद ఇڒ 
 
ఇߩओ ࡎం   అంత޳ంڕࣆతృక అం݄ ఏࠫ݇ ऴ࢐ࠪ ݡ ऱన ࠪతృక ڒబܽद ߄ࣃ ࠭࠲రణం޵ ڴర डచޔరऴڒࣃర 
ऴߖށࢩ ఎࣃۨࣇ ࡮फ ࠭ ఇࡏࠬ ޴ సڴࡍठ ۨࣇంۯ ࠪరठం 
 a 1 2 a 1 3 na 2 1 a 2 2 a 2 3 a 2 n ޴ంޔڷࣃనڜ ڴ࢑ధం ఈ ڕవర ݟంߘ 1 ݟంߘ బܽद ఒకܽڒ
ఈ ࠪङ ޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ  ఉదయం ڕࠬ ऴܽڡझ ࡍߪ ࡹ  फڴ ఉߕऒ am 2 am 3 1࠾ࡍమ ࠼ am ns o  m 
ఎ࠱࡯ం݋झ  ఎంऴܾڒ ࡱబܽद ࠪతృక ఇవछ బݟం޴ మ޵ ߖߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍర डచޔరऴڒࣃర ऴࡐ ށࢩపంࡹ 
ऴࣄ࢐నߩओ వదभ ఉనऒ ࠬ ݡ తफం ఎంऴܾల సంఖङ࠴    ݟయܑయం࡯ޘ ڴࠈ బܽदڒ తफం࠴ ށࢩతफం ऴ࠴ బܽदڒ 
ࠪऴޒకࡹ అݡन వࡏసࡱ మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ వࡏసࡱ ఉߕऒ య࠭࠲ ߖ గమߖంۧ࠭, m n 
ఈ మ࠾ࡍ ఎం۪ڕనऒ  సమసङ ߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ۨవరڕ m n 

అݡन వࡏసࡱ మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ వࡏసలݟږ ޜన ࠪऴޒక ࡅకए  ऴకమం ऴߩ࢙ݟڕ ࣒ڒ ఈ m n m n m cross 
ऴకࠪߖऒ  n.޴फంࣆۨࣇ 

 ࠪతృక ఇߩओ ऒߖڜ ݡ  ఉ޳హరణ޳ۯ ࡱभ ం ఈ పࡹࣾࡎ మనం ऴߦరంࠚంۨన ࠴దܽ ఉ޳హరణޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం 
బܽद మన వదभ ఉనऒڒ ޴ఉం ށࢩऴ ڕహరణ మన޳దܽ ఉ࠴  ࠪతృక ࠑݥख  ఎనࠢ ޛంࠢ ޛంࠢ ࠢ࠻ మ࠾ࡍ 
వంద ఇ޴ మనం ࣋ۯ ࠪతృక.
ద࠴   ऱ݇  ఉం޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ ࠪङ ऴܽڡझ  aߘసలࡏవ ࢓ࡱߖ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ࡱసࡏन వݡఅ ݡంࡓ फ࣋۫ ߖ 
కڵ࡯ ఉంڒ ޴బܽद ࠪతృక ࡅకए  ऴకమం ࠪతృక ࡅకए  ऴకమం ࡓంݟڕ ݡ࠮ ݡ మ࠾ࡍ అߘ 2 ޴ంݟa a a 
3 ߰ం޴న ऱܿ ࠬࡏ గమߖంచవ۪ऐ .
  6 ఇ  ࠱ࡵం݋झ  మనం మࡖక ఉ޳హరణ ޳ۯभ ం ఇ4 3 2 1 ޴ ఐ޶ ఆࡏ ఏݡ ఎ޴ࠫߖ మࠫޛ ࠾ࡍघ छ޳ ޴  a ࡌ
ఇవछ బݟం޴ ఇ޴ ࠪతృక ڒబܽद ݡ࠮ ړ అݡन వࡏసࡱ మ࢓ࡱߖ ݡ࠮ ࠾ࡍ వࡏసࡱ ఉߕऒ  బܽद a aڒ ࠼
కएࡅ  ऴకమం ݋ࠑ ݡ࠮ ఇߩओ రణ సమసङ߄ࣃ ఒక ړߖݞంచށమనం గ ݡ भ޳ۯ ߘ ం ࠪతృక ࡅకए  ఎంऴܾࡱ 

 ం, a޳ంڕߘఅ ߖన ࠪతృక అ࠳జߖ
छ޳ ࢐సफవ ࠪతృక బܽदڒ ࢐సफవ సంఖङ వలంښ ࡱఎంऴܾ ߖ޳ న ࠪతృక అం݄ ఏࠫܽ అం݄࠳జߖ ࡌ  ࢐సफవ ࡱ
ࠪతృక ࠪऴత࠲ ఉనऒ  ࠪతృక అߖ అర बం, ߖ޵ ऴకࠪߖऒ छ޳ ݡ࠮   ߘफ ఎంऴܾల࣋ۯ ޶࠵న ڴݡంࡓ ࡌ
కھߘనంݟ 

߯ ࡽࣟ న࣒࠳ ङݡࠪ   ల࣒ ړ సࠪన࠳న ߷ࡏघ छ޳ ࡮ ఇవछ ࡌ బݞन i j 2 ߖߖ޵ బܽदڒ ࠼ aij 
పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ भ޳ ం ڒబܽद ࠪతృక ఎంऴܾߖ ఇۨऐ న ऱܿڴ a an n by n matrix a ijth aij 
 a a ࢓ࡱߖ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ࡱసࡏन వݡఅ ݡ࠮ బܽदڒ ࡱకޒऴࠪ ݡంࡓ ݡ࠮ ޴ంޔݡంచబۨࣇ
వࡏసలߘ కڵ࡯ ఉంڒ ޴బܽद ऴప࢘శం ࠳న࣒ ࠴తफం ࠬద ࡓంݡࠪ ݡङ ల࣒ ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ ijth i j 
ఇవछ ڴ ࠾ࡍబܽद ࠪతృక ఒకܽ మڒ బޔݡం࠭࠲  ޴ a a 1 2 a 1 3 a 2 1 a 2 2 a 2 3 let 
ऒߖޑऴࣇ  వࡍ फంపܑࣃफ ࠭ మ࠾ࡍ ఎంऴܾల1 1 ߘ ߰ందంݡࠪ  ݟङ ల࣒ 1 ࠳న࣒ 1 ࠬద 2 1 ࠳న࣒ 1 0 ڒబܽद 
.దܽ ఎంऴܾ 0࠴
ङݡࠪ న࣒ 2࠳ 1 ޴ఒక 1 2 ఇ ޴ండవࡓ  ల࣒ ޳छ ఇవछ ࡌ బݟం࠴ 1 ࡹߖ޳ ,޴తफం ࠬద ࡓంڒ ݡబܽद ࠬڕ సగం 
ఒకܽ ڒ ݡ࠮బܽद ఒకܽ ࠳న࣒ ݡ࠮  ఇ࠳ ޴న࣒ ࡓంݡ మࡅ ߖ޳ ࠾ࡍకए ङݡࠪ  ల࣒ ࡓంࡓ ݡంݡ ࠬద 
న࣒ ఇవछ࠳ ݡంࡓ ڕࠬ ޴న࣒ ఒకܽ ఇ࠳ ݡంࡓ ఒకܽ ߘఒక ࣊క ޴ఇ ,ݡంࡓ  ݡంࡓ బܽद ఒకܽڒ ఒకܽ ޴ంޜࠓ
चࢁమ ޴అ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳  సగం ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡓంߕࣆ ݡऒ  అޔ࢓ం޴ మࢁच  ޴ఇ ݡ࠮  న࣒࠳ ݡంࡓ 
ङݡࠪ ߖ޳ ڕࠬ బܽदڒ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ల࣒ ఒకܽ ڒబܽद ఒకܽ ࡓంڒ ݡబܽद ࠭࠲ ఎంऴܾలߘ 
కߕھߘऒ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ भ޳۫ ߘకలޒల ࠪऴڒ࢑࢑ధ ర ݡ ం, ࠴దܽࡗ ޴ ࠪङ ऴܽڡझ ङࠪ ࡗ  ऴܽڡझ  అߖ 
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फࣃࡱߧ  ޴ߝస ࠪతృక అࡏవ  ࡏ
స ఉనऒࡏन వݡవలం ఒక అښ  ࠪతృకߘ వࡏస ࠪతృక అࣃࡱߧ ߖफ छ޳ కޒస ࠪऴࡏఒక వ ,ࡏ छ޳ ࡌ  n n ࡌ
ऴకࠪߖऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఇకए డ అ޴ߝ ఆ వࡏసߖࡹ ఎంऴܾల సంఖङ  ఒక n ڴ޶బܽद మనం ࠭ంڒ 
ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం, ߖ޵ऒ  ఒక޳۫ ࡍࣃभ ం ఒకܽ ࡓంڒ ݡ࠮ ݡబܽद ఇ޴ అݡन వࡏస ࠪతృక ړݟڕ ఒక 
ఉ޳హరణ మߖ޳ ࠾ࡍ ऴకమం ݡ࠮ ࣊  ఎకంݭ ఒకܽ మనం మࡖకܽ ఒకܽ ࡓంࡓ ࡱ࡮࠮ ݡంݡ࠮ ݡ 
भ޳۫ ం ڒబܽद ఇ޴ మࢁऱ వࡏస ࠪతృక మߖ޳ ࠾ࡍ ऴకమం మࢁऱ ݡ࠮ ݡ࠮ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈ 
సందరग ంࡹ అښ ޴ߝవలం ڒ ݡ࠮ల࠹ ࠪङ ऴܽڡझ ङࠪ ࠹లڒ బܽदڒ  ऴܽڡझ  అం݄ ఏࠫܽ అݡन వࡏస n 
ࠪతృక ࠪښ ߝڴࡍ޴వలం ఒక ࢓ࡱߖ వࡏస ఉనऒ  ࠪతృకڒ ߘల࠹ ࠪङ ऴܽڡझ  అంܼڒ ࡏబܽद ࢓ࡱߖ వࡏస 
ࠪతృక ࡅకए  ऴకమం ఒక ޳ ݟڕछ ఇకए ,޴ంޔ࢓అ ࡌ డ ఆ ࢓ࡱߖ వࡏస࠮ ߖࡹలڒల సంఖङ  n n ߘ
भ޳ۯ బܽद మనంڒ ޴फంࣆۨࣇ ం  ߖڜऒ  ఉ޳హరణ࠴ ࡱదట ఒకܽ ࠬࡓ ݋ࡐ ڕంݡ࠮ ݋ࡐ ݡ మ࠾ࡍ 
ऒߕఉ ޶ఐ ݋ࡐ ङࠪ ࠹లڒ ޴బܽद ఇڒ ࠼ ऴܽڡझ ߖ޳ఒక ݡ࠮ ऴకమం ߖ޳ ࠾ࡍహరణ మ޳రణ ఉ߄ࣃ ఒక ڕ 
తࡌछ త ఒకܽ ۫޳भ ం ߕࣆऒ ऒߕࣆ   ఇ޴ మࢁऱ ڒల࠹ ࠪङ ऴܽڡझ  మߖ޳ ࠾ࡍ ऴకమం ݟ࠮ంట ఒకࡓ ࡹߖ޳ంݡ 
అ޴ߝ ఒక ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  అࡱߧ ߖవబ޴ݦ ఒక ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  అ޴ߝ ఒక ࠪऴޒక , ࡏࠬ ࡹߖ޵ వࡏసల 
సంఖङ సల సంఖङࡏవ ࢓ࡱߖ   న࠳సࠪన ڕ
ࠪऴޒకߘ కھߘనऒ ओߩ డ࡮ऱ  వࡏసల సంఖङ .సࠪనం ڕ
छࡌత ࡱసࡏవ ࢓ࡱߖ  త ࠬࡏ  అܿవంܽ ࠪతృక చޔరऴస ࠪతృక అۮ ߖపओ ంߖڜ ,ݟऒ  ఉ޳హరణ޳ۯ ࡱभ ం, 
మనࠑݥ ڕख  ఎనࠢ ޛంࠢ ޛంࠢ ޛంࠢ ࠢ࠻ వందࡱ ఉߕऒ య࠴ ߖదܽ ఉ޳హరణ ۫޳भ ం, ڒబܽद ࣋ए छ ࡛ 
అం݄ ఏࠫܽ ڒబܽद చదరߩ ࠪऴޒక వࡏసల సంఖङ  n ࡱసࡏन వݡఅ ړߖ޳ అం݄ ࡱసࡏవ ࢓ࡱߖ  సࠪనం ڕ
ఉߕऒ య࢓ࡱߖ ړߖ޳ ޙࠉۮ ࡏࠬ ߖ వࡏస ݞږ ఉం࡯ݞ అం݄ ఆ ऴకమం ޳छ  ఈn n n ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ࡌ
ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ   ऴకమం ࡓంݡ࠮ ݡ అڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ఇ޶ڒ ޴  ఒక చޔరऴస ࠪతృక మనం మࡗ 
ఉ޳హరణ ޳ۯभ ం ఈ ࢑ధంڴ సగం ఒకܽړڷࡱߕ ړ ఒకܽړ ఎړ޴ࠫߖ ఒకܽړݡ࠮ ړ ఒకܽࠫޛ ړघ  ఇర࢙ ړ޴
ఏړݡ ఒకܽړڷࡱߕ ړ ఒకܽړ పదࣔࡏ మ࠾ࡍ ఒకܽړ అర࢙ ڷࡱߕ వࡏసల సంఖङ  సࠪనంڴ ఉంܿం޴.
సల సంఖङࡏవ ࢓ࡱߖ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ݡ࠮    రऴసޔఒక చ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ࡵవ ݡ࠮ ݞږ 
ࠪతృక ࠮డవ޴ ఇకए డ ఒకܽ 
ఇకए ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡంࡓ డ ۫޳भ ం, ఈ సందరग ంࡹ వࡏసల సంఖङ సల సంఖङࡏవ ࢓ࡱߖ ݡంࡓ   సࠪనం ڕ
ఒక ۨనऒ ڴ޶బܽद మనం ࠭ంڒ కޒరऴస ࠪऴޔఒక చ ޴ߝఅ  ޣ బܽदڒ  ࢐ङ ఖङ भ޳ۯ ߘ ం ఒక వࡏస ࠪऴޒక s n 
छ޳  సࡏఒక వ ࡌ
ࠪऴޒక ఒక ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  అޙ࠼ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఒక అݡन వࡏస ࠪతృకߘ కڵ࡯ ఉం݄ ఒక ړݟڕ సࠪనం n 
అޙ࠼ ࠪऴత޳ ߘߝ ࠲छ ఆర ߖߖ޳ఒక ࡌ न࡛ ओߩబܽद ఎڒ ߘࣃۯ   n޴ఇ ,޳రగలࠪ ڴరऴస ࠪతృకޔచ ޴ఇ  ݡ

ఒకܽ అޙ࠼ ࠪऴతࣃ ࠲ధङ మޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఒకܽ అޙ࠼ అ޴ చޔరऴస ࠪతృక అࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ, ఇ޴ n n 
छ޳ ए࣋ ߖߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ߖక అޒస ࠪऴࡏఒక వ ࡌ छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ సల సంఖङࡏन వݡం݄ అڕߘ࢐లڒ   n 

సల సంఖङࡏవ ࢓ࡱߖ  ڕࠬ ߖఉంద ࠲స ࠪऴతࡏन వݡవలం ఒక అښ ړߖ޳ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ޜ
ऒߕఉ ࡱసࡏవ ࢓ࡱߖ ړߖ޳ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ࠲స ࠪऴతࡏవ ࢓ࡱߖ ఒక ړߖ޳ బܽदڒ ࣆࡱޘ యڕࠬ ߖ n 
 n 1.࡯ݞశం ఉంڒఅవ ښబܽद ఒڒ ࣆࡱޘ
 అ࢑޻ధంࡓ ڴండవ޴ ఒక వࡏస ऴకమం ࡅకए  ఒక ࢓ࡱߖ ࠪతృక ఒక చదరߩ ࠪతృక అޙ࠼ మ࠾ࡍ n n 
ఒక ړݟڕ సࠪనం అޙ࠼ ࠪऴత࠲ మనం మࡖక రߖڒऒ भ޳۫  ం మࡗ రకం ࠪతృక ࢑కర प ࠪऴޒక ఒక చదరߩ 
ࠪతృక అߖऒ  ఎంऴܾࡱ అ࢑ ޙ࠼కర प ࠪతృక అంܼ࢑  ࡏకర प ఎంऴܾࡱ ࠫనࣔ ࢑కర प ఎంऴܾߕࣆ ࡱऒ  x ar  e 
ए࣋ ڕࠬ బܽदڒ छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  1 1 మ࠾ࡍ అ޴ ఒకܽ a 1 2 a 1 3 a 1 na 2 1 a 2 2 a 2 3 a 2 n 
࢑కర ߘఎంऴܾల  ࠼ठ ఉంܼڴࡍస ࡱఈ ఎంऴܾ ޙࢀࢗ ڕవర ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡంࡓ प ఎంऴܾࡱ అߖ a ann aii 
फࣃࡱߧ ࢑కర ݟڕ ߖܽ࢒ ,ࡏ प ఎంऴܾࡱ అࣃࡱߧ ߖफ बࣃ  , ࡏ నంࡹ ఉనऒ बࣃ   నం ఎంऴܾల࢑ ߘకర प ఎంऴܾࡱiit iit 
అంܼڒ ࡏబܽद మనం ఒక ఉ޳హరణ ۫޳भ ం ڒబܽद ࢑కర प ఎంऴܾߕࣆ ࡱऒ  మߕࣆ ࠾ࡍऒ .࠼ఉంܼ ڴ
  ఇతర ఎంऴܾߕࣆ ݞږ ࡱऒ ࢑కర ޴బܽद ఇڒ  प ࠪऴޒకڕ ఒక ఉ޳హరణ ڒబܽद మనం మࡖక ఉ޳హరణߘ 
भ޳۫ ం ࡓంߕࣆ ݡऒ ऒߕࣆ   ऱࢁమ ޴ఇ ݡ࠮ 
࢑కర प ࠪతృకڕ ఒక ఉ޳హరణ , ࠬࡏ ఈ ࢑కర प న޶࠵లߘ ۫࣋फ మࡖక ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం ఇతర ఎంऴܾࡱ 
ऒߕࣆ  అޙ࠼ ఒక ݀܊߰ ޠషߖࡹ ߤ ఎంऴܾࡱ సࡕన࢑ మߘ ࠾ࡍంݟ ఒక ࣃब ऒߕࣆ ऴప࢘శం ړߖߕ  a ޶ڒ 
ए࣋ ޴ఇ ,޶ڒ హరణ޳ఒక ఉ ޴బܽद ఇڒ छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ ࢑కర ޴ఇ ݟంచంࠫࣾ ޶ڒ  प ࠪऴޒక ޶ڒ.
  మࡖక పڒ ࣾࡎబܽद అߖऒ  ఎంऴܾߕࣆ ޳ࡶ ࡱऒ ࢑కర ڕࠬ  प ఎంऴܾࡱ ఉߕऒ  फ࣋۫ ߖఈ ఎంऴܾ ࡏࠬ ޙ࠼అ ,࠼
ఇߕࣆ ޴ऒ ࢑కర ޴ఎంऴܾ, ఇ ߖڒ  प ऴప࢘శం ڒ ,޶ڒబܽद ఒకܽ ࡓంݡ ఒక ࣃब నంࡗ܋ ߤߕ ࡹ ఎంऴܾ.
 ఇ࢑ ޴కర प 
ࠪతృక ޶ڒ, ࣋ए ङࠪ ࡛࡮ ऴܽڡझ  అߧ ߖలవబݦ ࠪతృక ࡅకए  మ߄࢑࢙ ࡗङ ऒߖ भ޳۫  ం, ࢑కర प ࠪతృకߘ 
࣋ए ङࠪ ࡛࡮ ऴܽڡझ  అంܼࡏ , అߖऒ  ࢑కర प ఎంऴܾࡱ 
ఒక ऴపޙङ క ࣋ए छ޳ ࡛࡮ छ޳ ంచడంށڷ ࡌ ఇవछ ࡌ బށڷ ޳ࡶ ߕݟంచడం ޳छ ङޙఒక ऴప  ߕݟందబ߰ ࡌ క 
࣋ए छ޳ ంచడంށڷ ړߖ޳ఒక ߘ ࡛࡮ ऒߖఅ ࡌ  ࢑కర प ఎంऴܾࡱ ߰ందబݟనటऱޙ࠼ ఒక ڕߩ࢙ݟڕ ఉనऒ  ఏڛక 
࣋ए ऒߕࣆ ݡంࡓ హరణ޳బܽद మనం ఒక ఉڒ ࡛࡮ ऒߕࣆ  भ޳۫ ݡంࡓ  ం ڒబܽद ఇ޴ ࣋ए  ޴ండవࡓ తృకࠪ ࡛࡮
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ఒకܽ ࡓంߕࣆ ݡऒ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ݡంࡓ  ऒߕࣆ  ए࣋  ޴బܽद ఇڒ హరణ޳ఉ ړ छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ ,޶ڒ ݞږ 
 అంښ޶ ࣋ए छ ࡛ ࠪङ ऴܽڡझ  
, ޶ڒ ݞږ
 అంښ޶ ࣋ए ङࠪ ࡛࡮ ऴܽڡझ भ޳۫ ࢑షయం ࡗమ ,޶డږڒ  ం, ఐݥంܾܽ ࠪङ ऴܽڡझ  అߧ ߖలవబ޴ݦ ఒకܽ ఉం޴ 
ంܾܽ ࠪङݥబܽद  ఐڒ ऴܽڡझ  అం݄ ఏࠫܽ ఆర न࡛ కएࡅ   ఐݥంܾܽ ࠪङ ऴܽڡझ  n 
ఇవछ బޔݡం޴, ఇ߄ࣃ ޴రణంڴ ఐ ۨࣇ ڴ ݋ࡕంచబޔݡంڒ ޴బܽद ࠬڕ ఇతర ऴపࢡ޻లࡹ ఒక ߕࣆऒ  
ఉంܿంࡓ ڕࠬ ,޴ంݡ దంޑల ࣃब నంࡹ ఒకܽ ఉంܿం޴, ఆ߯ ఇతర ऴపࢡ޻లߕࣆ ࡹऒ  ఉంܿం޴, అం݄ ijth
ఎంऴܾ అం݄ ఏࠫܽ ړ ߘߝ సࠪనం ڒక߱0 ޙ అߖ ऴ࢐యగలߘ మړ ߘߝ ࠾ࡍ సࠪనం అ1 ޙ࠼ j j
అޔ࢓ం޴ ఈ ࠪతృకࡍڷ ߘ फంߩ ࠪతృక అࣃࡱߧ ߖफ  ࡏ
ࡍڷ 2 ࠑ 2 , फంߘߩ ऴ࢐యړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం  ࠪతృక ߖߖ޳ అߖ ऴࣃ࢐फ ऒߕࣆ ఒక ޴అ ߘ ऒߕࣆ   i 2 by 2 
ఒకܽڴ ఇవछ బޔݡం޴, 
మనం ޳ ݡ࠮छ ࡍڷ ݡ࠮ ࡌ फంߩ ࠪऴޒకߘ ऴࣃ࢐भ ࠭, ఇ޴ ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ  ఇవछ ڴ బݟం0 1 ޴ మ1 0 0 ࠾ࡍ
ఇ޴ ࠪతృక అ޴  మనڕ త޶ప޴ࡍ ఎڷవ ऴڒ܉ࠜޒర ࠪతృక రకం ޳ࡶ ఒక రకం చޔరऴస ࠪతృక అߖ 
 ࡹߖ޵ ,޴ంޔݡవబࡱߧ
࢑కర पం ߕࣆ ޳ࡶऒ వన ఉనऒڷ޴ ړ  అߖऒ  ఎంऴܾల࢑ ߘకࡌप వన ఉనऒڷ޴ ړߖ  అߖऒ  ఎంऴܾߕࣆ ࡱऒ , ࠼ఉంܼ ڴ
.ࡏర ࠪతృక అంܼڒ܉ࠜޒవ ऴڷఎ ߖܽ࢒
ऒߕࣆ ݡ࠮ ݡంࡓ ݟడం۫ ߘహరణ޳దܽ ఉ࠴ ߘహరణ޳దܽ ఉ࠴  ऒߕࣆ ޶ఐ ڷࡱߕ  ऒߕࣆ   ఆࡏ 
भ޳ڶ ړߩ࢙ݟڕ ߘ ߤࡷ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ ం ڒబܽद ࠬڕ ఇ޴ ఒకܽ ڷࡱߕ మ࠾ࡍ ఆࡏ ఇ࢑ ࢑కర प ఎంऴܾలڕ 
అڷߘణంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఆ ڷ޴ ݟڕవన ఉనऒ  ఎంऴܾڷ޴ ڕࠬ ࡱవన ఉనऒ  అߖऒ  ఎంऴܾలߘ కڵ࡯ 
ఉంܼߕࣆ ޳ࡶ ࠼ऒ भ޳۫ ߘహరణ޳క ఉࡖక మޒర ࠪऴڒ܉ࠜޒవ  ऴڷఎ ޴బܽद ఇڒ  ం, ڒబܽद ఈ ࡓం࢑ ݢకర प 
ఎంऴܾలڕ అڷߘణంڴ ఉంܼ࠼ మߖ޵ ࠾ࡍ ऴړంద ఉనऒ ࡍڷ  फంߩ ࠪతృక ڒబܽद ఇ޴ ఎڷవ ऴڒ܉ࠜޒర 
ࠪతృక ڒబܽद మనం మࡖక ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం ړߖ܉ߖ ఈ ఉ޳హరణ ࠭ߘపܽ ࡅ ߖ޳కए  కరణނర߄ࣃ 
ఐݥంܾܽ ࠪङ ऴܽڡझ  ऴపޒ ࣋ए ङࠪ ࡛࡮ ऴܽڡझ  ఎڷవ ऴڒ܉ࠜޒర ࠪతృక ڒ ߩ࢙ݟڕబܽद త޶ప޴ࡍ ఖۨऐ తంڴ 
ఎڷవ ऴڒ܉ࠜޒర ࠪతృక ఒక ऴڒ܉ࠜޒర ࠪతృక ߖߖ޳ ߘߝ ޳ࡶ ఎڷవ ऴڒ܉ࠜޒర ࠪతృకڴ ऴࣃ࢐फ ࢑కర ߘ प 
ఎంऴܾݞږ ࡱ ఉం݄ ఖۨऐ తంڴ ఎڷవ ऴڒ܉ࠜޒరంڴ 
फࣃࡱߧ ऒߕࣆ ࡏ ऒߖڜ బܽद మనంڒ  भ޳۫ ߘహరణల޳రణ ఉ߄ࣃ  ం ߕࣆऒ  ఒకܽ ߕࣆऒ ऒߕࣆ   బܽद ఇ࢑ڒ 
࢑కర प ఎంऴܾ࢑ ࡱకర पం ࡓం࢑ ݢకర प ఎంऴܾࡱ మڷ޴ ړߖ޳ ࠾ࡍవన ఉనऒ ऒߕࣆ ޴  z  ero ޴బܽद ఇڒ 
ఖۨऐ తంڴ ఎڷవ ऴڒ܉ࠜޒర ࠪऴޒకڕ ఒక ఉ޳హరణ ڒబܽद ఇ޴ ఖۨऐ తంڴ ఎڷవ ऴڒ܉ࠜޒర ࠪతృకڕ ఒక 
ఉ޳హరణ ڒబܽद ࡓండవ ఉ޳హరణ 0 2 3 ߕࣆऒ ऒߕࣆ ޶ఐ ڷࡱߕ  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ  भ޳۫ ߖ ం.
࢑కర దట࠴   प ఎంऴܾలࡍڷ ߘ फంచంࡓ ݟండవ ఉ޳హరణ ڒబܽद ࠬڕ ఇకए డ ࢑కర प ఎంऴܾߝڴࠈ ࡱ ఉߕऒ  ࠼
पࡌ࢑క బܽदڒ వన ఉనऒڷ޴ ړߖ  అߖऒ  ఎంऴܾࡱ అߕࣆ ࢑ऒ ࢑షయం దܽ࠴ ర ࠪతృకڒ܉ࠜޒవ ऴڷఎ ޴బܽद ఇڒ 
మ࠾ࡍ ఇߩओ ఖۨऐ ޴ఇ ݡ తంڴ ఇ޳ڒ ߕ޻ అߖ ధృ࢒కࡍంచంݟ ఖۨऐ తంڴ ఎڷవ ऴڒ܉ࠜޒరం ޶ڒ ޳ࡶ 
࢑కర ండవࡓ బܽदڒ प ऴప࢘శం ߕࣆ ߖ޳ ڷࡱߕऒ సంఖङ ߖڒ  बࣃ లޑదం ݡంࡓ ڷࡱߕ ݟڕ  నంࡹ ఉం޴ మ࠾ࡍ 
ఈ ࠪతృక ఖۨऐ తంڴ ఎڷవ ऴڒ܉ࠜޒరం ڒ ޶ڒబܽद ࠪऴޒకల రڒల ࡍڷంۨ ߦۮओ క ఇߩओ  మనం ݡ
ऴపయޒऒ भ޳ ం  ࠪऴޒకల߯ ߖڜऒ  రڒల ఆపࡔషߘऱ ۯయం࠴ ݟదܽ޴ ࠪऴޒకల ݟܔంࡱߧ ڴߩవబޔݡం޴,  
అ࢑ ఒښ ऴకమంࡹ ఉం݄ ࡓంݡ ࠪऴޒకలݟܔ ߘంచవ۪ऐ .
  అ޻ ఆర न࡛ ఉనऒ ڵ࡯క ࡹऴకమం ޻అ ࡏࠬ ߘ व࣒݅࣊ ߖࡹ  టऱݟܔ ߖ࢐ܽ ࡏࠬ ޙ࠼ంచవ۪ऐ , ఆ߯ ࠬߖߖ޳ ࡏ 
ంచవ۪ऐݟܔ  మ࠾ࡍ ఇۨऐ న ࡓంݡ ࠪऴޒకల ࡅకए  ఎంऴܾݟܔ ߖంచడం ޳छ త ࠪङ࡯ఫ ࡌ ऴܽڡझ  ijth 
ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ   ఎంऴܾ ߰ందబޔݡం޴ ijth 
भ޳ۯ హరణ޳బܽद ఒక ఉڒ ం ړߖ܉ߖ ఒక సరళ࠳న ఉ޳హరణޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం, ړߖ޵ సࠪన࠳న ఒకܽ ࡓంݡ 
 b ߘకలޒऴࠪ ݡంࡓ ం, ఈ޳ంڕఎం۪ ڴ޴ࠫߖఎ ࠾ࡍమ ݡఏ ࡏఆ ޶ఐ ࠾ࡍమ ڴڷࡱߕ ݡ࠮
న పऱ࣒ۨ࡯ంచదݟܔ एړࡵ ߖ  ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ڒబܽद మనం ړࡵए भ޳ ం.b a 
 ప ऱ࣒ छ޳  ఇవछ ࡌ బݟనڒ ޴బܽद ࠴దܽ ऴప࢘శం ޳ࡶ ఒక ߜల ऴప࢘శం సంబం߅త ఇవछ బݟన ࠪऴޒకల b a 
మࡅ ࠾ࡍకए  ఒక ߜల ړరހలݟܔ ߘంచడం ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद ࡅకए  ఒక ߜల ऴప࢘శం ఒకܽ b a 
మࡅ ࠾ࡍకए  ఒక ߜల ऴప࢘శం ఐ޶  ఒకܽ పऱ࣒  ఐ޶ అ޴ ఆࡏ అ࢑ ޻ధంࡅ ڴకए  ఒక దంޑల ऴప࢘శం b a 
కएࡅ ࠾ࡍమ ݡంࡓ  ఒక దంత ऴప࢘శం ఆڒ ࡏబܽद ࡓంݡ పऱ࣒  ఆࡏ ఇ޴ ఎࡅ , ޴ࠫߖకए  ఒక b a ݡంࡓ 
ऴప࢘శం ݡ࠮ మࡅ ࠾ࡍకए పऱ࣒ ݡ࠮ బܽदڒ ݡఒక ऴప࢘శం ఏ ݡంࡓ    ఏݡ అڕߕ ޴ పࡓ ޴ంݡ దంࡱޑb 
ఇవछ కएࡅ  ޴ంޜࠓ కएࡅ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ  పऱ࣒ ޴ࠫߖఎ ޴ࠫߖల ऴప࢘శం ఎޑదం ݡంࡓ   a ry b ڷࡱߕ 
ऒߜప ڕߕ ంݡ ఇవछ भ޳ۯ హరణ޳ండవ ఉࡓ బܽद మనంڒ ޴ంޜࠓ ం ऴࠑ ޓ ऴޓ ࠪङ ऴܽڡझ ऒߖ޵ సంڝ  भ޳ۯ  ం ఈ a 
ఒకܽ ࡓంڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ ఐ޶ ఆࡏ  ఏݡ ఎࠫޛ ޴ࠫߖघ న పऱ࣒࠳సࠪన ړ2 3 4 5 6 7 8 9 ࠉ ޴  ߖࠉ 
एړࡵ ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం మࡓ ࠾ࡍంݢ చޔరऴڒࣃర ࠪऴޒక࢐ ࡱసफࡓ ړߖ࢐ంݡ࠮ ݡ࠮ ݢ a b 
ओߩ۱ న ఉంܼڒ ࠼బܽद ఒకࡏ పऱ࣒ एړࡵ ߖࠉ  ంచవ۪ऐ ठࡌࠪ ऴప࢘శ ࠭࠲   ऒߖ एړࡵ  फࣃ బܽद ఒకܽ పऱ࣒ڒ ࠭  
घࠫޛ పऱ࣒ ݡంࡓ ޴ప ޴  ఎ޴ࠫߖ పݡ࠮ ޴ పऱ࣒  ఏݡ పړߖ܉ߖ ޴ అߖऒ  ఎంऴܾښ ࡱవలం ప޴ ࠪऴత࠲ 
ఉండߕޔࠓऒ యࡏࠬ ߖ గమߖంచవ۪ऐ  ఇߩओ ऒߖڜ ޶ం࠭ ڼࣃనڜ మనం ݡ  అదనߩ లࣾހల޳ۯ ߘभ ం.
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  ࢐సफవ ࠪऴޒకల ࡍڷంۨ ߯న ߮ࡖए నऒ  ࢑వࡱࡌ సంړ ऱషद ࠪऴޒకలڕ ఎܿవంܽ ࠪࡏओ  ࠼ఉంܼ ߝݞంڕࡶ 
అం݄ ߖజ࠳న ࠪऴޒకల ڝసం ࠬࡏ ఏࠫ ࣃۯफ ړసం ߖప ޻అ ࡗ ऱషद ࠪऴޒకల ڝసం ۯ ݞږయవ۪ऐ  ݡంࡓ ࡏࠬ ,
సంړ ऱషद ࠪऴޒకలݟܔ ߘంచవ۪ऐ యవ۪ऐۯ ݞږ యడంۯ ࠹ࣄ ߕࣄۯ సం ఏࠫڝ ࢐సफవం బܽद మనంڒ  .
  మం చం  ڒం߭ऱڡझ  ࠪङ ऴܽڡझ झڡం߭ऱڒ బܽदڒ సం ఒకܽڝ   ࠪङ ऴܽڡझ  అం݄ ڒం߭ऱڡझ  ࠪङ ऴܽڡझ  అం݄ ࠪऴޒక , 
ऒߖఅ ࡹߖ޵  ఎంऴܾڒ ࡱం߭ऱڡझ  సంఖङ హరణ ఆࣣ ఈ ࠪङ޳ఉ ࡱ ऴܽڡझ  ۫డంݟ ఇ޴ a i two i three i 

छ޳ ఇవछ ࡌ బݟంࡓ ݋ࡐ ߘߝ ڷࡱߕ  ޴ంݡ పऱ࣒  one plus two i two Plus three i three plus 
పऱ࣒ ݡ࠮ ݋ࡐ ߘߝ ݡ࠮ ݋ࡐ పऱ࣒ ޶ఐ ݋ࡐ ߘߝ ޶ఐ ݋ࡐ  ఉనऒ ڵ࡯క ߘߝ ݡఏ ݋ࡐ  ࢑ ఈ 
ࠪङ ऴܽڡझ ړసం ࡹ  ऱషद࠳న ఎంऴܾڒ ࡱబܽद ఇ޴ సంړ ऱషद ࠪతృకڕ ఉ޳హరణలࡹ ఒకܽ మߖ ࡏࠬ ࠾ࡍజ࠳న 
ࠪऴޒకలߘ ఎݟܔ ࡮ంచగలڒ  ࡏం߭ऱڡझ  ࠪऴޒకలݟܔ ݞږ ߘంచంڒ ݟబܽद ࠬࡏ ఇߩओ  ޻అ ڴࡎ࢐ ఎంऴܾ ݡ
࢑షߖ࠻ऒ झ࡯ంۧݟܔ   ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ࠪऴޒకల లࣾހలޜ మࡍంత ࠭ంࣃ ڕ޶గړߖݞ ࠭ం޶ ऴపޒ 
ఎంऴܾ అޙ࠼ ఒښ ऴకమంࡹ ఉనऒ  
 ం.a b޳ంڕࣆऴ࢐ ߘకߖఒక గమ ޕࠋۮ ߖసࠪనం అ ࠾ࡍమ ࡱకޒऴࠪ ݡంࡓ

b  a z a  ࠾ࡍऴ࢐࣋फ మ ߖఅ ڴకޒऴࠪ ߖ ߘߝ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ త ऴప࢘శం߅సࠪనం సంబం ࡹ aij 
ࠪతృక ߖ b bij 
అߖ ऴ࢐࣋फ, మ࠾ࡍ అߖऒ ంܽړ ڔ సࠪనం అړ ޙ࠼ సࠪనం i j bij b
కߘక ఇ޴ మޕࡏࠪ ࠾ࡍ ఉంܿం޴.i j 
  ఒకܽ ߘంݟ వరڕ మ࠾ࡍ ఒకܽ ߘంݟ వరࡏࠬ ڕ ఈ గమߖకޜ ऴకࠪߖऒ  కڵ࡯ ఉߕऒ రߖ n m aij n 
ఊࣕ࣋फ, 
ఏࡓ ߕ޼ంݡ ࠪऴޒకల ڝసం ࠪऴޒకల ࡅకए ऒߖڜ   లࣾހల޳ۯ ࢓܌ࡏ ߘभ ం , ࢐సफړߖ࢐ చదరߩ ࠪऴޒకࡱ a 
మ࠾ࡍ అ޻ ऴకమంࡹ  ప ऱ࣒  సࠪనం  ప ऱ࣒  , అం݄ b a b b a a plus b ࡮ంచడం ఎߧ۫ ߖసࠪనం అ ڕ 

 ప ऱ࣒ కएࡅ వలంښ ޴అ ,࡯ంۧڵࡆఉప ߖ ݭߠ ߯ న࠳సࠪన ړ   ఎంऴܾߖ ۫డంݟ b a a plus b ij th 
మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ  ప ऱ࣒ కएࡅ   ఎంऴܾߖ ۫డంݟ ఈ ࡓంݡ స࡯߱ࡍకలߧ۫ ߘంۧ࡯, ఇߩओ  b a ij ߖ޵ ݡ
भࡿࢗ ޜ࢓܌ࡏ ం 

మ࠾ࡍ సࠪనం ఇకए డ ఒకܽ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం ࠪڒ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనంaij b bij i j 
కం݄ ޳ࡶ సࠪనం అం݄ మనం మ࠾ࡍ అߖ ఊࣕࣆफߕऒ छ޳ ࠭ ऒߕఉ ࡹऴకమం ࡌ ం, ఇߩओ  n a b n n ݡ

మనం ڕࡏڝనऒ ప ޴ ऱ࣒ ङࠪ ࠭࠲ అం݄ ࠉ  ऴܽڡझ  AIj bij ړߖݞంచݟܔ ޜఎంऴܾల ࠾ࡍమ ڴసࡏవ ߘ 
ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ మߖ అర बం 
ऒߖ޵ ࡏࠬ ,  ۫࣋फ, ఇ޴ ࠪङ ऴܽڡझ రछߖ ߩంݟܔ  చనం ऴపڒరం సࠪనంڴ ఉంܿం޴.

 ప ऱ࣒ ړసం ޴నࣄ࡯ޘ ڕమన ߗڒ ޜ  ऱషद࠳న ݟܔంߩ మߖ ࠾ࡍజ࠳న అߘబంధం   AIj bij 
झڡం߭ऱڒ  ࣋ए న ࣋ए࠳జߖ ޳ࡶ ࡱ ࡛࡮ సం ࣋एڝ ల ࡛࡮ एڕహ ࡔࠪ అ࢑ ڕ ࡛࡮  ఏ࠳నపओ  ޴ߝక అݟږ , ڔܽ
క ङ࠭ ݄ܽ࢟ అߖ మనڒ , ࣆࡱޘ ڕబܽद  ప ऱ࣒  ఇ޴  ప ऱ࣒  AIj bij bij AIj ڴఅదనం ޴ఇ ,޴ఉంܿం ߝڴ࡮ 
కएࡅ రछߖ  చనం ऴపڒరం మࢁऱ అ࢑ ޻ధంڴ ఉంܿం޴.
 ࠪऴޒకࡱ ఇ޴  ప ऱ࣒ న ࠪతృక  పݟږ ޜఎంऴܾల ޴ఇ ,޴ఉంܿం ߝڴ࡮  ऱ࣒  ఎంऴܾలޜ ఉనऒ  bij AIj bij 
ࠪతృక అޜ ޙ࠼ ఉనऒ  ࠪతృక అޙ࠼ ࠪతృక ࠮లధనం మޜ ࠾ࡍ ఉనऒ  ࠪతృక ښవలంaia bij b AIj

 ప ऱ࣒ న పऱ࣒࠳సࠪన ړ   ࠪऴత࠲.b e b 
ࡎపߦऴ ݋࣊ ߯ ړߖ܉ߖ  दߖ క ङ࠭ ݄ܽ࢟ ऴߦపࡎ द అంܼڒ ࡏబܽद ఈ ऴߦపࡎ दߖ క ङ࠭ ݄ܽ࢟ ऴߦపࡎ द అంܼߖ޵    ࡏ 
క ࠭࠲ ࢓܌ࡏ ङ࠭ ݄ܽ࢟ ऴߦపࡎ द ڝసం ఇۨऐ న ޜߖ޳ సࠪనం ޳ࡶ ఎڕए వ ޳ࡶ తڕए వ అࡿࢗ ޜ࢓܌ࡏ ߖभ ం, 
 ma AIjb bij c ࠾ࡍంܼ࠭  మڕߘఅ ߖసࠪనం అ ڕతృకࠪ ޜన ఎంऴܾల࠳సࠪన ړ ࠭࠲ బܽदڒ
ఎంऴܾలݟږ ޜన ऴܽڡझ  అ޴ߝ ఎంऴܾ ߩ࢙ݟڕ ఉనऒ  ࠪతృక, ఇకए డ ࠪڒ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ cij i j 
సࠪనం కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం ఎం޶కం݄ ݡ࠮ ࠪऴޒకࡱ ఒښ ऴకమంࡹ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఇ޴ n 
ధङࣃ మޔ࢓ం޴ అం݄ మనం మ࠾ࡍ అߖ ఊࣕࣆफߕऒ छ޳ ࠭ కएࡅ ऴకమం ࡌ  ఏ࢙ݡ࠮ ߕ ab c n n 
ࠪऴޒకࡱ ఉߕऒ ओߩఇ ,࠻ నऒڕࡏڝ మనం ݡ ప ޴ ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߕफࣆݟܔ ߖ న ࠪతృక࠳సࠪన ړ  ࠭, అ޴ b e a
ऴప࢘శంݟږ ޜన ۨనऒ   ప ऱ࣒  ఒక ࠪతృక  ప ऱ࣒  ఎంऴܾలޜ ఒక ࠪऴޒక ޜ సࠪనం మనం ఏࠫ ޳ۯभ ంAIj bij cij
 ࠪऴޒకల ݟܔంߩ 
కएࡅ రछߖ  చనం ޳छ ప  ࡹకరణంࡰండڕ ࡏࠬ ࡌ ऱ࣒ ఉనऒ ࡹ  టऱޙ࠼, ఇ޴  ప ऱ࣒  వࡵ ఉంܿం޴, AIj bij cij 
ఇ޴ మనం ࣆۯफనऒ ऒߕఉ ࡱకޒऴࠪ ݡంࡓ ڕసࠪనం, మన ړߖ޳  కܽ AIjࡖమ ࠾ࡍమ ࡱఒకܽ ఎంऴܾ ,࠼
ఎంऴܾࡱ  ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ మࢁऱ ఇߩओ కएࡅ ߩంݟܔ కలޒऴࠪ ݡ రछߖ  చߖߕऒ  ఉపڵࡆంۯంڕ޶ bij cij 
ऴపయޒऒ भ޳ ం, ڒబܽद మనం ࠪऴޒకలࣆڷ࠭ ޜफం޴, అࡍ ࢑యࡽ ࠪङ ऴܽڡझ झڡం߭ऱڒ ޳ࡶ   ࠪङ ऴܽڡझ  అߕ࠼ AIj
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  అߖ మనݟܔ ߨ݇  ࣆࡱޘ ڕంߩ అߘబంధం ڒబܽद ఇ޴  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  bij cij AIj bijaij bij 

ओߩఇ ,޴ఉంܿం ڴ࡮ కएࡅ ߩంݟܔ కలޒమనం ࠪऴ ݡ రछߖ  చߖߕऒ  మࢁऱ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ , ఆ߯ ఇ޴ cij AIj
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࠪङ ऴܽڡझ  అ࢑ ߖభ܊ంచంݟ bij 
ࠪऴޒకల ݟܔంࡅ ߩకए రछߖ  చనం, ఇ޴ ఎంऴܾలݟږ ޜన ࠪऴޒకޜ సࠪనం  ప ऱ࣒  ఎంऴܾలޜ ࠪతృకޜ AIj 
ఉనऒ ޜ ంపܑ࣋फࡍ࢑సफ ࡏࠬ ޴న࡯ڵࠫ ڴܿߦ  ࠪతృకڴ ఉంܿం࢑ ࡏࠬ ޳ࡶ ޴సफࡍంపܑ࣋फ ࡏࠬ ޳ࡶ ch 
తృక  పࠪ ޴ండవࡓ న ࠪతృక  ࠪతృకݟږ ޜఎంऴܾల ޴దܽ࠴ ޙ࠼నటऱࣄऴ࢐ ߖܽ࢒ ऱ࣒  ࠪङ ऴܽڡझ  a ij b 
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బܽद  పڒ ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࠪతృకڕ సࠪనం  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  బܽद a b e a b cڒ ࡏफ అంܼࣄబంధ ఆߘఅ ߖफࣄబܽद ఈ ఆڒ 
ङߕఉప ܌ࡗ ఈ ޜߖ޵ సం ڝసం ఆ߮ࣃफ ధనङ ߘ  ࡱ޳࢐
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