
సం సమసङڝ ల ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑ ࠾ࡍమ ޒణࠫڝޒబܽद ऴڒ   పࢲࡍए రం߯ ࡓండవ ࣊షࣃ ڕ ߤछ గతం, 
ऐࡏߝ సం మనంڝ ల ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒऴ ࠾ࡍమ ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑  ߝڴࡍ޴ࠪ ߤపܽ ࣊షߘ࠭ బܽदڒ నऒڕ  
మ࠾ࡍ చࡍऐ ంۨన ࡍڷ फంߩలݟږ ޜన ߖڜऒ  సࡱ࢐ సమసङ లߘ పࡍషए .޴ంޜڷࡏజ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆࡍ
 అࣣ ऴڝޒణࠫޒ మࡹ࢑ ࠾ࡍమ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾనऱ߯  ۨవࡍ ఉపߕङ సం ڒబܽद ఇ࠴ ޴దܽ సమసङ  
బܽद ఇకएڒ డ మనڕ ఉనऒ న࣒ ߯ 12 మధङ࠳ ࠾ࡍన࣒ ߯ 6 మ࠳ ޴ఇ ,޴ఉం ܼޓ ణంڝ ڕఏࠫటం݄, మన ޴  
ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఆ࡮औ  అڕߘం޳ం  1 మ1 ܼࠊ ࠾ࡍ ఈ ڒछ ऴڡܽݞ సࠬకరణం ࡅకए ࠾ࡍమ ࡱ࡮࠮ 
ఆ࡮औ ండవ వరࡓ ݡంࡓ ܼࠊ ࠾ࡍమ ݡంࡓ  ठ సࠬకరణం ࡅకए औ࡮ఆ ࠾ࡍమ ޻ఇ ޴ఇ ,ࡱ࡮࠮   ఒకܽ ܼࠊ 
ఒకܽ కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद ఆ࡮औ  ఒకܽ ߭దभ޴  ఈ ڒछ ऴڡܽݞ సࠬకరణం ࡅకए औ࡮ఆ ࠾ࡍమ ࡱ࡮࠮ ݡంࡓ   
ండవ వరࡓ ఈ ݡంࡓ ठ సࠬకరణం ࡅకए  ޴దभ߭ ࡹల࡮࠮ ݡంࡓ 
औ࡮ఆ ޴ంޜڷݡఅ ߖనమھߘక ߘవࡱ࢑ ޴బܽद ఇڒ  వߤ పऱ࣒ छڒ దܽ࠴ బܽद మనంڒ ݡంࡓ ܼࠊ  ऴڡܽݞ 
ఈښछ షޜ ߤ ऴߦరంࣃࠚफ ࠭, ఇ޴ ࣋ए छ పऱ࣒ ܼޓ ݋ంڙ࣊ ݀ న࣒࠳ ࡛  వߤ ఈకछ ऒߕࣆ ࡽ  x x ݡంࡓ బܽदڒ 
औ࡮ఆ ࡱ ݋ࡐ ݡంࡓ ఆࣣ ࡱ ݋ࡐ  వߤ మܼࠊ ࠾ࡍ వڒ ߤబܽद ࡓంࡱ ݋ࡐ ݡ కߘక మనం ߰ం࠭ޑ޶  
ఒకܽ పऱ࣒ ࡱ࡮࠮ ݡంࡓ కܽ ఇకएࡖమ ޜफࡏڷ  డ ࠳న࣒ ࡏڷफޜ ఉంܿం޴ మߖڜ ࠾ࡍऒ  సరࢁకరణࡱ మనڕ 
࣊కܼޓ ߘ పऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ ए࣋ ߘక࣊ ࠆఆ ݋ࡐ ࡛ छ फࣃఇ ߤన࣒ వ࠳ ܼޓ ࡛  ߘక࣊ ܼޓ ߕ޼ఏ ࠭࠲ ఆ߯ , ࠼
࣋ए छ ࡍڷ సంڝ ܼޓ ࡛ फంߘߩ ఉపࣃڵࡆफ ࠭  వߤ పऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ పऱ࣒ ܼޓ ߤక࣊ ࡱ࡮࠮ ݡంࡓ బܽदڒ ܼޓ ࡛  
ओߩఇ ܼޓ ࣒ڒ ߖߖ޵ న మనం޶నం࠼అ ܼޓ ࣒ڒ ఓవ࡛ ߤవ ܼޓ ݋ంڒ࣊ ఆ߯ , ܼޓ ߤܼ న࣒࠳ औ࡮ఆ ݡ  
వߤ కం݄ వߤ పऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ߖఅ ܼޓ ߤ࣌ న࣒࠳  औ࡮ఆ ࠭ڴݟఅ ࡮బܽद మనం ఇڒ   వߤ పऱ࣒ ݀ ܼࠊ 
దܽ వర࠴ ࠾ࡍమ ݟనంھߘక ߘవࡱ࢑ ठ సࠬకరణంࡓ ߖࡹంࡹ࡮࠮ ݡऱ  ఆ࡮औ  వߤ ߭దभڒ ޴బܽद ఇߩओ  ݡ
ఇకए డ ఉనऒ ऱࡹ࡮࠮ ݡంࡓ   ࡯ߕھߘమనం క ޾దभ߭ ޴ఏ ࡹంܽݟంࡓ 
झڡࣄ ߯ న࣒࠳ మంࡌ࢑ ܼޓ ࣆࡱޘ ڕమన ݟంߘ ఓ߭ ړߖ࢐సफ࢐ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ޶ంۮ ړ   t  heta ߤ
ఇంటࡓछ ऒߜప ݟంߘ ࡏన࣒ ߯ ఆ࠳ ࡽ ంݡ కం݄ ࠳న࣒ ߯ వరڕ ఉంܿం޴ మܼޓ ࠾ࡍ ఈ ࡔంࡹ ܘ 
ఉనऒ ओߩ ߖందޔݡబయటప ݟంߘ ల࡮࠮ ݡంࡓ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ߖఉంܿంద ڴలంږޒऴప ܼޓ ߤ࣌ ݡ
మనࣆࡱޘ ڕ.
 ఇకए డ ߭దभ ࠳ ݋ࡐన࣒ ࡏڷफޜ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఆ࡮औ  ఒకܽ ߭దभ ܼ߯ޓ ࣒ڒ ݋ࡐ ఒక ࠳న࣒ 
మనం ఇకए ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕܼޓ ߤࣄ డ ఉపڵࡆంۨన మ࢐ ࡗసफవం ఏࠫటం݄ ܼޓ ࣒ڒ 
ओߩన޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ఈ ܼޓ  కం݄޶బܽद ఎంڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ  ڴలంږߘࣃ ܼޓ ࣒ڒ ݡ
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇకए డ ࣔరం ږߘࣃలంڴ ఉంܿం޴, అܼޓ ߤࣄ ޙ࠼ ऴపږޒలంڴ 
ఉనऒ ం޶న , ఈ ࡓంݟంܽࡹ ߭దभ ݋ࡐ ఆ࡮औ  ఒకܽ ܼޓ ࣒ڒ కం݄ ࠳న࣒ ܼޓ ߤࣄ అޔ࢓ం޴, ఆ߯ మనం 
రऴసం పऱ࣒ޔచ ߩండవ సࠬకరణం చదరࡓ బܽदڒ ండవ ఆࣣ సࠬకరణంࡓ  ంܼ࠭ڕࣆޓ  2 మ࠾ࡍ x x x t 
ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳ ܼޓ ߤܼ ݡంࡓ కएࡅ బܽद ఈ సࠬకరణంڒ సࠪనం ړ औ࡮ఆ ࡱ࡮࠮ ݡంࡓ   ݀ x 
మ࠳ ݀ ܼࠊ ࠾ࡍన࣒ ݀ ܼߤ వړ సࠪనం  ఇܼ పऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ ए࣋ ߤܼ ڷࡱߕ ݋ࡐ ࡛ छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛  
న࣒ ࣋ए࠳ పऱ࣒ ܼޓ ࡛ న࣒ ࣋ए࠳  छ పऱ࣒ ߤవ ࠆఆ ݋ࡐ ࡛ ए࣋ ߤܼ  छ ఇకए ړߖ࢐సफ࢐ సࠪనం , ఆ߯ ڕܼޓ ࡛ డ 
మనం వߤ పऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ ࡍڷ ߝఅ ܼޓ ࡛ फంߘߩ ఉపࣃڵࡆफ ࠭.
 ࣋ए छ ࡍڷ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ ܼޓ ࡛ फంߘߩ ఇకए డ ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ ࠭ , ఆ߯ ࡓండవ వర ठ సࠬకరణం ࡅకए  
పऱ࣒ ܼޓ ߤܼ న࣒࠳ ࡱ࡮࠮ ݡంࡓ  ߧ࡯క ޜܼޓ ߤ࣌ న࣒࠳ న࣒ 1࠳ ܼ߯ޓ ࣒ڒ ޴ఇ ,ܼޓ ݋ంڙ࣊ న࣒࠳ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߩओ ఓ߭  ޴న޴ంۮ ڕܼޓ ऱࢁమ ݡ छࡓఇంట ߤ एڕన࣒ ߯ 12 కం݄ ఎ࠳ ݟంߘ న࣒ ߯ 6࠳ ࡽ వ
అܼޓ ߤࣄ ޴ ऴపږޒలంڴ ఉం޴ మږߘࣃ ܼޓ ࣒ڒ ࠾ࡍలంڴ ఉం޴, ఇߩओ ఇకए ݡ డ ࡓంࡱ࡮࠮ ݡ 
ఉߕऒ  ܼޓ ߤࣄ న࣒࠳ న࣒ 1࠳ ݋ࡐ కࡖమ ࠾ࡍమ ܼޓ ߤࣄ న࣒࠳ ఒక ܼ߯ޓ ࣒ڒ ݋ࡐ దܽ࠴ బܽदڒ ࠼
ఓవ࡛ ڒ ܼޓ ࣒ڒబܽद ࢟ܽ܊ߦ ܼޓ ࣒ڒ అߖ మనࣆࡱޘ ڕ మࡓ ࠾ࡍం݋ࡐ ݡ లࡹ మన࠳ ڕన࣒ ܼޓ ߤࣄ 
ఉం޴, అޙ࠼ ఈ ڕ ݋ࡐ ఇకए డ ࠳న࣒ ఒకܽ ఉంܿం޴, ఆ߯ మࡖక ړ ݋ࡐ ప ऱ࣒  వߤ ఉంܿం޴.

ఉనऒ ڴలంږߘࣃ ܼޓ ࣒ڒ ం޶న ܼޓ ఈ ۮ ړߖࠪࡌ࢑ం޴న޴ అߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴ మ࠾ࡍ ఈ  d 
एڕలం కం݄ ఎ࠮ లం ఇతర࠮ వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  2 మߘ 2 ܼࠊ ࠾ࡍంݟ ఆ࡮औ  2 ఎڕए వ అߖ 
పओۮ బݟంڒ ݋ࡐ ޴బܽद ߭దभ ݋ࡐ ఆ࡮औ నऒۨ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ޜ݀   ࠾ࡍమ ݀ ܼࠊ ݋ࡐ 
औ࡮फ ఆ࣋۫ ޴నڵݟఅ ࠭࠲ ݞږ ࡏࠬ  వߤ పऱ࣒ एړࡵ ߘవࡱ࢑ ݀ ܼࠊ  ంచడం ڝసం ࠭࠲ ఆసړ फ కڵ࡯ 
ఉߕऒ సం వङڝ ߖ޵ బܽदڒ ࠭ ڔ फకరణߘ కھߘనడంڕࠪ ࡹ ఆసړ फ ఉం޴  ఈ వర ठ సࠬకరణంࡓ ߖࡹంࡹ࡮࠮ ݡऱ  
ۨనऒ నऒۨ ޴బܽद ఇڒ ݀ ܼࠊ ޴ సओ ߖసࠪనం అ ړ 2 ܼࠊ ޴న ఇ޶నం࠼అ ݋ࡐ  షदమޔ࢓ం޴, ఆ߯ మనం 
ఆ࡮औ  1 మݟܔ ߖ2 ܼࠊ ࠾ࡍంۧ࡯.
औ࡮ఆ ࡏࠬ బܽदڒ  औ࡮ఆ ڕమన ݟంߘ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ޴ం݄  ఇڕफం۪ࡏڷ ߖ1   వ࠳ ߤన࣒ ޜܼޓ ߤࣄ 
సࠪనం ࠴ ܼޓ ࣒ڒదܽ సऱߘ ݭ࠼ంݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఆ࡮औ  వ࣋ݟܔ ړ݀ ܼࠊ ߖ ߤफ మనڕ లࠚం޴ۯ ah 
 ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ ޴ంޔ࢓రదभ ړࡍఆఖ  ܼޓ ࣒ڒ బܽद  ఒక ఓవ࡛ڒ ޴ంޔݡంచబݟܔ ړߖ޵ ޴బܽद ఇڒ
औ࡮నం ఆ߄సࠪ ࡍబܽद ۨవڒ ܼޓ ߤܼ ݀ న࣒࠳  వߤ పऱ࣒ ఈకछ ݀ ܼࠊ   ߤܼ న࣒ 2࠳ ܼޓ ߤܼ న࣒ 2࠳ ࡽ
छڙఈ ܼޓ झࡽ ओߩఇ ࡏࠬ ߖఅ ܼޓ ߤܼ న࣒ 2࠳  ండవ సమసङࡓ ݡ ండవ సమసङࡓ  ޴బܽद ఇڒ ࡏంܼڕࣆޓ ߘ
ఏࠫటం݄, ࡅ ܼޓకए ధङࣃ  వల సంఖङࡱ࢑ న࠳  piڕవర ݟంߘ 0 ܼޓ అం݄ ,࠭ࡌڝ ࠭࠲ ߖనమھߘక ߘ
ఓ߭ ల వङހఈ సࠬకర ړߖ޵ ,޴ఉంܿం ࡹమంࡌ࢑ ߤ వసब ఒక పࢲࡍए ऒߖࡌ  కڵ࡯ ఉంܿం޴, అࡏࠬ ޙ࠼ ఇకए డ 
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۫࣋फ మనࡍ࢘ ܼޓ ڕయࡽࠋझ . ޴ఉంܿం ڴఒకܽ ࡹ 
  ఇతర ࢘ࡍయࡽࠋझ  మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరހల వङ వసबݡ࠮ ࡹ సࠬకరࡱހ ఉߕऒ  బܽद xy zڒ ࠼
ऴపశऒ  మన࡯ऒ  అޜڷݡంڒ ޴బܽद ݡ࠮  సࠬకరࡱހ ఉߕऒ ऒߕࣆ ࠼ దܽ సࠬకరణం  ప࠴  ऱ࣒  ऱ y zࡏࣃ 
కएࡅ ܼޓ ݡ࠮ ܼޓ ݡ࠮ ࣒ڒ ࡓ  ऱܿ ࣌ߤ మ࠾ࡍ ఇ޴ మࡓ ࠾ࡍండవ సࠬకరణంࡹ ఎడమ xyz 
మࡓ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍంݟంܽࡏࣃ ߗऱ ࣃށڷ ޜफ ࠭ ఎం޶కం݄ ࡏࣃऱ మనࡏࣃ ࣆࡱޘ ڕऱ y z y z y z 
ऒߕࣆ एࢲࡍప ߖࡶ ڴసࠪనం ړ రం ڝసం ۫ࣆफߕऒ ࠭ మ࠾ࡍ
 అంښ޶ 
ఈ సࠬకరణం ࡅకए ओߩనࣄۯ ࡮అ ࠾ࡍफ మ࣋ށڷ ߖ ऱࡏࣃ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ  y z ߤ࣌ ޴ۯంࠚల ڕమన ݡ xyz 
ఆࠆ  ऴࡅ ܼޓ ݡ࠮ ܼޓ ޓకए పऱ࣒ ࣒ڒ ݡంࡓ   ऴࡅ ܼޓ ޓకए  ऴࡅ ߤ࣌ ܼޓ ޓకए  సࠪనంz y ړ ߤ࣌ ݡంࡓ 

, ఆ߯ మనڕ ۨవࡍ సࠬకరణం ఉం޴, ఇ޴ ఇߤࣄ ߤ  ఇߤࣄ ߤ  ऴܼޓ ޓ ఈకछ ࣒ ࡽ   ప ऱ࣒ झ࠹݅ ݀   xyz y z ޓऴ ࣒ڒ 
పऱ࣒ ܼޓ  y ݡ࠮ ޴ఏࠫటం݄, ఇ ޴࣋۫ మనం ߙࡹలހసࠬకర ݡ࠮ బܽद ఈڒ ܼޓ ޓऴ ߤ࣌ ऱࡏࣃ 
సࠬకరހల߄ࣃ ڕరణం ڒబܽद మన దగ ठర ఉనऒ  ڴ࢑ధం ޴ంړऴ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ బܽदڒ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ ࢑
ఉߕऒ దܽ సࠬకరణం  ప࠴ బܽदڒ ࠼ ऱ࣒ సओ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ڕܼޓ ޓऴ ࣒ڒ  షदంړߖ޵ ڴ సࠪనంڴ y z 
ఉం࡯ݞ అం݄ ݀ ࣒ڒ ऴܼޓ ޓ పऱ࣒ ఉనऒ ڕఆ߯ మన ܼޓ ޓऴ ߤ࣌ ࢙ ݀   ండవ సࠬకరణం ఏࠫటం݄ zࡓ 
ఇకए డ ఈ పࠪࡍణం అߗऒ ప  ݞږ  ऱ࣒ y z.࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ 
బܽद  పڒ ܼޓ ݡ࠮   ऱ࣒  ఇ࣒ڒ ߤ ऴݞږ ܼޓ ޓ  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼޓ ޓऴ ࣒ڒ ݀   సࠪనంy z y z y ڕܼޓ ޓऴ ߤ࣌ 
బܽद మనం ఇۨऐڒ న ڝ ܼޓసం ۫࣋फ మన వదभ ఉనऒ తపओ ޴  ݡంࡓ ࠾ࡍమ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ ఆࣣ ڴࡍసߖ
ङࡲ࣍ ࠾ࡍమ ߖయ࡯ޘ షࡹ ݋࣊ ߤ ఉంߕࣆ ޳ࡶ ࡯ݞऒ  y z yz y z ޳ࡶ ޶డږఉండ ڴసࠪనం ړ
ऒߕࣆ  ah ݟڕ ఈ ړࡍఏࠫటం݄, ۨవ ޴࣋۫ మనం ݟంߘ లހసࠬకర ݡంࡓ ఈ ޶డږఉండ ڴసࠪనం ړ
ఇకए ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ࡮ߩ࢙ డ ߩ࢙ ݟڕ ఉంܿం࣒ڒ ޴ ऴܼޓ ޓ అߖ ऴ࢐యబݟ , ఆ߯ పऱ࣒  ݀ y z 
పऱ࣒ ܼޓ ޓऴ ࣒ڒ ఇకए ݞږ ܼޓ ޓऴ ࣒ڒ ݀ బܽद మనం అࣣڒ ࡯࠻ࡌ ߖఅ ܼޓ ޓऴ ߤ࣌ ࢙  డ ఉంڒ ޴బܽद z 
ఆࣣ ఈ ࠴తफం ړޒۯ ݟڕ ݞږ ߩ࢙ ݟڕ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ  ఇకए డ ऴపకए న ఉనऒ ం޶న, ࡓంݢ ఒښ 
పړߖހࠪࡍ సࠪనం, ఇ޴  ప ऱ࣒  ఏࠫటం݄ , y z ޴ۯంࠚల ڕమన ړࡍబܽद ۨవڒ ޴ఉంܿం ڴܼޓ ޓऴ ࣒ڒ 
పऱ࣒ ܼޓ ޓऴ ࣒ڒ ݡంࡓ పऱ࣒ ܼޓ ޓऴ ࣒ڒ సࠪనం ܼޓ ޓऴ ߤ࣌ ࢙ ݀  ప  ܼޓ ޓऴ ࣒ڒ ݀  ऱ࣒  z y zޓపం ऴߦ ࢙ 
ఉనऒ ࡯ڵࠫ ఆ߯ ࠾ࡍఆ߯ ఆࣣ మ ,ݟయబۯ भ޶ఈ పదం ర ࠾ࡍమ ޴ఇ ړߖ࢐సफ࢐ ܼޓ  y ߤ࣌ ,ఏࠫటం݄ ޴
ऴ࣒ڒ ܼޓ ޓ ऴڕܼޓ ޓ సࠪనం, ߖߖ޵ అߤ࣌ ߖ ऴ࠳ ܼޓ ޓన࣒ ࣒ڒ ऴܼޓ ޓ ఈకछ ऒߕࣆ ࡽ  అߖ y y 
ऴ࢐యవ۪ऐ , ఆࣣ మనం ۫ࣆफనऒ ం޶న  ړߖ޵ పࢲࡍए రం ڝసం ఆࣣ ڒబܽद ࠭࠲ అ࡮ంܽ పࢲࡍए రం ڝసం 
ऒߕफࣆ۫ ࠭ , ఏߕࣆ ޵ऒ ऒߕࣆ ޳ࡶ ޶డږఉండ ڴసࠪనం ړ  సࠪనం y z ړ
एࢲࡍకం݄ ప޶ఎం ޶డږڒ రం ࡅకए  ఉతओ ऴపశऒ ߖలݞఉం ڴफޒ एࡖ߮ ࡹ నబݟం޴  మߕࣆ ࠾ࡍऒ  y z޶ڒ 
సంఖङ ݡంࡓ బܽदڒ ల ఉతओ ऒߕࣆ फޒ సంఖङ ݡంࡓ ڴథࠫకంߦऴ ޙక߱ڒ  లࡹ ఏߕࣆ ޵ऒ అర ߖదڒ  बం, ڒబܽद ఈ 
ऴపకటన ߘంߕࣆ ݟऒ  y.޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ࡯ݞఉం ܼޓ ޓऴ ࣒ڒ న࣒࠳ ܼޓ ݡ࠮ ޴న ఇ޶నంڒ సࠪనం ړ
ऒߕࣆ   ऒߕࣆ ݟంߘ బܽद ఈ సࠬకరణంڒ సࠪనం ړ  y ޓపం ऴߦ ,࡯޳ంۮ फߧసంతృ ޴న అ޶నంڒ సࠪనం ړ
ऒߕࣆ ܼޓ ޓऴ ࣒ڒ న࣒࠳ ܼޓ ఖङ࠭ ޳ࡶ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ ంߤ࣌ ڴ ऴ࣒ڒ ܼޓ ޓ ऴړޓ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ
ओߩబܽद ఇڒ ܼޓ  एړనࢗ మనం ݡ ऱ, ఇకएࢀࢗ  డ ࠴దܽ సࠬకరణంࡹ ఈ ࢐సफߖ࢐ऒ  ఉప࣋ڵࡆफ మనڕ ah 
లࠚం޴ۯ ఏࠫటం݄, 
ప  ࡹܼޓ ޓऴ ࣒ڒ ऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ y z z y ࡮ښఒ ܼޓ ޓऴ ࣒ڒ ࠾ࡍమ ܼޓ ޓऴ ߤࣄ కం݄޶సࠪనం ఎం ړ ݀ 
ఉంܼڒ ࠼బܽद మనం  ߖ޵ऒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ܼޓ ݡ࠮ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ ओߩబܽद ఇڒ   మన z y ݡ
వదभ ఉనऒ  ah ࠭࠲ ړߖ࢐సफ࢐ , సࠪనం ړ ݋࣊ లހసࠬకర ݡంࡓ ఈ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ టం݄, ఆࣣ ఈࠫ޻
ఆࣣ పࢲࡍए ర సࠫޒ అܿవంܽ޴ అ࢐ ߝసफߖ࢐ऒ  ఉపࣆڵࡆफߕऒ ऒߕࣆ ࠭  y z ࠾ࡍమ ޶ڒ సࠪనం ړ
ఇߩओ ఇకए ݡ డ ࠴దܽ సࠬకరణం ߘంݟ మనం ߰ందగ޴ڼ࡯ ఏࠫటం݄, మనం ࣌ߤ࣌ ܼޓ ߤ ऴ࠳ ܼޓ ޓన࣒ 
ऒߕࣆ ܼޓ ޓऴ ࣒ڒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߩ࢙ బܽद ఈ ఎడమڒ సࠪనం ړ  అ࠳ ܼޓ 3 ߤ࣌ 2 ݋ࡐ ࠑ 1 ڼ࡮న࣒ 1 ࠑ 
ఈకछ ܼޓ  ࣒ڒ  ݋ࡐ యవ۪ऐࡌ ڴ ࡛ࠂ ఓవ࡛ ࡛ࠂ ڴ߯ ࣒ڒ ڴܼޓ ޓऴ ߤ࣌ ߖߖ޵ ࠾ࡍమ  ړ ࡽ  ఎం޶కం݄ 2 3 0
ऒߕࣆ సࠪనం ܼޓ ޓऴ ࣒ڒ ߤఇ ࡛ࠂ ఓవ࡛  ߤ࣌ న࣒࠳ ݀ ݋ࡐ ఓవ࡛ ࡛ࠂ ߯ ࣒ڒ pi t  a ߤ࣌ ޴ߖఅత ߗڒ 

కएࡅ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ న࣒࠳ ߤ࣌ న࣒࠳  cos b a cos b cos a sine b b ܼޓ ݡ࠮ ޴ఇ ,ߤ࣌ 
ऒߕࣆ కం݄ ڷࡱߕ న࣒࠳ కएࡅ ऴతంࣇ న࣒࠳ ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ړ  ۨ ऒࣔ ऒߖ  ఉపڵࡆంۧ࠭ pi b 
ఇకए డ ڕܼޓ ݡ࠮ సࠪనం మޜ ޜ ࠾ࡍ సࠪనం మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త ఈ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరړߖހ b pi ah 
పࢲࡍए రం మనందࣄ࡯ޘ ڔࡍన ऱܿ࠳ ܼޓ ݡ࠮ , ڴన࣒ ڷࡱߕ pi 
पࡌߪ ంకం ڝసం ړ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ, ఇ޴ తపओ पࡌߪ ంతڜ ޴फంࣆۨࣇ ߘܼޓ ڴࡍసߖ ంకం ڝసం n n pi n n

కం݄  ప ऱ࣒ ऒߖߦࡐ    కڵ࡯ ఉంܿం޴, అߘ  ܼޓ ޙ࠼ంݟ వరڕ ఉనऒ  ఓ߭ छࡓఇంట ߤ pi 3 ڕ ࡽ pi 12 0 pi 
एࡖ߮ ڴ޴న޴ంۮ నబݟందࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࣃ ݡ࠮ధङ एࢲࡍన ప࠳  సࠪనం ڕܼޓ ࡱࡌ
झ࡯࠻ۯ ܼޓ బܽदڒ  ఉంܿంߘ 0  ޴ంۮ ړ ݟం޴న޴, మనం 1 0 ߖ మڴ2 ࠾ࡍ ࠪऴత࠲ ah pi n
ఎం۪ڝగల࠭.
एࢲࡍफ, మనం ప࣋ۯ సࠪనం ړ1 ޜ 12 ߖ న࠳సࠪన ޜ ޜ న࠳సࠪన ޜ బܽदڒ  ऒߖࡌ ప ޓऴ ߖ  ऱ࣒  n n n pi n pi pi
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ऒߜప ࠑ ంޜݡ ߰ం࠭ޑ޶, అ࢐ ޴సफړߖ࢐ వࣆफం޴.
ऒߜప ޜ ం߯ݡ ఐࡓ ޶ంړݡ సࠪనం ࡓ ࠭࠲ంࠑ ݡ ऴޓ ప ऱ࣒ n pi pi pi  ڴ߯  ࠭ޑ޶ం߰ ߖ  ah twelve 

అం݄ ݡ࠮ న߯ࡍڷࡱ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇࡅ ܼޓ ࢑కए ధङࣃ ݡ࠮  ం ࡱ࢑వڝ ߖ޵ ,ࡱసం pi ah ah 
ఈ సࠬకరణం ޳छ ఇۨऐ ړߖ޵ ࡌ న పࢲࡍए  y ࣄంచవలऀࡎప ڒమనం ఇం ߗڒ ޶ڒ సࠪనం ړ0 ޒల సࠫࡌ
ఉంܿం޴ ఈ ఇతర సࠬకరߖހऒ  పऀࡎంచంݟ, అޙ࠼ మనం ఇకए డ ۫࣋޴ ఏࠫటం݄, ܼޓ ఈ ݡ࠮ 
ంܿనऒڕࣆޓ ߕߞߖ޻ ࡹవలࡱ࢑ ओߩ ऒߕࣆ , ݡ  ah cos three theta ࣆࡱޘ ڕమన ߖదڒ సࠪనం ړ
క ࠪరڛఏ ړߖݞందۮ फߧబܽद ఈ సࠬకరణం సంతృڒ ठం 

 ప ऱ࣒   అߕࣆ ޴ߝऒ  మనం y z ݟంߘ కం݄ ఈ సࠬకరణం޶సࠪనం ఎం ړ
 ప ऱ࣒ కएࡅ ܼޓ ݡ࠮  ऒߕࣆ ړࡹ  ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ  y z cos ݡ࠮ ߕڛߖ޻ ࡹలހڝ ఈ ߗڒ 

కएࡅ ܼޓ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ బܽदڒ ޶ڒ  క ఏࠫటం݄  పߧక ఎంࡖమ ޶ڒ  ऱ࣒  cos cos three theta y z 0 
ఏ సందరग ߗڒ ంࡹ అ࠭࠲ ߕ࠼ ࠪ ऴపశऒ ఇపओ ڕ నం ఇ߄సࠪ ښܽ ऐۧ ࠭ ఎం޶కం݄ ఈ ऴపశऒ నం߄సࠪ ڕ
ఏࠫటం݄ , సࠬకరణ వङ వసबࡹ ఉనऒ కएࡅ ܼޓ  ధङࣃ  మࡃङ వల సంఖङࡱ࢑  ङࡲ࣍   ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߖܾ
ఇకए డ ࡏࣃऱ 3 ޶ڒ ఎం޶కం݄ 3 పࢲࡍए एڕకం݄ ఎ 3 ࠾ࡍమ 12 ࠑ 5 12 ࠑ ࡱࡌ వ y z 0 pi pi pi 4 
ఉߕऒ छ޳త ,࠼ ండవ సమసङࡓ ࡌ एࢲࡍప ڕ రం ߪ ݞږరफޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఇߩओ  క ఆࣣࡖమ ݡ
ఆసړ फకర࠳న సమసङ ऒߕڕࣆޓ ߘ ࠭ ఈ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరࠚ ړߖހనऒ एࢲࡍన ప࠳ ల సంఖङࡌ  ߖనమھߘక ߘ
అڒ ,࠭ڴݟబܽद ࠴దట మనం ࣄ۫ ߖߖ޳నߩओ  ݡ
కएࡅ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ߤ࣌  ఆరవ శړ फ మߕ ࠾ࡍలठవ శړ फߖ ۫డటం ޳छ ం కలవరపడవ۪ऐۮంڜ ࡌ  ߗڒ 
గమߖంచవలࣄన మ࠾ࡍ ۫డవలࣄన మࡖక ࢑షయం  అం݄ ఆࣣ మనߤ࣌ ڕ ఉనऒ ओߩ డ࡮ऱ  మనڕ అ޻ శړ फޜ
झڡࣄ ߤ࣌ బܽदڒ ޴ఉంܿం ݞږ ࣒ڒ  మڡࣄ ࣒ڒ ࠾ࡍझ  అ࢑ ޻ధంڡࣄ ߤ࣌ ڴझ  మڡࣄ ࣒ڒ ࠾ࡍझ  x x x x 
అ࢑ ޻ధంڴ పవ࡛ ߤ࣌ ړ ࡛ࠂ మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త పవ࡛ ڒ ݞږ ࣒ڒ ړ ࡛ࠂబܽद అ޴ ఒక ࣃధङ ठࡌࠪ న࠳ ऒߖ  
ఉపڵࡆంచడం అࣆۨࣇ ߖफం࢐ ޴సफవం ఏࠫటం݄ ࣌ߤ ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒ ए࣋ ࣒ڒ  छ ࡛ ఒకړߖ޳ సࠪనం x x 
మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరణం ࡅకए ङږ  झڡࣄ ߤࣄ ఆࣣ ݟంߘ ߖ޳ ࠾ࡍమ ݟంڝࣆޓ ߘ ࠗ   ప ऱ࣒ झڡࣄ ࣒ڒ   సం x xڝ 
వङ ڔ फకరణߘ కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంڒ ݟబܽद ࠴ ࠭࠲దట ߖ޵ऒ फࣃۯ  ࠭.
  ఆ ࣌ߤ ࣋ए छ ࡛ ల࣒ ࣒ڒ ࣋ए छ ࡛ అ޴ߝ మనం ږङ జం , ఆ߯ మనం పऱ࣒ߖ ݞږ ޴ం݄ ఇڕࣆޓ ߖ ࠗ  xp  x ࠉ 
ङږ घࡏ߷ సంڝ ࠗ फࣃڵࡆఉప ߘ࡮ ࠭, ఇ޴ ఎడమ ࢙ߩన ߤࣄ ࣋ए छ ࡛ మࠉ ࠾ࡍ సࠪనం ࣒ڒ ࣋ए छ x x ޜ ࡛
సࠪనంڴ ఉంܿం޴.
 ఒక ప ऱ࣒ ङږ ࠉ  ࠗ ఒక ږङ ࠗ పऱ࣒ ङږ ࠉ  ࠗ పऱ࣒  ऴޓ ఎࠉ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ऴޓ ఎ ࣋ए छ  ,ం݄ڕࣆۯफࡏڷ ࡏࠬ ߖఅ ࠉ ࡛
మనం ఈ ߷ࡏघ ఇకए ߘ࡮ డ ߤࣄ ࣋ए छ ࡛ మࠉ ࠾ࡍ సࠪనం ࣒ڒ ࣋ए छ x x ړޒۯ ఎడమ ڕफ మన࣋ڵࡆఉప ޜ ࡛
లࣆࠚफంڡࣄ ߤ࣌ ݭ࣌  ޴झ   ప ऱ࣒ झڡࣄ ࣒ڒ  ఇకए ړߖ࢐సफ࢐ ࡱ޳ప ݡంࡓ బܽद ఈڒ  డ ఆࣣ ఉߕऒ  ఆ߯ x x , ࠼
ࡓ ݡ࠮ ڕబܽद మనڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߘబంధనలߖ న࡯ڵࠫ ऱܿ ࣌ߤ ࣋ए छ ప  ࡛ࠂ ࣒ڒ ࡛ ऱ࣒ ࡓ ݡ࠮  ऱܿ ࣒ڒ x x 
࣋ए छ న ఉనऒߩ࢙ ݟڕ ࡏࠬ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖ޳ఒక ޴ఇ ࠾ࡍమ  ࡛ࠂ ߤ࣌ ࡛  ఈ ࡓంݡ ప޳లߘ x x 
झڡࣄ పంߦ ,ఏࠫటం݄ ޴ۯంࠚల ڕం݄ మనڕࣆޓ   ప ऱ࣒ झڡࣄ ࣒ڒ   సࠪనం ఒక ࠳న࣒ ऴߤ࣌ ޓ ࣋ए छ ࡛ x x x 
ए࣋ ࣒ڒ ޓన࣒ ऴ࠳ ࡛ࠂ ࣒ڒ छ ఈ ۨనऒ ࠭࠲ బܽदڒ ڷࡱߕ  ߤ࣌ ࡛ ࡍڷ  फంߘߩ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭, అ޻ x x x 
పదमࡹޒ మనం ۯ ݞږయవ۪ऐ ప  ߤ࣌   ऱ࣒ సం వङڝ ࣒ڒ  ڔ फకరణߘ కھߘనంڒ ݟబܽद ږङ  o 4 x 4 x ߘ ࠗ
ऴపదࡍज ంۯ బࡱ޶ మనం ࣋ए छ ए࣋ ߤ࣌ బܽदڒ ࡯࠻ۯ ࡛ छ ࡛  ప ऱ࣒ ए࣋ ࣒ڒ  छ ࡛ ࣋ए छ  x x ޴బܽद ఇڒ ࡯࠻ۯ ࡛
फ   ప࣋ڵࡆసࠪనం ఆ߯ మనం ఉప ړߖ޳ఒక ݞږ ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ घࡏ߷ ࡛ ప  ࡛ࠂ ߤ࣌ ޴ۯంࠚల ڕమన ࡮ ऱ࣒  a x 
ప  ࡛ࠂ ࣒ڒ ऱ࣒ ए࣋ ߤࣄ ݀  छ ए࣋ ࣒ڒ ࡛ छ ࡛ ఒకܽ ڒబܽद ఇకए డ ߘం࡛ࠂ ߤ࣌ ݟ  ప ऱ࣒  సࠪనంx x x x x ࡛ࠂ ࣒ڒ 
ए࣋ ߤࣄ ݡంࡓ న࣒࠳ छ సओ ߖఅ ࣒ڒ ࡛ షदమޔ࢓ం޴  చޔరऴసం ఆ߯ ఇతర పదం ఐࡓ ڷࡱߕ ޶ ऱܿ ࣒ڒ x x 
࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ݡంࡓ ޙ࠼అ ݡంࡓ ࡛ छ ए࣋ ߤࣄ న࣒࠳ ࡛ छ  బܽद x x x xڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖసࠪనం అ ړ ࡛
ए࣋ ࣒ڒ ݡంࡓ छ ప  ࡛ࠂ ࣒ڒ ࡛ ऱ࣒  అޔ࢓ం࠳ ࡛ࠂ ߤ࣌  ޴న࣒ ݀ ࣌ߤ ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ࡛ छ  బܽद x x x x xڒ ࡛
మనం ఇߩओ ࡍڷ ݡ࠮ ఈ ݡ फంߩలߘ ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ ం ڒబܽद ࠭࠲ ఈ ݟ࠮ంܽߖ సంబం߅త ݟڕ ah 
ࡎన భߩ࢙ फ ࣃۯफ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ వङ ߘߝ ݡ ڔ फకరణߘ ऴ࢐యߕޔࠓऒ ఇకए ࡹఈ సࠬకరణం ߘ డ ࠴తफం ఎడమ 
కएࡅ ݡంࡓ ࢑షయం దܽ࠴ బܽदڒ సంڝ ߩ࢙ ࡓ 4 ݟంߘ 5  ऱܿ ࣒ڒ ࣋ए छ కएࡅ ݡంࡓ బܽदڒ ࡛  x xi ࣒ڒ 
࣋ए छ झڡఎ ߩ࢙ ݟڕ ఈ ߘߝ సంڝ ࡛  ऴ߭షߖ ߤ ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ  ݟంߘ ޶ఐ ڴࡱ޶ఆࣣ బ ޴బܽद ఇڒ ߘ
ࡓ ڷࡱߕ ऱܿ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠭࠲ అࢗ ࡮ళच డం ޶ࡶ మనం ఈ ߘߩ࢙ ݟڕ ఉపڵࡆంచవ޶भ , ऴపࣆफړߖޑ 
కएࡅ ݡంࡓ ߖߖ޳ ए࣋ ࣒ڒ  छ ఇపओ ߖߖ޳ ࠭࠲ బܽदڒ ,ం޳ఉం۪ ڴ ࡛ కएࡅ ݡంࡓ ڔܽ ए࣋ ࣒ڒ  छ  x x ڴ ࡛
ఉం۪࠭ޑ , ఆ߯ మనڡࣄ ࣒ڒ ࡛ࠂ ߤࣄ ࡛ࠂ ࣒ڒ ڕझ  ఎڡझ  మڡࣄ ࠾ࡍझ झڡࣄ   ఉߕऒ  బܽद x x xڒ  ࠼
బܽद sin four x plus cos four x sine 4 xڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖవ అࡱ࢑ ఈ ݟంߘ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭

ऒߕޔࠓంచڵࡆఉప ߖ న࣒ 2࠳ మనం 1 ڴࡱ޶బ ړ ࠭ plus cos 4 x sine square x cos square x
ఆ߯ ڝసం   ప ऱ࣒ झڡࣄ ࣒ڒ  ऒߕޔࠓంచڵࡆఉప ߘߩ࢙ ݟڕ ఈ ࠭࠲  ࠭, ఇ޴ ఒకܽ ࠳న࣒ ऴޓ sin six x x 
ए࣋ ߤ࣌ छ ए࣋ ࣒ڒ న࣒ 3࠳ ࡛ࠂ ࣒ڒ ࡛ छ एڝߘక ޴ంܽ࡮తफం మనం అ࠴ ఈ ࠾ࡍమ 4 ߤ࣌ ࡛  x x x x x ࡯࢐
అߖ ऴపశऒ ఇవछ ࡹ బݟం޴.
 ఈ ࠴తफం ఎడమ ࢙ࡓ ߩంݡ సࠪనం ڒబܽद ఈ ࡓంݡ సओ షदంڴ ఈ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇకए డ మ࠾ࡍ వ ޜ ర޶भ 
ంత కలపవ۪ऐࡍమ ߘల޳ప ݡంࡓ మనం ఈ ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶మనం ఏࠫ ߰ం  ޴ంޔݡయబۯ  en 
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ఎం޶కం݄ ఎడమ ࢙࠳ ߩన࣒ ࡓంݡ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం ఈ ݡ࠮ ప޳లߩ࢙ ݟڕ ߘన ڝࣆޓవ۪ऐ  
ए࣋ ߤ࣌ 2 ߩబܽद 2 చదరڒ छ ࡛ చదరߩ మ࠾ࡍ  అߩओ  x cos x ߤ࣌ రణ߄ࣃ మనం ߘల޳ప ݡంࡓ ఈ ݡ
࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ߖ ࡛ छ ࡓ ࡛ ऱܿ ࣌ߤ ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒ ए࣋ ࣒ڒ  छ వ۪ऐڝࣆޓ ڴ ࡛ న x x x xߩ࢙ ݟڕ ޴బܽद ఇڒ 
నऒڕࣆޓ  ఈ ࡓంݡ ప޳ల ߘంݟ వࣆफం޴ మ࢐ ࠾ࡍసफߤࣄ ړߖ࢐ ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒ ए࣋ ࣒ڒ  छ ࡛ సࠪనం  ఒకܽ x x 
ࡓ ޶ఐ ޴బܽद ఇڒ ऱܿ ࣌ߤ ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ࡛ छ x x࣒ڒ 4 ࠑ 5 ڕబܽद మనం ۨవరڒ ޴ంޔݡయబۯ కృతంࢁసర ړ ࡛
࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ޴ఇ ,޴फంࣆڷ࠭ ޜ 2 ࡛ छ ए࣋ ߤ࣌ 2 ࡛ छ ए࣋ ࣒ڒ ࡛ छ ࡛ అߖ ऴࣄ࢐న݄ऱ ఉంܿం޴  ఇ2 ޴ x x 4 x x 
కएࡅ ݡంࡓ ޴ߝఅ ࣒ڒ ߤ࣌ ݡంࡓ ޙ࠼సࠪనం అ ړߖࣃరऴޔతफం చ࠴ ࣒ڒ ߤ࣌  x x x x x ߝڴ࡮ ߤ࣌ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇࡓ ޴ంࡅ ݡకए ए࣋ ߤ࣌  छ  x ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࡛
బܽद తపओڒ ऒߖހఈ సࠬకర ڴࡍసߖ  సంతృߧफ పరۧڒ ࡯బܽद మన࣒ڒ ڕ ࣋ए छ  x x.޴ఉంܿం ݡంࡓ ࡛
ए࣋ ߤࣄ  छ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࣄ ߖߖ޳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ݡంࡓ ࡛  ࣋ए छ ए࣋ ߤࣄ న࣒࠳ ݀ ࡛ छ ࡛ ݀ x os x x 
ऒߕࣆ  అޙ࠼ ఇ࣒ڒ ڷࡱߕ ޴ తపओ  మࡖకܽ ڒదߖ మనం ۫ࣃफ ࠭ x 
ఎం޶కం݄ ఇకए డ మనం ࡏ߷ ܼޓ ݀ ࣒ڒघ फࣃڵࡆఉప ߘ࡮ ए࣋ ࣒ڒ ܼޓ ݀ ࣒ڒ బܽदڒ ࠭ छ  న࣒࠳ ܼޓ ࡛
ए࣋ ߤࣄ छ బܽद ఇకएڒ ޴फంࣆࠚల ڕమన ޴ఇ ޜܼޓ న࠳సࠪన ړ ݡంࡓ  ࣆࡱޘ ߖఅ ܼޓ ࡛ డ ߘం࣒ڒ ݟ x
మనం ऴపశऒ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡍసߘఅ ߖఅ ڷࡱߕ కएࡅ ޙࢀࢗ ڵࡍޒ ڕ  అߖऒ కएࡅ ޳ࡶ ࡱవࡱ࢑   x 0 x x 
నऒࠚ࢑ వల సంఖङࡱ࢑  .ࡏڴݟఅ ߖనమھߘక ߘ
 ఈ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరړߖހ పࢲࡍए ऒߕఉ ࡹమంࡌ࢑ 2 ݟంߘ న 0࠼అ ࡱࡌ  రణ pi߄ࣃ బܽदڒ ࠼
పࢲࡍए రంࡹ ఈ సࠬకరړߖހ పࢲࡍए రం ࡐ ڷࡱߕపంࡹ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ڷࡱߕ ऴߦథࠫకంڴ x x x pi
కएࡅ .࡯ݞఉం ڴݡంࡓ ڴరంڒణڷ ࣄࠐ 
ऒߖ޵ ߘߝ  ప  ݡంࡓ  ऱ࣒  వ࠹݅ ߤझ ఇకए ,ߘऴ࢐యగల ߖఅ ݀ ࠑ  డ అࡌߪ ޴ߝप ంకం మ࠾ࡍ ఇకए డ n pi n 
छ޳ ޴ࠫߖఎ ڴథࠫకంߦऴ ޴ߝబܽद అڒ ࡯ݞఉం ࡹపంࡐ ޴ߝఅ ݟంߘ కएࡅ ࡌ  x x pi࠾ࡍణకం మڷ ࣄࠐ 
మనం ݞږ కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴  అ࢑ ࠪऴతڒ ࠲బܽद ఇ߄ࣃ ޴రణ పࢲࡍए రం ڒబܽद మనం ߘ ఏߕ޼ n 
पࡌߪ ంకం అڝࣆޓ ߖవ۪ऐ   ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరړߖހ అనంత࠳న అߝక ࠚ࢑నऒ  పࢲࡍए  w ,࠭ޑ޶ం߰ ߘలࡌ
एࢲࡍఆ ప ࠭࠲ ߗڒ ړఆస ࠲ల߯ ࠪऴతࡌ फ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭, అ࢑ 
ऒߕࣆ नܘऱڝ ݦఉం ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ   ఇంటࡓछ బܽद సओڒ ࠼ఉంܼ ࡹ ࡽ షदంڴ ఆ పࢲࡍए  సࠪనం pi x ࡱࡌ
फࣃࠚరంߦऴ ޜ బܽद మనంڒ ah.࠭ࡶڝࣆޓ న࠳సࠪన ړ న࣒࠳ బܽद మనంڒ ࠭ n 
 ఒకܽ ఎం޶కం݄ ऴపږޒలంޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद మనం ߕࣆऒ బܽद x nڒ ࡯ంۧࠚరంߦऴ ޜ న࠳సࠪన ړ
ऒߕࣆ एࢲࡍదܽ ప࠴ ޜ న࠳సࠪన ړ రం ఎ޴ࠫߖ మ࠾ࡍ తࡌछ త ޜ సࠪనం ࡓండవ పࢲࡍए రం n pi n
छ޳ ݡఏ ࠾ࡍమ ޴ࠫߖఎ ࠑ ޶సࠪనం మనం  ఐ ݡంࡓ ޴ࠫߖఎ ࠑ ݡ࠮  pi n pi pi ޴ࠫߖఎ ࡌ
త࢐ࡏత ڒబܽद ࡅకए  అߖऒ  pi pi pi ޴ࠫߖఎ ݡ࠮పద ޴ࠫߖఎ ݡంڜపద ޴ࠫߖఎ ࡱ܉ށڷ ࣄࠐ 
పߘࣜ޴ ఎ޴ࠫߖ.pi 
 
ఎࡓ ޴ࠫߖంݡ కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఇ޴ అߘమޒంచబడ޶ మ࠾ࡍ ఈ పࢲࡍए ऒߗలࡌ నऒࠚ࢑  ంڴ pi 
ఉߕऒ యࡏࠬ ߖ ۫࣋फ , ఈ ऴపశऒ నऒࠚ࢑ ޴ࠫߖనం ఏࠫటం݄, ఎ߄సࠪ ڕ  ޴ࠫߖఎ ړߖހఈ సࠬకర న࢑࠳
నऒࠚ࢑  పࢲࡍए ऒߕఉ ࡱࡌ .࠼
ऒߕࣆ ࡹమంࡌ࢑   ࠾ࡍమ ݡఏ ࡏఆ ޶ఐ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ޴ࠫߖఎ ఇ࢑ ڕవర ߯ ݡంࡓ ݟంߘ 
ఎڒ ޴ࠫߖబܽद త޶పࡍ ऴపశऒ  ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾనऱ ࡅకए ࡍߖ  भషद ߖషओ  ఆࣣ ࡹफޒ
నऒڕࣆޓ మధङ ࡱవࡱ࢑   ఉండవߧࡐߖ ߖంచమߖ అޜڷݡం޴.

కएࡅ  ఏߖ ߕ޼జ࠳న ࡱ࢑వ ڝసం ఒకߖ޳ తࡌछ త ఒకܽ ݡ࠮ మݡ࠮ ࠾ࡍ అం݄ మనం ڝࣆޓవ۪ऐ x 
फࣃऴగࣕ ߝంటࢗ ࠭࠲ ߖదڒ ࠬࡔమ ޴బܽद ఇڒ ࠭ ఎం޶కం݄ మనం మࣃ۫ ߖ ࠾ࡍफ ࠭ sine x cos x
ఆ߯ మన వదभ ఉనऒ ࠾ࡍమ ޴ߝబܽद కం݄ అڒ  ࣔరం  ߙङ మࡔట࡛ ߤࣄ ࡹ ऴޓ sine x cos x tan x x 
మ࣒ڒ ࠾ࡍ ऴڒ ޓబܽद ఈ ࠴తफం ܼߤ ऴޜ ߤܼ ࠑ ޓ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ మనం ܼߤ x x x x 
పరంߤܼ ڴ ऴࣇ ޓऴߖޑऒ  ఉపڵࡆంۧ࡯, కߘక మనం ߷ࡏघ కएࡅ ݡ࠮ ం݄ڕफం۪ࡏڷ ࡮  ఏߕ޼ x x 
ङږ ߤܼ న࣒࠳ ߤܼ ݡ࠮ ߤܼ ړߖހڝ ࠗ ఒక ࠳న࣒ ߤܼ ݡ࠮ ࣋ए छ ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ ࡛ డ ఈ x x x x 
फࣃڵࡆన ఉపߩ࢙ ݟڕ ࠭ ఈ ߖషओ ओߩఇ ߩన࣒ 3 చదర࠳ फ 1ޒ ए࣋ ߤܼ న࣒࠳ ݡ࠮ ݡ छ సࠪనం n x x ړ ࡛
అޔ࢓ం޴ అߖऒ औߖన࣒ ఇ࠳  ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖంܿందڕࣆޓ ߘవలࡱ࢑  పऱ࣒ ࠾ࡍమ ܾߖ  ah tan x 
ఇߖऔ మధङ ܾߖ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ܼߤ ࣋ए छ ऒߕࣆ ࡛ అనంతం మధङ ݟంߘ   అߖऒ  x ޴ంܿంڕࣆޓ ߘవలࡱ࢑ 
ए࣋ ߤܼ బܽदڒ छ ࡛ అ࢐ ߖڒ ࢟ܽڻߜ ޴ߝసफవ సంఖङ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం ఏࠫ ࣃۯफ ం అం݄ మనం x ah 
ऒߖ޵  ఒకܽ ࠳న࣒ ऴࣃۨࣇ ڴޓफ న࣒ ఇకए࠳ ݡ࠮ ࠭ డ ܼߤ ࣋ए छ రछߖ ڴ ࡛ ۨంచబݟం޴ మ࠾ࡍ a x a 
అߕࣆ ޴ߝऒ एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ వ అߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद అ޴ߝ ߯ ఆ߄రపݟ ఏڒ ߕ޼వ۪ऐ బܽदa xaڒ 
ऒߕࣆ అనంతం మధङ ݟంߘ   ఏࡱ࢑ ߕ޼వڝࣆޓ ߘవ۪ऐ బܽद తపओڒ  ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  అనంతం a ޴న޴ంۮ ړ
ऒ࡯మన ړߖݞంచߧࡐߖ బܽदڒ  అޔڷݡనऒ  ऴపశऒ  ఏࠫటం݄ , మనం ۮ ړߖࠪࡌ࢑ం޴నڒ ޴బܽद 0 ߘంݟ 
అనంۮ ړߖޑం޴న޴ అߖ మనం ۫ߧంۧ࡯, ఈ ߖషओ  a a ޴ఇ  ࡯ంۧߧ۫ ߖన࣒ అ࠳ 3 ڴ߯ న࣒ 3࠳ फ 1ޒ
ఎߩओ మధङ ݢ  ఎܿవంܽ ࡱ࢑వڒ ޶ڝࣆޓ ߘబܽद ఈ ࡱ࢑వ ఎపओ మధङ ݡ࠮ ݟంߘ ݡ࠮ ڔܽ  ړߖࠪࡌ࢑ 
మధङ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ఒకܽ ޴బܽद ఇڒ ޶ందۮ  ఉండదޔࠋۮ ߖంڒ ޴బܽद ఇ޴ మనం ఇߩओ  ݡ
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झ࡯ంۧߧࡐߖ న అవసరం ఉం޴ 
కߘక ఇ޴  మన దగ ठర ఉనऒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖన࣒ 8 అ࠳ న࣒ 3࠳ న࣒ కం݄ 9࠳ ݡ࠮ ߖߖ޳ ࠾ࡍమ ޴  a a 
మ࠾ࡍ ఈ ࠫޛघ ࡓ ݡ࠮ ݡ࠮ న࣒࠳ ޴ ऱܿ ࣔరం ڒబܽद ఇ࠳ ݡ࠮ ޴న࣒ ఎ޴ࠫߖ కం݄ ࠳ ݡ࠮న࣒ a 

छࡔ࢘ ݡంࡓ ࠭࠲ ࡯ంۧ܊࢑భ మనం ࡹబܽद ఈ సమయంڒ సࠪనం ړ a అ࢑ ,࡯ంۧށగࡍప ߘవలࡱ࢑ ࡏ ah 
ऴపږޒలంڴ ఉండڒ ࢓బܽद ࠴ ࠭࠲దట 0 ߘం3 ݟ మధङ ऒߖన అ޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑   ړࡹగణనࡍప ߘవలࡱ࢑ 
 ,ంܼ࠭ڕࣆޓ
ఎం޶కం݄ ړ3 ࠭࠲ సࠪనం ޶ڒ .
 ఇߖ ޴రछ ۨంచబడڒ ޶ࡶబܽद మనڕ ఇకए డ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ऒߕࣆ బܽदڒ ޴ఉం ࡽ एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ వ 
మ࠾ࡍ ఖۨऐ తంݡ࠮ ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ఈ ۮ ړߖࠪࡌ࢑ం޴నߩओ  న࣒ a a࠳ ݡ࠮ ݡ
ఇకए డ ࣔరం అߖ ۫డటం ࣆలభం.
ऒߕࣆ ޴ߝన࣒ అ࠳ ݡ࠮    కం݄ ߭దभ޴ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ࠳ ݡ࠮న࣒ అ޴ߝ a a a 
एڕకం݄ త ݡ࠮ వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇߖ ޴జం ޳ࡶ ఇ࠳ ޴న࣒ ݡ࠮ అݞږ ߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  
एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړࠫߖ వ ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴, అ޴ ఒకܽ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻షయం మ࠾ࡍ us three n 
ఇߩओ एڝߘక ڴࠈ మనం ݡ ࢐లం݄, ࠳న࣒ ऴݡ࠮ ߯ޓ కߧ࡯ ఎ޴ࠫߖ అݞږ ߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఆ߯ 
మనం ࠳న࣒ కం݄ 8 ࡱ࢑వల పߖ߅ࡍ క3  ࡯ߕھߘ.
एڕకం݄ ఎ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ బܽदڒ  వ ڒబܽद, ఎ޴ࠫߖ కం݄ ࠳న࣒ ݡ࠮ అߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴, 
ఎం޶కం݄ మనం ఈ ऴపޙङ క అసࠪనతߘ ఇకए డ ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ ࠭ మۮ ࠾ࡍం޴నߩओ  న࣒ 3 a࠳ ݡ
ऴపږޒలంڴ ఉంܿందࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ.
  ఈ ऴ࡮ۧ ړށࢩ సओ షदం8 ڴ కం݄ ࠳న࣒ 3 ڷ޴వ ߘం࠳ ݟన࣒ అనంతంޜ పࠫࡍతం ۯయబݟంڒ ޴బܽद ఇ޴ 
ङޙఈ ऴప ߖࡹ ߤࡷ పܽߘ࠭ క అసࠪనత ߘంݟ వۯऐ एڕన࣒ అనంతం కం݄ ఎ࠳  వ అߖ సओ షदంڴ సࡕన޴ 
మ࠾ࡍ తࡌछ త మనڕ ఇݞږ ޴ ఉంڒ  ޴బܽद ఇ޴ ఇకए డ ࠳న࣒ ఎߘ ޴ࠫߖంړݡ࠮ ݟ సࠪనం ڒబܽद 
మనం ఇకए డ ఆࣣ ఈ అసࠪనతߖ ఉప࣋ڵࡆफ మనం ఈ అసࠪనతࡹ 
ऴపݟ࠮ ۲ܼޒంܽݟ࠮ ړంܽݟܔ ݡ࠮ ړంۧڒ ࡯బܽद మనం ࣋ݟܔफ ఈ అసࠪనతࡹ ऴప۲ܼޒ t hree 
బܽद మనం ఇకएڒ డ 3ࣃݟܔ ߖफ ࠭, ఇకए డ 3ࣃݟܔ ߖफ ࠭ మ࠾ࡍ ఇకए డ 3ࣃݟܔ ߖफ छࡌబܽद ఆ తڒ ,࠭ త మనڕ 
వۯऐ  ۨవࡍ అసࠪనత ڒబܽद ఇ޴ ఖۨऐ తంڴ ఈ పࠪࡍణం ڒబܽद ۨవړࡍ మనڕ లࠚం޴ۯ ఏࠫటం݄ a 
ऒߕࣆ మࡌ࢑ ޙ࠼అ ޴న޴ంۮ ࡍߖ ఈ ڕవర ݡ࠮ ݟంߘ  भషद ߖషओ एڕफ అం݄ సࠪనం కం݄ తޒ వ ఉనऒ  అߖऒ  
ऒߕࣆ బܽदڒ కం݄ ఒకܽ ݡ࠮ ޴फ ఇ࣋ށగ ߖߖ޵ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంܿంڕࣆޓ ߘవలࡱ࢑  a ړݡ࠮ ݟంߘ 
ओߩన޴ంۮ औߖన࣒ ఇ࠳ ޴ߝన࣒ అ࠳ ݡ࠮ ݟంߘ ݡ࠮ న࣒࠳ ఒకܽ ݡ  a ޴న޴ంۮ ړޓఒకܽ ఓవ࡛ ऴ ړܾߖ
फࣃۯ ంశంࡌࣃ ߘߝ బܽदڒ ޴న޴ంۮ ړ న࣒࠳ ޓఓవ࡛ ऴ ޓన࣒ ऴ࠳ ఒక ޴బܽद ఇڒ  పܽ a aߘ࠭ బܽद మనంڒ ߘ
 సऱߧ۫ ࡹ ݭ࠼ంۨన޴ ఏࠫటం݄ ߕࣆऒ ओߩఅ ޙ࠼అ ޴న޴ంۮ ړݡ࠮ ݟంߘ   ఓవ࡛ a a ޓన࣒ ऴ࠳ ఒక ݡ
ऴ࠳ ޓన࣒ ࠳న࣒ ఇߖऔ गࡌండవ సందࡓ ఆ߯ మనం , ޴న޴ంۮ ړޓఒకܽ ఓవ࡛ ऴ ړܾߖ ऒߖ  బܽदaڒ ,ంܼ࠭ڕࣆޓ 

एڕకం݄ ఎ ݡ࠮ ޙ࠼అ ޴న޴ంۮ ړߖޑఅనం ݟంߘ ݡ࠮ వ అం݄ అړݡ࠮ ޴ సࠪనం ޶ڒ a a 
चࢁమ ࣆښ  ࡹ޶బܽद అంڒ  ఏࠫܽ  మనం ۫࣋ࠫ޻టం݄, మనڕ ఒకܽ ࠳న࣒ ߘ ݡ࠮ం࠳ ݡ࠮ ݟన࣒ a 
అࡏڷ ߖफం۪ڕం݄, ݡ࠮ పऱ࣒  ఎ޴ࠫߖ కం݄ ࠳న࣒ ऴړޓ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘంݟ అ޴ 
అߘసࣆࡍफం޴, ఇ3 ޴ కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ అࣆۨࣇ ߖफం0 3  ޴ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ 
అం޶వలऱ ఇకए డ ఈ పࠪࡍణం ఎలऱߩओ బܽद ఇకएڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݢ డ ఈ పࠪࡍణం ఎలऱߩओ  ݢ
వలऱ ఇకए޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ డ ఉనऒ  ఈ ࡍߖ भషद ࡱ࢑వ ఎలऱߩओ  ڴ޴కం݄ ߭దभ ݡ࠮ ݢ
ఉంܿంڒ ,޴బܽद ఈ ऴߦంړߖޑ మనం ߰ం޴޻ ఏࠫటం݄, ݡ࠮ కం݄ ࠳ ݡ࠮న࣒ ࠳న࣒ ۮంޔ޶ం޴.a 
బܽद ఇకएڒ ޴ఉం ڴలంږߘࣃ ࢑షయం ఆࣣ ఈ ࠾ࡍమ ޴ంܿంڕࣆޓ ߘవలࡱ࢑ అనంతం ݡంࡓ ݡ࠮  డ
छޑమనం ఈ సࠪన ݟంߘ ऒߖ  ఉప࣋ڵࡆफ మనڕ ఏࠫ లࣆࠚफం޴ అం݄ 8 ࠳ ࠑన࣒ ߕࣆ ݡ࠮ऒ  కం݄ 
ఖۨऐ తంڴ ఎڕए వ మ࠾ࡍ ఇ޴ అనంతం కం݄ ݞږ తڕए వ ఆ߯ మనం అߖऒ ۲ܼޒफ, ऴప࣋ݟܔ ݡ࠮ ࡮ߩ࢙ 
 ,ఏࠫటం݄ ޴ంۨనߧ۫ బܽद మనంڒ ޴फంࣆ࢑షయం వ ఈ ڕफ, మన࣋ݟܔ ݡ࠮
ఈ ࡓంࣆښ ݡలߘ కߧ࡯ పࡍగށంచడం ޳छ छ޳ వడంڝࣆޓ ߗంܽݟంࡓ ఈ ࡌ .޴फంࣆߧߖవ కࡱ࢑ ڕమన ࡌ
  ఈ ࠚనऒ ం ޳छ నऒڕࣆޓ ࡌ छ޳ 1 ࡱ  एڕకం݄ త 3 ࡌ వڴ ఉంܼ޳ࡶ ࠼ అ࢑ 3 కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܼ࠼ 
एڕ3 కం݄ ఎ అ࢑ ޳ࡶ వڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ࠚనऒ ం ఒక ࠳న࣒ ߘ ݡ࠮ం࠳ ݡ࠮ ݟన࣒ a 
ఎపओ మధङ ݡ࠮ ړఒకܽ ڔܽ  ఉంݦ ఏ ࡱ࢑వڝࣆޓ ߘదࣆߧ۫ ߖफం޴ మݡ࠮ ࠾ࡍ త޳छ  లठవ ahߕ ࡌ
ऴపశऒ ओߩఇ ࠾ࡍమ ޴ం࠼రफߪ ࢓܌ࡏ ڕ ऴపశऒ ࡍవۨ ߖࡹ ߤఈ ࣊ష ࠭࠲ ݡ  ంܼ࠭ڕࣆޓ ߘ
 బܽदڒ ,
పదݡ࠮ పࡱ޳ ఉనऒ  ఈ సమघ షࡅ ߤకए వ ట࡛घࡱ࢑   ఒక ఓవ࡛ ࣌ߤ కం݄ ఎڕए వ.kth 

పऱ࣒ ڷࡱߕ ڴ߯ ࡓ ࡏఆ ߤన࣒ వ࠳  ऱܿ కం݄ ఎڕए వ ڷࡱߕ పऱ࣒  ఆࡏ కం݄ ఎڕए వ, ڒబܽद  pi k pi k pi 
ఇ޴ మనࡏڷ ڕफ ߷ࡏघ కएࡅ ࣒ڒ న࣒࠳ న࣒࠳ ޴ߝఅ ߤ࣌ ఒక ߤ࣌ ݡంࡓ ,޴फంࣆۯफࡏڷ ࡮  a sin b b b 
బܽद మనం ఇకएڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړ ࣒ڒ డ ఈ ࠴తफం ࢑షߖ࠻ऒ  మ࠾ࡍ ఇڴ ޴ a plus b a b 
ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ ࠭ , ఆ߯ మనం ࣋ۯ ڴࠈफ ߗڒ మనڕ ఇకए డ ࡓంڒ ݡరࡱڒ అవసరం ڒబܽद మనం లవం 
మ࠾ࡍ ࣔరం ࡓంݟంܽࣃށڷ ߗफ ࠭.
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 ఆ߯ ఈ ࣔరం ښవలం సࠪనంڴ ఉంܿం࣒ڒ ޴ ఎ ࠳న࣒ ڒ ࠉబܽद ࠳న࣒ ࡅ ࠉకए झڡࣄ ࣒ڒ   కం݄ ߯ ࣒ڒ 
అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఆ߯ పऱ࣒ కएࡅ ࠉ  పऱ࣒ ݡంࡓ ࣒ڒ న࣒࠳  ࡓ న࣒ ఒక࠳ ڙ ܿ  ऱܿ ߯ ఆࡏ కం݄ ߯ అޔ࢓ం޴ 
మ࠾ࡍ మనࡅ ܼޤ  ࣆࡱޘ ڕకए ంࠢ పऱ࣒ޛ  పऱ࣒ ࣒ڒ లڶऴݟ ంࠢޛ బܽदڒ ܼޓ   బܽदڒ ܼޓ ߤࣄ న࣒࠳ ܼޓ 
߯ ఏ ࠑ ࣒ڒ ܼޓ ݀ పऱ࣒ ऒߖ࢐సफ࢐ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ܼޓ ߤࣄ న࣒࠳ ߕ࠼అ ܼޓ   ఇకए డ 
ఉపࣃڵࡆफ ࠭ ఈ సమघ షࡅ ߤకए  పదం సࠪనం  ڡࣄ ࠑझ  ప ऱ࣒ झ࠹݅ ߤన࣒ వ࠳ ݡంࡓ   kth cos pi k pi 
ఆࡏ కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఈ ࠴తफం సమघ షښ ߤవలం 1 ߘంړ2 13 ݟ సࠪన࠳న సమघ షߤ అޔ࢓ం޴ , k 
ఇߩओ వర 6 ࠑ 6 ࠑ ࠆఆ ࣒ڒ ݡ ठ࠮లం తపओ  మࡖకܽ ڒదߖ మన3 ࣆࡱޘ ڕ ఓవ࡛ 2 ڒబܽद మనం ఇకए డ pi 
फࣃऴ࢐ ڴࡏߝ ࠭ , ఆ߯ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒక ࡓ ऱܿ కం݄ ఆࡏ కం݄ ఎڕए వ ࡏڷफ అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭ k pi 
, ఈ పߖ޳ऒ  ۫డటం ޳छ ऒߖ޳࢑షయం ఏࠫటం݄, మనం ప కࡖమ ۯమనం ऴగࣕం ࡌ  ప࣋࡯ࢣࡍफ, ఇ޴ kth 
సంరࣾణ పదం అ޳۫ ߖभ ం.

 ప ऱ࣒  ఆరవ పߖ޳ऒ  ۫డంڒ ݟబܽद సమघ షߖࡹ ߤ  ప ऱ࣒  ఆరవ పదం ࡓంࡌߪ ݡप ంړߖڒ సంబం߅ంۨన޴  k k k 
మనం  ప ڴࡱ޶బ ړ ऱ࣒ झڡࣄ  కएࡅ న࣒࠳ ݡంࡓ ޴ఇ ,࡯࠻ऴ࢐ ߖఅ ߖ ߤన࣒ వ࠳   k pi k ޴సࠪనం, ఇ ړ ߤ࣌ 
झ࠹݅ ߤన࣒ వ࠳ ݡంࡓ   ప ऱ࣒  ݃छ छࡽ एڕకం݄ ఎ ࡏఆ ޴బܽद ఇڒ  వ పߜऒ ంݡ ఇࡓ ޴ంݡ k pi pi pi, k 
కएࡅ న࣒࠳ एߖ࣌   సࠪనం  ఒక ఓవ࡛ ڡࣄझ  ప ऱ࣒ కएࡅ ݡంࡓ ߗڒ ݀  పऱ࣒ ߤ࣌   pi pi pi ޴ߝణం అڝ ంతڜ 
కएࡅ ణంڝ  సంړߖޑښ సࠪనం ڒబܽद ఇࡓ ޴ం࠳ ݡన࣒ వߤ ߯ ఆࡏ ߯ ఉనऒ एߖ࣌   సࠪనం, ఇ޴ k kth 
పదం తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ࠭࠲ పదం మ࠾ࡍ  పऱ࣒  ఆరవ పదం ړߖ܉ߖ ఒ࡮ښ ఉߕऒ యߖ kth k 
ऴగࣕంۧ࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఆࣣ ࠴దܽ మ࠾ࡍ ఏడవ పదం ఒక݄ ࡓండవ మ࠾ࡍ ఎࠫߖదవ పదం ఒ࡮ښ
ఉంܼڒ ࠼బܽद మనం ࡓంݟంܽߗ కݟܔ ߧ࡯ంచవ۪ऐ  తफం࠴ యగలం అం݄, మనం ఈۯ బܽद మనం ఏࠫڒ 
సమघ షߘ ߤ 
ఒకܽ ߘంݟ ఆړࡏ సࠪనం అڵࡍޒ ߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ࠬ࠴ ࡏదܽ మ࠾ࡍ ఏడవ పదం కࣄ࡯ k 
ఉనऒ ऱܿ ۫ࣄనటऱߕ ,ޙ࠼ ఉ޻भశङ ం ఏࠫటం݄ అ࢑ సࠪనం మࡓ ࠾ࡍండవ޴  మ࠾ࡍ ఎࠫߖదవ పదం 
n ࠾ࡍమ ޴సࠪనం ఐదవ ޴పదవ ࠾ࡍమ ޴లठవߕ సࠪనం  సࠪనం ڕ ࠾ࡍడవ మ࠮ inth term 
పదڜండవ޴ సࠪనం మ࠾ࡍ ఆరవ మ࠾ࡍ పߜऒ ండవ ߖబంధనࡱ సࠪనం మ13 ࠾ࡍవ పదం ࢘ڴࡏ 
పࡍగށంచబڒ ࡯ݞబܽद మనం ఈ ࠴దܽ 12 ప޳లߖऒ ంܽݟܔ ߗంۧ࡯झ  వ࣋फ అ޴ ࠪऴత࠴ ࠲దܽ ఆࡏ 
ప޳లښ ߘవలం ࠴దܽ ఆࡏ ప޳లݟܔ ڕంۨ, ఆ ޑ࠴फ ऒߖ  కం݄޶ఎం ,޴ంޔ߱ࡍफ స࣋ށڷ ޜలڒరڒ ݡంࡓ 
ఏడవ పదం ࠴దܽ పదం వࡵ ఉంܿం޴, ఎࠫߖదవ పదం ࡓ ݞږండవڒ ޴బܽद ࠴తफం పߜऒ ంݡ ప޳లߘ 
కޔߩࡱంښ ޴వలం ࠴దܽ ఆࡏ ప޳లݟܔ ߘంۨ, ޑ࠴फ ऒߖ  బܽदڒ సࠪనం ޜంచడంށڷ ޜలڒరڒ ݡంࡓ 
పదݡ࠮ ప޳ల ࠴తफం సమघ షߤ సࠪనంޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद పదం ࡅకए  కం݄ kth ݡ࠮ ݋ࡐ ߩदంܽࡓ 
పऱ࣒ ݡంࡓ एڕకం݄ ఎ ࡏఆ ߤన࣒ వ࠳ ݡంࡓ ޴ంޔ࢓అ ڷࡱߕ కం݄ ߤ࣌  వ , ఆ߯ మన13 ڕవ k pi ah 
పదం ࠫ࡯ڵ ఉం޴, ఎం޶కం݄ 13వ సంఖङ  పదం వ࢘࡯޴యబݟనం޶న మనం ఇకए డ మࡖక పߖ޳ऒ  ऴ࡯࠻࢐, 
అ2 ޴ కం݄ 3 ݋ࡐ కం݄ 2 ప ऱ࣒  ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ړ13 ߖ సࠪనంڴ ఉంۨనߩओ  k pi ߖ࣌ 25 ڕమన ݡ
ప  4 ޴ఇ ,޴फంࣆవ 6 ࠑ ߖ࣌ 25 ڕబܽद మనڒ ޴फంࣆవ 6 ࠑ ऱ࣒ కएࡅ 4 ߗڒ సࠪనం ړ 6 ࠑ   pi pi pi pi ߤ࣌ 
 ప ऱ࣒ झڡࣄ ࠆఆ ߤ࣌ 6 ࠑ  झڡࣄ ࠑ  కएࡅ ݡంࡓ కం݄޶ఎం ,޴ఉంܿం ڴ࡮  पࡌߪ  ంڒల ܉ށڷలߤ࣌ ޜ pi pi 
ఫంࣾߤ ఆవర फన ڒబܽद ఇ޴ ࠪ ۨవࡍ పదం ڒబܽद ఇߩओ फޑ࠴ ల޳ప ࡏఈ ఆ ڴథࠫకంߦమనం ऴ ݡ ऒߖ  ah ah 
एړࡵ ంۧ࡯, అ޻ మన లࣾङ ం ڒబܽद మనం ఇߩओ ऒߖల޳ప ࡏఈ ఆ ݡ  బܽद పదం kthڒ ऴ࢐యగల࠭ ߗܽ
ప 2 ࠑ ద 4ࠬ 3 ݋ࡐ ऱ࣒  ऱ కం݄ 6.k piࡏࣃ న࣒ 1࠳ 2 ߤ࣌ 
ओߩఇ ࠭࠲ బܽदڒ  फࣃऴ࢐ ߘల޳ప ڷࡱߕ ݡ ࠭.
ऒߖట࢒  ంܽߖ ࣾࠫంచం࠭࠲ ,ݟ ఇߩओ फࣃऴ࢐ ߘల޳ప ࡏతफం ఆ࠴ ݡ k ޜ న࠳సࠪన ړߖ޳బܽद ఒకڒ ࠭
ऒߖ޳దܽ ప࠴  3 ఓవ࡛ 2 ࡅకए  వర ठ࠮లంڵ࠙ ڷࡱߕ ޜంచࡅ ߯ ,ڴకए  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ6 ߤ࣌ 
మࡓ ࠾ࡍండవ పదం ݡ࠮ ఓవర ऱ వర ठ࠮లం కం݄ ڷࡱߕ  ݀ పऱ࣒ झڡࣄ ࠑ ߯ ޓऴ ࠆఆ ߤ࣌  ఇకए ࡏࠬ  డ ړ k 
ఈకछ ओߩఉంۨన ڴ ࡽ झڡࣄ ݟంߘ ߯ ޓऴ ڕࠬ ݡ  వࣆफం޴, అߤ࣌ ޙ࠼ ఆࠆ ऴڡࣄ ࠑ ߯ ޓझ  ޴ంޔ࢓అ ߯ ࠆఆ ߤ࣌ 
छ޳ ݡంࡓ ఖۨऐ ࡌ తంړݡ࠮ ڴ సࠪనం అ࠼న ఒక ړ సࠪనం అ࠼నߩओ ఓవ࡛ ݀ ࣋ए ޓऴ ڕమన ݡ छ ࡛ k
పऱ࣒ ڷࡱߕ కం݄ ݋ࡐ झڡࣄ ߯ ࢟ࠀ ࠆఆ ߤ࣌ ߯ ࢟ࠀ   వࣆफం޴, అڡࣄ ࠑ ߤ࣌ ߯ ࢟ࠀ ޙ࠼झ  6 ࠑ ߯ 5 ࠆఆ ߤ࣌ 
వࣆफం޴ .
  6 మ޳ 6 ࠾ࡍछ కएࡅ ࡌ ठڴࡍస ߤ࣌   సړߖڴ సࠪనం ڒబܽद మన࢐ڒ ڕలం݄ మనం ߖ޵ऒ  ఇకए డ సగంޜ pi 
భࡎ फ ۯయవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇݞږ ޴ సగం మ࠾ࡍ తࡌछ త 4ړ సࠪన࠳న ڝసం 4 ࠭࠲ ఓవ࡛ ࣋ए छ  k 3 ݋ࡐ ࡛
ఓవ࡛ 2 ప ऱ࣒ .࠭ޑ޶ం߰ ߖ7 ࠆఆ ߤ࣌ 

झڡࣄ ࠑ ߤࢗ࣊ ࠆఆ ߤ࣌ ࠾ࡍమ  ࠑ బܽद మనం ఇకएڒ సࠪనం ړ ࠆࣔ న࣒࠳  డ ࠳న࣒ ࣔړ ࠆ   pi 6 PI 
సࠪనం ఐړ޶ సࠪనం అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭, మన࡮࠮ ڷࡱߕ ڕల ޳छ  ఆ߯k , ޴फంࣆద వࠬ ݡంࡓ ݟంచబڵ࠙ ࡌ
మనం ఇకए డ ఐ޶ ߭ܽदనߩओ घࠫޛ ڕమన ݡ घࠫޛ  ޴फంࣆవ ࠆఆ ߤ࣌ ࡏఆ ߯ ޴ झڡࣄ ࠑ ޴  న࣒ అࣣ pi࠳ ߤߞ 
झڡࣄ ࠑ ߯ ߤߞ ࠆఆ ߤ࣌ ఆరవ ట࡛घ ࠾ࡍమ ࡍఆ߯ ۨవ ߤన࣒ వ࠳ ޴ఇ ,݀ ࠑ ߯ ޓऴ ࠆఆ ߤ࣌  బܽद ఇకएڒ  డ ڡࣄझ
߭ܽदనߩओ झڡࣄ ࠑ ݡంڜపద  ߤ࣌ బܽदڒ ޴फంࣆవ ࡏఆ ߯ ݡంڜపద ڕమన ݡ  సࠪనం pi ړ ࠆࣔ న࣒࠳ 
ఎం޶కం݄ 11 ࠳ ߤ࣌ 6 ࠑన࣒ ఆړ6 ࠑ ࠆ సࠪనం ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ సగం ڒబܽद మనం  ఇߩओ  pi pi ݡ
ऒߖట࢒ ంܽݟܔ ߖంۧ࡯ మ࠾ࡍ ఒక ߄ࣃరణ ࠊజగށతం అࣆߧ۫ ޴फం޴ మڝ ࠬ ࠾ࡍసం ڜంۮం ࢐ङ మం࠻
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ऒߖల޳ప ࡏఈ ఆ ࡏࠬ ,޴ఉం ࡯ڵࠫ ంܽ࣋ݟܔ ߗफ, ࠬ࠴ ࡏతफం ߕࣆऒ .ࡏంܼڕࡏۯ ړ
 
ఈ ࠴తफం ߭దभ సమघ షߕࣆ ߤऒ  ݡ࠮  నం߄సࠪ ࡍబܽद ۨవڒ నం߄మ సࠪޒఅం ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ
 పऱ࣒  వࡅ ߤకए  వర ठ࠮లంڵ࠙ ޜంచబݟన ऴޓ ప ऱ࣒  వߤ మࡓ ߘߝ ࠾ࡍంݟంܽ࣋ށڷ ߗफ, ݡ࠮ కం݄ ࡓంݡ 
 ప ऱ࣒ కएࡅ ࠆࣔ   వర ठ࠮లం ࠬద ࡓంݡ ఉంܿం޴.
  మ࠳ ݡ࠮ ࠾ࡍన࣒ వࡅ ߤకए  వర ठ࠮లం ޳छ కएࡅ న࣒ 1࠳ రం 3ࣔ ࡌ  వర ठ࠮లం4 ڴ అޔ࢓ం޴ 
మ࠾ࡍ ࣔరంߘߝ ࡹ  ߰ంߘޑ޶, అߙ ޴ङ మࡔట࡛ ࡹ ర޶भ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ۨవࡍ సࠪ߄నం 2 3 
కएࡅ న࣒ 1࠳ ࡓ 2  ऱܿ వర ठ࠮లం.
సమసङ ࡍవۨ ޴బܽद ఇڒ  ङߕఉప ࡍప޶త ࠭࠲ ޜߖ޳ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ फࡍߪ ݞږ ߘ సం ߘంࡓ ݟండవ 
సమసङ  పࢲࡍए ర ࣊షࡍߪ ߘ ߤ फ ࣃۯफ ల߯ చరऐހల లࣾ܉ࠜޒऴ ࠭࠲ ,࠭ ऒߕޔࠓంచࠚరంߦऴ ߘ ࠭ 
ధనङ  ࡱ޳࢐
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