
సం సమసङڝ ల ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑ ࠾ࡍమ ޒణࠫڝޒబܽद ऴڒ   పࢲࡍए రం߯ ఈ ࠴దܽ ࣊షڕ ߤ 
छࣃ గతం, 
ङߕబܽद గత ఉపڒ సంࡹ࢑ ࠭࠲ ࡹమ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ ల߯ ࠪ చరऐ  ݡంࡓ ޒ࢐ࡏంۧ࠭ , తڵ࠭ ߘ
ఉపߕङ ऒߖڜ ࡹలࣃ  సమసङ లݞږ ߘ పࡍషए .ంۧ࠭ࡍ
 ऴڝޒణࠫޒ మࡹ࢑ ࠾ࡍమ ऴڝޒణࠫࡱ߇࢑ ޒ మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త 
ऴ܉ࠜޒల లࣾހల߯ ڜతफ ܼߘ ڡߧ ऴߦరంࣃࠚफ దܽ సమసङ࠴ ޴బܽद ఇڒ ࡏ  బܽद మనంڒ 
ఈ܌ࡗ ఉపߕङ సంࡹ మ࠾ࡍ త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡹ చࡍऐ ంచ࡮ۧ ࡃࠓ సమసङ .࠼ఉంܼ ࡶ

పߘ ࣾࡎంݟ ఉండంڒ ݟబܽद ఈ సమసङ తघߕధ ࡱ ࠾ࡍమ ࡹ క సంఖङ పओۮ ߖఅ ࡱ బݟం޴  je ab c 
మࡔ࢘ ݡ࠮ ࠾ࡍछ కएࡅ వలࡱ࢑ ࡏ ߝంటࢗ బܽदڒ ࠭ࡌڝ ࠭࠲ ߖనమھߘక ߘవࡱ࢑ తफం࠴ మࡹ࢑ ߤܼ 
మనం ܼࡹ࢑ ߤమ ߖ ఉపڵࡆంۧలߖ కࣆߧߖफం޴.x
 ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ घࡏ߷  छ޳ ంచడంݟܔ ߘల޳ప ݡంࡓ దܽ࠴ ࠭࠲ బܽदڒ ࡮ फࣃࠚరంߦऴ ࡌ ࠭ మ࠾ࡍ y 
ఒక ప ړ  ࡱవࡱ࢑ ݡ࠮ ఏࠫటం݄ ఈ ޴࣋۫ మనం ޶ం࠭ ړߖ޳ ऱ࣒   ప ऱ࣒  ఒక ߄ࣃరణ ڒరకంڴ ues b c 
ఉంܿం޴ , ఆ߯ మనం ݞږ ఏࠫ ۯయగలం అం݄, మనం ఈ ࠴దܽߖ޳ऒ  లవం మ࠾ࡍ ࣔరం ࡓంݟంܽߖࡹ 
వర ठ࠮లం ޳छ నऒޔࠓफ మనం ߰ంద࣋ށڷ ࡏࠬ బܽदڒ ంచగల࠭ށڷ ࡌ  ޴

ఉనऒ ޜ  వర ठ࠮లంߙ ߖࡹङ మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం ࡓంݢ బయటߕߘࡌ ڕऒ aa ߯ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠼ abc 
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ కएࡅ   వర ठߖ࡮࠮ऒ  ߰ందߕޔࠓऒ ࠭ b c 
 ޜణంࠪࡍదܽ పదం ఈ ప࠴ బܽदڒ
కएࡅ ండవ పదంࡓ ܿߦ ऒߖ࠻࢑ష ఈ ࠭࠲  మంࡹ࢑ ߤܼ  కएࡅ   వర ठ࠮లంށڷ ޜంచߕޔࠓऒ ࠭ b 
ऒߕޔࠓంచށڷ ߗంܽݟంࡓ రంࣔ ࠾ࡍబܽद లవం మڒ ऒߖ޳ండవ పࡓ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭  కం݄  ప ऱ࣒  abc b c 
కएࡅ  వర ठ࠮లం ࡓ ऱܿ ܼࡹ࢑ ߤమంڴ b 
߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ ఆ߯ ࠭࠲ ఉపڵࡆంۧలڕߘంܿߕऒ ఇనछ ߤܼ  ࠭ ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  x y 
घࡏ߷ ङߕపܽ ఉపߘ࠭ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡮ మనం ఇపओ ࡹలࣃ  ࢑షయం నࣄۯ కవ࡛ ښܽ
ఇనछ ߤܼ బܽदڒ ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ घࡏ߷   x y ߘߝ ߖఉంܿంద ݟరప߄వ ఆࡱ࢑ బܽद ఈڒ సంڝ ࡮
కएࡅ ల߯ޑښసం  ޴  ం޳ంڕࣆۯफࡏڷ  సంښతం మࡅ ࠾ࡍకए  సంښతం మ࠾ࡍ ఉతओ  వ߯x y xyࡱ࢑ फޒ
ఖۨऐ ݞږ తంߦۮ ڴओ లం݄ అ޴ సࠪనం ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद ݡ࠮ సందࡌग ऒߕఉ ࡱ బܽद xڒ ࠼
మ࠾ࡍ లబमం ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ࠴దܽ సందరग ం ڒబܽद ఆ సందరग ంࡹ ఇ࠳ 1 ޴న࣒ కం݄ y xy x
 ప ऱ࣒ కएࡅ  गࡌఇతర సంద ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ  एڕకం݄ ఎ ߖ޳ఒక ݟంߘ ࡱ వڴ y x y 
ఉనऒ ओߩ క సందరगࡖమ ݡ ం ఒక ߖ޳ కం݄ ఎڕए వ మ࠾ࡍ అం޶వలన ݞږ  ఒకޜߖ޳ సࠪనం xy xy 
కం݄ ఎڕए వ ࡓంݡ ఉప సందࡌग ऒߕఉ ࡱ एڕబܽद ఒకܽ కం݄ ఎڒ ࠼ వ సࠪనం అ࠼నߩओ  xy x࠾ࡍమ ݡ

ండవ సందరगࡓ ޴బܽद ఇڒ ࠼ఉంܼ ڴలంږޒऴప ݢంࡓ అ࢑ ޳ࡶ ࠼ఉంܼ ڴలంږߘࣃ ݢంࡓ ం ڒబܽद y 
మనڕ ఇ޴ ఉం݄ ఇࡓ ޴ండవ సందరग ం అߩओ వ ఇవछࡱ࢑ ݡ బޔݡంڒ ޴బܽद ఈ వङ ڔ फకరణ ఇపओ  ڼ࡮అ ڔܽ
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ࠳ 1  ޴న࣒ కం݄  ప ऱ࣒ కएࡅ    ప ऱ࣒  డవ xy x y pi࠮ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓మం అࡹ࢑ ߤܼ 
సందరग ం మࢁऱ ఉతओ एڕफ ఒకܽ కం݄ ఎޒ వڴ ఉనऒ ओߩ  x xy x y ࠼ఉంܼ ڴలంږޒऴప ݢంࡓ ࠾ࡍమ ݡ
మ࠾ࡍ ఆ సందరग ంࡹ వङ ڔ फకరణ ࠳న࣒ ߯ పऱ࣒ ప  ޴ంޔ࢓అ ߤܼ  ऱ࣒ కएࡅ   న࣒ కం݄ x y xy࠳ మం 1ࡹ࢑ 
ఇߩओ घࡏ߷ మనం ఈ ݡ బܽद ఈ సందరगڒ ࡯ంۧڵࡆఉప ߘ࡮ ంࡹ మన ࢑షయంࡹ మనం ఇߩओ  ఈ ݡ
వङ ڔ फకరణ࡮࠮ ߘङ ంకనం ࠻ۯలڕߘంܿߕऒ ओߩۮ ࡮సం ఇڝ బܽद మనڒ ࠭  x y ޴ఇ ࠾ࡍం  మ޳ంڕ
మ࠾ࡍ తࡌछ త మనం ࠴దట మ࠾ࡍ ల ఉతओ కएࡅ ࠾ࡍబܽद మڒ ࡯ݞ۫ ߖफޒ  ఉతओ फ పޒ ऱ࣒  x y x y b 
 ప ऱ࣒  కం݄ ఎڕए వ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ మనࡏࣃ ڕऱ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ తࡌछ త ࣔరం మనڕ ఉం޴ c b abc 
ఉనऒ ࡯ڵࠫ ࡹరంࣔ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓బܽद రదभڒ సओ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠲ऴతࠪ ޴ షदంڴ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వڴ ab c 
ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ మ࠾ࡍ అߗऒ ऒߕఉ ڴలంږߘࣃ  యߖ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ సందరग ంࡹ ఇ޴ ab c 
అ࡮ ఉంܿం޴ ఇߩओ ऒߖ޵ ࡏࠬ కం݄޶ఎం ,ޒबࣄࡍప ۯంڵ࡯फ కߧసంతృ ڕࠪ ݡ  फ, ab࣋۫ ڴలంږߘࣃ 
మږߘࣃ ࠾ࡍలంڴ ఉనऒ ం޶న ఇږߘࣃ ݞږ ޴లంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ అߖऒ  మ࠾ࡍ cl ab c 
ఖۨऐ ړࡹ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴలంږߘࣃ తంڴ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࡓండవ x y 
సందరग ం మనం  అర ञత మ࠾ࡍ అం޶వలన ܼߤ ఇనछ ࡛झ కएࡅ     ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࠬద  ప ऱ࣒  e a b c abc ߤܼ 
కएࡅ మంࡹ࢑  ࣋ए छ ఇనछ ߤܼ ࠆఆ ݋ࡐ ࡛ ࡛झ ఇనछ ߤܼ బܽदڒ  ࡛झ  ఆࠆ ࣋ए छ ఇనछ ߤܼ ࠆఆ ݋ࡐ ࡛ ࡛झ   b a 

 ప ऱ࣒  ࠬద సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఈ ࡓండవ వङ ڔ फకరణ  ప ऱ࣒ కएࡅ   plus b c abc pi x y ߤܼ 
ऒߖࠪࡹ࢑ బܽद  పڒ ంܼ࠭ڕࣆޓ  ऱ࣒  ఈ ప ऱ࣒  అޔ࢓ంߖߖ޵ ,޴ పऱ࣒ వర ڴ  ठ࠮లంړࡹ ऴ࢐యవ۪ऐ   ప ऱ࣒  x y b a 

 ప ऱ࣒ ࡓ న࣒࠳ ఒక ߖ ߖ  ऱܿ ࣋ڵ࠙ ޜफ ޳ࡶ అ޴ కం݄ పऱ࣒   ప ऱ࣒ b c abc xyx y ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړ  c b c
ఇపओ ప  ڕయడం వలన మనۯ కృతంࢁంత సరࡍమ ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫ ښܽ ऱ࣒  బܽद piڒ ޴ంޔ࢓మం అࡹ࢑ ߤܼ 
ఈ ࣔరం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद సరࢁకృతం ࣄۯన తࡌछ త ఇ޴ కం݄ పऱ࣒   ప ऱ࣒ కएࡅ   వర ठ࠮లం࠳ ڴన࣒ abc b c 

అޔ࢓ం޴, ఇߩओ కएࡅ న࣒࠳ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ߤఫంࣾ ࣄࠐ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ ߤܼ ݡ  c ah x x tan 
కएࡅ మంࡹ࢑ కएࡅ న࣒࠳  సࠪనం ړߖ޵ మంࡹ࢑ ߤܼ   ఏࡹ࢑ ߤܼ ߕ޼మం ࠳న࣒ ړ సࠪనం  x x x 
కएࡅ మనం ఇకए ޴బܽद ఇڒ మంࡹ࢑ ߤܼ  డ ఉపڵࡆంచޔࠓనऒ  ఫ࡯తం మ࠾ࡍ ఇࡅ ࣄ ޴కए  న࣒ pi࠳ 
ఒక ప ߯ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ ऱ࣒   ప ऱ࣒ కएࡅ   వర ठ࠮లంړࡹ వࣆफం޴ abc b c 
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फޑ࠴ బܽद మనం ఈڒ ऒߖ  ࡍఈ ۨవ ࡏࠬ కం݄޶ఎం ࠭ޑ޶ठ ߰ంڴࡍస ߘల޳ప ݡ࠮ ఈ ࠭࠲ ం݄ڕࣆޓ 
పߖ޳ऒ  ۫࣋फ ఈ ۨవࡍ పదం ఖۨऐ తంڴ ఈ పړߖ޳ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మڒ ࠾ࡍబܽद మనం ఈ పߖ޳ऒ ݟڕ 
నऒڕࣆޓ ڕߩ࢙ ఎడమ ݟంߘ ߩ࢙ ओߩ తफ࠭࠴  తफం࠴ ఈ ޴ڼ࡯మనం ߰ందగ ݡ pi ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ 
దܽ సమసङ࠴ బܽदڒ ࡍߪ ߘ फ ࣆۯफంڒ ޴బܽद ఇకए డ త޶పࡍ సమసङ  ఉంڒ ޴బܽद ఈ సమసङ ऒߖఅ ࡹ  mod x 
ఒక ߖ޳ కం݄ తڕए వ సࠪన࠳న 
ఈ పࠪࡍణంࡅ ࡹకए  ۨనऒ  మھ ࠾ࡍపओ ah x  ޴ఉంܿం ڴమంࡹ࢑ ߤ࣌ ޴ఇ ,࠭ࡌڝ ߖనమھߘక ߘవࡱ࢑ 
పऱ࣒ ࡛ࠂ పవ࡛ ݟంߘ  ఆࣣ పऱ࣒ ఇనछ ࣒ڒ  ࡛झ  పవ࡛ ړ ࡛ࠂ ఇߩओ ఇనछ ߤ࣌ ,ࣆࡱޘ ڕమన ݡ ࡛झ  పߖ߅ࡍ కڵ࡯x x 
ఉం޴, ఇ࠳ ޴న࣒ ߯ ߘంࡓ ݟంߘ ݡంݟ పऱ࣒  ߯ వరࡓ ڕంࡹ࢑ ࣒ڒ ݡమ అߕࣆ ޴ߝऒ  x pi ڕవర ݟంߘ 
ఉనऒ ऒߖޑ࡯సం ఫڝ ߕ޼ఏ ݞږ మనం ߗڒ ޴న޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑   ఒకܽ కం݄ xs mod x  ݟంڝࣆࡱޘ 
తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ࣒ڒ  ࡛झ  అࡓ ޴ߝంݡ కం݄ ߯ అڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद x x 
ఇߖ ޴జం మ࠾ࡍ ఇకए డ మనڷࡱߕ ڕ అࡱࡌڒ߅ ఉనऒ పओ  ߕڽ࡮ఎ ߖంܾܽݥ࢐లం݄ ఈ ఐڒ ڕࠬ , ڔܽ
ఉపڵࡆంచ࠭࠲ ړߖݞ ఆసړ फ ۫࠭ޑߩ ఆ ࡍڷ फంߘߩ ఉపڵࡆంచ࠭࠲ ,ړߖݞ ఈ వङ ڔ फకరణߤ࣌ ߘ ఇనछ ࡛झ  

పవ࡛  ప ړ ऱ࣒ ఇనछ ߤ࣌ న࣒࠳  ړ߯  ࡛झ  పవ࡛ ړ ࡛ࠂ సࠪనంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ  మߖ޵ ࠾ࡍऒ  సరࢁకృతం x 4 2 x 
ఇనछ ߤ࣌ ܼޓ ړߖݞయۯ ࡛झ పऱ࣒ ݟంߘ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ మంࡌ࢑ ܼޓ ړߖ࢐సफ࢐  ࠾ࡍసࠪనం మ ړ   ah x pi
ఇనछ ߤ࣌ ޴ఇ ,࡯޳ంۮ ړ݀ ࠑ ࡛झ  ప݋࣊ ߅ࡍ , ఆ߯ ఈ ࠴తफం వङ ڔ फకరణ 
పవ࡛ 4 ప ڴపరం ܼޓ ऱ࣒ పऱ࣒ ࡛ࠂ పవ࡛ ݟంߘ ܼޓ బܽदڒ 2  ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ߯ న࣒࠳   న࣒ y࠳ ݡంࡓ ߯ 
నऒۨޒఅ ࠾ࡍమ ޴దभ߭ ޴ంࣄయవలۯ మనం ޙߧ࡯క ړ ࡛ࠂ పవ࡛ ݟంߘ ܼޓ  బܽदڒ నడంھߘక ߘవలࡱ࢑ 
ఇࡅ ܼޓ ޴కए  అۮ ߖపओ వछߖ ంڒ ݟబܽद ࢗంటࡏڷ ߝफڕ వۯऐ కएࡅ ܼޓ ޴ దܽ ఉతओ࠴  ऒߕ ऒߖ  f f 
కएࡅ ܼޓ ࠆబܽद ఎڒ వడంڝࣆޓ దܽ ఉతओ࠴  నऒ ం ږ ܼޓ ڷࡱߕङ  ܼޓ న࣒࠳ ݀ ࠑ ࠑ ڷࡱߕ న࣒࠳ ࠗ
ङږ ࠗ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ࠴ ޴దܽ ఉతओ నऒ ం మ࠾ࡍ ఎڡझ  ऴܾ࠼ߦ ࠹ం݋ లߘ కھߘనړߖݞ మనం ߖ޵ऒ  
ऒߕࣆ ङږ ܼޓ సࠬకరణం ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ ࡯࠻ۯ సమం ړ ङږ ܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ ࠗ ࠗ 
ऒߕࣆ ओߦۮ ࡹటࠪ ࡗమ ޳ࡶ సࠪనం ړ లం݄ ږ ܼޓङ ङږ ܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ ࠗ  సࠪనం ޜ ࠗ
ఇߩओ एࢲࡍక పڛఏ ړߖ޵ బܽदڒ న࢑࠳జߖ ݢంࡓ ܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ ߯ ࠾ࡍమ ܼޓ ݡ రం ఆࣣ ఓߗऱ ఆࣣ 
ङࡲ࣍ ࡽయࡍ షߤ  ఈ ऴపޙङ క సࠬకరࡓ ܼޓ ړߖހం࠳ ݡన࣒ ޜܼޓ సࠪనం, ఇܼޓ ޴ వదभ ړ߯ ߯ڷࡱߕ 
సࠪన࠳న ఎڡझ  ऴܾ࠼ߦ ࠹ం݋ 
ఉందࣆۨࣇ ߖफం޴ మڒ ࠾ࡍబܽद ࡅకए  సంబం߅త ࡱ࢑వ ޳ ڷࡱߕछ కएࡅ ࡌ  ah x x pi ߤ࣌ 
అޔ࢓ం޴.
 ఇ޴ ఇߩओ ڵࠪ ޴ఇ ޙ࠼కం݄ ఒకܽ అ ݀ ݋ࡐ ݡ णࠪ ߖ޵ ,࡯ݞ۫ మనం ޴ߝఅ ޳ڒ ݋ం࠼ߦ ࠪߖࠫ ޳ࡶ 
కएࡅ ܼޓ ߤంۨ ఈ ఫంࣾ߅సంబం ڕܼޓ సం మనంڝ  ah f.࡯࢐ڝࣆޓ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ండవࡓ 
  ఈ ࡓండవ ఉతओ నऒ ం ڒబܽद ఇకए డ ݞږ ఒక ࣾࣇघ  ah ޴నࣄవలڝࣆࡱޘ మనం ,޴న అంశం ఉం࠳
ఏࠫటం݄ , ఈ ࡍߖ भషद ఫంࣾࡅ ߤకए  గࡍషद కࢲߖदߖऒ  కھߘనమߖ మన࡯ऒ  అࡏڴݟ , అޙ࠼ గࡍషदం޳ࡶ ڴ 
కࢴߖदకࡍంۨన ࡱ࢑వߘ కھߘనమߖ అడగబడ޶.x 
 ఫంࣾࡅ ߤకए  గࡍషद ࡱ࢑వ ޳ࡶ ఫంࣾࡅ ߤకए  కߖషद ࡱ࢑వߘ కڝߘए మߖ మమघ ऒ࡯  అࡏڴݟ, త޳छ  వࡱ࢑ ࡌ
ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए  గࡍషद ޳ࡶ కߖషद ࡱ࢑వޜ సࠪనంڴ ఉంܿం޴,
 అం࠭࠲ ښ޶ త࠭ࣃۯ ࡏ࠻  ఈ ऴపޑङ ࠪऒ యం మ࠾ࡍ ఇߩओ ङޙఈ ऴప ݡ క ఫంࣾߤ ߯  ࠪऴత࠲ మన 
దృࢳदښ ߖంऴ޵కࣆࡍफంڒ ޴బܽद ఇߩओ ండవ ఉతओࡓ ఈ ݡ నऒ ం  ࡓ ऱܿ ܼޓ ࣋ए छ ऒߜప ܿߦ ޜ ࡛ ంࡓ ݡ ऱܿ 12 ࠑ pi 
ए࣋ ܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ छ నڵ࡯డగ۫ ࡏࠬ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ࡛ ऱܿߕࣆ ڴऒ  కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ 
छړఈ ܼޓ ޴फంࣆۨࣇ ޴బܽद ఇڒ వࠑ ࡽ 
ఫ࡛ ࡛ࠂ అߖࠫ ޴ߝమ࠼ߦ ࠹ంڒ ݋బܽद ఇ޴ ఎړܼޓ ࠆ కߖషदంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఆసړ फకర࠳న ࢑షయం 
ఏࠫటం݄ అ޴ అబదमం ޔࠋۮంڒ ޴బܽद ఈ ړ ࡛ࠂ ࠑ ࡛ࠂ ࠑ ܼޓ సࠪనం అޔ࢓ం޴.

కߘక ࠳న࣒ ۮ ړం޴న ࡅ ܼޓకए  కߖషद ࡱ࢑వ ࡓంࠑ ݡ  nus pi by two to plus pi by two pi f 
ܿ పऱ࣒  pi ݀ ࠑ 
అࡏࠬ ߖ ఖۨऐ తంࡏڷ ڴफం۪ڕం݄, ܼޓ ఈ ఫంࣾߤ అߖ మ࠾ࡍ ࠭ఖङ ంڴ ఇ޴  మ࠾ࡍ ఇܼޓ ޴ వదभ f 

వ సछࡱ࢑ బܽदڒ సࠪనం ړڷࡱߕ ړ యంۧలకంڷࡱߕ ڴ పవ࡛ ڷࡱߕ ړ కం݄ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ అޔ࢓ం޴, pi pi 
ఇ޴ పవ࡛ ړ ࡛ࠂ ߯ అޔ࢓ం޴ 
.128 ޴బܽद ఇڒ బܽद 4 పవ࡛ 4 256ڒ
ఇనछ ߤ࣌ బܽदڒ వࡱ࢑ షदߖక ߖ޵  ޴బܽद ఇڒ  ࡛झ కएࡅ   కߖషद ࡱ࢑వ పవ࡛ ړ ࡛ࠂ ప ऱ࣒ ఇనछ ࣒ڒ  ࡛झ  x x ݟంߘ 
పవ࡛ ړ ࡛ࠂ అ޴ߝ పవ࡛ ړ ࡛ࠂ ఒక ఇర࢙ ఎ޴ࠫߖ కం݄ ఎڕए వ ఇߩओ గమघ ݡ  షद piࡍగ ړߖ࢐సफ࢐ फన ࠙గంޘౖ
కएࡅ ߤఈ ఫంࣾ ࣆࡱޘ ڕమన ࠾ࡍనడం మھߘక ߘవࡱ࢑  గࡍషद సంఖङ కएࡅ ߤఈ ఫంࣾ ޙ࠼అ ,޶ࡶ   
పऱ࣒ ݟంߘ 2 ࠑ న࣒࠳ ߤ࠳ݨ  pi pi ࢓త ߰డࠫࡍమం పࡌ࢑ తࠫࡍప ޴న, ఇ޶నంݟయబۯ తంࠫࡍప ړ2 ࠑ 
ఎకए ڕనంత వరݟయబۯ తంࠫࡍప ܼޓ బܽदڒ మంࡌ࢑  ࡽఅ ړߖ࠻ࡌత అంతࠫࡍఈ ప ࡯ݞఉం ڴషदంࡍగ ݩ
దܽ ఉతओ࠴ ఆ ړߖ܉ߖ బܽद మనంڒ ऒߕ ऒߖ  ۫డړߖݞ ऴపయޒऒ ంۧ࡯ మ࠾ࡍ ఏࠫ జޔڷࡏం࡯ݞ۫ ޾ 
దܽ ఉతओ࠴ బܽदڒ నऒ ం  ࠳న࣒ ږ ܼޓङ ࡓ ڷࡱߕ ޜ ࠗ ऱܿ ږ ܼޓङ ओߩమనం ۫࣋फ ఇ ߖన࣒ ߯ అ࠳  2 ݡ
అ޴ ఎߩओ డߕ࠼ ఇకए డ ߘంݟ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफంߘܼޓ ޴ ۫డంڒ ݟబܽद ࡱ࢑ ܼޓవ ࠳న࣒ ߯ ࡓంݡ 
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పऱ࣒ ݟంߘ మధङ ݡంࡓ ߯   ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ࠴దܽ ఉతओ నऒ ం ࡅకए  ޳ࡶ ࡯ంۧ࡯ࢣࡍప ߘవࡱ࢑ 
ऱߦ ߘ ࠆڴసం ऴڝ ܼޓ ࣁݞ ంۨ߅సంబం ڕܼޤ యడం అవసరం ఒకएۯ ݋ ݄ అߖ మనࣆࡱޘ ڕ.f 
  ఇߕࣆ ޴ऒ కएࡅ ܼޓ ࡹమంࡌ࢑ ఈ ޙ࠼శం అ޻న ऴప࠳సࠪన ړ  ఇతర ࡱ࢑వల࠴ ࡹదܽ ఉతओ నऒ ం 
కएࡅ  ޴ఉంܿం ࡮వ ఎࡱ࢑ 
एڕకం݄ ఎ ܼޓ న࣒࠳ కం݄ 2 ܼޓ ,బܽद ఆࣣڒ వڴ ఉనऒ ओߩ కएࡅ ܼޓ ݡ  ఈ ऴߦంߖޑऒ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం.pi 
  ఇߖ ޴జޙ࠳ అږߘࣃ ޴ల࠳న޳ ऴపږޒల࠳న޳ అߖ޳ ߝ ఆ߄రంڕࣆޓ ڴనऒ  ݟరప߄వల߯ ఆࡱ࢑ 
ఉంܿందࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ఇకए డ ఒక ۨనऒ  ऴڴ߸కߦ ࡽऱ బܽद ఇకएڒ ޴फంࣆۯ సࣔయం ڕࠪ ړߖ࢐సफ࢐ ݋ డ 
మనޒऀ ڕజ సࠪంతర అࣾం మࢗ ࠾ࡍऴܼޓ ߯ࡏ ఉంܿం޴.
  ఐకړ࠻ ࡽझ ङږ ܼޓ ࠭࠲ ࣒ ङږ ܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ ߖ߯ న࣒࠳ ࠗ ऱߦ ޜ ࠗ ऒߕޔࠓయۯ ݋ ం మ࠾ࡍ మన 
దగ ठర ܼޓ ఉం࠳ ,޴న࣒ ߯ 2 2 ࠑ మ࠾ࡍ పऱ࣒  ߯ 2 మధङ పओۮ  ంڒ ݟబܽद ఇ2 ࠑ ޴ అߩۮ ߖओ  ం r pi޳ంڕ
 వదभpi ܼޓ వࡱ࢑ బܽद ఈڒ ߯ న࣒࠳ కం݄ ݡంࡓ ޴ఇ ࠾ࡍన࣒ ߯ మ࠳ కం݄ ڷࡱߕ ޴ఇ 0  4 ࠑ ޴బܽद ఇڒ
ऒߕࣆ ठڴࡍస ړ  సࠪనం అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ 
छ޳ ڷࡱߕ బܽदڒ एڕకం݄ ఎ ࡌ వ ఉనऒ ओߩ ओߩఇ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ भ޳۫ ݡ ం .pi pi 
  ఈ ऴߦంతం 2 ړ కం݄ తڕए వ ࡏڝझ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ܼޓ ఈ ࡓంࡱ࢑ ݡవల మధङ  ఉనऒ ओߩ pi ڼ࡮అ ܼޓ ݡ

 కం݄ pi pi ܼޓ న࣒࠳ కం݄ 2 ܼޓ ࡹంతంߦఈ ऴ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴలంږߘࣃ ݢంࡓ ܼޓ న࣒࠳ 2 ࠑ
ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ࠴  ޴దܽ ఉతओ నऒ ం ࠴దܽ ఉతओ నऒ ం అ࠼ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఈ ऴߦంతంࡹ 
 ࡹంతంߦబܽद ఈ ऴڒ ࡯ݞఉం ڴలంږߘࣃ
ఎߕࣆ ܼޓ ࣁݞ ࠆऒ एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ వ అߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴ , అం݄ అޙ࠼ అ޴ ఆࣣ ږङ  బܽदڒ ڡࠉ
అ޴ ఏ޾ కࣆߧߖफం޴  ఆࣣ ڴ࡮ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎలऱߩओ వ۪ऐڝࣆޓ ࡱ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݢ   ome 
కएࡅ ܼޓ ࣁݞ ࡹమంࡌ࢑ ఈ ޴బܽद ఇڒ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉం ࡮వ ఇࡱ࢑  వऴకࡔఖ అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఆ r f 
తࡌछ త మనం ఇతర ࡌ࢑మం ۫޳भ ం, అం݄ ܼޓ కం݄ తڕए వ అۮ ߖపओ ంڷࡱߕ  ݟ కం݄ ఎڕए వ ah pi 
 ܼޓ ߗڒ
ఈ పࣄࡍबߖޒ సంతృߧफపۨࡍనߩओ छ޳ ܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ ܼޓ ,޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ܼޓ ݡ  కం݄ ߯ ࡌ
తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ऴߦంతంܼޓ ࡹ ఉనऒ ओߩ ओߩఇ ࠾ࡍజం మߖ ޴ఇ ݡ  ݞږ ݢంࡓ ܼޓ ݡ
छ޳ ࠾ࡍమ ࢟ܽ܊ߦ  pi ࡹంతంߦఈ ऴ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݞږ ܼޓ న࣒࠳  2 ࡌ
ఉనऒ ओߩ एڕకం݄ త ܼޓ న࣒࠳ కం݄ 2 ܼޓ ݡ వڴ ఉంܿం޴ pi 
దܽ ఉతओ࠴ అం݄ ఈ ޴ంޔڷࡏబܽद ఏࠫ జڒ నऒ ం ࡅకए  ܼޓ కం݄޶ఎం ,޴ఉంܿం ڴలంږޒవ ऴపࡱ࢑ 
కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం࠳  ࠑ  ޴న࣒ ܼޓ మܼޓ ࠾ࡍ మ࠳  ࠑ ࠾ࡍన࣒ ࡓ ܼޓంڴ ࢟ܽ܊ߦ ݢ pi 2 pi 2
ఉంܼڒ ࠼బܽद అߜ ޴గܽ࢟ ڴ ఉంܿం޴ అం݄ ܼޓ ࣁݞ ఇకए డ ఏ޾ ఒకܽ ߦۮओ  f f ࣁݞ ڕబܽद మనڒ ࡯
కएࡅ ܼޓ మనం ڴ࢑ధం ޻అ  ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ࡹమంࡌ࢑ బܽद ఈڒ ޴ఉం ܼޓ  ऴపږޒల 
ऒߕࣆ ܼޓ బܽदڒ ࡯ంۧށగࡍప ߘవలࡱ࢑ एڕసࠪనం కం݄ త ړ వڴ ఉనऒ ओߩ  ڴలంږޒऴప ܼޓ ݡ
ఉనऒ ओߩ ङږ ܼޓ ఆࣣ ޴࣋۫ మనం ݡ ࠗ ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߜ ܼޓగܽ࢟ ږ ܼޓङ ࠗ 
అ࠼నߩओ  ల piږߘࣃ ܼޓ న࣒࠳ 2 ࠑ ,ఏࠫటం݄ ޴࣋۫ మనం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ݞږ ڴలంږޒऴప ݡ
ఇకए ޙ࠼అ ,޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ܼޓ న࣒࠳ 2 ࠑ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓వ అࡱ࢑ డ pi q 
ऴపږޒల సంښతం ఉనऒ ం޶న ࠳ ܿ ࠑన࣒ ږ ܼޓङ  pi ࠾ࡍమ ݟఉండం ڴలంږޒऴప  ޴ంޔࢂࢗ ݞږ ࠗ
ऒߕࣆ ܼޓ एڕసࠪనం కం݄ త ړ వڴ ఉనऒ ओߩ  ڴలంږޒऱ ऴపࢁమ ݞږ ܼޓ ࣁݞ ࠆఎ ࢟ܽ࢘ࡍݥ దܽ࠴ ݡ
ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖߖ޳ ߘߝ మࡍంత ߦऱ వ࣋फ, తపओ ࣄయవలۯ ݋ ऒߖ޳ ڴࡍసߖ ऱߦࡎ  వछߖయۯ ݋ ంݟ, ఈ ऴࠆڴ 
ఇపओ ఖۨऐ ࠆڴబܽद ऴڒ ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ڔܽ త࠳న޶ڒ ޴, ఇకए డ ږߘࣃ ܼޓ ࣁݞలం޳ࡶ ڴ f 
ऴపږޒలంڴ ఉం޳ అ࡮ۧ ޴ߝ ࠭ఖङ చరऐ ߖࡹ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ బܽदڒ ,޴న࠳  ړߖݞయۯ ంశంࡌࣃ ߘ
నऒھߘక ࠭࠲ ఉనऒ ܼޓ ఏࠫటం݄ ޴ ओߩ एڕకం݄ త 2 ࠾ࡍసࠪనం మ ޜకం݄ 4 ݡ࢐ߝޒ  ݡ వ gr pi pi
కం݄ తڕए వ ఉం݄ మన࠴ ڕదܽ ఉతओ నऒ ం ږߘࣃలంڴ ఉంܿం޴ మ4 ړ ܼޓ ࠾ࡍ కం݄ తڕए వ pi
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ޜ2 ړ సࠪనం కం݄ ఎڕए వڴ ఉనऒ ओߩ దܽ ఉతओ࠴ ݡ నऒ ం ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद pi
 ah pi ڷࡱߕ న࠳సࠪన ړ వదभ ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ఏࠫ ߰ం ݟంߘ ߖ޵ మనం ړߖ࢐సफ࢐  ݟంߘ
ఉతओ నऒ ం ߕࣆऒ కएࡅ ܼޓ బܽद మనంڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړ  ऴߦ  ڴࡏࠪࣆ ߘ ࠆڴऱ  ah f ah ݋
యవ۪ऐۯ  
ఇకए ڕబܽद మనڒ డ ܼޓ ఉంڒ ޴బܽद మనڕ ఉం࠳  ޴న࣒ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇ޴ pi by 2 pi by 2 pi by 4 
.న࣒ pi by 4࠳
నࣄ۫ అం݄ మనం ޴ంޜࠓబܽद ఏࠫ జరగڒ  ऱܿڴ కߗస ࡱ࢑వ ܿ పవ࡛ 4 ఎڒ ޴ࠫߖబܽद ఈ pi by 128 
ओߩۮ వࡱ࢑ .ం޳ంڕ
 ఇకए డ ܿ పవ࡛ ࠑ ڷࡱߕ ఒకܽ ఇర࢙ ఎ޴ࠫߖ మ࠾ࡍ కߗస ࡱ࢑వ వదभ ޳ ڷࡱߕछ  pi pi ࡌ
߰ందబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࡌ࢑మంږߘࣃ ܼޓ ࣁݞ ࡹలంڴ ఉంܿందߖ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ܼޓ ఈf f 
ओࡏࠪ ࡹమంࡌ࢑ వ۪ऐڒ ޻ంܽ࡮అ ޴బܽद అڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖందޔڷࡏ߭ ݞంڕࡶ   
ఆ߯ ఈ ࡌ࢑మం࠳ ࡹన࣒ ߯ ߘంࡓ  ࠉ ݟంߘ ݡంړڷࡱߕ ݟ అ޴ ऴపږޒలంڴ ఉందࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ, y pi 
అం݄ 
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ఇకए డ ߘంݟ ऴߦరంభమࡃङ ఖۨऐ ఇ࢑ ࣄۯదయ ,޴ఉంܿం ޕठڷవ తࡱ࢑  త࠳న ࡱ࢑వ࢓ڒ ࡱ, ఇښ ࢑వలం 
.ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖఅ ߤఫంࣾ ࠲ऴతࠪ ړߖݞంచࡍ࢑వ ڕࠬ ߖఅ ࠲ऴతࠪ ࡱవࡱ࢑ కۨࣇ
 దܽ࠴ ࡹށࢩతफం ऴ࠴ కం݄ ఈ޶ఎం ޴ంޔठڷత ڡߖ݇ߠ࠵ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔठڷదట త࠴ ݟంߘ  
ఉతओ నऒ ం ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇڴ ڡߖ݇ߠ࠵ ޴ తڷठޔంڒ ޴బܽद ఇ࠴ ޴దట ࠳న࣒ ߯ ߘంݟ 
పऱ࣒ ݡంࡓ పऱ࣒ ݟంߘ ڷࡱߕ ݟంߘ ࢐తࡏత ࠾ࡍమ ڕవర ڷࡱߕ ݟంߘ   వరڕ తڷठޔం޴  pi pi pi 
छ޳ ݡంࡓ ओࡏࠪ ޴ఇ ࡌ ऒߕफࣆ࢑࠙ ߖఉంܿంద ڼ࡮ఇ ࠆڴబܽद ऴڒ ޴ంޔڷࡏ߭ ݞంڕࡶ   ޴ఇ ࣄۯదయ ,ࡏ
ఖۨऐ త࠳న ऴڒ ࠆڴదߖ మߘ࠭ ࠾ࡍపܽ సऱࡹ ݭ࠼ ఇ޴ ఖۨऐ త࠳న ऴڒ ࠆڴదߖ దయࣄۯ గమߖంచంݟ ఇ޴ 
दࢲవలం దృښ ంతం ڝసం మ࠾ࡍ ఏ޴ ఏ࠳నపओ ఈ సమసङ ڔܽ ఖङ࠭ ࡮ۧ ڕమన ࡹ  , ఏࠫటం݄ ޴న࠳
ఉతओ నऒ ం ږߘࣃలంڴ ఉనऒ  ऴߦంޑలڝࣆࡱޘ ߘవడం మ࠾ࡍ అ޴ ఎకए డ ऴపږޒలంڴ ఉంߘ ߖ޵ ޾ంݟ 
సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴.

छ޳ ఈ వङ ޙ࠼అ ,޴వదभ ఉం ࡌ వࡹ߅ గࡍషदంܼޓ ڴ ఈ ࡱ࢑వ ޳ࡶ ఈ ࡱ࢑వ అߖ సओ షदంڴ   m 4 pi f 
फࣃ۫ एړࡵ ߘవలࡱ࢑ ݡంࡓ బܽद మనం ఈڒ ࠭ ంۧ࡯ మߖ࢐ܽ ࠾ࡍ స࡮߱ࡍऐ  ࡯࠻ۯ బܽद మనం ఏࠫڒ ࡯
ఇߩओ పऱ࣒ ࡛ࠂ ܼޓ నడం అం݄ھߘక ߘవࡱ࢑ ܼޓ లం݄࠻ۯ ݡ  f ړ ࡛ࠂ పవ࡛ ݟంߘ ܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ ߯ 
వదभ ఉనऒ ܼޓ న࠳సࠪన ޜݡంࡓ ߯ న࣒࠳ ల వదभ ݋ం࠼ߦ ߩంڵ࠭ ݡంࡓ పऱ࣒ ࡏపదࣔ ࠑ ࡛ࠂ వ పవ࡛ࡱ࢑ 
అޔ࢓ం޴.
 మ࠾ࡍ ఇ޴ పవ࡛ ړ ࡛ࠂ అޔ࢓ంࡓ ,޴ంݡ కం݄ ߯߯ ఉనऒ  pi pi pi ݟంߘ పవ࡛ ݟంߘ వలంښ వࡱ࢑ 
పవ࡛ ړ ࡛ࠂ పదࣔࡏ వరڕ ఉంܿంڒ ޴బܽद సओ షदంڴ ఇ޴ ߭దभ ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ 
ఇనछ ߤ࣌ ࡛झ కएࡅ   గࡍషद ࡱ࢑వ పవ࡛ ړ ࡛ࠂ ప ऱ࣒  ఇనछ ࡛झ  x cos x pi ࡛ࠂ సࠪనం అం݄ ړ ࡛ࠂ పవ࡛ ݟంߘ 
 బܽद pi piڒ ޴ఉంܿం ڕవర ࡏపదࣔ ݡࣜ޴ప ݟంߘ ڷࡱߕ ړߖ܉ߖ అం݄ ࡽࢗ ࡛ࠂ ࠾ࡍమ ࡏపదࣔ ࠑ
ఇ޴ గࡍషद ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ కߖషद ࡱ࢑వ ڷࡱߕ కం݄ ఒక ఇర࢙ ఎړ޴ࠫߖ ߯ ఉనऒ  పవ࡛ ڒ ړబܽद ఇ޴ pi 
࣊కڕߘ పࢲࡍए ऒߖࡌ ࡍߪ  फ ࣆۯफం޴  మ࠾ࡍ సమసङ  మࡖక ۧ࡮ ఆసړ फకర࠳న సమసङ  ఏࠫటం݄ 
, ఈ ࡍߖ भషद ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరړߖހ పࢲࡍए ల సంఖङࡌ  మం ah xࡌ࢑ ޙ࠼అ ,޴ంޔڷݡఅ ߖనమھߘక ߘ
పऱ࣒ ݡంࡓ ݡంࡓ న࣒࠳ ओߩన࠼తం అࠫࡍప ړߖݞయۯ ߤࡷ ߘల ݡంࡓ  ऱ pi piࡏࣃ ࡮ۧ మనం ࠲ऴతࠪ ݡ
ఉపڵࡆంۧ࡯.
  ऴڴ߸కړ݃ ࡽऒ  కం݄޶ఆࣣ ఎం ࡱ ڡ
ఈ ఎడమ ޒۯ మߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍ సࠪనంڴ ఉనऒ షएࡍठ పڴࡍస ߘల ݋ం࠼ߦ   నడంھߘక ࠾ࡍంచడం మࡍ
ధङࣃ ం ڒ ޶ڒబܽद ఇ޴ అ࡮ంܽ ఒక ఉ޳హరణ, ڒబܽद మనం ఈ సమసङ షएࡍప ߘ రठం ఏࠫటం݄ మనంࠪ ۯంࡍ
ऒߕफࢂࢗ ࠭.
  ࢐సफړߖ࢐ ఈ ࡍߖ भషद ఫంࣾߘ ߤ అర बం ڝࣆۯవడం మ࠾ࡍ గށంచడం, ڒబܽद ࡅ ߤ࣌ ࠭࠲కए  x ߤ࣌ 
ఇనछ ࡛झ फࣃࠚరంߦऴ ޜ  ࠭ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఈ ړߖࠪࡌ࢑ పࠫࡍతం ۯయబݟనߩओ  x ޾ఉంܿం ࡮ఎ ޴అ ݡ
भ޳۫ ం మ࠾ࡍ ఇ޴ 
ఇనछ ߤ࣌ బܽद మనం ఆڒ కం݄޶ఎం ޶ڒ కషदం ࡮ۧ ࡛झ  అۮ ߖపओ ంړ ߤ࣌  ݟ సࠪనం ڒబܽद ࢐సफړߖ࢐ x y y 
కएࡅ  ఈ ࡱ࢑వ ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ  ఫంࣾߤ పۮ ړ߅ࡍం޴నڴ޴ ఉం࡯ݞ, ఇ࠳ ޴న࣒ ߘ 2 ࠑంݟ పऱ࣒  pi pi 2 ࠑ 
ఉంܿం޴, అޙ࠼ మనం ఈ ߖ పరంڴ వङ ڔ फకࡍంۧ࡯.y

కएࡅ  మన అంޒమ లࣾङ ం ఇకए డ ߘంݟ మనం ࣌ߤ ఫంࣾࡓ ߖ ߤం࡮ߩ࢙ ݡ వࡍ फంపܑ࣋फ, మనߤ࣌ ڕ  x x 
వࣆफంڒ ޴బܽद ࡅకए ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړ ߤ࣌  ऒߖ޵ మనం ݡ  అߝక ऴߦం࢑ ڴࡱޑభࣃ܊फ ࠭.y 
పऱ࣒ ݟంߘ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ ంతం అం݄ అం݄ߦదܽ ऴ࠴    బܽद ఈ x xڒ ,ం޳ంڕߘఅ ߖఅ ݡంࡓ ߯ 
పऱ࣒ ݟంߘ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ ࡹమంࡌ࢑ छ޳ ݡంࡓ ߯   फ x࣋ۯ తంࠫࡍప ړߖࠪࡌ࢑ మనం ఈ , ࣆࡱޘ ڕమన ࡌ
కएࡅ sin x y ,ޙ࠼సࠪనం అ ړ ߤ࣌ బܽदڒ ࠾ࡍమ ߤఫంࣾ  ߖఅ ڡߖ݇ߠ࠵ ߤ࣌ 
ఈ ړ సࠪనం అߖ ఖۨऐ తంߦۮ ڴओ కం݄ ఇపओ޶ఎం ,࡯ పऱ࣒ ݟంߘ ݡంࡓ ړ߯ న࣒࠳ ښܽ y x ړݡంࡓ ړ߯  y 
x sin x x ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  మంࡹ࢑ పంߦ ఉం݄ ࡹమంࡌ࢑ బܽद ఈڒ ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖనద޴ంۮ
ఇపओ ࠭࠲ ङߕపܽ ఉపߘ࠭ ऱࡏࣃ ࡮ۧ ښܽ छ޳ సࠪనం కం݄ 2 ړ మంࡌ࢑ ࡍప޶త ࠭ࣃ۫ ࡹలࣃ x pi ࡌ
ఎڕए వ మ࠾ࡍ ఇ2 ޴ కం݄ 3 కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴.pi 
బܽद సओڒ  షदంڴ ఉనऒ ओߩ కएࡅ ߤ࣌ ޴ఉంܿం ࡹ޶ఇం ݡ x x x޶ఉండ ڴసࠪనం ړ మంࡹ࢑ ߤ࣌ మంࡌ࢑ 
ఎం޶కం݄ ࣌ڒࣛ ߤद࡛ ࡅకए ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ   ఈ ۮ ړߖࠪࡌ࢑ం޴న޴ అޙ࠼ అ޴ߝ ఆ ړߖࠪࡌ࢑ x s x 
 న࣒ x pi x࠳ ,ޙ޼న޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ఏࠫటం݄ , ఈ ޴࣋۫ మనం ړߖࠪࡌ࢑ బܽद ఈڒ ޶ڒ ޴న޴ంۮ
అ޴ߝ ఈ ࣊݋ అ࠼న ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ  ऴۮ ړށࢩం޴న޴.
 మ࠾ࡍ ఇంڒ మనࣄ࡯ޘ ڕనࠫ޻టం݄ , ࠳న࣒ ࡅకए కएࡅ ߤ࣌  एߖ࣌   సࠪనం, ఇ޴ ఇపओ  pi x x y ښܽ
కएࡅ एߖ࣌   సࠪనం ڒబܽद మనڕ ఇకए డ ఉనऒ సࠪనం pi x y pi ړ ࠾ࡍమ ߤ࣌ న࣒࠳ , ఏࠫటం݄ ޴
బܽद ఇపओڒ  y.޴న޴ంۮ ڕ న࣒࠳ ښܽ

పऱ࣒ ݟంߘ ݀ ࠑ  pi pi pi x pi x y  ړ న࣒࠳ బܽदڒ ޻న޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ఈ ݞږ న࣒࠳ ݀ ࠑ 
సࠪనం అߖ ߖజం అ࠼ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇకए డ ߘంۨࣇ ݟంచబ޴ݦ ఏࠫటం݄ ࠳న࣒ ړ సࠪనం pi x y 
అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ࡓండవ సందరग ంڒ ࡹబܽद ࡓండవ సందరग ంړ ࡹ సࠪనం ࡓం޳ ݡछ x pi ࠾ࡍమ ࡌ
एڕకం݄ త ݡ࠮ వ ࡓం࠭࠲ ݡ కڵ࡯ ఉనऒ ఇనछ ߤ࣌ ޴న࣒ ఇ࠳ సࠪనం అం݄ ړߖ޳ ࡛झ  pi pi x y ߤ࣌ 
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ఇనछ ߤ࣌ బܽदڒ ࡛झ  ఈ ۮ ړߖࠪࡌ࢑ం޴నటऱ࠳ ޙ࠼న࣒ అޙ࠼ అݡ࠮  ޙ࠼ x x sine x pi x x pi 
కం݄ ఎڕए వ ࡓంݡ కం݄ తڕए వ ఐࡓ ߯ ޶ంݡ కం݄ ఎڕए వ, ఆ߯ మࢁऱ అ޻ పదमࡹޒ ఆࣣ, ఈ ࡌ࢑మంࡹ x 
ఉం݄ ࠳న࣒ 2 మࢁऱ ࣌ߤ పۮ ړ߅ࡍంޔ޶ందߖ మనࡹ࢑ ࣆࡱޘ ڕమం మ࠾ࡍ మనం ښవలం 2 ߖ x pi x

फనऒࣆࡏࠪ ޜ ం޶న ࠳న࣒ 2 ࡅకए సओ ߖసࠪనం అ ړ ߤ࣌ ߤ࣌  షदంࣆࡱޘ ڴफం޴, ఇߤ࣌ ޴ pi x pi x y 
బܽद ఇకएڒ డ మన వదभ ఉనऒ  x pi y x pi  y ߤ࣌ ࠾ࡍన࣒ 2 మ࠳ ݢంࡓ ࠾ࡍమ ߤ࣌ న࣒ 2࠳ ޴
ఇనछ ࡛झ  ऴۮ ړށࢩం޴న޴, ఇ࠳ ޴న࣒ ߘ ݀ ࠑంݟ పऱ࣒  న࣒ ݀ pi pi y x࠳ ޴ߝబܽद అڒ ޴ఉంܿం ݡంࡓ 

pi ࡯ݞఉం ࠼జం అߖ ߖసࠪనం అ ړ
మ࠾ࡍ ఇ޻ రక࠳న ఇ޻ రక࠳న ࢐దన ڝసం ۯయవ۪ऐ   ऴపږޒల మ࠾ࡍ ఈ ऴపయޑऒ ల తࡌछ త ah x 
మనం ߰ంద޴ࡃࠓ ఏࠫటం݄, ڝసం ࠳న࣒ ࠑ ߯ ࢟ࠀ ݀ మ࠾ࡍ పऱ࣒  x ߤ࣌ ڴ࢑ధం ఈ ݀ ࠑ ߯ ࢟ࠀ 
ఇనछ ࡛झ छࡌత ࠾ࡍమ ޴ంޜࠓంచߧߖక ࡮ఎ ߤ࣌  త ߖ޵ ࠭࠲ऒ  సڴࡍठ ऱߦ  फࣃۯ ݋ బܽद ఇకएڒ ࠭ డ ࠭࠲ x 
ऱߦ  फࣃۯ ݋ ऱߦ ښఒ ڕబܽद మనڒ ࠭ छࡔ࢘ ݡ࠮ ࡹ ݋ ऒߕఉ ࡱవऴకత ࡏ  జ సࠪంతర అࣾంޒऀ బܽदڒ ࠼
ऴపࠉޒంࣆࠉफం޴  మ࠾ࡍ మనం ࠳ ړߖࠪࡌ࢑న࣒ ݀ ߘంݟ పऱ࣒  ݀ వరڕ పࠫࡍతం nting x pi pi 
ऒߖఎ ړߖހన ఈ సࠬకరݟయబۯ తంࠫࡍప ړߖࠪࡌ࢑ ఈ ޴అ ࠾ࡍమ ࡯࢐ڝࣆۯ  పࢲࡍए ऒߕఉ ࡱࡌ  x ࠼
అߝ ऴపశऒ .ࡏڴݟఅ ࡹ
 ఇకए డ ࡯ߗరంڷ వऴకࡔఖࡅ ߤ࣌ ࡹకए ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  ఉంڒ ޴బܽद ఇకए డ ࠌऱ  క࡛छ  మߤ࣌ ࠾ࡍ ఇనछ ࡛झ  x ߤ࣌ 

కएࡅ న ۪కएݟపబ۫ ࡹڷరం ߩࡏఎ ݭ࠵  ల ఆࣣ ߦ ޜ ߤࡷऱ ऱߦ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంݟయబۯ ݋  యడం xۯ ݋
ఉనऒ ࡹڷలం రంߗ కం݄޶లభం ఎంࣆ ࡮ۧ ओߩ ठڴࡍఖ సࡔ ߩࡏఎ ࡹవ ࠙గంڷల ఎږߘࣃ ఖࡔ  ݡ  అ޻ 
࢑ధంڴ ఉంܿం޴, అ࡯ߗ ޙ࠼రంߜ ڷగܽ࢟ సగం߯ ఉనऒ ओߩ  ంۨ అదभం xࡍڷ వలం అࣾంښ ఖࡔ ߩࡏఎ ݡ
ۨऴతంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ߘ ݭ࠵ ఎ࡮ ߰ంߤ࣌  ࠭ޑ޶ ఇనछ ࡛झ  x ࠭࠲ ఆ߯ ࠾ࡍమ ߤ࣌ 
పࢲࡍए ల సంఖङࡌ నऒࠚ࢑ ޳ࡶ ߘ నऒࠚ࢑  ంటऱ సంఖङ࠼ߦ  ఇనछ ߤ࣌ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࣄనవలھߘక ߘ ࡛झ  x 
కएࡅ ߤ࣌ ऱߦ ݞږ ߘ ࠆڴసం ऴڝ బܽद మనంڒ సࠪనం ړ ݭ࠵  బܽद x cos xڒ ߩࡱన ࡯࠻ۯ ݋ cos x ah 
ఇకए డ ఈ ࠈऱ క࡛छ ڡ  సహ ڝసం  ࡅకए  మ࠾ࡍ ఇ࡮ۧ ޴ సओ షदంڴ ఉంڒ ޴బܽद ఇߩओ  s x ړࡍమనం ۨవ ݡ
కھߘనవలࣄం޴ ఆࣣ 
, ఎߩࡏ ۪కए ల వऴకࡔఖ మߗ ࠾ࡍలం మ࠾ࡍ నߩࡱ వऴకࡔఖࡱ కࣆࡱफనऒ  ऴపڒ ,ࡱࢡ޻బܽद ࠴దܽ ࣃब నం 
ఇకए డ ఉం޴ మࡓ ࠾ࡍండవ ࣃब నం ఇకए డ ఉం޴ మࢗ ࠾ࡍంటߝ మనం ఇకए డ మࡖక ࠼ߦంߖ ݋ ߰ం࠭ޑ޶
, ఆ߯ మనం ఇకए డ ۨవ࠼ߦ ࡍంߖ ݋ ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद మనం ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡓంܽ޳ ݡ pi n ah pi 
ళऱ࠭ࢗ  ఎం޶కం݄ మన࡯ऒ  మనం ࠳న࣒ ࡓంߘ ݡంݟ పऱ࣒  pi piݡంࡓ బܽद ఈڒ  ࡯࢐ڝࣆۯ తంࠫࡍప ړ݀ 
వऴకࡔఖࡱ కࠚ࢑ ڷࡱߕ ࣋࡯నऒ  పࢲࡍए ऒߕఉ ࡱࡌ యࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ ࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ ߤ࣌ 

కएࡅ  సࠬకరణ ړ ݭ࠵ పࢲࡍए ల సంఖङࡌ డవ సమసङ࠮ బܽदڒ ڷࡱߕ సࠪనం ړ   x cos x ݞږ ߘ
పࡍషए .ఏࠫటం݄ ޴࣋۫ బܽद మనంڒ ޴फంࣆࡍ
ࡍߖ బܽद ఈڒ ,࡯ంۧڵࡆఉప ݞږ ߘలޔపదम ࡽక߸ڴऱ మనం ऴࡏࣃ ࡮ۧ   भషद ऴపశऒ  బܽदڒ ࡯࠻ޓ ఒకܽ ݟంߘ 
ఇకए డ మࡖక ఆࣣ ఆసړ फకర࠳న సమసङ  మ࠾ࡍ ఇߘ࠭ ݞږ ޴పܽ పࣾࡎలࡹ ఒకߘ ߖ޳ంݟ వۨऐ న je 
సమసङ వछߖఉండ ڴ ޴బܽद ఇڒ  ంݟ అߧۮ ߖओ ంڒ ޴బܽद ࠭࠲ తపओ ఓ߭ ߖ ࠪ ڴࡍసߖ छࡓఇంట ߤ s et x ࡽ
పऱ࣒ ߖ߯ న࣒࠳ ऒߕफࣆۯ తంࠫࡍప ړ  ࠭ మࡱ࢑ ࠾ࡍవ 0 మ࠾ࡍ పऱ࣒ pi 2 ߖ న࣒࠳ ࠾ࡍమ 2 ߖ  x pi pi
छ޳ ఇకए ࠾ࡍమ ޶ంచబడޒమߘఅ ړߖݞవڝࣆޓ ࡌ డ మనڕ ఉనऒ  ࠭࠲ ࠾ࡍసࠬకరణం మ ޒణࠫڝޒऴ ޴
ఈ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరހలڕ అߖऒ నऒࠚ࢑   పࢲࡍए फޑ࠴ లࡌ ऒߖ  కھߘనమߖ అࡏڴݟ 
బܽद సओڒ షदంڴ మనం ࠴దట ఈ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరߖހऒ  పࡍషए ऒߖఆ߯ అ ࠾ࡍమ ࡯ంۧࡍ నऒࠚ࢑   
పࢲࡍए फޑ࠴ లࡌ ऒߖ ङޙబܽद ऴపڒ ࡯࢐ڝࣆޓ  క࠳న పదం ࡮ۧ ݞږ ࠭ఖङ ऒߖڜ కం݄޶ఎం ޴న࠳  ऱࡏࣃ
మనڕ డࡱ࡮࠮ ࡽࠋ ఉండవ۪ऐ .
 
కएࡅ ښఒ ڴథࠫకంߦబܽद ऴڒ  x ࡱవࡱ࢑ ݡంࡓ 
ప  ݋ంڙ࣊ 3 ݋ࡐ ఆ ڴథࠫకంߦబܽद మనం ऴڒ ࠼ޑ࢓దల࠴ ऱ࣒ ప  ݋ంڙ࣊ڝ  ऱ࣒ ࡓ 2  ऱܿ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ x x 
ప  ࣒ڒ ఓవ࡛ 3 ݋ࡐ ړߖ࢐సफ࢐ ޴ఇ ࠾ࡍసࠬకరణం మ ޒణࠫڝޒऴ ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒  1 ఓవ࡛ ࣌ߤ  ప ऱ࣒ झ࠹݅ 2   x x 
ओߩఇ ߤ࣌ ࠑ ࣒ڒ న࣒࠳ ࣒ڒ ࠑ  ߤ࣌ ऒߕࣆ ݡ  న࣒ ߯ x x x x x࠳ ߧ࡯క ݡంࡓ కం݄޶సࠪనం ఎం ړ
ఉండږడ޶ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  ࠾ࡍమ ޶ڒ 

పऱ࣒ ݞږ పऱ࣒ ޴అ ࠾ࡍమ ޶డږڒ  బܽदڒ బܽदڒ ޶ڒ సࠪనం ړ߯ న࣒࠳ ޳ࡶ   x x x 0 ݞږ ߯ న࣒࠳ 
ऒߖబܽद అڒ ޶ڒ  సంۮ ړߖޑښం޴న ߕࣆऒ సओ ߖదڒ సࠪనం ړ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴, ఎం޶కం݄ x x x x 
పऱ࣒ ݡంࡓ ړ తफం࠴ న޴ంۮ ڕ ݋࣊ x.޶ڒ సࠪనం ޜ߯ న࣒࠳ 

ऒߕࣆ ݞږ ఉతओ ࢐ܽ వలऱ޶అం , ޶ڒ సࠪనం ړ ऒߕࣆ ݞږ फޒ  బܽद   s cos x xڒ ޶ڒ సࠪనం ړ
అందۮ ڔࡍం޴నۮ ړ ޙ޼ం޴న޴ అࡓ ޙ࠼ ऱܿ ߕࣆऒ ओߩబܽद ఇڒ ޶ڒ  x s ߗంܽݟంࡓ ݡ sin x cos x 
ओߩफ ఇ࣋ށڷ .ࣆࡱޘ ڕమన ݡ
నऒޔ޶మనం ߰ం ࡮ߩ࢙ ఈ సࠬకరణం ޜ ߤ࣌  ప  ߤ࣌ ޓऴ ݋ࡐ ,ఏࠫటం݄ ޴ ऱ࣒ ప  ࣒ڒ  ऱ࣒  x cos x x x 
ࡓ ݡంࡓ ऱܿ ࣌ߤ ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ న࣒࠳ ࡛ छ ऒߕࣆ ࡛  x x ڴभ޴ڜ ߘబంధనలߖ ఈ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
నరछߩ ङ వࣅबకࡍంచడం వలऱ మన݋ࡐ ڕ లࣆࠚफంߤ࣌ 2 ࠑ 3  ޴  ప ऱ࣒ ऒߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ࣒ڒ ࠆࣔ   మనం x x 
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ए࣋ ࣒ڒ ޴ంܼ࠭ అڕࣆޓ ڕߩ࢙ ݟڕ छ ए࣋ ߤࣄ న࣒࠳ ࡛ छ ࡛ అޔ࢓ం޴ మ࣒ڒ ࠾ࡍ ࣋ए छ  న࣒ x x x࠳ ࡛
ए࣋ ߤࣄ छ పం  పࡐ ఆࣣ ޴ఇ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࡛ ऱ࣒  బܽद x x cos a cos b a sin bڒ ޴फంࣆߧߖక ߖఅ ߤ࣌ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖమనం అ ߖߖ޵   cos x int o cos pi by three plus sine x in sine pi by 

అޙ࠼  ప ऱ࣒  అ޴ߝ three is equals cos of two x cos a cos b sin a sin b cos a minus b
ऒߖހబܽद ఈ సࠬకరڒ ݡంࡓ సࠪనం ړ ݡ࠮ కం݄ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ  సంతృߧफx minus pi cos x x 
పࣆࡏफం޴ మ࠾ࡍ అړߖࠪࡌ࢑ ޴ పࠫࡍతం ۯయబݟనంత వరڕ ࠪऴత࠲ ఈ సࠬకరߖހऒ  xx 
సంతృߧफపࣆࡏफం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ మనం ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరހలߘ చࡍऐ फనऒࣆ ओߩ మనం ఇపओ ݡ  నࣄ۫ ښܽ
ऒߖ޳  తపओ ऒߕޔࠓంచڵࡆఉప ڴࡍసߖ ࠭.
ओߧۮ ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړ ࣒ڒ ࣒ڒ  న ऱܿ ࠬࡏڷ ڕफం݄, అړ ޴ߝ సࠪనం ڒబܽद ࣾࠫంచంݟ, x y x y
ࣾࠫంచంݟ అߖڜ ޴ߝऒ पࡌߪ  ంڒల ڝసం ࠳న࣒ ړ సࠪనం  ڒబܽद ఇ޴ మనࡹ ఒకߘ ߖ޳ంݟ వۨऐ ం޴  x n y
ङߕపܽ ఉపߘ࠭ ఇకए ࠾ࡍమ ࡱࣃ డ మనڕ ఉనऒ  x x ړ ࣒ڒ ݡంࡓ ࣒ڒ ޓऴ ࠑ ߯ న࣒࠳ ,ఏࠫటం݄ ޴
సࠪనం ڒబܽद ࠭ఖङ ంߖ޵ ڴ అర बం ఏࠫటం݄ ఈ ࡓంݡ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ అం݄ మనం ߖߖ޳ ఎߕڽ࡮ x 
ऴ࢐యవ۪ऐ ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ బܽद మనంڒ    ఇ޴ ఇ࡮ ఉంڒ ޴బܽद ఇߖ ޴జం ڒ ࡯࢐ڒబܽद తపओ  ఆࣣ ڴࡍసߖ
మనం ఏࠫܽ  ఇకए డ ۯయడం అం݄ ఆࣣ ࠭࠲ ఈ సࠬకరߖހऒ  ఉపࣆڵࡆफߕऒ ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ 
సࠬకరణంߖ޵ ࡹऒ  మన ڕࣆޓ ڴంܿߕऒ ࠭ y 
మߖߖ޵ ࠾ࡍ మనం ఈ ڕࣆޓ ڴంܿߕऒ ࡍڷ బܽद మనం ఈڒ ࠭ फంߘߩ ఉప࣋ڵࡆफ , ࣒ڒ అޙ࠼ ఇ޴ x 
మనڕ లࣆࠚफం࠳  ޴న࣒ ࡓంړ ࣒ڒ ݡ సࠪనం, అߩओ  x pi by three x x ݡంࡓ ݡ
ప  ݡంࡓ ऱ࣒ ఇకए ޙ࠼జం అߖ ޴ߝసࠪనం అ ړంܽݟ࠮ న࣒࠳ న࣒࠳  డ అࡌߪ ޴ߝप ంకం n pi x pi n 
పऱ࣒ ڴ޶బܽद మనం ࠭ంڒ ࡯࢐ڒ फ ఇకए࣋ࠚరంߦऴ ޜ  డ సంతకం ࡓ ޴࣋ۯంݡ తపओ ప  ݡంࡓ ڴࡍసߖ ऱ࣒  x n pi 

అం݄ తపओ ࡯ݞఉం ݡ࠮ ߯ న࣒࠳  ఆࣣ x x n pi ޙ࠼అ ,࡯ݞఉం ࡹపంࡐ ߯ న࣒࠳ ݡంࡓ ڴࡍసߖ
మనߘ ڕంࡱ࢑ ݟవ ࠪऴత࠲ అߘమޒంచబޔݡందࡏڷ ߖफం۪ڝం࠳ ݟన࣒ ߘంݟ పऱ࣒  వరڕ x x pi pi 
ఉనऒ కएࡅ బܽदڒ న࢑޴ంۮ ࠲ऴతࠪ ړߖࠪࡌ࢑   అߖऒ  n n ړ0 ߘ బܽद మనంڒ ࢓ంచబడޒమߘఅ ࡱవࡱ࢑ 
సࠪనంڕࣆޓ ڴం݄, మనڕ లࠚంࡱ࢑ ۯవ ࠳న࣒ 3 ࠑ అޔ࢓ం޴, ఇ޴ ఖۨऐ తం࠳ ڴన࣒ మధङ  x pi pi 
ప  ޴న޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ऱ࣒ కएࡅ మనం ߗڒ   ఏߕ޼ ఇతర ࡌߪप ంకం ࡱ࢑వڕࣆޓ 1 ߘం݄ ࡱ࢑వ  1ړpi n xt 
సࠪన࠳న ޜ మనం ߰ం࠳ 2 ߨ݇ ޻న࣒ మ࠾ࡍ ఈ ࡱ࢑వ ఖۨऐ తంࡌ࢑ ڴమంࡹ ఉండ޶ n pi pi by 3 
న࣒  ప࠳ మంࡌ࢑ ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒ ङࡃఅ ܿࠈऱࡱۮ ڕమన ޴బܽद ఇڒ ޶ڒ ޴న޴ంۮ ړ   పࢲࡍए రం ޶ڒ pi d pi
మ࠾ࡍ అ࢑ ޻షయం  మనం ߕࣆऒ पࡌߪ ఇతర ߖڒ  ంڒల ڷణڒరంࡹ ఏߕ޼ ఇతర ࡌߪप ంకం ܉ށڷలߘ 
 ޴ంޔڷࡏం݄ జڕࣆޓ
బܽद ఇకएڒ డ ప ऱ࣒ एࢲࡍక పڛఏ ۯంࠚల ڕమన ޜफࡏڷ  రం ఈకछ ओߩఇ ߖఅ ޓऴ ࠑ ߧ న࣒࠳ ࡽ ఇకए ݡ డ x 
ऴపږޒల ࡏڷफޜ మనڕ ఏࠫ లࣆࠚफం޳۫ ޾भ ం.
బܽद సࠬకరణం 2 తపओڒ  x n pi x pi ߖߖ޳ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ޜ3 ړ న࣒࠳ న࣒࠳ 2 ڴࡍసߖ
ప  ݡంࡓ ݡ࠮ ऱ࣒ పऱ࣒ ݡ࠮ ޳ࡶ ݡ࠮   కం݄ ࡓంړ ݡ సࠪనం అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  x n pi pi x pi n pi
घࠫޛ ऒߕࣆ ऱࢁమ ڴ߯ ړ޴ घࠫޛ ࡷద࠴ ޜ న࠳సࠪన ړ झࡏڝ ޴ఇ ,࠭ޑ޶ం߰ ߖ న࠳సࠪన ڴ߯޴  n x pi
కएࡅ పऱ࣒ ݟంߘ న࣒࠳ న޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑  pi pi n ݡంࡓ సࠪనం ڕమన ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ ړ  x pi 
ప ޓऴ ࠑ ऱ࣒ घࠫޛ  ङࡃఅ ܿࠈऱࡱۮ ڕࠪ ݞږ ޴ఇ  ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ޶ం߰ ߖ޴  పࢲࡍए రం ఎం޶కం݄ ఇ޴pi 
పऱ࣒ ޴న޴ంۮ ړݡంࡓ ߯ న࣒࠳ మంࡌ࢑ ݞږ  pi n n ڴసࠪనం ړݡంࡓ ߘవలࡱ࢑ మనం వంܽ ߭దभ ߗڒ 
పऱ࣒ ݟంߘ న࣒࠳ వࡱ࢑ ۯంࠚల ڕం݄, ఆ߯ మనڕࣆޓ pi pi ం݄ అ࢑ڕࣆޓ బܽद మనంڒ ޶ందۮ ړ 
ऴపږޒలంڴ మనڕ సࡕన పࢲࡍए .࢓ڒ ࡱࡌ

ओߩసࠪనం అ ړన࣒ ఒకܽ࠳ పऱ࣒ ݡ࠮ ߯߯ ݀ న࣒࠳ న࠳సࠪన ڕమన ݡ घࠫޛ ߯   n x   ޴फంࣆవ ړ޴
మࡏڝ ࠾ࡍझ కएࡅ   ఈ ࡱ࢑వ ۮ ړߖࠪࡌ࢑ం޴న࠳ ޴న࣒ ߯ ࡓంڒ ݡబܽद ࠳న࣒ ߯ ߘంݟ పऱ࣒  ߯ వరڕ 
ఉంܿం޴, అޙ࠼ మనం ࠳న࣒ ࡓంړݡ సࠪన࠳న ڕࣆޓ ߖం݄ ఆ ࡱ࢑వ ࠳న࣒ ߘంݟ పऱ࣒  వరڕ n pi pi 
ఉంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ݦం޴నڒ ޶ڒ ޴బܽद పࢲࡍए రం ఒంటڴࡍ ఉండڒ ޶బܽद ఇకए డ ऴపږޒల సంښతంޜ మనڕ 
ङࡃఅ ܿࠈऱࡱۮ 3  పࢲࡍए फࣃࠚల ࡱࡌ న pi࠳సࠪన ړ న࣒࠳ ڕమన ޜతంښల సంږߘࣃ ࠾ࡍమ ࠼ x 
అߝ ఒక పࢲࡍए రం ࠪऴత࠲ లࣆࠚफం޴.
छ޳ ݡంࡓ  एࢲࡍలठవ పߕ ޴ఇ ࡌ రం ڒబܽद ఈ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరణం ڝసం ࡅ ࠭࠲కए छࡔ࢘ ڷࡱߕ   x ࡏ
एࢲࡍవ పࡱ࢑ ऒߖఅ ࠭࠲ ం݄ڕफం۪ࡏڷ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ߘలࡌ నऒࠚ࢑   పࢲࡍए फޑ࠴ లࡌ ऒߖ  
కھߘనమߖ అ࠭ڴݟ, త޳छ ऒߖమనం అ ࡌ ంܽߗ ۫డగ࠭ޑڷࡱ.
 ఈ పࢲࡍए నऒࠚ࢑ ړߖ࢐సफ࢐  ࡹలࡌ ంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࡹ࢐ܽ ఏ޵ మࡖకړߖ޳ సࠪనంڴ ఉండ޶ మ࠾ࡍ 
फޑ࠴ ࢐ܽ ऒߖ నऒڕࣆޓ  ओߩ  ޴ۯంࠚల ڕమన ݡ
ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ర޶भ ۯయబޔݡం޴ మߖ޵ ࡏࠬ ࠾ࡍऒ ओߩంۨనݟܔ  छ޳ ݡ࠮ ޴ఇ ࠾ࡍమ ݡ  ߖ߯ ࡌ
߰ంޔ޶ంݟܔ ړߖ޵ ߗڒ ޴ంۨనߩओ ऒߕࣆ ڕࠪ  ݡ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఈ ࠚ࢑ ڷࡱߕనऒ  తफం࠴ వలࡱ࢑ 
ऒߕࣆ ړߖ܉ߖ ऒߖఅ ړߖހనం ఏࠫటం݄ , ఈ సࠬకర߄సࠪ ޴ޔ బܽदڒ ޴ం࡯ޙ ߖసࠪనం అ ړ నऒࠚ࢑   
పࢲࡍए  తफం࠴ లࡌ
సࠪనం.
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ऒߕࣆ   మనం ߖڜऒ  అࢗ ࡱڷݡనڕए एڕకం݄ ఎ ݡ࠮ ࠭࠲ ,ޙࢀࢗ  వ ࠳న࣒ ߯ ࡓ ࣒ڒంޜ ࣒ڒ ݡ x x 
ऴߦరంࠚంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఈ సࠬకర߄ࣃ ړߖހరణ పࢲࡍए రం ࡓంݡ తపओ x n pi ڴసࠪనం ړ ݡంࡓ ڴࡍసߖ
ఉం࡯ݞ అߦۮ ߖओ ࠭ పऱ࣒ ओߩన࣒ ఇ࠳ న࣒࠳  ङ޳࢑ ޴ంత మంڜ ݡ ࡍ ब ఆశऐ రङ ߱వ۪ऐ  x pi by 3 ah ࣒ڒ ,
అ࠳ ޴ߝన࣒ ࡅ 3 ࠑకए  సࠪన࠳న ఫంࣾڒ ߤబܽद ࢐సफ࠳ 3 ړߖ࢐న࣒ ޜ సࠪన࠳న ړ సࠪనం, x pi x x pi
అޙ࠼ మనం ޜ ऴߦరం࣋ࠚफ  ࡓం࠳ ݡ࠮ ݡన࣒ ޳छ ऒߖ޳ ఆ߯ ,ࣄۯ సࠪనం ړ ࣒ڒ ࡌ  సڴࡍठ  cos x x pi 
పࡍషए एࢲࡍప ޻మనం అ ࡹޒన పదमࣄۯ మనం  ݟంచంࡍ ऒߕޔࠓంద߰ ߘలࡌ ం మ࠾ࡍ ఆ ऴపశऒ  ڕ
సࠪ߄నం ఖۨऐ తంڴ అߘ࢓ మ࠾ࡍ ఎం޶కం݄ మనం ఈ సࠬకరణంޜ ऴߦరంࠚంచమߧۮ ߖओ నటऱޙ࠼ x 
छ޳ న࣒ ߯ 3࠳ छ޳ న࣒࠳ 3 ߖ  మనం ݞంڕڒ ࡌ pi ڵ࡯క ࡌ x 
ఉండంڒ ݟబܽद మࢁऱ అ࢑ ޻ధంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ఈ సࠬకర߄ࣃ ړߖހరణ పࢲࡍए రం ݞږ  ప ऱ࣒  n pi 
ऒߖ޵ మనం ޙ࠼అ ,޴ఉంܿం ࡹపంࡐ న࣒࠳ ݡ࠮ ݟంߘ న࣒࠳  ۫࣋फ ఇకए డ ۫డవలࣄన pi x 
࠭ఖङ పऱ࣒ ޴࢑షయం ఏࠫటం݄ ఇ న࠳ కం݄ ఇకए޶బܽद ఎంڒ న࣒࠳  డ మనڕ పऱ࣒  ఉంڒ ޴బܽद ప ऱ࣒  ڕమన ޜ 
లࠚం޴ۯ  ప ऱ࣒ నऒڕࣆޓ న࣒ , మనం࠳  నऒڕࣆޓ ߘ న࣒࠳  ओߩ n pi x pi by 3 2 ڕమన ݡ 2 n pi 
ओߩఎ ޴ఇ ړߖ࢐సफ࢐ ޙ࠼అ ,޴फంࣆన࣒ వ࠳ న࣒࠳ ఇకए ࠭࠲  ݡ డ ࠳న࣒ ࡏڷफߘ x pi by 3 
झڡంܼ࠭ అం݄ ఎڕࣆޓ  ऴ߭షߤ ఈ సందరग ంࡹ మనం పऱ࣒ ठڴࡍస ړߖ޳ ޻ం߰ ޜफࡏڷ   సࠪనం మ࠾ࡍ 
అ࢑޻ధం࠳ ڴన࣒ ࡏڷफޜ మనం ఇకए డ ߰ంݟږ ޴޻క ࡏڷफޜ మనం ఇకए డ ߰ంړߖ޳ ޻ సڴࡍठ  సࠪనం ڒబܽद
 అంښ޶ ఈ ࡓం࢑ ݡషࡱ࠻ ఒ࡮ښ ఉండߕޔࠓऒ एࢲࡍప ښఒ ڕమన అ࢑ ,࠼ ऒߖࡌ  ఇవछ ऒߕޔࠓ  బܽद nڒ ࠼
ङߕఈ ఉప ޜߖ޳ సం ࠭ࣆڷफం޴ మ࠾ࡍ త޶పࡍ ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ మߖڜࡍऒ  ఇ࡮ంܽ సమసङ లࣃۯ ߘफ ࠭
ధనङ  ࡱ޳࢐
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